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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Viele Vorgénge in den Natur- und Wirtschaftswissenschaften lassen sich durch
gewoOhnliche oder partielle Differentialgleichungen beschreiben, deren Losung
die Vorhersage des Verhaltens eines Systems bei vollstandiger Kenntnis aller
dazu notigen Parameter ermoglicht. Im Sommersemester 2019 haben wir in
der Vorlesung Numerik von Differentialgleichungen | | bereits
Losungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen und einfache Fini-
te Differenzen Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen behandelt. Die
Finite Differenzen Verfahren in | | beruhten auf der klassischen
Losungstheorie partieller Differentialgleichungen. Die eindeutige Losbarkeit
der betrachteten partiellen Differentialgleichungen und die Konvergenz der
durch Finite Differenzen erhaltenen Losungen gegen die wahre Lésung konn-
ten wir in | | nur fiir wenige Félle unter speziellen Bedingungen
zeigen.

Ziel dieser Vorlesung ist nun die Entwicklung méchtigerer Finite Elemente-
Verfahren zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen. Diese
Verfahren beruhen auf der modernen variationellen Theorie partieller Dif-
ferentialgleichungen, in die wir im Rahmen dieser Vorlesung ebenfalls eine
Einfiihrung geben.

Zur Motivation der Abschwiachung des klassischen Losungsbegriffs betrachten
wir das folgende Randwertproblem

—(k(x)u’(x))’ = f(l'), NS (_17 1)7 u(_l) = 07u<1) =0.
Wie in der Vorlesung | | besprochen, beschreibt diese Gleichung

die eindimensionale stationére Verteilung der Temperatur u(x) in einem Stab
mit Warmeleitfahigkeit k(z), der Wérmequellen f(z) ausgesetzt ist, und an
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KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

seinen Enden auf Nulltemperatur gehalten wird, vgl. die in der Vorlesung
gemalten Skizzen.

Nehmen wir nun an, dass der Stab aus zwei verschiedenen Materialien be-
steht,

k(z) =1 firz e (-1,0), k(r)=2 firz e (0,1)

und dass fiir die Warmequellen gilt f(z) := 1.

0°C

Abbildung 1.1: Stab bestehend aus zwei Materi und den Ende, welche
auf 0 °C gehalten werden

Fiir die Losung u muss gelten

() = —1 fir x € (—1,0),
AT 2172 filrx e (0,1),

so dass
o (z) = —r+a fir z € (—1,0),
| —1/2z+0b  firz € (0,1).

Fir a # b ist u(z) nicht differenzierbar. Ist hingegen 0 # a = b so ist
k(x)u'(x) nicht differenzierbar, und fiir 0 = a = b ist die Randbedingung
u(—1) = u(l) = 0 nicht erfiillbar. Schon fiir diese einfache Beispiel eines
aus zwel Materialien zusammengesetzten Stabes, kann es also keine Losung
geben, wenn wir die Ableitungen im klassischen Sinne interpretieren.

Bemerkung 1.1
Die physikalisch korrekte Losung erhalten wir, indem wir die Wdarmeleitungs-
gleichung in beiden Stabhdalften separat betrachten

—1"(z) =1 firxe (-1,0), und —2u"(x)=1 firze(0,1),

und die beiden Hdlften durch die Interface-Bedingung koppeln, dass die Tem-
peratur und der Wairmefluss an der Grenzfliche tibereinstimmen muss:

w(®)]e=0- = w(@)s=01

10/ () le=o- = 20/ (%) ]a=0+-




Damit ergibt sich

| —2?/2—2/6+1/3  firxz e (—1,0),
u(@) = { —22/A— /124 1/3  firz € (0,1).

Diese physikalisch korrekte Losung u ist nicht differenzierbar in x = 0!

R

Uj(-1,0) @
R

Abbildung 1.2: Physikalisch korrekte Losung u

Der in dieser Vorlesung vorgestellte schwache Losungsbegriff hat sich nicht
nur fiir die physikalisch korrekte Behandlung von partiellen Differentialglei-
chungen mit unstetigen Koeffizienten durchgesetzt. Er liefert auch eine um-
fassendere und vollstdndigere Losungstheorie fiir PDGL als der klassische
Losungsbegriff. In der modernen Behandlung partieller Differentialgleichun-
gen untersucht man deshalb iiblicherweise eine Gleichung zuerst auf Existenz
und Eindeutigkeit einer schwachen Losung, und danach die schwache Losung
auf ihre Differenzierbarkeitseigenschaft (sog. Regularitét).
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Kapitel 2

Schwache Losungstheorie
elliptischer
Differentialgleichungen

2.1 Distributionen

Wir stellen zuerst eine neuen Ableitungsbegriff vor, der es uns ermoglicht, na-
hezu jede Funktion beliebig oft abzuleiten. Zur Motivation betrachten wir die
Frage, ob sich sinnvoll eine Ableitung einer Sprungfunktion (auch: Heaviside-
Funktion)

0 firx <0,
H:R=R, H<“’>_{1 firz >0 °
auch iiber den Punkt x = 0 hinweg definieren lasst. Falls ja, so miisste

fiir die Ableitung 6(z) := H'(z) = 0 in R \ {0} gelten, aber gleichzeitig
Jg 0(z) dz = 1 sein (siehe Abbildung 2.4).

,0(x) ist dberall null aufer in einem Punkt, und da ist § so dermaflen
unendlich, dass das Integral eins ergibt.“

Das ist offensichtlich mathematischer Unsinn, aber es entspricht der intuiti-
ven Vorstellung der Dichte einer Punktmasse. Genauso war es im Rahmen
der reellen Zahlen unsinnig, von v/—1 zu sprechen. So wie man die reellen
Zahlen zu komplexen Zahlen erweiterte und damit v/—1 eine rigorose Bedeu-
tung gab, werden wir den Funktionenbegriff zum Begriff der Distributionen
erweitern, und J eine rigorose Bedeutung geben.
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2.1.1 Der Raum der Testfunktionen

Definition 2.1 (Testfunktionen)
Sei ) #£ Q C R" eine offene Menge. Wir nennen

D(Q) :=C52(Q) :={p € C™(Q) : supp p kompakt, supp p C Q}

den Raum der Testfunktionen.

Wenn es aus dem Zusammenhang hervorgeht oder egal ist, welche Menge ()
gemeint ist, so schreiben wir auch kurz D = D(QY). Beziglich der punktweisen
Addition und Skalarmultiplikation ist D ein Vektorraum.

R

R
Supp

Abbildung 2.1: Beispielhafte Testfunktion ¢ € D (Q) fur Q C R

Beispiel 2.2
Die Funktion h : R™ — R,

{0 fir|z] > 1

W) = exp (—ﬁ) fir |z <1

liegt in C*°(R™) und erfillt supp h = B1(0). Durch geeignete Verschiebungen
und Skalierungen von h ldsst sich fiir jedes offene Q eine C'°-Funktion mit
Trager in Q (also ein Element von D(Q2)) konstruieren.

Es ist niitzlich h so zu mormieren, dass das Integral eins ergibt, d.h. wir
definieren

Auflerdem engen wir den Trdger ein,

pe(x) = "p(x/€).

Dann gilt [, pedz =1 und supp p. = B.(0).




2.1. DISTRIBUTIONEN

supp p1 S
PP pL supp p1

Abbildung 2.2: pe fiir e =1 und € = %

Definition 2.3 (Konvergenz von Testfunktionen)
Fine Folge (¢r)ken C D(2) heifit konvergent (in D(2)) gegen ein ¢ € D(Q),
falls

(a) eine kompakte Menge K C ) existiert mit
supp or € K fiir alle k € N,

(b) fir jedes a € Ny die Folge der (partiellen) Ableitungen (D*¢y)ken gleich-
mafig gegen D*p konvergiert.

Bemerkung 2.4
Der Begriff Konvergenz ist in der Mathematik festgelegt. Ihn einfach umzude-
finteren birgt die Gefahr vieler Missverstindnisse. So ist etwa die Definition

(ar)ken C R konvergiert gegen a € R, falls a; = a.

ziemlicher Unsinn und besitzt sicher nicht die bekannten und intuitiv erwar-
teten Figenschaften eines Grenzwertbegriffs.

Von Konvergenz darf man deshalb nur sprechen, wenn es eine Norm, Metrik
oder zumindest Topologie gibt, die diese Konvergenz induziert. Wir werden
die zu Definition 2.3 gehdrige Topologie hier micht explizit angeben, es ist
aber wichtig festzustellen, dass es sie gibt.

Satz 2.5

FEs existiert eine Topologie auf D(R2), die die Konvergenz aus Definition 2.3
induziert. Beziiglich dieser Topologie ist D(Q2) ein sogenannter vollstindiger
topologischer Vektorraum, d.h. die Vektorraumoperationen sind stetig, ein-
elementige Mengen sind abgeschlossen und Cauchy-Folgen' konvergieren.

'Eine Folge (71 )ren C X in einem topologischen Vektorraum heift Cauchy-Folge, falls
in jeder Umgebung der Null fast alle Folgendifferenzen z,, — x,, liegen.
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Beweis: Dies wird z.B. in | , 6.2-6.5] bewiesen. O

2.1.2 Der Raum der Distributionen

Definition 2.6

Stetige lineare Funktionale f : D(2) — R heiffen verallgemeinerte Funktio-
nen oder Distributionen. Die Menge aller Distributionen bezeichnen wir mit
D'(QQ). Fir die Anwendung von f auf eine Testfunktion ¢ schreiben wir f(p)

oder (f, ).

Satz 2.7
FEin lineares Funktional f : D — R st genau dann stetig auf D (also eine
Distribution) falls es folgenstetig ist, also

(o) = (f,p) (inR)  fir alle (¢x)rex € D mit o, — ¢ (in D).

Beweis: Die Hinrichtung gilt allgemein fiir Abbildungen zwischen topologi-
schen Rdumen. Fiir die Riickrichtung sind die Linearitét und die Eigenschaf-
ten von D wichtig, sie wird z.B. in | , 6.6] bewiesen. O

Definition und Satz 2.8 (Funktionen als Distributionen)
Jede lokal integrierbare Funktion [ :Q — R erzeugt durch

(f.g) = / f(@)p() dz

eine Distribution f. Solche von lokal integrierbaren Funktionen erzeugte Dis-
tributionen heiffen regulér.

Zwei requldre Distributionen sind genau dann gleich, wenn die erzeugenden
Funktionen (im Lebesque-Sinne) gleich sind. Wir kénnen deshalb die Funk-
tion f mit der zugehdrigen Distribution identifizieren und so die (lokal inte-
grierbaren) Funktionen als Teilmenge der Distributionen auffassen.

Beweis: Offenbar ist f ein lineares Funktional. Sei noch (¢g)ken € D kon-
vergent gegen ein ¢ € D. Dann existiert nach Definition 2.3 eine kompaktes
K C Q mit supp ¢, supp pr C K fiir alle k£ € N. Da f lokal integrierbar ist,
existiert [, |f(x)| do und es folgt

Fe— )] = \ | 1@ (enta) = pta) e

< /K (@) da supliu(a) - (o) =0,
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also (f,or) = (f, ). Nach Satz 2.7 ist deshalb f € D'.

Die Eindeutigkeit zeigen wir nur fiir den einfacheren Fall, dass f : Q@ — R
stetig ist und verweisen fiir den allgemeinen Fall auf | . Ist f: Q2 =R
stetig, so folgt mit p. aus Beispiel 2.2 fiir jeden Punkt zy €

|[(f (@), pe(x = w0)) — f(x0)| = /Q(f(:c) — f(@o))pe(x — o) du
< sup |f(z) = fzo)| = 0

z€Be(x0)
und damit
(f(x), pe(x — x0)) — f(xg) filr € = 0. (2.1)
Eine Funktion f € C(Q) ist also durch Kenntnis der zugehorigen Distribution
eindeutig bestimmt. U
R

pe(x) |p(z — x0)

PaN .

7o

Abbildung 2.3: p.(z) und p(x — o)

Beispiel 2.9 (Delta-Distribution)
Fiir jeden Punkt z € Q) ist durch

(02, ) = (2)

offenbar eine Distribution 6, € D' definiert, die (Diracsche) o-Funktion. Fiir
z = 0 schreibt man auch einfach 0. In der naturwissenschaftlichen Literatur
schreibt man wegen Satz 2.8 auch symbolisch (siche Abbildung 2./)

obwohl es offensichtlich keine dazugehirige lokal integrierbare Funktion gibt.
Mit z =0 und ¢ = 1 in einer Umgebung der Null, ist dies gerade die in der
Motivation angesprochene Vorstellung, dass § in R\ {0} verschwindet, aber
thr Integral dennoch eins ist.
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R

0o “"dermafien unendlich in 0”

Abbildung 2.4: 0-Distribution
Definition und Satz 2.10 (Rechnen mit Distributionen)
(a) Fir f,g € D' und A € R definieren wir f + g € D' durch
(f+9.0):=(f0)+(g,0) [firalleyecD
und \f € D' durch
(M) = (f, o) = X [f, ) fiir alle p € D.

(b) Fir f € D' definieren wir die a-te (partielle) Ableitung, D*f € D', fir
o € N{ durch

(Df, @) = (=1)(f, D) fiir alle ¢ € D.
(¢c) Fir f € D' undy € C™ definieren wir das Produkt fi» = f € D" durch
(Wf. ) == (fb,0) = (f.bp)  fiir alle ¢ € D.

Beweis: Dass durch (a) und (b) tatséchlich Distributionen definiert werden
ist klar. Fiir (c) beachte, dass nach der Leibniz-Regel gilt

« _

D) = ( )D” PpDPp.
B b

Deshalb folgt aus ¢ — ¢ in D auch ¥y — e in D. O
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2.1. DISTRIBUTIONEN

Bemerkung 2.11

(a)

(b)

(¢)

(d)

(¢)

Durch die Addition und Skalarmultiplikation aus Definition 2.10 (a) wird
D' zum Vektorraum und die Identifikation aus Definition und Satz 2.8 ist
linear, d.h. es ist egal, ob man lokal integrierbare Funktionen als Funk-
tionen oder als Distributionen addiert bzw. mit Skalaren multipliziert.

Mit partieller Integration sieht man, dass fir alle hinreichend oft stetig
differenzierbaren Funktionen Definition 2.10 (b) mit der klassischen Ab-
leitung tibereinstimmt. Es ist also egal, ob man eine stetig differenzierbare
Funktion als Funktion oder als Distribution differenziert.

Definition 2.10 (b) ermdglicht aber die Ableitung beliebiger Distributio-
nen, also auch solcher, die als Funktionen nicht klassisch differenzierbar
sind! Man spricht auch von einem verallgemeinertem oder distributio-
nellem Ableitungsbegriff.

Definition 2.10 (c) definiert nur das Produkt einer Distribution mit einer
C>®-Funktion. Das Produkt zwischen zwei Distributionen ist im Allgemei-
nen nicht definiert. Fir requldre Distributionen kann man es aber tber
die Multiplikationen der zugehdrigen Funktionen definieren.

Vektorwertige Distributionen lassen sich als endlichdimensionale Tupel
von Distributionen D'(2)" definieren.
Fir f € D'(Q) und F = (Fy,...,F,)T € D'(Q)" definieren wir entspre-
chend
Vf:=(0f,...,0.f) € D'(Q",
V.-F:= 81F1 + ...+ anFn S D/(Q)

Fiir eine offene Teilmenge O C Q und f € D'(Q) ist die Einschrinkung
flo € D'(O) definiert durch

(flo,e) = (f. )  fiir alle ¢ € D(O),
wobei ¢ € D(Q) die Nullfortsetzung von ¢ ist.

Beispiel 2.12
Betrachte noch einmal die Sprungfunktion aus der Einleitung

0 firxz <D0,

H:R—=R, H<I)_{ 1 firz>0.

Ihre distributionelle Ableitung H' € D'(R) erfillt

(' p) = —(H, o) = — /}R H(z)g(x) da = — / " g(@) dz = (0)

fiir alle o € D(R), es ist also tatsichlich H' = 6.
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Satz 2.13
Ist f € D'(Q) mit 0;,f =0 fir allei = 1,...,n, dann ist f lokal konstant,
d.h. zu jedem Punkt x € Q existiert eine Umgebung U und ein ¢ € R, so dass

(f,¢) :/cgpdx fiir alle o € D(U).
U
Beweis: Ubungsaufgabe 2.3.

Definition 2.14 (Konvergenz von Distributionen)
Fine Distributionenfolge (fr)rex € D' heifit konvergent (in D’) gegen ein
feD falls

B (fy,0) = (fo ) fiir alle € D.

Auch hier gilt natiirlich Bemerkung 2.4, so dass der folgende Satz unverzicht-
bar ist.

Satz 2.15
Es gibt eine Topologie, die D' zu einem vollstindigen topologischen Vektor-
raum macht und die Konvergenz aus Definition 2.1/ induziert.

Beweis: | , 6.16]. O

Beispiel 2.16

Wir betrachten noch einmal die Funktionen p.(x) aus Beispiel 2.2. Im Beweis
von Satz 2.8 haben wir gezeigt, dass [ pe(x)p(x)dx — ¢(0) fir alle stetigen
@ und damit insbesondere fiir alle ¢ € D gilt.

FEs ist also
pe =0  (inD').

12
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0

Abbildung 2.5: Konvergenz von p. gegen dq in D’

Satz 2.17 (Rechenregeln fiir die Ableitung)
(a) Fir f € D' und a, f € N ist

D*DPf = DPDf = D**P ¥,
(b) Fir f,ge D', \,p € R und o € N} ist
D*(A\f + pg) = AD* [ + uD%g.

(¢) Fir f €D undp € C gilt die Leibniz-Formel,

D W)=Y (g) D> PypDi f

BLa
mit (g) = Wlﬁ)' und ol = aq! - -
(d) Konvergiert (fx)rex C D' gegen f € D', dann gilt
D%f, - D*f (inD')
fiir alle o € Ny.

Beweis: Ubungsaufgabe 2.2. O
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2.2 Sobolevraume

2.2.1 Motivation und Definition

Auch in diesem Kapitel sei () # Q C R™ stets eine offene Menge. Zusétzlich
setzen wir voraus, dass ) beschrankt sei.

Wir haben durch die Einfithrung der Distributionen die Moglichkeit gewon-
nen, beliebig oft zu differenzieren, gleichzeitig aber die Moglichkeit der Mul-
tiplikation verloren (aufer mit C'*°-Funktionen), vgl. Bemerkung 2.11. Bei
unserem einfithrenden Beispiel der Warmeleitung in einem aus zwei Materia-
lien zusammengesetzten Stab ergibt der Ausdruck (ku') wegen der Multipli-
kation mit der unstetigen Funktion k(z) nicht fiir alle Distributionen u einen
Sinn. Damit ku’ einen Sinn ergibt, muss ' noch eine regulére Distribution,
also eine Funktion (im Lebesgue-Sinne) sein.

Zusammen mit dem Wunsch nach mehr Struktur, etwa Skalarproduktraume
und normierte Raume statt lediglich topologischer Vektorrdume, fiithrt dies
zur Definition der Sobolevraume.

Definition 2.18
Der Raum

H*(Q) :={uec L*Q) : D*u e L*(Q) fir alle |a| <k}
= {u € L*(Q) : V]a| <k Jv, € L(Q):

(-1)'&'/916(;5)1)%(:5) dx:/gva(x)go(x) dr Vi ED(Q)}

heifst Sobolevraum k-ter Ordnung.

Definition und Satz 2.19
Mit der iblichen (punktweisen) Addition und Skalarmultiplikation aus L*(Q)
(bzw. aus D') sowie dem Skalarprodukt

U (Y Hk(Q) Z /Da Da )d
|o| <K

und der dadurch induzierten Norm ||-||Hk(Q),

lalFny = D 1Dl 72

la|<k

ist H*(Q) ein Hilbertraum.

14
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Beweis: Die Vektorraum- und Skalarprodukt-Eigenschaften folgen sofort
aus den entsprechenden Eigenschaften von L%(Q).

Fiir die Vollstandigkeit beachte zuerst, dass aus w; — u in L*(Q) folgt, dass
fiir alle ¢ € D(Q) C L*(Q) gilt

(w —u, 0)| < flug — u||L2(Q) ||S0||L2(Q) — 0,
also u; — u in D'(Q).

Nun sei (u;)exn € H¥(Q) eine Cauchy-Folge. Dann ist fiir alle |a| < k die
Folge D®u; eine Cauchy-Folge in L?(£2). Da L?(£2) vollstindig ist, existieren
Vo € L*(Q) mit D% — v,. Insbesondere konvergiert u; — vo =: v in L*(2)
und wegen Satz 2.17 gilt

(L?) (D) (D') (L?)

D% = D% lim w; = D® lim u; = lim D%y = lim D%u; = v,,.

l—o00 l—o0 l—o0 l—00
Es ist also v € H¥(Q) und D%y — v, = D% in L*(Q), d.h. v; — v in
HE(Q). O

Bemerkung 2.20
Auch ohne den Begriff der distributionellen Ableitung lassen sich die Sobo-
levraume k-ter Ordnung einfihren und zwar als Abschluss der Funktionen

{ue C¥Q) : D*ue L*(0)},
beziiglich der Norm ||-|| g (q-

Wegen Satz 2.19 ergibt dies eine Teilmenge von H*¥(Q). Es war aber historisch
lange nicht klar, ob beide Definitionen denselben Raum ergeben. Erst nach
Jahrzehnten zeigten Meyers und Serrin, dass beide Definitionen tatsdchlich
dquivalent sind, dass also C*(Q) N H*(Q) dicht in H*(Q) liegt, siche 2.B.
/ , Theorem 3.17].

2.2.2 Ein Spursatz

Es sei weiterhin 2 C R"™ stets eine offene, beschrankte Menge. Wir werden
in dieser Vorlesung fast ausschlieRlich mit dem Raum H'(Q) arbeiten.

Bemerkung 2.21
Das Skalarprodukt und die zugehorige Norm auf H*(QY) schreiben wir auch
als

2 2 2
(1, ) 110y = / (o + V- Vo) dz, [l = [6l2a) + 1Vl 2a0pn -

15
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Wir untersuchen nun das Verhalten von H'(Q)-Funktionen auf 9. Im ein-
dimensionalen Fall betrachten wir nur den Fall, dass {2 ein offenes Intervall
A, B[ ist, so dass der Rand nur aus den Punkten A und B besteht. Im
mehrdimensionalen Fall betrachten wir nur den Fall, dass der Rand 02 im
folgenden Sinne glatt ist:

Definition 2.22

Der Rand 0%2 von @ C R™, n > 2, heifit glatt (C*), falls fiir jeden Punkt
z € 00 eine Umgebung B,(z) und eine C*®-Funktiony : R" ! — R existiert,
so dass bis auf Umnummerierung und -orientierung gilt:

QN B.(z) ={r € B.(2) : x,>y(x1,...,Tn-1)} (2.2)

B, (2)
Abbildung 2.6: Beispielhafte Darstellung von N B,.(z)

Bemerkung 2.23
(a) Aus der Stetigkeit von v in Definition 2.22 folgt offenbar, dass

INNB.(z) ={z € B,(2) : & =7(x1,...,2n-1)}

FEin glatter Rand ist also lokal der Graph einer C*-Funktion. Dariber
hinaus garantiert Definition 2.22 aber auch noch, dass die Menge Q) lokal
auf einer Seite thres Randes liegt, vgl. die in der Vorlesung gemalten
Skizzen.

(b) Auf glatten Réindern 02 konnen wir ein Integral erkldaren. Ist T' C OS2

mit

g
I = 3 : : =teTCR" '},

16
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dann st
[ ras= [ sesovam .

mit der Gramschen Determinante
n—1
2
g(t) =1+ |07(1)]".
j=1

Entsprechend ldsst sich der Raum der quadratisch integrierbaren Funk-

tionen L*(0Q)) einfiihren (vgl. 2.B. | ).

Auflerdem existiert auf 02 eine dufsere Normale
v: 00— S hi={reR" : |z|=1}.
v erhalt man z.B. durch Normalisierung von

(=0 (), ., =By (1), 1), teT.

Fiir beschrankte Mengen mit glatten Réndern gilt eine Verschérfung des
Satzes von Meyer und Serrin aus Bemerkung 2.20.

Satz 2.24
Sei @ C R™ ein offenes beschranktes Intervall (fir n = 1) oder eine offene,
beschrinkte Menge mit glattem Rand (fir n > 2).

Zu jedem u € HY(Q) existiert eine Folge (ug)rexn € C®(Q), so dass

up —u in HY(Q).

Dabei ist C*(Q) := {v|q : v € C®(R™)}. Offenbar gilt C=(2) C H ().
Beweis: | | O

Bemerkung 2.25

Bei der Konstruktion der Lebesque-Rdume werden Funktionen miteinander
identifiziert, deren Werte sich nur auf Nullmengen unterscheiden. Funktionen
u € HY(Q) C L*(Q) besitzen also nur bis auf Nullmengen wohldefinierte
Werte. Insbesondere dndert sich also u nicht wenn wir nur ulsq abindern.

Auf der anderen Seite haben aber C'*°(S))-Funktionen wohldefinierte Rand-
werte auf 0L, und nach Satz 2.2/ ist jede Funktion in H'(Q)) Grenzwert
solcher glatter Funktionen. Der folgende Satz zeigt, dass die Randwerte die-
ser glatten Funktionen konvergieren, so dass man (in diesem Sinne) dennoch
auf verniinftige Weise den Randwert von H'-Funktionen definieren kann.

17
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Definition und Satz 2.26
Sei Q C R™, n > 2 eine offene, beschrinkte Menge mit glattem Rand.

Es existiert ein beschrdankter linearer Operator

Yoq - Hl(Q) — L2(8Q)

so dass Yoou = u\_ag fiir alle uw € C*(Q). vaq heifft Spuroperator. Auch fiir
u € HY(Q)\ C=(Q) verwenden wir in diesem Sinne die Schreibweise ulaq.

Beweis: | ] O

Definition und Satz 2.27
Fiir ein eindimensionales Intervall Q =|A, B[C R, B > A gilt die folgende
analoge Aussage:

Es existiert ein beschrdnkter linearer Spuroperator
v: HY(JA, B[) = R?

so dass yu = (u(A),u(B))T fir alle u € C*([A, B]). Wir verwenden in
diesem Sinne fir alle w € H'()A, B]) die Schreibweisen u(A) und u(B).
(Tatsdichlich kann man zeigen, dass H'-Funktionen iiber eindimensionalen
Mengen stetig sind.)

v ist offenbar surjektiv, da fir o, 8 € R die Funktion

u(z) = g:i

(x—A)+a

eine C*°-Funktion mit Spurwerten u(A) = a und w(B) = (3 ist.
R

B u(x)

aﬂ

. - R
A B
Abbildung 2.7: u : [A, B] = R,u(z) :== £=%(z — A) + a
Beweis: Ubungsaufgabe 3.3. U

18
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2.2.3 Die Greensche Formel

Unter zusétzlichen Bedingungen kénnen auch die Randwerte der Ableitung
einer H'-Funktion definiert werden. Fiir das Folgende sei zuerst Q C R™,
n > 2 eine offene, beschrinkte Menge mit glattem Rand.

Fiir u € C*(Q) definieren wir dabei die (Gufere) Normalenableitung durch
Oyuloq = Oyyu(x) = v(x) - Vu(z), =€ 0.

und erinnern an den Gauf’schen Satz:

Satz 2.28
0
/ 4 dx:/ uy; ds,
o O; o0

Fiir u € CY(Q) gilt
wobei v; die i-te Komponente des dufseren Normalenvektors v auf 0S) ist.

o012

Abbildung 2.8: Normalenvektors v auf 0f)

Beweis: siche z.B. | , §15]. O

Folgerung 2.29
Seien u,w € H*(QY). Dann ist

/a—xﬂwdx—l—/ua—%dx—/muwujds. (2.3)

Beweis: Fiir u,w € C*(Q) gilt nach Satz 2.28

/ (T dS:/E)(uw) dx
o0 o Oz;

und damit (2.3). Mit Satz 2.24 und Satz 2.26 folgt dies durch stetige Fort-
setzung auch fiir u,w € H'(Q). O
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Folgerung 2.30 (Green’sche Formel)
Seien u,w € C*(Q). Es gilt

/Vu-dex:—/Auwdx—i-/ dyuwds
Q Q a0

Beweis: Wir wenden Satz 2.28 auf w0,,u an und erhalten

/a (s ds = /Q Or, (w(Dy,u)) da = /Q ((00,0)(Da,0) + w2 ) da.

Die Behauptung folgt dann durch Summation iiber alle x;. U

Dies suggeriert die folgende Verallgemeinerung.

Definition 2.31
Seiu € HA(Q) :={ve H(Q) : Ave L*(Q)}. Wir nennen g € L*(09) die

Normalenableitung oder auch Neumann-Randwert von w, falls

/ gw’ands—/Vu-dea:—i—/Auwdx,
09 Q Q

fiir alle w € HY(Q). Wir schreiben g = 0,ulsq.

Bemerkung 2.32

Nicht jede Funktion uw € HA(Q) besitzt Neumann-Randwerte in L*(0S). Dies
hingt damit zusammen, dass nicht jede Funktion ¢ € L*(02) Randwert einer
H(Q)-Funktion ist.

Man kann den Raum der Spurwerte genauer charakterisieren. Dies fihrt auf
den Raum H'Y?(0RY), der in einem gewissen Sinne zwischen H' und H® = L?
liegt. Der Raum der Neumann-Randwerte von Funktionen u € HA(S) ist
H=Y2(0Q), der Raum der stetigen, linearen Abbildungen von HY?(0)) nach
R. Es gilt L*(0Q2) € H~Y2(082), wir werden aber nur Funktionen mit Neu-
mannrandwerten in L*(0Q) bendtigen. Man kann zeigen, dass Neumann-
Randwerte eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 2.33

Fir w € HY(Q) ist Vu € L*(Q)" und darum die Multiplikation mit einer
Funktion k € L>®(Q) definiert, kVu € L*(Q)". (Erinnerung: Fir allgemeine
Distributionen ist keine Multiplikation definiert!) Die L*(Q2)"-Funktion kVu
kann wiederum als Distribution differenziert werden, d.h. der Ausdruck

V- (kVu) € D'(Q)
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ergibt fiir alle uw € HY(Q2) mathematisch einen Sinn.

Gilt fiir ein w € HY(Q) sogar V - (kVu) € L*(Q), so nennen wir analog
zu Definition 2.51, g € L*(Q)) die Normalenableitung oder auch Neumann-
Randwert von u, falls

/ gv|agds://{Vu-Vvdx—I—/V-(/iVu)vdx,
) Q Q

fiir alle v € HY(Q). Wir schreiben g = k0,ulsq.

Wiederum kann man zeigen, dass Neumann-Randwerte eindeutig bestimmit
sind, aber nicht jedes u € H'(Q) mit V-(kVu) € L*() Neumann-Randwerte
in L*(09)) besitzt.

Bemerkung 2.34

Fiir ein eindimensionales Intervall Q2 =]A, B[C R, B > A gilt analoges:

Ist u € HY(Q), k € L>(JA, B[) und (ku') € L*(Q), so existieren Zahlen
a, B € R, so dass

pu(B) —av(A) = /A ku'v' dx +/A (ku')Yvdz Vv e HY(JA, B[).

Fiir glatte u, v und k gilt diese Gleichheit offenbar mit
f=r(BU(B) und a=r(A)u'(A).

Firuw € HY(Q), k € L=(]A, B]) und (ku') € L*(Q) nennen wir o und 3
deshalb die Neumann-Randwerte von u und schreiben

k(B)W(B): = und k(AU (A):=a.

2.2.4 Nullfortsetzungen

Weiterhin sei 2 C R™ ein offenes beschrianktes Intervall (fiir n = 1) oder eine
offene, beschriankte Menge mit glattem Rand (fiir n > 2).

Definition 2.35
Wir definieren
Hy(Q) :=={uec H(Q) : u|gq = 0}.

also insbesondere fir Q2 =]A, B[C R,
Hy(JA, B[) .= {u € H'(JA,B]) : u(A) =0=u(B)}.

Wegen Satz 2.26 ist dies ein abgeschlossener Unterraum von H'(Q) und da-
mit selbst ein Hilbertraum beziiglich dem H*'-Skalarprodukt.
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Satz 2.36
Istu € HY(Q), so lisst sich u durch Null zu einer Funktion v € H'(R™) mit

||U||H1(Rn) == ||u||H1(Q) fOTtS(itzen.

R R
u U
A 5 B 1 R
(a) u € H(A, B) (b) ue H(R)

Abbildung 2.9: Nullforsetzung einer beispielhaften Hj-Funktion

Beweis: Sei v die Nullfortsetzung von u und v; die Nullfortsetzung von 0, u.
Offenbar gilt v, v; € LR, o] oy = [0l 2y w105 2 gy = (10, 20
so dass wir nur zeigen miissen, dass v; = 0,,v. Dies folgt aus

/ 00, pdr = / uQ,,p do = —/((‘%u)goda: = —/ vjpdx Vo € D(R"),
n Q Q n

wobei wir Folgerung 2.29 und u|gq = 0 verwendet haben. U
Satz 2.37

D(Q) liegt dicht in H(S2).

Beweis: | ] O

Bemerkung 2.38

Fiir Punktionen aus C*(Q) sind auch die Spurwerte von hiheren Ableitungen
definiert. Satz 2.37 zeigt jedoch, dass sich diese nicht verniinftig auf H(Q)
erklaren lassen.

In diesem Zusammenhang betonen wir noch einmal, dass die Definition der
Neumann-Randwerte einer Funktion w € H(Q) im letzten Abschnitt die
zusitzliche Bedingung Au € L*(Q) bzw. V - (kVu) € L*(Q) erforderte.

2.3 Variationsformulierungen und der Satz von
Lax-Milgram

In diesem Abschnitt behandeln wir die Losungstheorie fiir das folgende Mu-
sterproblem einer linearen elliptischen partiellen Differentialgleichung,

-V (aVu)+cu=f inQ, (2.4)
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mit Koeffizienten a,c € L>*(Q) und f € L*(Q2) in einem beschrinkten, glatt
berandeten Gebiet 2 C R"™, n > 2.

Bemerkung 2.39

Aufgrund unser Annahme an a und c ergeben die Multiplikationen in der
Gleichung (2.4) fiir alle w € H*(Q)) Sinn. Es ist Vu € L*(Q)", also aVu €
L*(Q)" und cu € L*(Q2). Die Divergenz ist im distributionellen Sinne erklirt,
—V - (aVu) € D'(Q).

Fiir alle Losungen v € HY(Q) der Gleichung (2.4) gilt wegen der Annahme
an f sogar V - (aVu) € L*(Q). Fiir solche Losungen von (2./) (nicht aber
fiir alle w € HY(Q)!) macht es also Sinn, entsprechend Bemerkung 2.33 eine
zusdtzliche Bedingung an die Normalenableitung ad,ulsq zu stellen.

Wir werden sehen, dass die Losung von (2.4) erst durch Vorgabe von Dirichlet-
oder Neumannrandwerten eindeutig bestimmt ist. Die eindeutige Existenz
zeigen wir dabei durch Betrachtung der sogenannten Variationsformulierung
von (2.4), die von der Randvorgabe abhéngt.

Satz 2.40 (Variationsformulierungen)
(a) Die folgenden Probleme sind dquivalent (homogenes Dirichletproblem)

(i) we HY Q) lost (2.4) und u|sq = 0.
(ii) w € H(Q) und lst

/(aVu - Vv + cuv) de = / fvdz  fiir alle v € HY ().
Q Q

(b) Sei g € L*(00) eine miglicher Randwert einer H'-Funktion, d.h. es exi-
stiere uy, € HY(Q) mit uy|aq = g. Die folgenden Probleme sind dquivalent
(inhomogenes Dirichletproblem)

(i) w e HY Q) lost (2.4) und ulsq = g.
(ii) w e HY(Q), ulsq = g und u list

/(aVu Vv + cuv) dz = / fvdz  fiir alle v € HY(Q). (2.5)
Q Q
(i) v e HY(Q), ug :=u—uy, € Hy(Q) und ug lost
/(aVuo -V + cupv) dz = — /(aVug -V + cugv) dz + / fvdx
Q Q Q

fiir alle v € Hi(Q).
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Insbesondere héingt w nicht von der Wahl von u, sondern nur von g ab.

(c) Sei g € L*(0N2). Die folgenden Probleme sind dquivalent (Neumannpro-
blem)

(i) u€ HY(Q) lost (2.4) und ad,ulsq = g.

(ii) w e HY (), und u lost

/(aVu Vv + cuwv)dz = / fvdz + / gulaa ds (2.6)
Q Q o9
fiir alle v e H'(Q).

Beweis: (b) Wir zeigen direkt (b), dann folgt (a) als Spezialfall mit g = 0
und u, = 0. Sei also g € L*(99) und u, € H'(Q) eine Funktion mit
ugl@ﬂ =4g.

(i)=(ii): Zuerst sei u € H'(Q) Losung von (2.4) und u|pq = g. Dann
16st u fiir alle v € D(2)

/(aVu -V + cuv) dx
Q

- /Q (Z a(0y;u)(0y,v) + CUU) dr = Z <aazju, &Ejv> + (cu, v)

Jj=1 Jj=1

= <— Zaxj (ady,u) +cu,v> = (=V - (aVu) + cu,v) = (f,v)
= /va dzx.

Da beide Seiten stetig sind in v bzgl. der H*(Q2)-Norm und D(2) dicht
in H}(Q) liegt, gilt dies sogar fiir alle v € HJ ().

(i))==(i): Da u (2.5) fiir alle v € H}(Q) 16st, 16st u (2.5) insbesondere
auch fiir alle v € D(2) und damit ist

-V - (aVu) + cu = f.

(iii) <= (ii): klar.
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(c) (i)==(ii): Sei u € HY(Q) Losung von (2.4) mit ad,ulsq = g. Nach
Bemerkung 2.33 gilt also fiir alle v € H'(£2)

/ gulan ds = / (aVu-Vvo+V - (aVu)v) dx
o0 Q
= / (aVu - Vv + (cu— f)v) de,
Q

so dass u (2.6) l6st.

(ii)=(i): Fiir die Riickrichtung von (c), l6se u € H'(Q) Gleichung
(2.6) fiir alle v € H'(2). Dann gilt insbesondere fiir alle v € D(Q):

/(aVU-VU+cuv)dx:/fvdx,
Q Q

also =V - (aVu) + cu = f.

Damit ist insbesondere auch —V - (aVu) = f —cu € L*(Q2) und fiir alle
v e HY(Q) gilt

/ gulan ds = / (aVu - Vv + cuv — fv) dz
o) Q

= / (aVu-Vu+V - (aVu)v) dz,
Q
also nach Bemerkung 2.33 ad,u|sq = g. Il

Fiir alle drei Probleme folgt die eindeutige Losbarkeit aus dem Satz von
Lax-Milgram.

Satz 2.41 (Lax-Milgram)
Es set H ein Hilbertraum und

b: Hx H— R,
eine stetige, symmetrische, koerzive Bilinearform, d.h.

b(u,v) = b(v,u) Vu,v € H  (Symmetrie)
AC >0 : |b(u,v)| < C|lu|||v|| Vu,v € H (Stetigkeit)
38 >0 : b(u,u) > B |ul? Yue H (Koerzivitat)

und b ist in beiden Komponenten linear. Weiterhin seil € H'.
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Dann existiert genau ein v € H mit
b(u,v) =1l(v) fir allev e H (2.7)

und u hdangt stetig und linear von [ ab,

1
[l < 3 i

Beweis: Die Eindeutigkeit und die stetige Abhéngigkeit folgen direkt aus
der Koerzivitdt. Sind nédmlich uy,uy € H zwei Losungen, so ist

ﬁ Hu1 — 'LLQHiI S b(u1 — U2, U] — Ug) = l(u1 — Ug) — l(u1 — UQ) =0
also u; = uy. Auberdem ist fiir eine Losung u € H

2
B llully < blu,w) = 1(u) < |1 g lull

so dass u stetig von [ abhéngt mit Stetigkeitskonstante % Die Linearitét folgt

aus der Eindeutigkeit und (2.7).

Fiir die Existenz zeigen wir zunéchst, dass ein Minimum « € H des Funktio-
nals

1
J: H—=>R, J):= §b(v,v) —(v)
existiert und danach, dass dieses Minimum auch (2.7) 16st.

J ist nach unten beschrankt,

1 2 1 o 12117
J(v) > 55 ||U||H - ||l||H’ ||U||H = %(6 ||U||H - ||l||H’) - 28 > — 28
Deshalb existiert das Infimum inf gy J(v) € R. Sei (ux)ren € H eine mini-
mierende Folge, also J(ux) — inf,cqy J(v). Fir diese Folge gilt

Bl = wl® < blug — ur,up — w)
= 2b(ug, ug) + 2b(uy, wy) — blug + uy, ug, + wy)
= 4J(uy) + 4T () — 8J (“’“ ‘; “l)
< 4J(ug) + 4J(u;) — 8inf J(v) — 0

fiir k,1 — oc.

(ug)ren ist also eine Cauchy-Folge, so dass der Grenzwert u := limy_,o uy
existiert. Dieser erfiillt J(u) = limy_o J(ux) = inf, J(v), u ist also ein Mini-
mum von J.
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Wir miissen noch zeigen, dass dieses Minimum (2.7) 16st. Es gilt fir alle
ceRundveH

1
§b(u, u) —l(u) < =b(u+ cv,u+ cv) — l(u+ cv)

N | —

und damit
1
0 < cb(u,v) + 50219(11, v) — cl(v).

Mit einer Folge ¢, > 0, ¢, — 0% und einer Folge ¢, < 0, ¢, — 0~ folgt
deshalb
b(u,v) > 1(v) und b(u,v) <l(v) Vv € H,

also (2.7). O

Folgerung 2.42
Es gelte
a,c € LT(Q) :=={h € L>(Q), ess iélf h(z) > 0}.
re

Dann sind das homogene Dirichletproblem, das inhomogene Dirichletproblem
und das Neumannproblem jeweils eindeutig losbar.

Die jeweilige Losung hingt stetig und linear von der rechten Seite f € L*(QQ),
sowie der Dirichletvorgabe u, € H'(Q) bzw. den Neumannranddaten g € L*(99)
ab.

Beweis: Wir definieren die Bilinearform

b(u,v) = / (aVu - Vo + cuv) doz Yu,v € H(Q).
Q

Sei zuerst ¢ € LE°(Q2). Mit

C' := max(esssup a(x), esssup ¢(z)),
€ €N

B = mm(esxseglf a(x), eSxSelgIzlf c(x))
gilt
b(u,v)] < C <HVUHL2(Q)n HVUHLQ(Q)” + HUHL2(9) HUHL2(Q)>

< 2C ||ull g oy 101
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und
b(u,u) > B / (IVuf? + |uf?) de = 8 |42 g, -

b erfiillt also die Voraussetzungen von Satz 2.41 fiir H = H'(Q) (und damit
insbesondere auch auf dem Teilraum H = H}(S2).)

Im Falle des Dirichletproblems setzen wir
l(v) :==— /Q(aVug - Vv + cugyv) dz + /Q fodz Vv e H}(Q).
Dann ist wie oben
l(v)] <2C ||u9HH1(Q) ”UHH1(Q) + ”fHL?(Q) HU”Hl(Q)
= (2C gl sy + 112y ) 1ol -

also I stetig und [|I| g1 ) < 2C [ugll 1) + 1/ [l 12(q)- Nach Satz 2.41 existiert
daher genau eine Losung uy € Hi () von

blug,v) = I(v) Yv e Hy(Q),

und ug héngt linear und stetig von u, und f ab. Nach Satz 2.40 (b) entspricht
dies genau einer Losung u = u, + uy des Dirichletsproblems und auch diese
hangt stetig und linear von u, und f ab.

Im Falle des Neumannproblems setzen wir

[(v) ::/fvdx—i-/ gvlands Vv e HY(R).
Q )

Dann existiert nach Satz 2.26 ein C’ > 0 so dass

(V)] < Hf”L?(Q) ||UHL2(Q) + HQHLZ(aQ) ||U’8S2HL2(09)
< & (Il 200 + N9l agom ) 101y

Also ist auch hier [ stetig und |[{|| g1 (o) < C" <||f||L2(Q) + ||g||L2(8Q)>'
Es existiert also nach Satz 2.41 genau eine Losung von
b(u,v) =Il(v) Yve HY(Q),

also nach Satz 2.40 (c) genau eine Losung des Neumannproblems, und die
Losung héngt stetig und linear von f und g ab. O
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Bemerkung 2.43
Fiir ein eindimensionales Intervall Q =]A, B[C R, B > A gilt wiederum
Analoges: Seien a,c € L*(]A, B]) und f € L*(]A, BJ).

(I) Die folgenden Probleme sind dquivalent (homogenes Dirichletproblem):
(i) we H (A, B[) lost
—(au) +cu=fin]A, Bl und u(A)=0=u(B).

(ii) uw € H} (A, B[) und list

B B
/ (au'v" + cuv) dz = / fvdx Yo € Hy(JA, B]).
A A

(II) Seien o, € R. Sei u, € H'(JA, B[) eine Funktion mit u,(A) = a,
ug(B) = B (2.B. ug(x) = (x — A)(B — a)/(B — A) + ). Die folgenden

Probleme sind dquivalent (inhomogenes Dirichletproblem):
(i) we H'Y(JA, B]) list
—(au') +cu=fin]A, Bl und u(A)=ca, u(B)=2_4.

(ii) w e HY(JA, B[), u(A) = a, u(B) =  und

B B
/ (au'v" + cuv) dz = / fvdx Yo € Hy(JA, B]).
A A

(iti) w € H'(JA, B]), up :=u —uy € Hy(JA, B]) und uq erfillt

B B B
/ (augv” + cugv) dz = —/ (auyv' + cugv) dx + /A fvdzx

A A
fiir alle v e Hy(|A, B]).

(111) Seien «, 3 € R. Die folgenden Probleme sind dquivalent (Neumann-
problem):

(i) uwe HY (A, B|) lost
—(au') +cu = f in]A, B[ und a(A)u'(A) = «, a(B)u'(B) = f.

(ii) w € HY(JA, B[) und u erfillt fir allev € H'(]A, B[)

B B
/ (au'v' + cuv) dz = / fvdz + Bu(B) — av(A).
A

A
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Wie zuvor folgt aus dem Satz von Lax-Milgram, dass fir a,c € LY(]A, B[) das
homogene und das inhomogene Dirichletproblem sowie das Neumannproblem
eindeutig losbar sind, und dass die jeweiligen Losungen stetig und linear von
der rechten Seite f € L*(]a,b|) und den Dirichlet- bzw. Neumannvorgaben
a, B € R abhdngen.

Bemerkung 2.44

(a) Nimmt man als Bilinearform b das Skalarprodukt (-, )y in einem Hilbert-
raum H, so sind offenbar alle Voraussetzungen von Satz 2.41 erfillt. Es
gibt also eine stetige lineare Abbildung : H' — H mit

(t(1),v)g =1(v) Vie H', veH.
Offenbar besitzt v auch eine stetige lineare Inverse
(') (v) = (w,v)p Yu,v € H

und es gilt ||v |y = |Jull,. H ist isometrisch isomorph zu H'. Dies
bezeichnet man auch als Rieszschen Darstellungssatz.

(b) Speziell fir H = L*(Q) identifiziert man tiblicherweise H und H' durch
L, unterscheidet also nicht zwischen einer Funktion v und dem linearen
Funktional v — fQ uvdx. Dies entspricht der Identifikation von Funktio-
nen mit Distributionen aus Definition 2.8.

(¢c) Fiir Koeffizienten a = ¢ = 1 ist b(-,-) aus Korollar 2.2 gerade das H'-
Skalarprodukt. Die Identifikation von H*(Q)) und H(Q)" wiirde also die
Identifikation der rechten Seite der PDGL f € L*(Q) C HY(Q) mit der
zugehorigen Losung u bedeuten. Hier wdare eine Identifikation also sehr
kontraintuitiv!

Bemerkung 2.45

Alle Resultate aus diesem Kapitel gelten auch schon unter der schwdcheren
Voraussetzung, dass §2 ein Lipschitz-Gebiet ist, d.h. die den Rand parametri-
sierende Funktion v aus Definition 2.22 nur als Lipschitz-stetig vorausgesetzt
wird, siehe [ /.
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Kapitel 3

Finite-Elemente-Verfahren

Die variationelle Theorie elliptische PDGL fiihrte zu dem Problem, die Lo-
sung u € H eines Variationsproblem, d.h. einer Gleichung der Form

b(u,v) =1(v) firalleve H
zu bestimmen, wobei

e H ein Hilbertraum ist (in dieser Vorlesung: H = H'(Q) oder H = Hj ()
auf einem beschriankten glatt berandeten Gebiet 2 C R" oder 2 =]A, B[C R

eb: HxH —Rund!l: H — R die Voraussetzungen des Satzes von
Lax-Milgram (Satz 2.41) erfiillen (b bilinear, symmetrisch, stetig und
koerziv, [ stetig und linear).

3.1 Das Galerkin-Verfahren

Ist H endlichdimensional, so ist dieses variationelle Problem nichts anderes
als ein lineares Gleichungssystem:

Lemma 3.1
Seidim(H) = N. wy,...,wy € H sei eine Basis von H. Seib: HxH — R
symmetrisch und bilinear und | : H — R linear.

Dann lost w =3, z;w; genau dann

b(u,v) = l(v) fir alle v € H, (3.1)
wenn der Vektor der Entwicklungskoeffizienten x = (x1,...,xn) das lineare
Gleichungssystem

Bxr =y
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KAPITEL 3. FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN

l6st, wobei B = (b(ws, w;))N;—; € RN und y = (I(w;))}; .

. " N
Beweis: Fiir u = >

s rjwy und v = 3 §w; ist wegen der Bilinearitét
von b

N
b(u,v) = Z i&;b(wi, w;)

ij=1

und wegen der Linearitdt von [
N
() =Y &l(wy).
j=1

Das variationelle Problem (3.1) ist also dquivalent zu

N N
Zmigjb(wi,wj) = Z@l(w]) V&,...,fN € R.
3,j=1 j=1

Dies kénnen wir mit z = (z1,...,zy)7 € RY, &€ = (&,...,&v) € RY,
B = (b(wi, w;))—, € RN und y = (I(w;))}_, schreiben als

§'Br=¢"y VEeRY,

was offensichtlich dquivalent ist zu Bz = y. U

Ist H unendlichdimensional (etwa H = H'(f2)) so konnen wir das Problem
Finde u € H, so dass b(u,v) = l(v) fiir alle v € H!

naherungsweise losen, indem wir einen endlichdimensionalen Teilraum V' C H
wahlen und das Problem

Finde u € V, so dass b(u,v) = [(0) fiir alle 0 € V!

(also geméf Lemma 3.1 ein lineares Gleichungssystem) 16sen. Dieses Vorge-
hen heifkt Galerkin-Verfahren, u heifst auch Galerkin-Projektion der wahren
Losung v € H.

Wir zeigen zunéchst, dass die auftretenden endlichdimensionalen variationel-
len Probleme eindeutig losbar sind:
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3.1. DAS GALERKIN-VERFAHREN

Lemma 3.2

Sei H ein Hilbertraum undb: Hx H — R undl: H — R erfillen die Vor-
aussetzungen des Satzes von Lax-Milgram. Sei V' ein endlichdimensionaler
Teilvektorraum von H.

Dann existiert genau eine Losung u € V' von
b(a,v) =1(0) fir allev € V.

Das gemajf$ Lemma 3.1 aufgestellte lineare Gleichungssystem ist also eindeu-
tig losbar.

Beweis: Das H-Skalarprodukt ist offenbar auch ein Skalarprodukt auf V,
und als endlichdimensionaler Raum ist V' vollstandig, also ein Hilbertraum.
Erfillen b: Hx H— Rund [: H — R die Voraussetzung des Satzes von
Lax-Milgram, so erfiillen offensichtlich auch ihre Einschrankungen

b: VxV >R, [:V—>R

diese Voraussetzungen. Die Behauptung folgt deshalb aus dem Satz von Lax-
Milgram. U

Wir wiirden erwarten, dass die Galerkin-Projektion u, also die Losung des
Variationsproblems in V', umso besser mit der wahren Losung u, also der
Losung des Variationsproblems in H, iibereinstimmt, umso besser sich die
Vektoren in H durch die in V' approximieren lassen. Dies zeigt der folgende
Satz:

Satz 3.3 (Céa-Lemma)

Sei H ein Hilbertraum und b: H x H — R und [ : H — R erfillen die
Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram. Seien C' > 0 und § > 0 die
Stetigkeits- und Koerzivitdtskonstanten von b, also

b(u, o) < Cllull o]l und  blu,u) > B lul®  Vu,v € H.

Set V. C H ein endlichdimensionaler Untervektorraum von H und @ € V' die
dazugehdrige Galerkin-Projektion, d.h. die Losung von

b(a,v) =1(v) fiir allev € V.

Dann gilt

C
i, < = inf lu— o], .
lu —ally < = nf flu— vl
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Beweis: Fiir jedes v € V ist
b(u — a,v) = b(u,v) — b(a,v) =1l(v) —l(v) =0

insbesondere ist also auch b(u — @, @) = 0. Fiir alle v € V gilt deshalb

1 1
||u—ﬂ||2 < =bu—ta,u—1u)==blu—1a,u)==blu—1u,u—0v)
B B
C _
< —flu—af flu =
und es folgt die Behauptung. ([l

Das Céa-Lemma (Satz 3.3) zeigt, dass (bis auf die Konstante %) die Galerkin-
Projektion @ € V' die bestmogliche Approximation der wahren Losung u € H
im Teilraum V ist.

Folgerung 3.4
(a) Seien Vi,Va,... C H Untervektorraume und ty die dazugehérigen Ga-
lerkin-Projektion. Gilt fir jedes n € H

inf ||[n—wv| =0
Jnf [l —vll =0,
dann konvergieren die Galerkin-Projektion gegen die wahre Lésung

uyN — U.

(b) Sind Vi CV, C ... C H ineinanderliegende Untervektorraume und liegt
Ux—y Vv dicht in H, so konvergieren die Galerkin-Projektion gegen die
wahre Losung

Uy — U.

Beweis: (a) folgt sofort aus dem Céa-Lemma (Satz 3.3).

(b) Da Jx_, Vv dicht in H liegt, existiert zu u € H eine Folge v, € Jxn_, Vv
mit v, — u. Zu jedem n € N existiert ein N(n) € N so dass v, € V(). Fiir
alle K > N(n) ist also v, € Vi und aus dem Céa-Lemma folgt, dass

C C
luv — || < = inf [Ju —of < = [lu—wn|
/3 veEVy /B

und damit 4, — u. O
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3.2. NUMERISCHE UMSETZUNG DES GALERKIN-VERFAHRENS

3.2 Numerische Umsetzung des Galerkin-Ver-
fahrens

Zur numerischen Losung einer partiellen Differentialgleichung kénnen wir
also wie folgt vorgehen:

(a) Wir formulieren die partielle Differentialgleichung (unter Berticksichti-
gung der Randvorgaben) als Variationsproblem

b(u,v) =1(v) YveH
in einem Hilbertraum H (siehe z.B. Satz 2.40 und Bemerkung 2.43).
(b) Wir wihlen endlichdimensionale Unterrdume Vi, Vs, ... C H.

(c) Wir stellen zum Unterraum Vy (genauer: mittels einer Basis dieses Un-
terraums) die Matrix B und die rechte Seite y des zur Variationsformu-
lierung auf Vy dquivalenten linearen Gleichungssystem auf (sieche Lemma
3.1).

(d) Wir 16sen diese Gleichungssysteme und erhalten die Galerkin-Projektion
Gy (genauer: ihre Koeffizienten beztiglich der verwendeten Basis von V).

Erfiillt die Variationsformulierung die Voraussetzungen von Lax-Milgram,
dann ist die eindeutige Losbarkeit der partiellen Differentialgleichung garan-
tiert. Lassen sich die Funktionen in A (im Sinne von Folgerung 3.4) durch
Funktionen aus Vy approximieren, so konvergieren die erhaltenen Galerkin-
Projektionen gegen die wahre Losung der partiellen Differentialgleichung.
Wir miissen also ,lediglich” gute endlichdimensionale Approximationen an
den Hilbertraum H finden, d.h. eine Moglichkeit, die Funktionen in H (hier
immer H = H'(Q) oder H = H(2)) durch endlich viele Ansatzfunktionen
moglichst gut zu approximieren.

Beispiel 3.5
Wir betrachten die eindimensionale Laplace-Gleichung im Finheitsintervall
mit homogenen Dirichletrandwerten (siehe Abbildung 3.1)

—u"(z) =sin(mz) x€]0,1], u(0)=0=wu(l). (3.2)

Ihre Variationsformulierung lautet gemdfy Bem. 2./3: Finde u € Hy(]0,1])
mat

/0 u'v' dx =: b(u,v) = 1l(v) = /0 sin(rz)vdr Yo € Hy(]0,1]).  (3.3)

35



KAPITEL 3. FINITE-ELEMENTE-VERFAHREN

R sin(ms
| u(z) = b”jfé”)

. R
Abbildung 3.1: Losung des homogenen Dirichletproblems (3.2)

Wir wahlen als endlichdimensionale Ansatzraume
Vi = span (sin(jrz), j=1,...,N)
jeweils mit der Basis (sin(jmx), j=1,...,N). Fir festes N € N erhalten

R

Abbildung 3.2: Elemente der Basis Vi fir N = 3, sin(nx), sin(27x), sin(37x)
wir gemdff Lemma 5.1) B € RVN*N  y € RY, wobei
1
B;j = b(sin(irx), sin(jrx)) = / im cos(imx)jm cos(jma) da
0

und
y; = (sin(jma)).
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3.3. EINDIMENSIONALE LINEARE FINITE ELEMENTE

Durch Losung des linearen Gleichungssystems
BA=y

erhalten wir den Koeffizientenvektor A = (A\1,...,A\y) der Galerkin-Projek-
tionen

uy(z) = Z Ajsin(jmz).

Um zu beweisen, dass ty gegen die wahre Losung w der PDGL (5.2) konver-
giert, gentigt es zu zeigen, dass

(a) Die Variationsformulierung (3.3) die Voraussetzungen des Satzes von
Laz-Milgram erfillt. (Damit folgt dann auch die eindeutige Lisbarkeit
von (3.2).)

(b) Uyen Vv dicht in H'(]0,1]) liegt, d.h. dass sich H'-Funktionen in eine

(bzgl. der H'-Norm konvergente) Sinusreihe entwickeln lassen.

Man rechnet leicht nach, dass in diesem einfachen Beispiel B;; = %jzw25i]~
und y; = %, y; =0 fiir 7 > 2. Fir alle N € N ist also

und dies lost offenbar (3.2).

3.3 Eindimensionale lineare finite Elemente

Wie wir gesehen haben, hingt die Giite der Approximation des Galerkin-
Verfahrens nur davon ab, wie gut die Funktionen aus dem (undendlichdimen-
sionalen) Hilbertraum (hier immer H'(Q) oder H}(2)) durch endlichdimen-
sionale Ansatzrdume approximiert werden. In | | und | |
haben wir mit stickweise polynomiellen Approximationen an Funktionen
sehr gute Erfahrungen gemacht. Den einfachsten Fall der Verwendung stiick-
weise linearer Approximationen im Galerkin-Verfahren (lineare finite FEle-
mente) wollen wir im Folgenden genauer untersuchen.

Sei zuerst 2 =| A, B ein eindimensionales, offenes und beschrénktes Intervall.
Wir wahlen ein Gitter aus aufsteigend angeordneten Knoten

A= {xg,x1,...,2m} C [A, B], A=ro<z; <...<zxzny=B
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und betrachten den Raum aller stetigen und (bzgl. A) stiickweise linearen
Funktionen

Vv :={u: [A,B] = R : ue C([A, B]), t|@z,_,.q, linear Vj =1,..., N}.

(Dies sind gerade die in | | eingefiihrten linearen Splines).

Sei A; € Vy diejenige stetige, stiickweise lineare Funktion mit
Ai(xj):&j, 2,]20,,]\7
(die sogenannten Hutfunktionen, vgl. die in der Vorlesung gemalte Skizze).

R

1 -+

0 T1 To T3 R

Abbildung 3.3: Hutfunktionen A1, Ao, A5 zu den Punkten x, x5, 13

Offenbar ist Vy ein N + 1-dimensionaler Vektorraum mit Basis (Ao, ..., Ay)
und es gilt Vy C H'(JA, B[). Der durch die Basis (Ay,...,Ay_1) erzeugte
Raum V" ist offenbar N — 1-dimensional und es gilt V") ¢ H}(]A, B|).

R

0 - - TS R
T T2 I3

Abbildung 3.4: Linearkombination von Hutfunktionen A1, Ao, A3 zu den Punk-
ten 1, 1o, 13 mit Koeffizienten Ay = %, A =1, = i

Die Anwendung des Galerkin-Verfahrens mit diesen Unterrdumen stiickwei-
se linearer Funktionen heifst auch Methode der (eindimensionalen, linearen)
finiten Elemente. Motiviert durch Anwendungen in der Elastizitatstheorie
werden dabei die linearen Abschnitte einer Funktion auf [x;_q,x;] als finite
Elemente bezeichnet, und die geméf Lemma 3.1 aufgestellte Matrix B und
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3.3. EINDIMENSIONALE LINEARE FINITE ELEMENTE

rechte Seite y heien Steifigkeitsmatriz (engl.: stiffness matriz) und Ladevek-
tor (engl.: load vector).

Wir untersuchen nun, wie gut sich Funktionen durch solche stiickweise linea-
ren Funktionen bzgl. der H*-Norm approximieren lassen:

Satz 3.6
Sei p € C([A, B]). Definiere s € Vy durch

(s ist also gerade der @-interpolierende lineare Spline.)

R

Abbildung 3.5: Beispielhafter linearer Spline s zu

Dann gilt mit hy = mazj=1, n|T; — ;1]

h?v
I — SHLQ(]A B[) 1" HL2 (JA,B]) »

I’ — 5||L2(]AB[ \/—HSO HL2 (1A,B])
also fir hinreichend kleine hy

[ — SHHl(]A,B[) < hy HSOHHL?(]A,B[) :
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Beweis: Der Beweis ist technisch aber straight-forward. Durch Anwendung
von ¢(z;—1) = s(z;—1), 7 = 1,..., N und der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung ergibt sich

N g
o = slagamy = > / p(x) — s(a) da

2

dx

]:1 J— J—
= 1 2 i / / 2
=> 5l —wm) |o'(t) = s'(8)]" dt
j=1 Zj-1
< 1h2 H o S/H2
= 5N lP L2(JA,B]) *

Auferdem erhalten wir durch partielle Integration unter Ausnutzung von
o(x;) = s(x;),j =0,..., N und durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

N
2 J

I = gy = 3 / (@) - (@) da
j=1 Yz

N

j=1

< / (o) — 5(2))e" ()] da

A

/ 7 (@) — s(0)e (x) d

J

<l - 5HL2(]A,B[) ||€0HHL2(]A,B[) :

Durch Kombination dieser beiden Ungleichungen erhalten wir
/ 12 < 1 h / / "
l¢" = s ”LQ(]A,B[) = E Nle —s HLQ(]A,B[) I ||L2(}A,B[)a

womit die zweite Behauptung gezeigt ist. Die erste Behauptung folgt dann
durch Einsetzen in die zu Beginn des Beweises gezeigte Ungleichung. 0
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3.3. EINDIMENSIONALE LINEARE FINITE ELEMENTE

Damit konnen wir zeigen, dass sich H!'-Funktionen durch stiickweise lineare
Funktionen beliebig genau approximieren lassen:

R
f
*—o—o1o—o J — R
V
Abbildung 3.6: Lineare Splines sq, <, s3 mit verschieden vielen Gitterpunkten

2u
Folgerung 3.7
Fiir jedes uw € H'(JA, B]) gilt

Beweis: Sei u € H'(]A, B[) und € > 0. Nach Satz 2.24 existiert ein
o0 3 €
p e C([A,B]) mit |lo—ullggap) < B}
Fiir hinreichend kleine hy folgt dann
Uienva [|u — UHHl(]A,BD < flu— ‘PHHI(}A,B[) + [l — SHHl(}A,B[)
<e€/2+hn 19"l 2qasy < 6

wobei s der gemafs Satz 3.6 konstruierte ¢-interpolierende lineare Spline ist.[]

Bemerkung 3.8

Fiir o € C3°(]A, B]) liegt der in Satz 3.6 verwendete @-interpolierende Spli-
ne s € V]\(,O). Da C°(JA, B]) dicht in H}(JA, B[) liegt, folgt deshalb wie in
Folgerung 3.7, dass zu jedem u € H}(]A, B])

UEV]E,O) ’
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Bemerkung 3.9

Folgerung 3.7 und Bemerkung 3.8 zeigen, dass fiir die in dieser Vorlesung be-
trachteten eindimensionalen elliptischen Gleichungen (vgl. Bemerkung 2.43)
die Methode der (eindimensionalen, linearen) finite Elemente konvergiert (in
der H'(JA, B[)-Norm). Gilt fiir die wahre Losung sogar uw € C*, so fillt der
Fehler der Methode (mindestens) wie hy ||u”|| ;2. Man kann zeigen, dass diese
Fehlerschranke auch noch fiir v € H? gilt.

3.4 Zweidimensionale lineare finite Elemente

Auch im Zweidimensionalen kénnen wir stiickweise lineare Funktionen ver-
wenden. Dazu zerlegen wir das Gebiet 2 C R? in Dreiecke, vgl. die in der
Vorlesung gemalte Skizze.

Definition 3.10
Eine Familie T = {T1,...,Tn} von offenen Dreiecken T; heifst regulére
Triangulierung eines Gebiets @ C R2, falls

(a) T;NT; =0 fir alle i # j,

) UL T =1,

(c) T;NT; ist (fiiri # j) entweder leer oder eine gemeinsame Ecke oder eine
gemeinsame Kante von T; und T;.

Die Ecken der Dreiecke heifien auch Knoten der Triangulierung.

(a) Ungiltige Triangulierung, hdn-

“Tige Tri ‘
gender Knoten (b) Giiltige Triangulierung

Abbildung 3.7: Verschiedene Triangulierungen

Eine Funktion h : T C R? — R heikt linear auf 7', wenn a,b,c € R
existieren, so dass

hz) =a+baW +cx® v = (20 2@ T
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3.4. ZWEIDIMENSIONALE LINEARE FINITE ELEMENTE

Man sieht leicht dass A durch Vorgabe dreier Werte eindeutig bestimmt ist.
Wir fassen ohne Beweis noch einige weitere anschaulich naheliegende Eigen-
schaften regulédrer Triangulierungen zusammen:

(¢) (b)

Abbildung 3.8: Gebiete ohne glatten Rand, welche eine Triangulierung besit-
zen und dementsprehend Lipschitz-Gebiete sind

Bemerkung 3.11

(a)

(b)

(¢)

(d)

Gebiete, die eine requlire Triangulierung besitzen, sind Lipschitz-Gebiete
gemdfS Bemerkung 2./5. Fir solche Gebiete gilt die im letzten Kapitel
entwickelte Losungstheorie.

Man kann zeigen, dass zu jeder requliren Triangulierung eines Gebiets
Q C R? mit Knoten x;, i = 1,...,m, stetige und auf jedem Dreieck
lineare Funktionen A; : Q0 — R existieren mit

Al(l']) :(52-]- VZ,] = 1,...,m.

VT =span(Ay, ..., Ay) ist der Raum der stetigen und (bzgl. der Triangu-
lierung) stiickweise linearen Funktionen auf Q. Wie im Eindimensionalen
definieren wir noch

Vi ={ve VT : vpq =0}
Es gilt VJ =span(A; : z; € 00}
Man kann zeigen (vgl. Aufgabe 5.1), dass A; € H*(Q) liegt und der

distributionelle Gradient die stiickweise konstante Funktion ist, die auf
jedem Dreieck mit dem klassischen Gradienten tbereinstimmt.

Die Anwendung des Galerkin-Verfahrens mit den Unterriumen V7 C
HY(Q) baw. Vi C H(Q) heifit auch Methode der (zweidimensionalen,

linearen) finiten Elemente.
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Abbildung 3.9: Hutfunktionen A,, A, auf ihrem kompakten Trdger

Wir erwarten intuitiv, dass sich auch im Zweidimensionalen Funktionen durch
solche stiickweise linearen Funktionen approximieren lassen (und damit die
Methode der finiten Elemente konvergiert), wenn die Dreiecke beliebig klein
werden. Dies erfordert jedoch noch die Zusatzbedingung, dass die Dreiecke

nicht beliebig flach werden (.entarten”, vgl. die in der Vorlesung gemalte
Skizze).

Satz 3.12
Q) C R? besitze eine requlire Triangulierung T = {1, ..., Tn} mit Knoten
xi, t=1,...,m. h sei die maximale Kantenldnge aller Dreiecke, auflerdem
sel
Pp— hT
=R,

das schlimmstmagliche Verhdaltnis der lingsten Kantenldnge hy des Dreiecks
T zur kleinsten Hohe Hr eines Dreiecks T .

Zuu € O%(Q) definieren wir v € V7 durch

m

v(x) == Z u(z;)Ni(z).

=1

(v ist also gerade die w in den Knoten der Triangulierung interpolierende,
stetige, stiickweise lineare Funktion.)

Dann gilt
||U—U||L2(Q) < \/3|Q|h2|u|6‘2(§)> (3.4)
IV = Vol 2p < 3VI[Qfhalulczg), (3.5)

wobei |u| g2y = MaX|q|=2 SUP,cq [Du()].
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.10: Immer grofier werdendes Verhdaltnis der ldngsten Kantenldn-
ge hr des Dreiecks T zur kleinsten Héhe Hr eines Dreiecks T

Beweis: (a) Wir zeigen zuerst (3.4): Sei T € T ein Dreieck mit Ecken
X1, 9, v3. Offenbar gilt fiir alle x € T

v(z) =Y ulzp)Ar(z). (3.6)

k=1

Fiir jedes k = 1,2,3 liegt die Verbindungslinie (sieche Abbildung 3.11)
zwischen x und z; in T, also

r+td, €T, te|0,1], dy:=mx—x.

Fiir die Funktion g : [0,1] — R, t — u(z + tdy) gilt

2
g'(t) =" du(x +tdy)dy = Vu(w +tdy) - dy

=1
2 2
HOEDY <Z 8;0u(x + tdk)d,gj)> d? = dTu" (z + tdy)dy,
i=1 \j=1
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T3

€T é » 19

Abbildung 3.11: Verbinungslinien dy, d-, ds liegen im Dreieck

wobei u (x + tdy) = (0;0;u(z +tdy,))7 ;= € R**? die Hesse-Matrix von u
ist. Damit ist

g () (1 —t)dt

N

u(zy) = g(1) = )+

= ( )+Vu dk—f-/ T ”l’—f—tdk dk(l—t)dt (37)

Fir alle x € T ist also
3

v(x) =Y u(zg)Ag(x)

3
k=1
+ZAk / diu" (x + tdy,)dp (1 —t) dt.

hi: R?* = R, hy(z) := 22:1 Ar(z)und hy : R? = R, ho(z) = 22:1 T\ (x)
sind auf 7' (komponentenweise) lineare Funktionen, die in den Ecken die

Werte
hi(z) =1 und ho(z) =2 Vo € {x1, 29,23}

annehmen, es folgt also hi(x) = 1, hy(x) = z fiir alle x € T und damit

> Apz)=1

k=1

deAk(:c) = Zxk/\k(a:) — xZAk(a:) =zr—x=0.
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Insgesamt ist also

v(z) —u(z) = ZAk( )/0 dfu" (z + tdy)dp (1 —t) dt.

Aus 0 < Ag(z) <1 folgt AZ(z) < Ag(z) fiir alle z € T und damit

i/\k( )/ dfu" (z + tdy)dp(1 — 1) dt)

< ( > A% ( ) (i (/1 d} "x+tdk)dk(1—t)d>2>
gi(/o it ”(m+tdk)dk(1—t)dt>2. (3.8)

Die Frobenius-Norm ist mit der Euklid-Norm vertréglich und fiir jede
Matrix A € R**? gilt

2
4 = 3 ol <4 ol
Es ist also
|diu” (x + ty)di| < (|dill [0 (2 + tdi) |l < 2|l dil|* [l oo,
und mit ||dg|| < h und fol(l —t)dt = 1/2 erhalten wir
0(2) = u(@)P < 3fulg

und damit
Ju— UHL2(Q) <V 3|Q|h2]u|02@.

(b) Um (3.5) zu zeigen, verwenden wir wieder (3.6) und (3.7) und erhalten

= u(ay) VAx(z)

k=1

)" VA@) + Y (Vu(z) - dy) VA()

k=1 k=1

. Z </ A (1 + tdy)dy(1— 1) dt) VAw(x).
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Dabei ist wie in (a)

iVAk(x) =V A(z)=V1=0

und

k=1
3 2 2
=53"% (O VAr(@) =) > dVvA,
k=1 i=1 i=1
2 2

I
M
5

4

E
M
S
e
<
(]
8
2

I
2
=
=
<
H/‘\
<
=

Insgesamt ist also

3

Vou(z) — Vu(x :Z (/1 diu’( x+tdk)dk(1—t)dt> VAL(z).

=1

Offenbar gilt ||[VAg(2)| < HLT und wir erhalten wie in (a)

3 1 2
|Vo(z) — Z (/ dPu (@ + tdy)dy(1 — 1) dt) VA(z)
i \Jo
< Oh ufZy o < OR2aul2, -
> T 2 >~ 2(0) s
2O 2 c2(Q)
und damit
va - VuH;(Q)? < ’Q’9h2a2’u‘22(§)7
womit (3.5) gezeigt ist. O

Bemerkung 3.13 B
(a) Wie im Eindimensionalen folgt aus der Dichtheit von C*°(Q) in H' (),
dass fiir jedes u € H*(£2)

1nf |lu—v|| =0
veV]
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falls die mazimale Seitenlinge hy der zur Konstruktion von Vy verwen-
deten Dreiecke gegen Null konvergiert und das Verhdltnis o der langsten
Kantenlinge zur kleinsten Hohe in den Dreiecken nicht beliebig grofS wird.
Unter diesen Voraussetzungen an die Triangulierung konvergiert also die
Methode der zweidimensionalen linearen finiten Elemente.

Erfillt die Losung der betrachteten PDGL u € C*(Q), so fallt der (in der
H'-Norm gemessene) Fehler der FE-Methode mit der Geschwindigkeit
O(hy).

(b) Aquivalent zu der Beschrinkung des Verhiltnisses zwischen kleinster Hohe
und ldngster Seite der Dreiecke ist es, den kleinsten Winkel der Dreiecke
oder das Verhdltnis zwischen Umkreisradius und Innenkreisradius zu be-
schranken.

(c) Man kann zeigen, dass jedes u € H?(Q) stetig ist und damit fiir jedes
u € H*(Q) der Interpolant

v(x) = ZU(%)AZ(I)
i=1
wohldefiniert ist. Durch sorgfiltigere Abschdtzung im Beweis von 3.12
(siehe 2.B. [ , Satz 91.6]) folgt die Existenz von Konstanten Cy,Cy > 0
mat

lu — "UHL2(Q) < Cii? ”UHH2(Q) ’
[Vu = Vol p2ge < Cahllull g, -

wobei Cy > 0 wiederum vom schlimmstmaglichen Verhdltnis der kleinsten
Héhe zur grofiten Seitenlinge eines Dreiecks abhdngt.

Dies zeigt, dass die FE-Methode sogar fir alle w € H*(2) mit der Ge-
schwindigkeit O(hy) (gemessen in der H'-Norm) konvergiert,

3C >0 u— g < Chllul gz, -

(d) Unter geeigneten Glattheitsannahmen (die w € H*(Q) fiir jeden Quell-
term f € L*(Q) garantieren) kann man zeigen, dass der Fehler der FE-
Methode gemessen in der L2-Norm sogar mit der Geschwindigkeit O(h3;)
fallt:

3C>0: flu-— ﬂ||L2(Q) < Ch? ||u||H2(Q) :
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Abbildung 3.12: Losung der PDGL —Au(x)
x € 00 mit K und Q wie auf Ubungsblatt 5

0.2

0.18

0.16

4014

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

20



Kapitel 4

Ausblick: Parabolische
Differentialgleichungen

Wir wenden uns nun zeitabhéngigen Diffusionsprozessen zu und betrachten
parabolische Differentialgleichungen. Dabei beschrianken wir uns auf Glei-
chungen der Form

ur(z,t) — V- (a(x)Vu(z,t))+c(x)u(z,t) = f(z,t) YeeQ, t e (0,T) (4.1)
wobei Q C R™ ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet sei, sowie T > 0, f € L?((0,T)x%),
a€ L(Q) und c € LE(Q2).

Aus der Motivation der Diffusionsprozesse in | | erwarten wir,
dass wir (4.1) um Anfangsbedingungen

w(z,0) =up(x), uo: @ —>R

sowie um (Neumann- oder Dirichlet-)Randbedingungen auf 0 ergénzen
miissen. In dieser Vorlesung beschranken wir uns auf homogene Dirichle-
trandbedingungen

u|aQ = 0.

4.1 Variationsformulierung und Losungstheorie

Wir interpretieren die Ableitungen in (4.1) wie zuvor im distributionellen Sin-
ne. Damit die Multiplikation mit dem (moglicherweise unstetigen) Diffusions-
koeffizienten a(z) wohldefiniert ist, konnen wir aber nur solche Funktionen in
(4.1) zulassen, deren raumliche Ableitung noch eine regulére Distribution ist.
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Motiviert durch die Behandlung der elliptischen Differentialgleichungen (und
unter Berticksichtigung der homogenen Dirichletrandbedingung) betrachten
wir deshalb Funktionen u(z,t) die zu jedem Zeitpunkt eine Hj-Funktion im

Ort sind.

Der kanonische Hilbertraum von Funktionen, in dem die Gleichung (4.1)
wohldefiniert (und die Dirichletrandbedingung beriicksichtigt) ist, ist dann
der Raum aller Funktion

u: (0,T)— Hy(Q)

die beziiglich der Zeit (als Hi-wertige Funktionen im Sinne des sogenannten
Bochner-Integrals) quadratintegrabel sind, d.h. der Raum

L*(0, T, Hy(%2)).
Man kann zeigen, dass L*(0, 7, H}(€2)) mit dem Skalarprodukt

T
(1 0) 2011100 = / (u(t), 0(t)) eyt
0

ein Hilbertraum ist.

Gemak der Definition der distributionellen Ableitung erfiillt eine Funktion
u e L*(0,T, H}(Q)) genau dann die PDGL (4.1), wenn fiir alle Testfunktio-
nen ¢(x,t) € D(]0, T[x) gilt

/ / u(z, t)Opp(z, t) + a(x)Vu(z,t) - Vo(z, t) + c(x)u(z, t)p(x,t)) dedt

:/O /Qf(x,t)go(x,t)dxdt.

Die Dirichletrandbedingung ist bereits im Raum H} () beriicksichtigt. Die

Anfangsbedingung scheint keinen Sinn zu machen, da w : (0,7) — Hj(Q)

als L2-Funktion der Zeit keine wohldefinierte Auswertungen in t = 0 be-

sitzt. Wir werden im Folgenden aber sehen, dass (dhnlich wie die Neumann-

Randbedingung bei den elliptischen Gleichungen) die Anfangsbedingung je-

doch wohldefiniert ist fiir alle L?(0, T, H3(€2)) Funktionen, die zusdtzlich die

PDGL (4.1) ldsen.

Definition 4.1

(a) H1(Q) := H}(Q) bezeichnet den Dualraum von H} (), also den Raum
aller stetigen linearen Abbildungen von H}(Q) — R. Wie bei den Distri-
butionen schreiben wir die Anwendung vonv € H=1(Q) auf einw € H} ()
als (v, w). Mit dem Riesz-Isomorphismus (siehe Bemerkung 2.//)

Lo HOYQ) — HY(Q)
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lasst sich durch

(u, v) g-1(0) = (L, L0) ()
ein Skalarprodukt auf H='(Q) definieren, das H=*(Q2) zum Hilbertraum
macht. Analog zu L*(0, T, H}(Q)) lisst sich dann auch L*(0,T, H1(Q))
definieren.

(b) W(0,T, H (), H Y(Q)) ist der Raum aller Funktionenu € L*(0,T, H}(Q)),

fiir die eine Funktion v € L*(0,T, H ' (Q)) existiert, so dass

T T
| vea=- [ uwwa voe o,
0 0
wobei die rechte Seite entsprechend der Einbettung
H(Q) — L*(Q)) —» H ()

als Element von H () aufgefasst wird, d.h.

([ o) = [ [ oo

fiir alle p € D(]0,T]), w € HH(Q).

Wir nennen v die Ableitung von u im Sinne vektorwertiger Distributio-
nen bzgl. der Einbettung HJ(Q) — L*(Q) — H Y(Q). und schreiben
auch kurz i = v.

Lemma 4.2
(a) W(0,T, H}(Q2), H1(Q)) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(U, V) wo,1, 12 (), H-1(2)) = (W V) 200,112 () + (U 0) 120, 1,H-1(02))-

(b) W(0,T, H} (), H1(Q)) C C(0,T,L*)), d.h. zu jeder Funktion aus
dem Raum W (0,T, H} (), HY(Q)) existiert eine stetige Funktion

u: [0,7] — L*(Q)
die damit fast tiberall iibereinstimmit.
(c) Fiir jedest € [0,T] ist die Auswertung
W(0,T, Hy(Q), H*(Q)) — L*(Q), uw u(?)

eine stetige lineare Abbildung.
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(d) Fiir u,v € W(0,T, Hy(Q), H Y(Q)) gilt die partielle Integrationsformel

T T
[ atsars [ .uw) = [ @@ - o) .
0 0 Q
Beweis: (a) kann analog Definition und Satz 2.19 gezeigt werden. Fiir den
Beweis von (b)-(d) verweisen wir auf | , XVIIL, §1, Thms. 1,2|.00

Bemerkung 4.3

(a) Man kann zeigen, dass jede Lisung u € L*(0,T, H}(Q?)) der PDGL (4.1)
in dem Raum W (0, T, H} (), H1(Q)) liegt und damit nach Lemma /.2
wohldefinierte Anfangswerte u(0) € L*(2) besitzt.

Es macht daher Sinn, eine Losung u € L*(0,T, H}(Q)) von (4.1) zu
suchen, die zusdtzlich u(0) = ug(x) mit einer vorgeschriebenen Anfangs-
funktion uy € L*(Q) erfillt.

(b) Es sei ug € L*(Q). Man kann zeigen, dass die folgenden Probleme dqui-
valent sind

(i) w e L*(0,T, H}(Q)) erfillt
u(z,t)—V-(a(x)Vu(z, t))+c(z)u(z, t) = f(z,t) Vee, te(0,T)

und u(z,0) = up(x).
(ii) we W(0,T, Hy (), H 1)) erfillt u(x,0) = up(z) und

/ w, v dt+/ /aVu Vvda:dt+/ / vdaxdt
:/ /fvd:pdt
o Ja

fiir alle v € L*(0,T, Hy(Q)).
(1ii) we W(0,T, Hy (), H 1)) erfillt u(x,0) = up(z) und
(u(t),v) + /QaVu(t) -Vudx + / cu(t)vde = /Qf(t)v dz

0
fiir alle v € HY(Q) und t € (0,T) f.ii.
(iv) w € L*(0,T, HY(Q)) erfillt

T T T
—/ <1'),u)dt—|—/ /aVu~Vvdxdt+/ /cuvdxdt
0 o Jo o Jo
T
:/ /fvdxdt+/u0(x)v(:c,0) dx
o Ja 0

fiir alle v € W(0,T, H (Q), H1(R2)) mit v(-,T) = 0.
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Aus der Variationsformulierung (iv) erhalten wir zusammen mit der folgen-
den Erweiterung des Satzes von Lax-Milgram die Losbarkeit der PDGL (4.1).

Satz 4.4 (Satz von Lions-Lax-Milgram)
Sei H ein Hilbertraum und V' ein normierter (nicht notwendigerweise voll-
standiger) Vektorraum. Auferdem sei

b:HxV —R,

eine Bilinearform mit den folgenden FEigenschaften:

(a) Fir jedes v € V ist die Linearform H — R, u — b(u,v) stetig.
(b) Es existiert ein 5 > 0, so dass

inf  sup |b(u,v)| > 5.

ol =1 |ju||, <1
Dann existiert fiir jede stetige Linearform | € V' einu € H so dass
b(u,v) =1l(v) YveV und |u|gz < % Nl -
Beweis: | , I1.2, Thm. 2.1, Cor. 2.1]. d

Durch Anwendung des Satzes von Lions-Lax-Milgram auf die Variationsfor-
mulierung (iv) in Bemerkung 4.3 l4sst sich zeigen, dass fiir jede Anfangsbedin-
gung uy € L*(Q), Quellterm f € L?((0,T) x Q) und Koeffizienten a € L (12)
und ¢ € L(Q) genau eine Losung u € L*(0,T, Hj(€)) existiert von

ui(z,t) — V- (a(x)Vu(z, t)) + c(x)u(x,t) = f(z,t) YeeQ, te€(0,T)

und u(z,0) = ue(z).

Satz 4.5

Sei 2 C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, T > 0, uy € L*(Q), f € L*((0,T)x%),
a € L) und ¢ € L>*(2) mit ¢ > 0. Dann existiert genau eine Lisung

ue L*0,T, H () von

u(z,t) — V- (a(x)Vu(z, t)) + c(x)u(x,t) = f(z,t) YeeQ, te(0,T)
und u(x,0) = ugp(z).

Beweis: Fiir a(z) = c¢(z) = 1 zeigen wir die Behauptung in Ubungsaufgabe
7.1. Der Fall a,c € LY(£2) geht analog. O




KAPITEL 4. AUSBLICK: PARABOLISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die so erhaltene Losung liegt oft nicht nur in W (0,7, H} (), H*(2)) son-
dern besitzt noch hohere Regularitatseigenschaften. Physikalisch erwarten
wir, dass aus zeitlichen Regularitatseigenschaften des Quellterms f auch zeit-
liche Regularitétseigenschaften der Losung u folgen und dass aus rdumlicher
Glattheit der Koeffizienten a, ¢ und des Quellterms f auch rdumliche Regu-
laritét der Losung folgt. Damit die Losung nicht nur im Inneren des Raum-
Zeit-Zylinders (0, T') x §2 glatt ist, sondern auch einschlieflich ihrer Werte auf
dem Zylinderrand glatt ist, muss aufserdem die Anfangsbedingung ug glatt
und kompatibel zu den Randwerten u|sq = 0 sein.

4.2 Die Linienmethode

Grundsatzlich ist es moglich, die Idee des Galerkin-Verfahrens auch auf pa-
rabolische Gleichungen anzuwenden, und die variationellen Formulierungen
in Bemerkung 4.3 (b) (ii) bzw. (iv) in endlichdimensionalen Teilrdumen von
L*(0,T, H(Q)) bzw. W(0,T, H}(Q), H*(2)) zu 16sen. Dies fiihrt zu sich
iiber Raum und Zeit erstreckenden Finite-Elemente-Verfahren, die sehr fle-
xibel, aber wegen der zuséatzlichen Dimension Zeit numerisch oft auch sehr
aufwandig sind.

+———7—

13
Abbildung 4.1: Diskritisierung mit Zeitschrittweite T und Ortsschrittweite h

Ublicherweise verwendet man deshalb das Galerkin-Verfahren nur zur Dis-
kretisierung der raumlichen Dimension. Fiir die zeitliche Diskretisierung kon-
nen dann die Methoden aus der Numerik gewo6hnlicher Differentialgleichun-
gen | | eingesetzt werden. Dabei kann entweder zuerst nach der
Zeit oder zuerst nach dem Ort diskretisiert werden. Der erste Fall fiihrt
auf die in Ubungsaufgabe 6.3 vorgestellte horizontale Linienmethode (auch:
Rothe-Methode), bei der die PDGL als gewohnliche aber vektorwertige (z.B.
H}-wertige) DGL aufgefasst wird. Die (formale) Anwendung des implizi-
ten Euler-Verfahrens auf die vektorwertige gewohnliche DGL erforderte in
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Ubungsaufgabe 6.3 in jedem Zeitschritt die Losung einer elliptischen PDGL.

-1 0.45

10.4
05

4 0.35

04

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Abbildung 4.2: Losung der PDGL w — Au = xp, u(z) = 0,z € 09,
u(z,0) = 0 mit D und Q wie auf Ubungsblatt 6 mittels der horizontalen
Linienmethode

Bei der in Ubungsaufgabe 7.2 vorgestellten vertikalen Linienmethode, wird
zuerst beziiglich des Ortes diskretisiert. Dies fiihrt auf eine gewohnliche DGL
fiir eine zeitabhéngige Funktion mit nur endlich dimensionalen Wertebereich,
die dann wiederum mit den aus der Vorlesung |[NumerikDGL] bekannten
Methoden gelost werden kann. Typischerweise ist die entstehende DGL steif
und erfordert die Anwendung impliziter Methoden.

Wir stellen zum Abschluss der Vorlesung noch die vertikale Linienmethode
vor, bei der zuerst beziiglich des Ortes diskretisiert wird. Mit b : Hg(Q)x Hg (),

b(u,v) ::/aVu‘Vvdx—ir/cuvdx
Q Q

lautet die variationelle Formulierungen in Bemerkung 4.3 (b) (iii):
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Finde u € W(0,T, H} (), H1(Q2)) , so dass u(z,0) = ug(x) und

(U(t),v) + b(u( /f tyvdr Vv € Hy(Q), t € (0,7) fii..

Wir wéhlen einen endlich dimensionalen Teilraum ngfo) C H(Q) (etwa den
Raum stiickweise linearer Funktionen auf einer reguldren Triangulierung von
(2) und suchen eine (klassisch differenzierbare) Funktion uy : [0,7] — V]\(,O),
so dass uy(0) ~ up und

(un(t),v) + blun(t) /f t)vdx VUEVJS,O,
wobei entsprechend der Einbettung Vy C H}(Q2) C L?(Q) C H1(Q)
(un(t),v) = /QuN(t)vdx.
Zur numerischen Umsetzung der Linienmethode wihlen wir eine Basis

(A1, .. A)

von V]\(,O) (etwa die schon bei den linearen Finiten Elementen verwendeten
Hutfunktionen). Aus Linearitétsgriinden 16st eine Funktion

uy : 0,7 = VY

genau dann das Variationsproblem

/ ~N(t)vdr + bluy(t) /f t)vdz VUEV(O)
Q

wenn es dieses Variationsproblem fiir alle v € {Ay,...,A,,} 16st. Jede Funk-
tion uy : [0,7] — V]S,O) kénnen wir schreiben als

0= mvA

mit Koeffizientenfunktionen 7n; : [0,7] — R. ux(t) 16st also genau dann das
obige Variationsproblem, wenn die Koeffizientenfunktionen das Differential-
gleichungssystem

Zﬁj(t>/QAjAkdx+an(t)b(Aj7Ak):/Qf(t)/\kdx Vke{l,...,m}

(4.2)
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losen. Mit

B = (b(/\g, Ak))j e
kénnen wir (4.2) schreiben als
y(t) Ge +y(t)" Ber = h(t) ey,
was aufgrund der Symmetrie von G und B &dquivalent ist zu

Gy(t) = h(t) — By(t).

G heikt auch Gramsche Matrix der Basis (Ay, ..., A,,) beziiglich des L?(Q)-
Skalarproduktes. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die zu einer Basis
aufgestellte Gramsche Matrix stets invertierbar ist.

Zur numerlschen Anwendung der Linienmethode wihlen wir also eine Basis
von VN , stellen die Matrizen G und B auf, und lésen die lineare gewohnliche
Differentialgleichung

y(t) = G7H(h(t) — By(t))
mit einem Anfangswert y(0) = (17;(0));_, € R™, der so gewihlt sei, dass
> 51 ni(0)Aj(z) eine mdglichst gute Approximation von wug(x) ist.
Diese gewthnliche DGL kann mit den aus der Vorlesung | | be-

kannten Methoden gelost werden. Typischerweise ist die DGL steif und er-
fordert die Anwendung impliziter Methoden.
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0
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(a) Ezplizite

5

r Fuler, t = 0.1
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(b) Ezpliziter Euler, t = 0.3
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(¢) Ezpliziter Euler liefert nur noch Nal, t = 100
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(f) Impilziter Euler, t = 100
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Abbildung 4.3: Losung der PDGL u, — Au = xp, u(xr) = 0,z € 99,
u(x,0) = 0 mit D und Q wie auf Ubungsblatt 6 mittels der vertikalen Lini-

enmethode, T = 110
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