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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Wir betrachten nun die eingeschränkte Operation von Γ = SL2(Z) auf H. Sei

F = {τ ∈ H | |τ | ≥ 1 und |Re τ | ≤ 1
2}

der Abschluss des aus der Vorlesung bekannten Fundamentalbereichs. Sei zudem ρ = e2πi/6.

(a) Zeige: Für τ ∈ F gilt für den Stabilisator

Γτ ∼=


Z/2Z wenn τ 6= i, ρ, ρ2,

Z/4Z wenn τ = i,

Z/6Z wenn τ = ρ, ρ2.

Gib einen Erzeuger (in Abhängigkeit von −1, S und T ) an.

(b) Seien nun Λi = iZ + Z und Λρ = ρZ + Z die zu i und ρ gehörigen Gitter.

Zeige: g3(i) = 0 und g2(ρ) = 0.

Hinweis: Zeige zunächst: iΛi = Λi und ρΛρ = Λρ.

(c) Folgere, dass j(i) = 1728 und j(ρ) = 0 ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

(a) Sei Λ ⊂ C ein Gitter, wir definieren

End(Λ) := {α ∈ C | αΛ ⊂ Λ}

Zeige, dass es eine Ring mit Einheten

Aut(Λ) := {α ∈ C | αΛ = Λ}

ist. Wenn Λ bereits ein Ring ist, zeige dass End(Λ) = Λ.

(b) Nehmen wir an, dass Λ so gewählt ist, dass Z ( End(Λ). Sei K der Quotientkörper von
End(Λ). Zeige: K ist eine imaginäre quadratische Körper, d.h. K 6⊂ C und K ist ein
2-dimensionaler Vektorraum über Q.

Hinweis: Sei α ∈ End(Λ)\Z. Finde ein monisches Polynom f(X) ∈ Z[X] vom Grad 2,
so dass f(α) = 0.



(c) Sei τ ∈ H und Λτ = τZ + Z. Zeige dass es einen Groupenisomorphismsus

Γτ ∼= Aut(Λτ ) , γ =

(
a b
c d

)
7→ cτ + d,

gibt.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Für Γ = SL2(Z) und n ∈ N sei πn : Γ→ SL2(Z/nZ) die kanonische Projektion. Wir nennen
Γ[n] = Kernπn die Hauptkongruenzgruppe (mod n).

(a) Zeige: πn ist surjektiv und somit ist Γ[n] stets ein Normalteiler von endlichem Index.

Hinweis: Zeige zunächst: Für a, b, c ∈ Z mit c 6= 0 und ggT(a, b, c) = 1 gibt es ein
x ∈ Z, so dass ggT(a+ xb, c) = 1.

(b) Zeige: Für n ≥ 2 operiert Γ[n] fixpunktfrei auf H, d.h. für alle τ ∈ H ist Γ[n]τ = {±1}
für n = 2 und sogar trivial für n > 2.

(c) Gib ein Vertretersystem der Nebenklassen von Γ[2] in Γ an.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

(a) Zeige: Für N ∈ N ist

]SL2(Z/NZ) = N3
∏(

1− 1

p2

)
,

wobei das Produkt über alle Primteiler p von N läuft.

Hinweis: Zeige zunächst, dass für jede Primzahl p und e ∈ N

] SL2(Z/peZ) = p3e
(

1− 1

p2

)
gilt.

(b) Seien

Γ0[N ] :=
{( a b

c d

)
∈ SL2(Z) |

(
a b
c d

)
≡
(
∗ ∗
0 ∗

)
(mod N)

}
und

Γ1[N ] :=
{( a b

c d

)
∈ SL2(Z) |

(
a b
c d

)
≡
(

1 ∗
0 1

)
(mod N)

}
Zeige: Γ0[N ]/Γ1[N ] ∼= (Z/NZ)× und Γ1[N ]/Γ[N ] ∼= Z/NZ.

Hinweis: Wähle eine Projektion auf eine geeignete Koordinate.

(c) Zeige: Für den Index von Γ0[N ] in SL2(Z) gilt

[SL2(Z) : Γ0[N ]] = N
∏(

1 +
1

p

)
,

wobei p die Primteiler von N durchläuft.

Abgabe in der Vorlesung am Montag, den 15. April.


