Permutationen

Definitionen
Eine Permutation ist eine Anordnung von Objekten in einer bestimmten Reihenfolge. Man unterscheidet:

e Permutationen ohne Wiederholung: alle Objekte sind verschieden

e Permutationen mit Wiederholung: manche der Objekte sind nicht unterscheidbar
Anzahlen

e Zahl der Permutationen von n Objekten ohne Wiederholung: n!=1-2-...-n

e Zahl der Permutationen von n Objekten, von denen k nicht unterscheidbar sind: Z—,‘

e Zahl der Permutationen von n Objekten, von denen k1, ..., ks nicht unterscheidbar sind: kl,”i'k,

Notation

Gibt man jedem Objekt eine Nummer, dann kann eine Permutation ohne Wiederholung als Abbildung der
Menge {1,...,n} in sich selbst angesehen werden, bei der jede Zahl genau einmal als Abbild vorkommt.
Man schreibt: m: {1,...,n} — {1,...,n} und gibt zudem die Abbildungsvorschrift an, beispielsweise

e explizit: 1 +— w(1), 2+— w(2), ..., n+— w(n)
1 ‘ 2 ‘ ‘ n
e als Wertetabelle:
(1) [7(2) - | 7(n)

e in Tupeldarstellung: (7(1),7(2),...,7(n))
Hintereinanderausfiihrung

Zwei Permutationen 7 und ¢ konnen hintereinander ausgefiihrt werden. Man erhilt dann eine neue
Permutation, die dadurch entsteht, dass erst 7= angewandt wird und auf das Ergebnis dann o. Man
notiert diese Permutation als o o 7 (von rechts nach links zu lesen) mit der Abbildungsvorschrift

1= 0o(n(1)), 2= o(7(2)), ..., n— a(w(n)).
Die Hintereinanderausfithrung ist nicht kommutativ, das heifit im Allgemeinen gilt 0 o # 7o 0.
Umkehrpermutation

Zu jeder Permutation 7 gibt es eine Umkehrpermutation 7—!, die die Vertauschung wieder riickgéingig
macht. Es gilt

mor l=na"lor=id
wobei id = (1,2, ...,n) die identische Permutation ist, die alle Zahlen an ihrem Platz ldsst.
Zyklen
Ein Zyklus ist eine Permutation, die eine Menge von Zahlen {i1,... it} im Kreis vertauscht und die

iibrigen Zahlen festhélt, das heifit
i1 /> do, Go 43, ..., Gp_1 > ik, tp > iy und > j fiir 5 & {iq,. .. ik}
Einen k-Zyklus notiert man als (i1 42 ... 4x), also ohne Trennzeichen. Jede Permutation kann als Hin-
tereinanderausfithrung disjunkter Zyklen dargestellt werden, das heif3t
m=(i1 42 ... ix)o(J1 Jo ... Ji)o...
wobei die Zahlen 41,40, ...,%%, j1,J2,---, 1, - - - alle verschieden sind.
Ordnung

Die Ordnung einer Permutation 7 ist die kleinste natiirliche Zahl k, sodass die k-malige Hintereinander-
ausfithrung von 7 die identische Permutation ergibt
Teme ..o =id.
—_——
k—mal
Die Ordnung einer Permutation ergibt sich als das kleinste gemeinsame Vielfache der Langen der dis-
junkten Zyklen der Permutation.



Variationen

Definition

Eine Variation ist eine Auswahl von Objekten mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Man unterscheidet:
e Variationen ohne Wiederholung: jedes Objekt darf nur einmal ausgewéhlt werden
e Variationen mit Wiederholung: Objekte kénnen mehrmals ausgewéhlt werden

Anzahlen

e Zahl der Variationen ohne Wiederholung von k£ Objekten aus n Objekten: (777_17'“,

e Zahl der Variationen mit Wiederholung von k& Objekten aus n Objekten: n*
FEine Variation ohne Wiederholung von n aus n Objekten ist gerade eine Permutation der Objekte.
Mengendarstellung

e Variationen ohne Wiederholung: {(z1,22,..., %) | z; € {1,2,...,n} mit x; # x; fir i # j}

e Variationen mit Wiederholung: {(x1,zo,...,2%) | 2; € {1,2,...,n}}
Abbildungen

e Die Zahl der Variationen ohne Wiederholung ist gleich der Zahl der injektiven Abbildungen von
einer Menge mit k£ Elementen in eine Menge mit n Elementen.

e Die Zahl der Variationen mit Wiederholung ist gleich der Zahl aller Abbildungen von einer Menge
mit k£ Elementen in eine Menge mit n Elementen.

Kombinationen

Definition

Eine Kombination ist eine Auswahl von Objekten ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Man unter-
scheidet:

e Kombinationen ohne Wiederholung: jedes Objekt darf nur einmal ausgewihlt werden
e Kombinationen mit Wiederholung: Objekte kénnen mehrmals ausgewéhlt werden
Anzahlen

n!

e Zahl der Kombinationen ohne Wiederholung von k& Objekten aus n Objekten: (:) = s hTH

e Zahl der Kombinationen mit Wiederholung von k& Objekten aus n Objekten: ((Z)) = ("H,z_l)

Mengendarstellung
e Kombinationen ohne Wiederholung: {(x1,z2,...,25) | z; € {1,2,...,n} mit x; <3 < -+ <z}
e Kombinationen mit Wiederholung: {(x1,x2,...,2%) | 2; € {1,2,...,n} mit 1 < a9 < -+ <y}
Abbildungen

e Die Zahl der Kombinationen ohne Wiederholung ist gleich der Zahl der injektiven Abbildungen von
einer Menge mit £ Elementen in eine Menge mit n Elementen, wobei Permutationen der n Elemente
als aquivalent angesehen werden.

e Die Zahl der Kombinationen mit Wiederholung ist gleich der Zahl aller Abbildungen von einer
Menge mit k Elementen in eine Menge mit n Elementen, wobei Permutationen der n Elemente als
dquivalent angesehen werden.



Laplace-Wahrscheinlichkeit

Urnenmodelle

In einer Urne befinden sich N Kugeln, die verschiedene Eigenschaften (z.B. Farbe) aufweisen kénnen. Es
werden n Kugeln nacheinander gezogen, wobei die folgendenen Félle unterschieden werden:

e Ziehen mit Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge (Variation mit Wiederholung)

e Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge (Variation ohne Wiederholung)

e Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge (Kombination mit Wiederholung)

e Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge (Kombination ohne Wiederholung)

Wie wahrscheinlich ist es nun, dass dabei Kugeln mit bestimmten Eigenschaften gezogen werden?

Laplace-Wahrscheinlichkeit (mit Beispiel fiir eine Ziehung)

e Elementarereignisse E1,..., Ey E, = {rot}, E; = {griin}, E5 = {blau}

e FErgebnismenge 2 = Fy U...UEy Q = {rot, grin, blau}

e Ereignis A C Q A = {rot, grin}

o Wahrscheinlichkeit fir E;: P(E;) = + P({rot}) = P({griin}) = P({blau}) = %

e Wahrscheinlichkeit fiir Q: P(Q) =1 P({rot, grim,blau}) =1

e Wahrscheinlichkeit fiir A: P(A) = % P({rot, grin}) = % =2

e Wahrscheinlichkeit fiir Q\ A: P(A) =1 — % P({blau}) =1 — 4‘{7};{;;25;“5(];%' =1
Ergebnismengen

e Ziehen mit Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge: |Q}| = N

e Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge: || = t NJX In)!

e Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge: kein Laplace-Experiment!

e Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge: |Q2] = (ZX)

Ereignisse bei zwei Klassen von Kugeln

In der Urne befinden sich M Kugeln eines Typs und N — M Kugeln eines anderen Typs. Betrachte das
Ereignis A, dass bei n Ziehungen genau k& Kugeln des ersten Typs gezogen werden:

n\ark(n_ ppyn—k
e mit Zuriicklegen: P(A) = W% = () Pk —p)"F mit p =%

( M )( N—kf)
e ohne Zuriicklegen: P(A) = W

Betrachte das Ereignis A, dass bei n Ziehungen im letzten Zug eine Kugel des ersten Typs

e erstmals gezogen wurde: P(A) = W =1-p"tp

n—1 _anyn—Fk. sk
e das k-te Mal gezogen wurde: P(A) = (k’l)(NNI:I) M (Z:i) (1 —p)nFk.pk

Ereignisse bei mehreren Klassen von Kugeln

In der Urne befinden sich N; Kugeln vom Typ j, Ni + ...+ Ng = N. Betrachte das Ereignis, dass bei n

Ziehungen genau k; Kugeln vom Typ j fiir j = 1,...,s gezogen werden:
N )NFr. L NFe .
e mit Zuriicklegen: P(A) = (kl """ u zvnl = <k177 k3> pi e phe mit p; = %

M) (N2) (N0

e ohne Zuriicklegen: P(A) = ( ™)




Diskrete Wahrscheinlichkeit

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum

Hiufig sind Elementarereignisse nicht gleich wahrscheinlich (wie beim Urnenmodell mit Zuriicklegen und
ohne Beachtung der Reihenfolge). Man betrachtet dann diskrete Wahrscheinlichkeitsraume (€2, P) mit

e Ergebnismenge Q = {wq,...,wn}
e Wahrscheinlichkeitsverteilung: P: P(€2) — [0, 1] mit der Potenzmenge P(2) = {A | A C Q} und

~ P(Q) =
— P(AUB) = P(A)+ P(B) fiir alle A,BC Qmit ANB =10

Durch Angabe der Wahrscheinlichkeiten P({w1}), ..., P({wn}) ist damit P eindeutig definiert.
Eigenschaften
e P(0)=0
P(Q\ A) =1— P(A) (Gegenwahrscheinlichkeit)
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
P({wi})+...+ PHwn}) =1
Bedingte Wahrscheinlichkeit

o P(AB) = Z552) fiir P(B) > 0

e P(A|B) = P(A) falls P(AN B) = P(A) - P(B) (die Ereignisse A und B heiflen dann unabhéngig)
e P(AB) = % fiir P(B) > 0 (Satz von Bayes)

Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung X: — R, die jedem Element w der Ergebnismenge € eine reelle
Zahl X (w) zuordnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert « annimmt, ist

PX=2)= Y. P}

weN, X (w)=x

Wichtige Kenngréflen von Zufallsvariablen sind:
N
e Erwartungswert: E(X) = Z P({w;}) - X(wi)
i=1 N
e Varianz: Var(X) = B((X — E(X Z PHwi}) - (X (w;) — B(X))?

e Standardabweichung: o(X) = y/Var(X
Eigenschaften
e E(X+Y)=E(X)+E(Y) und E(c- X) = c¢-E(X) fiir alle c € R
e Var(c- X +d) = c® - Var(X) fiir alle ¢,d € R
e Var(X) = E(X?) — (E(X))? (Verschiebungssatz)
Sind X und Y unabhéngig, das heiit P(X =z und Y =y) = P(X =z) - P(Y = y), dann gilt

o Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Abgeleiteter Wahrscheinlichkeitsraum

Aus einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) und einer Zufallsvariable X entsteht ein neuer dis-
kreter Wahrscheinlichkeitsraum (Q2x, Px) mit

e Oy ={X(w) |lweQ}CR

o Px(Ax) = > P({w}) firalle Ax C Qx
weR, X (w)eEAX



Graphen

Einfacher Graph

Ein einfacher Graph G = (F, K) besteht aus einer Men- Ein Graph mit Eckenmenge

ge von Ecken E (auch Knoten genannt) und einer Menge E = {1,2,3,4,5} und Kan-

von Kanten tenmenge K = {{1,2},{1, 3},
K C {{61, 62} ‘ e1,es € E e 7é 62}. {17 4}7 {27 3}7 {27 4}7 {37 4}7

{3,5},{4,5}}

Zusammenhang und Grad

Zwei Ecken, die durch eine Kante miteinander verbunden sind, heiflen benachbart. Fine Ecke, die mit
keiner anderen Ecke benachbart ist, heifit isoliert.

Die Anzahl der mit einer gegebenen Ecke e verbundenen Ecken heifit Grad deg(e) der Ecke. In jedem
Graphen mit n Ecken und k Kanten gilt das Handschlaglemma: 2k = deg(e1) + ... + deg(ey).
Wege und Kreise

Ein Kantenzug der Lénge k — 1 ist eine Folge von Ecken (e, ..., ex), sodass je zwei aufeinander folgende
Ecken benachbart sind. Ein Graph bei dem alle Paare von Ecken durch einen Kantenzug verbindbar sind,
heiflt zusammenhéngend.

Ein Kantenzug, bei dem alle zugehérigen Kanten {e1, es}, ..., {ek_1, ex} verschieden sind, heifit Weg. Ein
Weg, bei dem zudem e; = ey, gilt, heifit Kreis. Ein Graph, der einen Kreis enthélt, heifit zyklisch.

Ein Eulerkreis ist ein Kreis, bei dem alle Kanten des Graphen genau einmal vorkommen. Ein Hamilton-
kreis ist ein Kreis, der jede Ecke des Graphen genau einmal enthélt. Ein Graph, der einen Eulerkreis
enthélt, eulersch, ein Graph, der einen Hamiltonkreis enthélt, hamiltonsch.

Ein Graph ist genau dann eulersch, wenn er zusammenhéngend ist, und jeder Knoten einen geraden Grad
besitzt. Die genaue Charakterisierung hamiltonscher Graphen ist ein offenes mathematisches Problem.
Das Auffinden eines Hamiltonkreises in einem Graphen ist NP-vollstédndig.
Spezielle Graphen

e Vollstédndiger Graph K,,: Graph mit n Ecken, die alle miteinander verbunden sind, |K| = n(n—1)/2

e Vollstéindig bipartiter Graph K, ,,: Graph mit Eckenmenge £ = E1 U Ey, By N Ey =0, |Eq| = m,
|Es| = n wobei jede Ecke in Ej mit jeder Ecke in F5 verbunden ist, |K| = mn.
Teilgraphen
e Ein Teilgraph eines Graphen G = (E, K) ist ein Graph G’ = (F/, K') mit ' C F und K’ C K.

e Eine Unterteilung der Kante k = {e1, ez} in einem Graph G = (E, K) ist ein Graph G’ = (E', K')
mit ' = EU{ep11} und K/ = K\ {e1,e2} U{er,ent1}t U{ent1, e}

e Ein Unterteilungsgraph ist ein Graph, der aus einem gegebenen Graphen durch null-; ein- oder
mehrfache Kantenunterteilung entsteht
Planaritét

Ein Graph heift planar, wenn er sich in der Ebene zeichnen l&sst, sodass sich seine Kanten nicht schneiden,
sondern hochstens in den Ecken beriihren.

Satz von Kuratowski: Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keinen Teilgraphen besitzt, der ein
Unterteilungsgraph des K5 oder des K3 3 ist.

Euler-Formel: Ist f die Anzahl der Fléichen eines in der Ebene kreuzungsfrei gezeichneten zusammenhéingen-
den planaren Graphen mit n Knoten und k& Kanten, dann gilt n — k + f = 2.



Baume

Baum

Ein Graph heiit Baum, wenn er zusammenhéngend ist und keine Kreise enthilt. Die Knoten (Ecken) eines
Baums mit Grad eins heiflen Bléatter, die iibrigen Knoten heiflen innere Knoten des Baums. Grundlegende
Eigenschaften sind:

e Jeder Baum mit n Knoten besitzt genau n — 1 Kanten.

e Zwischen je zwei verschiedenen Knoten eines Baumes gibt es genau einen Weg.

Gewurzelter Baum

Wird ein Knoten als Wurzel des Baums ausgewéhlt, dann kann jeder Kante eine Richtung von der Wurzel
zu den Blédttern hin gegeben werden. Die Tiefe eines Knotens ist die Linge des Weges von der Wurzel zu
diesem Knoten. Die Hohe des Baumes ist die maximale Tiefe aller seiner Knoten.

Der Elternknoten eines Knotens aufler der Wurzel ist derjenige Nachbarknoten, der eine geringere Tiefe
als der Knoten selbst hat. Die iibrigen Nachbarknoten heiflen Kindknoten des Knotens. Die Geschwister-
knoten eines Knotens sind diejenigen Knoten, die den gleichen Elternknoten besitzen. Haufig wird fiir
Geschwisterknoten eine Ordnung (von ,links“ nach ,rechts“) definiert.
Spezialfille
Spezielle gewurzelte Bdume sind

e Bindrbaum: jeder Knoten hat hochstens zwei Kinder

e Terndrbaum: jeder Knoten hat hochstens drei Kinder

e k-ndrer Baum: jeder Knoten hat hochstens k& Kinder

Vollstindiger Baum

Ein gewurzelter Baum heifit vollsténdig, wenn alle Blétter die gleiche Tiefe haben. In einem vollstdndigen
Binédrbaum der Hohe h gilt:

e Jeder innere Knoten besitzt genau zwei Kinder
e Die Anzahl der Blitter betrigt 2
e Die Gesamtzahl der Knoten betrigt 2" — 1
In einem vollsténdigen k-ndren Baum der Hohe h gilt entsprechend:
e Jeder innere Knoten besitzt genau k£ Kinder
e Die Anzahl der Bliitter betragt k"

e Die Gesamtzahl der Knoten betriigt (k"™ —1)/(k — 1)

Ereignisbaum

Mit Ereignisbdumen koénnen alle moglichen Ergebnisse einer Folge von Experimenten aufgezidhlt werden.
Ereignisbdume werden unter anderem in der Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Darstellung mehrstufiger
Zufallsexperimente benutzt, etwa bei Urnenmodellen. Jeder Kante wird dabei eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Weg ist dann das Produkt der Wahrscheinlichkeiten jeder
Kante des Weges.



Computerzahlen
b-adische Zahldarstellung

Bei der b-adischen Zahldarstellung wird eine Basis b € N mit b > 1 gewéhlt und als Ziffernmenge
Z =40,1,...,b—1} verwendet. Eine Zahl z := +2,2,1...20 € Zmitn € Ngund z; € Z fiir i =0,...,n
hat dann folgende Darstellung:

z::l:znzn,l...zo::lz(zn-b"—&-zn,l-b"_1+...+zl-b1+zo-b0):j:Zzi-bi
i=0
Beispiel: b= 10,2 = 235 =2-102+3- 10" +5-10° = 200 + 30 + 5

Eine Zahl hat beziiglich verschiedener Basen b1, b unterschiedliche Darstellungen, zum Beispiel bei einer
natiirlichen Zahl: (2, ...20)p, = (Wy ... wo)s,. Beispielsweise ist 2119 =2-10+1-1=30;,=3-7+0-1.

Darstellung ganzer Zahlen

Natiirliche Zahlen werden unter Verwendung von N € N Bits als Dualzahl mit Ziffern d; € {0,1} darge-
stellt:

N—-1
dn_1dNn_2...dg ‘ = Z di2i
1=0

Fiir festes N umfasst der darstellbare Bereich alle natiirlichen Zahlen z mit 2z =0 < 2 < 2V -1 = 2,00
Beispiel (N = 4): 0000 =0, 0001 =1, ..., 1111 =15 =2*—1
Einerkomplement

Negative Zahlen konnen im Einerkomplement durch Invertieren aller Bits dargestellt werden:

]1\dN_2dN_3...dO\£ - (1-dy)2’

=0

(V)

Die fiithrende Eins zeigt dabei an, dass es sich um eine negative Zahl handelt. Der darstellbare Bereich
ist: zZmin = —(2V"1 —1) < 2 < 2V~ — 1 = 2,,4.. Ein Nachteil ist hierbei, dass die Darstellung der 0
nicht eindeutig ist (00 ... 0,10 ... 0).

Beispiel (N =4): 5 =0101, —5 = 1010
Zweierkomplement

Das Vorgehen bei dem Zweierkomplement ist dabei ausgehend von der Dualdarstellung von —z alle Bits
umzuklappen und 1 zu addieren:

N-2
]1\dN_2dN_3...do\£— <1+ Z(l—di)?)
=0

Der darstellbare Bereich von Zahlen im Zweierkomplement ist: zpin = —2V "1 < 2 < 2VN71 — 1 = 2,00
Alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich konnen im Einer- bzw. Zweierkomplement exakt dargestellt
werden.

Beispiel (N =4): 1111 = — (1+40-22+0-2140-20) = —1, ..., 1000 = —(1+1-2241-2141.20) = —8

Festkommaformat

Eine Computerzahl im Festkommaformat mit N Bits und K Nachkommastellen ist definiert als

N-2
’ S ‘ dn_odn_3...dg ‘ drg_1dg—_o...dy ‘ = (—1)8 Z di2i_K
=0

Der darstellbare Bereich ist: o5, = —(2V 71— 127K <o < 2V - 1)27K = 2,40
Die betragsmifig kleinste darstellbare Zahl ungleich Null ist: |4, = 27K,

Beispiel (N =6, K =2):725=0|111|01=1-4+1-2+1-140-3+1-7



Rundungsfehler

Festkommazahlen

Wir betrachten wieder die Menge der Festkommazahlen mit N Bits und K Nachkommastellen

N-2
zZ= {(1)3 Z d’L2’LiK ‘ sdea"'adN—Q € {Oﬂl}}
1=0

und dem Darstellungsbereich D = [zmin, Zmax]-
Nachbarn
Jede (reelle) Zahl x € D im Darstellungsbereich hat in der Menge Z
e genau einen linken Nachbar z;, = max{z € Z,z <z} und
e genau einen rechten Nachbar zp = min{z € Z,z > «}
Insbesondere gilt fiir x € Z: zp, = zr = .

Rundung

Rundung in Z lésst sich auf verschiedene Weise definieren:

e Abrunden rd_:D — Z, x — zp,
e Aufrunden rdy:D — Z, x+— 2R

) zp falls x>0
e Abhacken rdo: D — Z, > { cp falls 2 <0

) zr, falls  x <(zp +zg)/2
e Korrektes Runden rd,:D — Z, x +— { on falls x> (21 + 2p)/2

Abrunden, Aufrunden und Abhacken werden unter dem Begriff gerichtetes Runden zusammengefasst.

Eigenschaften

Alle vier Rundungsarten erfiillen als Abbildung rd : D — Z:
e Idempotenz: z € Z = rd(z) =z
e Monotonie: z <y = rd(z) < rd(y)

e Projektivitét: rd(rd(x)) = rd(x)

Rundungsfehler
Es gibt zwei unterschiedliche Arten von Rundungsfehlern:
e absoluter Fehler: |z — rd(x)|

|z — rd(z)]

e relativer Fehler: 2]
T

Rundungsfehlerschranken
Fiir den absoluten Rundungsfehler bei der Zahldarstellung gilt im Darstellungsbereich

2—K

fiir gerichtete Rundun,
mrd(x)|§{ 19-K & &
2

fiir korrekte Rundung
Fiir den relativen Rundungsfehler gilt entsprechend

|z — rd(z)| o > fiir gerichtete Rundung
|| - 11 fiir korrekte Rundung

Um den relativen Rundungsfehler zu reduzieren werden Gleitkommazahlen verwendet.



Aussagenlogik

Aussagen

Eine Aussage ist eine sprachliche Feststellung, die entweder wahr oder falsch ist. In der Aussagenlogik ist
eine Aussage ein Element der Menge der Wahrheitswerte {w, f}. Aussagen kénnen als Formel miteinander
verkniipft werden, sodass wieder eine Aussage entsteht, deren Wahrheitswert dann untersucht wird.

Eine Aussage heifit Tautologie, wenn sie immer wahr ist, und Kontradiktion, wenn sie immer falsch ist.

Junktoren
Wichtige elementare Verkniipfungen (Junktoren) zweier Aussagen A und B sind:
e Negation: A (nicht A): nur wahr, wenn A falsch ist
e Konjunktion: A A B (A und B): nur wahr, wenn A und B wahr sind
e Disjunktion: AV B (A oder B): nur falsch, wenn A und B falsch sind
e Implikation: A = B (wenn A dann B): nur falsch, wenn A wahr und B falsch ist

e Aquivalenz: A < B (A genau dann wenn B): nur wahr, wenn A und B beide wahr oder falsch sind

Wahrheitstafeln
Mit Wahrheitstafeln kann die genaue Bedeutung der Junktoren festgelegt werden:

A|B|AANB | AVB | A=B | A& B
w | w w w w w [A ] -A
w | f f w f f w | f
flw f w w f fl w
F1r / f w w

Rechenregeln

Mit Hilfe von Wahrheitstafeln kénnen die folgenden Rechenregeln bewiesen werden:

e Kommutativitit: AA B« BAA AVB& BV A

o Assoziativitit: (AAB)AC & AA(BAC) (AVB)VC & AV (BVCO)

e Distributivitit: AA(BVC)< (AAB)V(AANC) AV(BAC)& (AVB)A(AVO)
e Verschmelzung: AA(AVB) < A AV(AAB) & A

Verkniipfung von Literalen

Sind A4, ..., A, Aussagen, dann bezeichnet ein Literal L; € {A;, ~A;} eine Aussage oder ihre Verneinung,.
Elementare Verkniipfungen von Literalen sind:

e Konjunktionsterm: Ly A Lo A ... A Ly,

e Disjunktionsterm: L1 V Lo V...V L,

Konjunktive und disjunktive Normalform

Jede Verkniipfung von Aussagen Ay, ..., A, kann in eine der beiden Formen gebracht werden:
e Konjunktive Normalform: (L1 V...V L1n) A (Lo1 V...V Lopg) Ao o A (L1 Vo ..V L)
e Disjunktive Normalform: (L13 A ... A Lyy)V (Lot Avc o ALap) VooV (Lipi Ao A L)

mit L;; € {Aj,-A;}. Beide Normalformen kénnen aus der Wahrheitstafel abgelesen werden.



Beweistechniken

Aussageformen

Wihrend eine Aussage A einen eindeutigen Wahrheitswert hat, ldsst sich der Wahrheitswert einer Aussa-
geform A(z) vorerst nicht bestimmen, da sie eine (oder mehrere) freie Variablen x beinhaltet. Beispiele:

e Aussage A: die Zahl 2 ist gerade
o Aussageform A(z): die Zahl z ist gerade

Werden die freien Variablen durch Werte ersetzt, so wandelt sich eine Aussageform in eine Aussage um.

Quantoren

Quantoren erlauben die Notation von Existenz- und Allaussagen. Man verwendet den Existenzquantor 3
und den Allquantor ¥V mit den folgenden Bedeutungen:

e dx: A(x) bedeutet: es existiert (mindestens) ein z, fiir das die Aussage A(x) wahr ist

e Vx: A(x) bedeutet: fiir alle x ist die Aussage A(x) wahr

Verneinung von Quantoren
Die Verneinung einer Existenzaussage ergibt eine Allaussage und umgekehrt, das heifit

gibt es kein z, fiir das die Aussage A(x) wahr ist, so ist sie fiir alle a

e ~(Jz:A(z)) & Vr:-A(x): falsch (und umgekehrt)

ist die Aussage A(x) nicht fiir alle z wahr, so gibt es ein z, fiir das

o ~(ve:A(z)) & Ju:mAlw): sie falsch ist (und umgekehrt)

Mathematische Sitze

Ein mathematischer Satz ist eine wahre Aussage und besteht immer aus drei Komponenten:
e den Voraussetzungen A
e der Behauptung B und

e dem Beweis

Zum Fiihren von Beweisen gibt es unterschiedliche Beweistechniken.

Direkter Beweis

Bei einem direkten Beweis wird die Behauptung mit Hilfe der Voraussetzungen so umgeformt, dass eine
wahre Aussage entsteht. Man zeigt also

A= B
Aus den Voraussetzungen folgt die Behauptung.

Indirekter Beweis
Ist ein direkter Beweis nicht anwendbar oder zu umsténdlich, kann man auch umgekehrt schlieflen:
(=B) = (=4)

Ist die Behauptung nicht erfiillt, so folgt daraus, dass die Voraussetzungen nicht erfiillt sind.

Widerspruchsbeweis
Eine Variante des indirekten Beweises ist der Widerspruchsbeweis:
(AN-B)=f

Sind die Voraussetzungen erfiillt und die Behauptung nicht, so folgt daraus eine falsche Aussage.



Vektoren

Vektoren

Ein (reeller) Koordinatenvektor ist ein n-Tupel & = (z1,...,2,) € R™ mit Ein-
tragen x; € R. Fiir Koordiatenvektoren Z, € R™ und Zahlen a € R definiert man
nun folgende Operationen

e Vektoraddition: &+ ¢ = (1 + Y1, .., Tn + Yn)
e Skalarmultiplikation: a - Z = (a - 1,...,a - Zy)

Die Menge der Koordinatenvektoren bildet mit diesen Operationen einen Vektor-
raum, den Koordinatenraum.

Eigenschaften
Die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation erfiillen fiir Z, 7, 2 € R™ und a,b € R folgende Gesetze:
o Assoziativgesetz: T+ (§+2) = (Z+9)+ 2

e Kommutativgesetz: £+ y =y + &

Gemischtes Assoziativgesetz: a - (b-Z) = (a-b) - &

Distributivgesetze: a - (F+¢) =a-Z+a-¢§ und (a+b)-F=a-Z+b-T

Existenz eines neutralen Elements: 0 = (0,...,0) mit 0+ # =Z+0 =&

Existenz eines inversen Elements: —% = (—z1,..., —2,) mit £+ (%) = (—Z) + £ =0

e Neutralitit der Eins: 1-Z =7

Skalarprodukt und Kreuzprodukt
Weitere wichtige Operationen sind:
e Skalarprodukt: & §=x1-y1+ ...+ Tpn - Yn
e Kreuzprodukt: Z X ¢ = (z2-ys — X3 - Y2, T3 Y1 — X1 - Y3, T1 Y2 — X2 -y1) (nur in 3D)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann 0, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ergibt einen neuen Vektor, der senkrecht auf beiden steht.
Linge und Abstand
Die Lénge (der Betrag) eines Vektors und der Abstand zweier Vektoren sind dann:
#=VFF wd |F-gl= G- G-
Geraden
FEine Gerade ist die Menge der Punkte
g={FeER" |F=7F+a-Umita €R} bzw. g={F€R? | (F—7) -7 =0} (nurin 2D)
wobei 7 der Koordinatenvektor eines Geradenpunkts, ¢ ein Richtungsvektor der Gerade und 7 ein Nor-
malenvektor der Gerade sind.
Ebenen
Eine Ebene ist die Menge der Punkte
E={ZeR"|Z=F+a-U+b- W mit a,b € R} bzw. E={F€R3|(F—F) -7 =0} (nurin 3D)

wobei 7 der Koordinatenvektor eines Punkts in der Ebene ist, ¢, W zwei Richtungsvektoren in der Ebene
sind, die nicht skalare Vielfache voneinander sind, und 77 ein Normalenvektor der Ebene ist.



Matrizen

Matrizen
Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema bestehend aus m Zeilen und n Spalten:

Eine Matrix besteht damit aus m Zeilenvektoren der Linge n

a1 A1n

A — E RH’LXTL
Umi e Gon nebeneinander geschrieben.
Mit Matrizen kénnen lineare Abbildungen (Transformationen) durchgefiihrt werden.

Operationen
C-ail C-Q1n
: € R™*" fiir ce R, A € R™*"

e Skalarmultiplikation: ¢- A = : :
C Qml - C-Qmp

a1 v+ ...+ a1p - Un
: eR™ fir Ae R™*" e R"

e Matrix-Vektor-Produkt: A - ¥ = :
Am1 V1 + ...+ Qmn - Un
U1 - wh U1 - Wn
e Dyadisches Produkt: ¥ ® W = e R™*™ fiir ¥ € R™ oW eR”
U * W1 .vv U+ Whp
v-u) - .

Matrizen kénnen auch addiert und multipliziert werden. Es gilt: (¥ @ &) - @ = (& - @)

Beispiele
e Streckung des Vektors v um den Faktor 2: A = (
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e Spiegelung des Vektors ¥ an der y-Achse: A =

Spiegelungen
e Spiegelungsmatrix am Ursprung: A = —I mit I als der Einheitsmatrix
. . . S . TR U
e Spiegelungsmatrix an einer Ursprungsgerade mit Richtungsvektor v: A =2 —— — 1T
U
. . . . . RN
e Spiegelungsmatrix an einer Ursprungsebene mit Normalenvektor i: A=1—2 - ——
-1
Orthogonale Projektionen
. . . e . TR T
e Projektionsmatrix auf eine Ursprungsgerade mit Richtungsvektor o1 A = ——
U U
NN
-1

e Projektionsmatrix auf eine Ursprungsebene mit Normalenvektor 7i: A =1 —

T —

Abstandsberechnung
e Abstand eines Vektors & von einer Ursprungsgerade mit Richtungsvektor 0: d =

e Abstand eines Vektors & von einer Ursprungsebene mit Normalenvektor 77: d =

untereinander geschrieben oder n Spaltenvektoren der Lénge m




