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1 Das Spektrum eines Ringes

Wir wollen nun für jeden Ring A einen topologischen Raum SpecA definieren, den

wir später zu einem „affinen Schema“ machen werden. Es sei daran erinnert, dass alle

unsere Ringe kommutativ mit 1 sind.

Definition 1.1 Sei A ein Ring.

i) Das Spektrum von A ist definiert als

SpecA = {p : p ⊂ A Primideal }.

ii) Für jedes Ideal a ⊂ A sei

V (a) = {p : p ⊂ A Primideal mit a ⊂ p} ⊂ SpecA.

Beispiele:

i) IstK ein Körper, so ist SpecK = {0} eine Einpunktmenge.

ii) Für A = Z gilt

SpecZ = {0} ∪ {(p) : p Primzahl }.

Für das Ideal (n) = nZmit n ∈ N gilt

V ((n)) = {(p) : p Primzahl, p|n}, falls n 6= 0 ist,

sowie V ((0)) = Z.

Die Menge V (a) verhalten sich ähnlich wie die Nullstellenmengen aus §3.

Lemma 1.2 Für Ideale a, b, (ai)i∈I in A, I eine beliebige Indexmenge, gilt

i) V ((0)) = SpecA, V (A) = ∅.

ii) Ist a ⊂ b, so folgt V (b) ⊂ V (a).

iii) V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b).



iv) V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai).

Beweis :

i) Jedes Primideal enthält 0, kein Primideal enthält 1.

ii) Ist p in V (b), so ist p ein Primideal mit b ⊂ p. Also gilt auch a ⊂ p, d.h. p ∈ V (a).

iii) Ist p ∈ V (a) ∪ V (b), so ist p ein Primideal mit a ⊂ p und b ⊂ p. Somit ist auch

a ∩ b ⊂ p, also p ∈ V (a ∩ b).

Ist umgekehrt p ein Primideal mit a ∩ b ⊂ p und a 6⊂ p, so müssen wir b ⊂ p

zeigen. Es existiert also ein f ∈ amit f /∈ p. Sei g ∈ b ein beliebiges Element. Dann

ist fg ∈ a∩ b ⊂ p. Da p ein Primideal ist, folgt f ∈ p (was ausgeschlossen ist) oder

g ∈ p. Also ist g ∈ p, d.h. b ⊂ p.

iv) Da für alle i ∈ I die Inklusion ai ⊂ ∑
i∈I

ai gilt, ist nach i) V (
∑
i∈I

ai) ⊂ ⋂
i∈I

V (ai).

Ist umgekehrt p ein Primideal mit ai ⊂ p für alle i ∈ I , so folgt
∑
i∈I

ai ⊂ p, d.h.

p ∈ V (
∑
i∈I

ai).

�

Definition 1.3 Wir nennen eine Teilmenge U ⊂ SpecA offen, wenn es ein Ideal a ⊂ A

gibt mit U = SpecA \ V (a).

Die Menge SpecA zusammen mit den so definierten offenen Teilmengen ist ein topolo-

gischer Raum, denn nach Lemma 4.2 gilt

i) ∅ und SpecA sind offen.

ii) Endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

iii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Die so definierte Topologie auf SpecA heißt Zariski-Topologie.

Beispiel: Die offenen Teilmengen von SpecZ sind ∅, SpecZ und alle Mengen der Form

SpecZ \ {(p1), ..., (pr)} für endlich viele Primzahlen p1, ..., pr. Wir haben nämlich oben

gesehen, dass die Mengen V (a) für ein Ideal a ⊂ SpecZ gerade die folgenden sind:

V ((0)) = SpecZ, V ((1)) = ∅ und V ((n)) = {(p) : p|n} für n ≧ 2.
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Jede nicht-leere offene Menge in SpecZ enthält also den Punkt (0). Insbesondere ist die

Zariski-Topologie auf SpecZ nicht Hausdorff’sch.

Definition 1.4 Für jedes f ∈ A sei

D(f) = {p ∈ SpecA : f /∈ p} ⊂ SpecA.

Die Teilmenge D(f) ⊂ SpecA ist offen, denn es gilt

D(f) = SpecA \ V ((f)),

wobei (f) das von f erzeugte Hauptideal in A ist.

Die offenen MengenD(f) für f ∈ A bilden eine Basis der Zariski-Topologie auf SpecA,

d.h. für jedes p ∈ SpecA und jede offene Teilmenge U ⊂ SpecA mit p ∈ U gibt es ein

f ∈ Amit D(f) ⊂ U . Jedes offene U mit p ∈ U (d.h. jede offene Umgebung U von p) ist

nämlich von der Form

U = SpecA \ V (a)

für ein Ideal a ⊂ A. Da p ∈ U ist, folgt natürlich p /∈ V (a), d.h. a 6⊂ p. Somit existiert ein

f ∈ a mit f /∈ p. Also gilt p ∈ D(f). Wegen f ∈ a folgt außerdem V (a) ⊂ V ((f)), also

D(f) ⊂ U .

Es sei ϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus. Dann definieren wir eine Abbildung

f = Specϕ : SpecB → SpecA

durch f(p) = ϕ−1(p). Da für jedes Primideal p ⊂ B das Urbild ϕ−1(p) ⊂ A ein

Primideal ist (Übungsaufgabe), ist f wohldefiniert.

Lemma 1.5 Es sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus und f : SpecB → SpecA die

zugehörige Abbildung. Dann gilt:

i) f ist stetig.

ii) Ist a ⊂ A ein Ideal in A und ϕ(a)B das von ϕ(a) erzeugte Ideal in B, so gilt

f−1(V (a)) = V (ϕ(a)B).
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iii) Ist g ∈ A, so gilt f−1(D(g)) = D(ϕ(g)).

iv) Ist ϕ surjektiv, so induziert f einenHomöomorphismus (also eine bijektive, steti-

ge Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung)

f : SpecB → V (Kernϕ).

Beweis :

i) Folgt sofort aus ii), denn es genügt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener

Mengen abgeschlossen sind.

ii) Sei a ⊂ A ein Ideal. Dann gilt für jedes Primideal p von B:

p ∈ f−1(V (a)) ⇔ ϕ−1(p) ∈ V (a)

⇔ a ⊂ ϕ−1(p)

⇔ ϕ(a)B ⊂ p

⇔ p ∈ V (ϕ(a)B).

iii) f−1(D(g)) besteht aus allen Primidealen in B, so dass g /∈ ϕ−1(p) gilt. Das ist

äquivalent zu ϕ(g) /∈ p, also zu p ∈ D(ϕ(g)).

iv) Für jedes Primideal p ⊂ B gilt Kernϕ ⊂ ϕ−1(p), also ist Bild(f) ⊂ V (Kernϕ).

Sei q ∈ V (Kernϕ) ein beliebiges Primideal. Da ϕ surjektiv ist, ist ϕ(q) ein Ideal in

B (Übungsaufgabe). Dies ist sogar ein Primideal. Gilt nämlich ϕ(f)ϕ(g) ∈ ϕ(q)

für f, g ∈ A, so existiert ein h ∈ Kernϕ mit fg − h ∈ q. Da Kernϕ ⊂ q ist, folgt

fg ∈ q, also f ∈ q oder g ∈ q. Somit ist ϕ(f) ∈ ϕ(q) oder ϕ(g) ∈ ϕ(q).

Die Abbildung

f̃ : V (Kernϕ) → SpecB

q 7→ ϕ(q)

ist eine Umkehrabbildung zu f , wie man leicht nachrechnet. Ferner gilt

f̃−1(V (b)) = V (ϕ−1(b)),
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also ist f̃ ebenfalls stetig. Damit ist f ein Homöomorphismus SpecB →
V (Kernϕ).

�

Beispiel: In SpecZ gilt V ((9)) = V ((3)) = SpecZ \ {3}.

Wir wollen jetzt analysieren, unter welchen Umständen verschiedene Ideale in A

dieselbe abgeschlossene Teilmenge in SpecA induzieren. Dazu brauchen wir folgendes

Lemma.

Lemma 1.6 Es sei a ⊂ A ein Ideal. Dann ist
√
a gleich dem Schnitt aller Primideale in

A, die a enthalten.

Beweis : Ist f ∈ √
a, so liegt fk ∈ a für ein k ≧ 1. Ist p ⊂ A ein beliebiges Primideal mit

a ⊂ p, so folgt aus fk ∈ a ⊂ p also f ∈ p. Daher gilt
√
a ⊂ p.

Sei umgekehrt f ∈ A ein Element, das nicht in
√
a enthalten ist. Also gilt für alle k ≧ 1,

dass fk nicht in a liegt. Wir betrachten nun die Menge

Σ = {b : b ⊂ A Ideal mit a ⊂ b, so dass für alle k ≧ 1 das Element fk nicht in b liegt}.

Diese Menge enthält a, ist also insbesondere nicht leer.

Wir betrachten eine bezüglich der Inklusion total geordnete Teilmenge {bi : i ∈ I}
von Σ. Dann ist

⋃
i∈I

bi ein Ideal in A, das a enthält, aber kein fk. Also ist
⋃
i∈I

bi ∈ Σ

eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hatΣ somit einmaximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Angenommen, x /∈ p und y /∈ p für Elemente x, y ∈
A. Dann sind p+(x) und p+(y) Ideale inA, die echt größer als p sind. Da p inΣmaximal

ist, können weder p+(x) noch p+(y) inΣ liegen. Da beide Ideale a enthalten, existieren

k, l ≧ 1mit fk ∈ p+ (x) und f l ∈ p+ (y). Daher ist fk+l ∈ (p+ (x))(p+ (y)) ⊂ p+ (xy).

Also ist p + (xy) /∈ Σ, woraus xy /∈ p folgt. Daher ist p in der Tat ein Primideal in V (a)

mit f /∈ p. Da f dann nicht im Schnitt aller Primideale sein kann, die a enthalten, folgt

die andere Inklusion. �
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Satz 1.7 Es gilt V (a) ⊂ V (b) genau dann, wenn b ⊂ √
a ist. Insbesondere ist V (a) =

V (b) genau dann, wenn
√
a =

√
b ist.

Beweis : Ist V (a) ⊂ V (b), so folgt b ⊂
√
b =

⋂
p∈V (b)

p ⊂ ⋂
p∈V (a)

p =
√
a.

Umgekehrt folgt aus b ⊂ √
a =

⋂
p∈V (a)

p, dass jedes Primideal, das a enthält, auch b

enthält. Also gilt V (a) ⊂ V (b). �

Nun untersuchen wir die Topologie auf SpecA. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 1.8 Es sei T ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge Z ⊂ T heißt

irreduzibel, wenn Z nur auf triviale Weise als Vereinigung von in Z abgeschlossenen

Mengen geschrieben werden kann, d.h. aus

Z = Z1 ∪ Z2

mit Z1, Z2 ⊂ Z abgeschlossen folgt

Z1 = Z oder Z2 = Z.

Hier heißt Z1 ⊂ Z abgeschlossen, falls Z1 abgeschlossen in der Relativtopologie von Z

ist, d.h. falls Z = Z1 ∩ Y für eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊂ T gilt.

Beispiel: Es sei Z ⊂ SpecZ eine beliebige Teilmenge. Da die abgeschlossenen Teilmen-

gen in SpecZ gerade die Mengen der Form ∅, SpecZ, {(p1), ..., (pr)} sind, sind folgende

Mengen irreduzibel:

SpecZ, ∅, SpecZ \ {(0)}, {(3)}, {(0), (3)}.

Die Menge V ((10)) = {(2), (5)} ist etwa nicht irreduzibel.

Lemma 1.9 i) Ist T ein topologischer Raum und Z ⊂ T eine irreduzible Teilmenge,

so ist auch jede Teilmenge U ⊂ Z, die offen in Z ist, irreduzibel.

ii) Ist Z ⊂ T irreduzibel, so ist auch der Abschluss von Z, also die Menge

Z =
⋂

Y⊂Tabgeschlossen
Z⊂Y

Y ,
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irreduzibel.

Beweis :

i) Gilt U = U1 ∪ U2 mit Mengen der Form U1 = U ∩ Y1 und U2 = U ∩ Y2, wobei Y1
und Y2 abgeschlossen sind, so gilt

Z = (Z ∩ Y1) ∪ (Z ∩ (Y2 ∪ Z \ U)),

was man sich am besten an Hand eines Bildes klar macht. Da Z irreduzibel ist,

folgt Z = Z ∩Y1 oder Z = Z ∩ (Y2∪Z \U). Daher gilt U = U ∩Y1 oder U = U ∩Y2
und U ist irreduzibel.

ii) Gilt Z = Y1 ∪ Y2 für Y1, Y2 ⊂ Z, die in Z, also auch in T abgeschlossen sind, so ist

Z = (Y1 ∩ Z) ∪ (Y2 ∩ Z).

Da Z irreduzibel ist, folgt Z = Y1 ∩ Z oder Z = Y2 ∩ Z, d.h. Z ⊂ Y1 oder Z ⊂ Y2.

Da Y1 und Y2 abgeschlossen sind, folgt daraus Z ⊂ Y1 oder Z ⊂ Y2 und somit

Z = Y1 oder Z = Z2. Daher ist Z irreduzibel.

�

Beispiel: Die Teilmenge SpecZ \ {(2), (3), (13)} ist offen in SpecZ, daher ist mit SpecZ

auch SpecZ \ {(2), (3), (13)} irreduzibel.

Proposition 1.10 Die abgeschlossene Teilmenge V (a) ⊂ SpecA ist genau dann irredu-

zibel, wenn
√
a ein Primideal ist. Die Zuordnung

p 7→ V (p)

ist also eine inklusionsumkehrende Bijektion

SpecA→ {irreduzible abgeschlossene Teilmengen von SpecA}.

Beweis :Angenommen, V (a) ist irreduzibel. Gilt xy ∈ √
a für x, y ∈ A, so ist (xy) ⊂ √

a,

also folgt V (a) = V (
√
a) ⊂ V ((xy)).

Sei p ∈ V (a). Dann ist p ∈ V ((xy)), also gilt xy ∈ p, woraus x ∈ p oder y ∈ p folgt.

Daher ist p ∈ V ((x)) oder p ∈ V ((y)). Also gilt V (a) = (V (a)∩V ((x)))∪(V (a)∩V ((y))).
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Da V (a) irreduzibel ist, folgt V (a) = V (a) ∩ V ((x)) oder V (a) = V (a) ∩ V ((y)), d.h. es

gilt V (a) ⊂ V ((x)) oder V (a) ⊂ V ((y)). Nach Satz 4.7 folgt daraus x ∈ √
a oder y ∈ √

a,

also ist
√
a ein Primideal.

Ist umgekehrt
√
a ein Primideal, so sei V (a) = V (b1) ∪ V (b2) eine Darstellung von

V (a) als Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen. Nach Lemma 4.2 ist also

V (a) = V (b1 ∩ b2), woraus mit Satz 4.7
√
b1 ∩ b2 ⊂

√
a folgt.

Angenommen V (b1) & V (a). Dann ist nach Satz 4.7
√
a &

√
b1, d.h. es existiert ein

x ∈
√
b1 mit x /∈ √

a. Für alle y ∈ b2 ist dann xy ∈
√
b1b2 ⊂

√
b1 ∩ b2 ⊂ √

a. Da
√
a ein

Primideal ist und x /∈ √
a, folgt y ∈ √

a. Somit gilt b2 ⊂
√
a, woraus V (a) ⊂ V (b2) folgt.

Also ist V (a) irreduzibel.

Der zweite Teil der Behauptung folgt mit Satz 4.7, wenn man beachtet, dass für jedes

Primideal p die Gleichung p =
√
p gilt. �

Korollar 1.11 SpecA ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) =
√
0 ein Primideal ist.

Beweis : Da SpecA = V ((0)) ist, folgt dies aus Proposition 4.10. �

Definition 1.12 Ein topologischer Raum T heißt noethersch, wenn er folgende abstei-

gende Kettenbedingung für abgeschlossene Teilmengen erfüllt:

Für jede Kette Y1 ⊃ Y2 ⊃ ... Yn ⊃ Yn+1 ⊃ ... abgeschlossener Teilmengen Yn ⊂ T

gibt es ein n0 ∈ Nmit Yn0 = Yn für alle n ≧ n0.

Lemma 1.13 Ist A ein noetherscher Ring, so ist SpecA ein noetherscher topologischer

Raum.

Beweis : Eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen in SpecA ist von der Form

V (a1) ⊃ V (a2) ⊃ ... ⊃ V (an) ⊃ ...

für Ideale (an)n∈N von A. Mit Satz 4.7 gilt

√
a1 ⊂

√
a2 ⊂ ... ⊂ √

an ⊂ ... .
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Da A noethersch ist, gibt es ein n0 ∈ N mit
√
an0 =

√
an für n ≧ n0. Daraus folgt die

Behauptung, da V (
√
an) = V (an) ist. �

Vorsicht: Die Umkehrung von Lemma 1.13 gilt nicht!

Proposition 1.14 In einem noetherschen topologischen Raum T ist jede nicht-leere ab-

geschlossene Teilmenge Y die Vereinigung endlich vieler irreduzibler abgeschlossener

Teilmengen Yi, das heißt es gilt

Y = Y1 ∪ ... ∪ Yn.

Falls wir hier Yj 6⊂ Yi annehmen, so sind die Mengen Y1, ..., Yn (bis auf die Numerie-

rung) eindeutig bestimmt. Sie heißen die irreduziblen Komponenten von Y .

Beweis : Sei S die Menge der nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen von T , die

sich nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen darstellen

lassen.

Angenommen, S 6= ∅. Dann enthält S ein minimales Element. Falls nicht, finden wir

nämlich eine Kette abgeschlossener Teilmengen (Yn)n≧1 in S mit

Y1 % Y2 % ... % Yn % ... ,

was der Tatsache widerspricht, dass T ein noetherscher topologischer Raum ist.

Sei Y ∈ S ein minimales Element. Da Y nicht irreduzibel sein kann, gilt Y = Y1 ∪ Y2
mit echten abgeschlossenen Teilmengen Yi $ Y . Da Y in S minimal ist, folgt Y1 /∈ S
und Y2 /∈ S . Beide sind also als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teil-

mengen darstellbar. Dann ist aber auch Y als Vereinigung irreduzibler abgeschlossener

Teilmengen darstellbar, was Y ∈ S widerspricht. Somit ist S = ∅.

Jede abgeschlossene Teilmenge Y von T ist also Vereinigung Y = Y1 ∪ ... ∪ Yn von

irreduziblen, abgeschlossenen Yi. Indem wir gegebenenfalls einige Yi weglassen,

können wir Yi 6⊂ Yj für i 6= j annehmen.

Angenommen, Y = Y
′

1 ∪ ... ∪ Y
′

m ist eine andere solche Darstellung. Dann ist

Y
′

1 ⊂ Y = Y1 ∪ ... ∪ Yn, also Y ′

1 =
n⋃
i=1

(Y
′

1 ∩ Yi). Da Y
′

1 irreduzibel ist, folgt Y
′

1 = Y
′

1 ∩ Yi
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für ein i. Nach Umnumerieren ist i = 1. Somit folgt Y
′

1 ⊂ Y1. Auf dieselbe Weise zeigt

man Y1 ⊂ Y
′

j für ein j, woraus Y
′

1 ⊂ Y
′

j , also j = 1 folgt. Somit ist Y1 = Y
′

1 .

Auf diese Weise fährt man fort, bis alle Yi verbraucht sind und erhält die Eindeutigkeit

der Darstellung bis auf Umnumerierung. �

Beispiel: Die irreduziblen Komponenten von Spec (K[x, y]/xy) sind gerade die Teil-

mengen V (x) und V (y).

Allgemeiner gilt: Die irreduziblen Komponenten von SpecA für einen noetherschen

Ring A sind gerade die Teilmengen V (pi), wobei pi die endliche Menge der minimalen

Primideale in A durchläuft (Übungsaufgabe).

Definition 1.15 i) Ein topologischer Raum T heißt quasi-kompakt, wenn jede of-

fene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung besitzt. Mit anderen Worten,

sind (Ui)i∈I offene Teilmengen von T mit T =
⋃
i∈I

Ui, so gibt es endlich viele

i1, ..., in ∈ I mit T = Ui1 ∪ ... ∪ Uin .

ii) Ein topologischer Raum T heißt kompakt, wenn T Hausdorff’sch und quasi-

kompakt ist.

In der Algebraischen Geometrie sind die betrachteten topologischen Räume meist

nicht Hausdorff’sch, daher haben wir es hier mit der Eigenschaft quasi-kompakt zu

tun.

Lemma 1.16 Für jeden Ring A ist SpecA quasi-kompakt.

Beweis : Es sei (Ui)i∈I eine offeneÜberdeckung von SpecA. Dann ist SpecA\Ui = V (ai)

für ein Ideal ai ⊂ A. Da SpecA =
⋃
Ui ist, folgt

⋂
i∈I

V (ai) = ∅. Nach Lemma 4.2 ist

V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai) = ∅ = V (A), woraus mit Satz 4.7
√∑
i∈I

ai = A folgt. Da 1 ∈ ∑
i∈I

√
ai

ist, gibt es Indizes i1, ..., in ∈ I und Elemente fi1 ∈ ai1 , ..., fin ∈ ain mit 1 = fi1 + ...+fin .

Daher folgt 1 ∈ ai1 + ... + ain , woraus ∅ = V ((1)) = V (
n∑
j=1

aij ) =
n⋂
j=1

V (aij ) folgt. Also

ist Ui1 , ..., Uin eine endliche Teilüberdeckung von (Ui)i∈I . �
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Proposition 1.17 Ein topologischer Raum T ist genau dann noethersch, wenn jede of-

fene Teilmenge quasi-kompakt ist.

Beweis : Ist T noethersch und U ⊂ T eine offene Teilmenge, so sei U =
⋃
i∈I

Ui eine

offene Überdeckung von U . Enthält (Ui)i∈I keine endliche Teilüberdeckung, so existiert

für jedes n ∈ N ein Un mit

U1 & U1 ∪ U2 & U1 ∪ U2 ∪ U3 & ....

Die Komplemente der Mengen U1 ∪ ... ∪ Um bilden dann eine absteigende Kette

abgeschlossener Teilmengen von T , die nicht stationär wird. Das widerspricht der

Tatsache, dass T noethersch ist.

Umgekehrt nehmen wir an, jede offene Teilmenge U ⊂ T sei quasi-kompakt. Sei

Y1 ⊃ Y2 ⊃ ... eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen von T . Dann ist

U =
⋃
n≧1

(T \ Yn) eine offene Teilmenge mit der offenen Überdeckung (T \ Yn)n≧1. Da

U quasi-kompakt ist, existiert eine endliche Teilüberdeckung T \ Yn1 , ..., T \ Ynr von U .

Wir setzen n0 = max{n1, ..., nr}. Da Yn0 ⊂ Ynj
ist, folgt T \Ynj

⊂ T \Yn0 für j = 1, ..., r.

Also ist U = T \ Yn0 . Für alle n ≧ n0 gilt U = T \ Yn0 ⊂ T \ Yn ⊂ U , also folgt Yn0 = Yn.

Somit wird die Kette der Yn stationär, d.h. T ist noethersch. �

Wir wollen jetzt noch den Zusammenhang zur Theorie über algebraisch abgeschlosse-

nen Körpern herstellen.

Lemma 1.18 SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper. Dann ist die Abbildung

i : An(K) → SpecK[X1, ..., Xn]

(a1, ..., an) 7→ (X1 − a1, ..., Xn − an)

stetig und injektiv. Das Bild von i ist gerade die Menge Max(K[X1, ..., Xn])

der maximalen Ideale in K[X1, ..., Xn]. Für jedes Ideal a ⊂ K[x1, . . . , xn] sei

Ṽ (a) = {(a1, . . . , an) ∈ An(K) : f(a1, . . . , an) = 0 für alle f ∈ a} die Nullstellenmenge

von a. Dann gilt

i−1
(
V (a)

)
= Ṽ (a).

Beweis : Nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz sind die maximalen Ideale von

K[X1, ..., Xn] gerade die Ideale der Form X1 − a1, ..., Xn − an für (a1, ..., an) ∈ An(K).
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Offenbar ergeben verschiedene Punkte in An(K) auch verschiedene maximale Ideale.

Also ist i eine Bijektion An(K) → MaxK[X1, ..., Xn].

Ferner gilt

i−1(V (a)) = {(a1, ..., an) ∈ An(K) : a ⊂ (X1 − a1, ..., Xn − an)}.

Dies ist offenbar eine Teilmenge von Ṽ (a).

Ist umgekehrt (a1, ..., an) ∈ Ṽ (a), so folgt

{(a1, ..., an)} = Ṽ ((X1 − a1, ..., Xn − an)) ⊂ Ṽ (a),

also mit Hilfe von Korollar 3.16 aus der Vorlesung „Algebraische Geometrie: Grundla-

gen“

a ⊂ (X1 − a1, ..., Xn − an), d.h. (a1, ..., an) ∈ i−1(V (a)).

�

Ist man an Nullstellenmengen von Teilmengen des Polynomrings K[X1, ..., Xn] inter-

essiert, so kommt man oft mit den maximalen Idealen aus. Möchte man beliebige Rin-

ge studieren, so reicht das nicht mehr und man muss alle Primideale betrachten. Ein

Ringhomomorphismus ϕ : A → B etwa vermittelt im allgemeinen keine Abbildung

zwischen Max(B) und Max(A), wohl aber eine Abbildung SpecB → Spec (A).

2 Projektive Spektren

Nun wollen wir topologische Räume zu graduierten Ringen betrachten.

Definition 2.1 i) Ein graduierter Ring B ist ein Ring der Form

B =
⊕

d≧0

Bd,

wobei alle Bd Untergruppen von B sind, die BdBe ⊂ Bd+e erfüllen. Die Elemente

in Bd heißen homogene Elemente vom Grad d.

ii) Sei A ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist ein graduierter Ring B, der gleich-

zeitig eine A-Algebra ist, so dass das Bild von A in B0 enthalten ist.
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Beispiel: Ist A ein Ring, so ist B = A [X1, ..., Xn] eine graduierte A-Algebra. Hier ist

Bd = {
∑

I=(i1, ..., in)

aI X
i1
1 ... Xin

n : für alle I mit aI 6= 0 gilt i1 + ... + in = d}.

Die homogenen Elemente von Grad d sind also hier die homogenen Polynome vom

Grad d.

Definition 2.2 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B heißt homogen, falls

a =
⊕

d≧0

(a ∩Bd).

Lemma 2.3 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B ist genau dann homogen, wenn es

von homogenen Elementen erzeugt wird.

Beweis : Angenommen, a = (fi)i∈I mit fi ∈ Bd(i) für gewisse d(i) ≧ 0. Dann ist jedes

Element g ∈ a eine Linearkombination der Form

g = g1fi1 + ... + grfir

für gj ∈ B und i1, ..., ir ∈ I . Indem wir alle gj als Summe homogener Elemente schrei-

ben und ausmultiplizieren, erhalten wir g ∈ ⊕
d≧0

(a ∩Bd). Also folgt a ⊂ ⊕
d≧0

(a ∩Bd)

und damit Gleichheit, denn die andere Inklusion ist trivial.

Wir nehmen umgekehrt an, dass a =
⊕
d≧0

(a ∩Bd) gilt. Seien (fi)i∈I beliebige Erzeuger

von g. Alle fi liegen in
⊕
d≧0

(a ∩Bd), lassen sich also als endliche Summe homogener

Elemente in a schreiben. Die homogenen Summanden aller fi bilden ebenfalls ein Er-

zeugendensystem von a. �

Lemma 2.4 Summe, Schnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homo-

gene Ideale.

Beweis :Wir zeigen dies nur für die Summe, die anderen Behauptungen sind Übungs-

aufgaben.

Sind (ai)i∈I homogene Ideale, so besitzen alle ai nach Lemma 2.3 ein Erzeugendensys-

tem aus homogenen Elementen. Vereinigt man all diese Erzeugendensysteme, so erhält

man ein Erzeugendensystem von
∑
i∈I

ai. Also ist auch
∑
i∈I

ai homogen. �
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Lemma 2.5 Ein homogenes Ideal p 6= B in einem homogenen Ring B ist genau dann

prim, wenn für homogene Elemente f, g ∈ B gilt: Ist fg ∈ p, so folgt f ∈ p oder g ∈ p.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Für jeden homogenen Ring B =
⊕
d≧0

Bd setzen wir B+ =
∑
d>0

Bd. Die Teilmenge B+ ist

ein homogenes Ideal in B.

Definition 2.6 Für jeden homogenen Ring B sei

ProjB = {p ⊂ B : p homogenes Primideal mit B+ 6⊂ p}.

Wir wollen nun eine Topologie auf ProjB definieren. Für jedes homogene Ideal a ⊂ B

sei

V (a) = {p ∈ ProjB : a ⊂ p}.

Lemma 2.7 Es seien {ai}i∈I , a, b homogene Ideale in B.

i) V (0) = ProjB, V (B+) = ∅.

ii) V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b).

iii) V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai).

Beweis : Analog zum Beweis von Lemma 1.2. �

Wir nennen eine Teilmenge U ⊂ ProjB offen, falls es ein homogenes Ideal a ⊂ B gibt

mit U = ProjB \ V (a). Nach Lemma 2.7 erhalten wir so eine Topologie auf ProjB.

Für jedes homogene Element f ∈ B+ sei

D+(f) = {p ∈ ProjB : f /∈ p} = ProjB \ V ((f)).

Die offenen Mengen D+(f) für homogene f ∈ B+ bilden eine Basis der Topologie auf

ProjB, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p ∈ ProjB enthält ein D+(f). Dies

sieht man folgendermaßen ein. Es gilt U = ProjB \ V (a) für ein homogenes Ideal amit

a 6⊂ p. Falls a∩B+ ⊂ p, so folgt a∩B0 6⊂ p, da a homogen ist. Also existiert ein f ∈ a∩B0
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mit f /∈ p. Da B+ 6⊂ p ist, gibt es zusätzlich ein g ∈ B+ mit g /∈ p. Also folgt fg /∈ p, aber

fg ∈ a ∩B+. Das steht im Widerspruch zur Annahme a ∩B+ ⊂ p. Diese ist also falsch.

Für f ∈ a ∩B+ mit f /∈ p folgt nun p ∈ D+(f) ⊂ U .

Definition 2.8 i) Für f ∈ B+ homogen vom Grad d > 0 sei

B(f) = { b
fk

: b homogen vom Grad dk}.

ii) Für ein homogenes Primideal p in ProjB sei

B(p) = {b
c
: c /∈ p, b, c homogen vom selben Grad }.

Es ist B(f) ⊂ Bf und B(p) ⊂ Bp jeweils die Menge der homogenen Elemente vom Grad

0, wenn man den Grad eines Bruches als Zählergrad minus Nennergrad definiert.

Lemma 2.9 Es seien a und b homogene Ideale inB. Dann gilt V (a) ⊂ V (b) genau dann,

wenn b ∩B+ ⊂ √
a.

Beweis : Ist b∩B+ ⊂ √
a, so sei p ∈ V (a), d.h. p ist ein homogenes Primideal mitB+ 6⊂ p

und a ⊂ p. Dann folgt b ∩B+ ⊂ √
a ⊂ p. Es sei g ∈ B+ ein Element mit g /∈ p. Dann gilt

für alle f ∈ b, dass fg ∈ b ∩B+ ⊂ p ist. Also ist f ∈ p. Somit folgt b ⊂ p, d.h. p ∈ V (b).

Umgekehrt nehmen wir V (a) ⊂ V (b) an. Es sei p ein beliebiges Primideal in B mit

a ⊂ p. Dann ist ph :=
⊕
d≧0

p ∩Bd nach Definition 2.2 ein homogenes Primideal in B. Gilt

B+ 6⊂ ph, so folgt wegen a = ah ⊂ ph, dass ph ∈ V (a) ⊂ V (b) gilt. Somit ist b∩B+ ⊂ b ⊂
ph ⊂ p. Gilt B+ ⊂ ph, so folgt b∩B+ ⊂ ph ⊂ p. Also ist b∩B+ ⊂ ⋂

p Primideal,a⊂p

p =
√
a. �

Proposition 2.10 Es sei f ∈ B+ ein homogenes Element. Dann istD+(f) homöomorph

zu SpecB(f).

Beweis : Es sei j : B → Bf der kanonische Ringhomomorphismus j(b) = b/1. Der Ring

B(f) ist ein Unterring von Bf . Für jedes homogene Ideal a in B sei ϕ(a) = aBf ∩ B(f).

Hier ist aBf = { a
fk

: a ∈ a, k ≧ 0} das von j(a) in Bf erzeugte Ideal. Ist p ∈ D+(f), so

ist ϕ(p) ein Primideal in B(f). Das liefert eine Abbildung

ϕ : D+(f) → SpecB(f).
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Diese ist bijektiv. Man prüft nämlich leicht nach, dass für jedes Primideal q in B(f) die

Zuordnung q 7→ j−1(qBf ) eine Umkehrabbildung liefert. Außerdem gilt für ein homo-

genes Ideal a genau dann a ⊂ p, wenn ϕ(a) ⊂ ϕ(p) gilt. Somit ist ϕ ein Homöomorphis-

mus. �

Definition 2.11 Der n−dimensionale projektive Raum über einem Ring A ist definiert

durch

PnA = Proj A[x0, . . . , xn]

Wir nehmen jetzt der Konkretheit halber an, dass A = k ein Körper ist, und untersu-

chen den projektiven Raum Pnk . Die Mengen Ui = D+(xi) für i = 0, . . . , n bilden eine

offene Überdeckung von Pnk . Wir haben oben gesehen, dass Ui homöomorph zu Spec

k[x0, . . . , xn](xi) ist. Wir schreiben nun k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn] = k[y0, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn]

für den Polynomring, dem die i-te Variable fehlt, und betrachten den Ringhomomor-

phismus

ϕ : k[x0, . . . , xn](xi) → k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn],

der für jedes homogene Polynom f(x0, . . . , xn) vom Grad d den Bruch

f(x0, . . . , xn)

xdi
auf f(y0, . . . , yi−1, 1, yi+1, . . . , yn)

abbildet. Dies ist ein Isomorphismus, denn der Ringhomomorphismus

ψ : k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn] → k[x0, . . . , xn](xi)

definiert durch ψ(a yk10 · · · yknn ) =
a x

k1
0 ...xknn

x
k1+...+kn
i

, liefert eine Umkehrabbildung.

Beispiel 2.12 Für i = 2 ist etwa

ϕ

(
x20 + x1x2 + x22

x22

)
= y20 + y1 + 1.

Vermöge des Isomorphismus

ϕ : k[x0, . . . , xn](xi) → k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn]

ist Ui homöomorph zu Spec k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn], also homöomorph zum Spektrum ei-

nes Polynomrings in n Variablen.

Die Abbildung

Spec [y0, . . . , ŷi, . . . , yn]
∼→ Ui →֒ Pnk
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bildet nach Konstruktion das maximale Ideal

(y0 − a0, . . . , ŷi − ai, . . . , yn − an) in k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn]

(für a0, . . . , âi, . . . , an ∈ k) auf das homogene Primideal

(xk − akxi)k 6=i

in k[x0, . . . , xn] ab.

Ab jetzt bezeichnen wir in diesem Kapitel mit k immer einen algebraisch abgeschlosse-

nen Körper.

Lemma 2.13 Sei k algebraisch abgeschlossen und Pnk(k) die Menge der abgeschlosse-

nen Punkte in Pnk .

Die Abbildung (
kn+1\{0}

)
/k× −→ Pnk(k)

gegeben durch

[a0 : . . . : an] 7→ (akxj − ajxk)j,k∈{0...n}

ist eine Bijektion. Hier schreiben wir [a0 : . . . : an] für die Restklasse von (a0, . . . , an) ∈
kn+1\{0}. Also gilt [a0 : . . . : an] = [λa0 : . . . : λan] für alle λ ∈ k×.

Beweis : Sei [a0 : . . . : an] ∈ (kn+1\{0})/k× mit ai 6= 0. Dann ist ohne Einschränkung

ai = 1 (ersetze alle aj durch
aj
ai
). Das Ideal (akxj − ajxk)j,k entspricht dem Ideal (y0 −

a0, . . . , ŷi − ai, . . . , yn−an) unterD+(xi) ≃ Spec k[y0, . . . , ŷi, . . . , yn]. Daher liefert dieses

Ideal einen abgeschlossenen Punkt. Umgekehrt liegt jeder abgeschlossene Punkt von

Pnk in einem D+(xi) und gehört also zu einem maximalen Ideal in k[y0 . . . ŷi . . . yn]. �

Da wir die Menge kn+1\{0}
)
/k× mit der Menge aller Geraden im kn+1 identifizieren

können, indem wir die Restklasse von (a1, . . . , an) ∈ kn−1\{0} auf die von diesem Vek-

tor erzeugte Gerade abbilden, entspricht die Menge der abgeschlossenen Punkte im Pnk
der Menge aller Geraden im kn+1.

Korollar 2.14 Sei a ⊂ k[x0, . . . , xn] ein homogenes Ideal. Unter der Bijektion

(kn+1\{0})/k∗ −→ Pnk(k)

entspricht V (a) ∩ Pnk(k) der Menge

{[ao . . . an] : f(a0 . . . an) = 0 für alle homogenen Elemente f ∈ a}
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Beachte: Ist f homogen vom Grad d, so ist

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an) für alle λ ∈ k×

Also gilt f(a0, . . . , an) = 0 genau dann, wenn f(λao, . . . , λan) = 0.

Ist f(a0, . . . , an) 6= 0, so ist i.a. f(λa0, . . . , λan) 6= f(ao, . . . , an). Der Wert von f an einer

beliebigen Äquivalenzklasse [a0 : . . . : an] ist also nicht definiert.

Beweis : V (a) ∩ Pnk(k) entspricht unter der obigen Bijektion der Menge aller Äquiva-

lenzklassen [a0 : . . . : an] mit

a ⊂ (ajxk − akxj)j,k.

Nun folgt aus a ⊂ (ajxk − akxj)j,k, dass jedes homogene f ∈ a eine Summe von Ele-

menten der Form g(ajxk − akxj) für g ∈ k[x0, . . . , xn] homogen und geeignete j, k ist.

Wegen (ajak − akaj) = 0, gilt daher f(a0 . . . an) = 0.

Umgekehrt gelte f(a0, . . . , an) = 0 für alle f ∈ a homogen. Wähle i mit ai 6= 0, ohne

Einschränkung ist ai = 1.

Ist f ∈ a homogen vomGrad d, so setzen wir f̃(y0, . . . , ŷi, . . . , yn) = f(y0, . . . , 1, . . . , yn).

Dann gilt f̃ ∈ (y0 − a0, . . . , ŷi − ai, . . . , yn − an), denn aus f(a0, . . . , an) = 0 folgt

f̃(a0, . . . , âi, . . . , an) = 0. Daher gilt f ∈ (x0−a0xi, . . . , ̂xi − aixi, . . . , xn−anxi) = (xj −
ajxi)j:j 6=i. Also ist a ⊂ (xj − ajxi)j:j 6=i = (ajxk − akxj)j,k. �

Beispiel 2.15 Eine Gerade im P2
k = Projk[x0, x1, x2] ist definiert als

V
(
(α0x0 + α1x1 + α2x2)

)

für Koeffizienten (α0, α1, α2) ∈ k3\{0, 0, 0}.

Lemma 2.16 Zwei verschiedene Geraden in der projektiven Ebene P2
k schneiden sich

genau in einem Punkt.

Beweis :
L1 = V (α0x0 + α1x1 + α2x2)

L2 = V (β0x0 + β1x1 + β2x2)

seien zwei verschiedene Geraden. Dann hat die Matrix
(
α0 α1 α2

β0 β1 β2

)
den Rang 2

(Wären die Zeilen linear abhängig, so wären die Geraden gleich.)
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Also ist dim

(
Kern

(
α0 α1 α2

β0 β1 β2

)
: k3 → k2

)
= 1

Sei v =




a0

a1

a2


 im Kern dieser Abbildung mit v 6= 0. Dann ist [a0 : a1 : a2] ein Punkt

in (k3\{0})/k× mit
α0a1 + α1a2 + α3a3 = 0

β0a1 + β1a2 + β3a3 = 0,

woraus die Behauptung folgt. �

Definition 2.17 Ist f ∈ k[x0, x1, x2] ein nicht konstantes homogenes Polynom, so heißt

Cf := V
(
(f)
)
⊂ P2

k

die projektive ebene Kurve zu f .

Der Grad des Polynoms heißt auch der Grad der Kurve. Wir werden später einen Di-

mensionsbegriff kennenlernen, mit dessen Hilfe wir Cf als eindimensional (daher Kur-

ve) bezeichnen können. Hat f den Grad 3, so heißt Cf Kubik.

Vermöge der Abbildung

(k3\{0})/k× −→ P2
k(k)

[a0 : a1 : a2] 7−→ (a0x1 − a1x0, a1x2 − a2x1, a0x2 − a2x0)

fassen wir die Menge auf der linken Seite als Teilmenge von P2
k ab.

Definition 2.18 Cf heißt singulär in P = [a : b : c], falls folgende Bedingungen erfüllt

sind:

i) f(a, b, c) = 0 (also P ∈ Cf )

ii) ∂f
∂xi

(a, b, c) = 0 für i = 0, 1, 2

Cf heißt nicht-singular (oder glatt), falls Cf keine singulären Punkte enthält.

Beachte:Mit f sind auch alle partiellen Ableitungen homogen.

Definition 2.19 Cf sei eine nicht singuläre projektive Kurve und P = [a : b : c] ∈ Cf

ein abgeschlossener Punkt.

Die Gerade

V

(
∂f

∂x0
(a, b, c)x0 +

∂f

∂x1
(a, b, c)x1 +

∂f

∂x2
(a, b, c)

)

Seite 19



heißt Tangente in P an Cf . Dies ist wohldefiniert, da P ein nicht-singulärer Punkt ist.

In affinen Koordinaten, also auf U0, U1 oder U2 erhält man den üblichen Tangentenbe-

griff.

Definition 2.20 Sei L = V (α0x0 + α1x1 + α2x2) eine projektive Gerade und Cf eine

projektive Kurve. Sei P = [a : b : c] in L. Die Vielfachheit m(P,L,Cf ), mit der sich L

und Cf in P schneiden, ist definiert als die Nullstellenordnung in 0 des Polynoms

ψ(t) = f(a+ ta′, b+ tb′, c+ tb′),

wobei P ′ = [a′ : b′ : c′] ein (beliebiger) weiterer Punkt in L ist.

Beispiel 2.21 i) Ist P /∈ Cf , so ist f(a, b, c) 6= 0, alsom(P,L,Cf ) = 0.

ii) f = x20 − x1x2 − cx22
L = V (x0 − x1 − cx2)

P = [1 : 1− c : 1]

P ′ = [−1 : −(1 + c) : 1]

ψ(t) = f
(
1− t, (1− c)− t(1 + c), 1 + t

)

= (1− t)2 − (1 + t)[(1− c)− t(1 + c)]− c(1 + t)2

= 1− 2t+ t2 − [(1− c+ t− tc)− t− tc− t2 − t2c]− c− 2tc− t2

= ∗t+ Rest

⇒ m(P,L,Cf ) = 1

iii) f = x20 − x1x2 − cx22
L = V (x1 + cx2)

P = [0 : −c : 1]
P ′ = [1 : −c : 1]

ψ(t) = f
(
t,−c(1 + t), 1 + t

)
= t2 + c(1 + t)(1 + t)− c(1 + t)2 = t2

⇒ m(P,L,Cf ) = 2

Allgemeiner gilt: L sei die Tangente in P = [a : b : c] an Cf . Dann ist

m(P,L,Cf ) ≧ 2,

denn für den Punkt P ′ = [a′ : b′ : c′] ∈ L gilt ψ(t) = f(a+ ta′, b+ tb′, c+ tc′), also nach

der Kettenregel

ψ′(t) =
∂f

∂x
(a+ ta′, ...)a′ +

∂f

∂y
(a+ ta′, ...)b′ +

∂f

∂z
(a+ ta′...)c′,

also ψ′(0) =
∂f

∂x
(a, b, c)a′ +

∂f

∂y
(a, b, c)b′ +

∂f

∂z
(a, b, c)c′ = 0, da P ′ ∈ L.
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Definition 2.22 Eine elliptische Kurve ist eine nicht-singuläre Kurve Cf , wobei f ho-

mogen vom Grad 3 von der Gestalt

f(x, y, z) = y2z + a1xyz + a3yz
2 − x3 − a2x

2z − a4xz
2 − a6z

3

(„Weierstraßgleichung“) ist.

In Charakteristik 6= 2, 3 kann man mit einer Koordinatentransformation erreichen, dass

f sich folgendermaßen vereinfacht

f(x, y, z) = y2z − x3 − axz2 − bz3

(Übungsblatt). Die zugehörige Kurve enthält immer den Punkt O = [0 : 1 : 0]. In

{z 6= 0} wird diese Gleichung zu f̃(x, y) = y2 − x3 − ax− b

Wir erinnern noch einmal daran, dass im Rest des Paragraphen k immer ein algebraisch

abgeschlossener Körper ist.

Satz 2.23 Sei L eine Gerade in P2
k und Cf eine elliptische Kurve. Dann ist
∑

P∈P2
k
(k)

m(P,L,Cf ) = 3

Beweis : Sei L = V (αx − βy + γz) und f = y2z − x3 − axz2 − bz3 (in char 6= 2, 3 ok;

andernfalls kann man den Beweis analog durchführen)

1.Fall Sei α = β = 0, also L = V (z). Sei [a : b : c] = P ∈ L ∩ Cf . Dann ist c = 0 und

a3 = 0, also a = 0. Daher ist P = O der einzige Schnittpunkt. Wir betrachten den

zweiten Punkt P ′ = [1 : 1 : 0] auf L. Dann ist m(O,L,Cf ) = Nullstellenordnung von

ψ(t) = f(t, 1, 0) = t3, alsom(O,L,Cf ) = 3.

2.Fall Sei α 6= 0 und β = 0, also L = V (αx+ γz) sowie [a : b : c] = P ∈ L ∩ Cf .
Ist P = O = [0 : 1 : 0], so berechnen wir m(P,L,Cf ) mit P ′ = [−γ : 0 : α] ∈ L. Das

ergibtm(P,L,Cf ) = 1.

Ist P = [a : b : 1], so folgt aus P ∈ L, dass αa+ γ = 0, also a = − γ
α und P = [− γ

α : b : 1]

gilt.

Berechne m(P,L,Cf ) mit dem Hilfspunkt O = [0 : 1 : 0]. Das liefert: m(P,L,Cf ) =

Nullstellenordnung von f(− γ
α , b+ t, 1) in 0.

Das ist ein Polynom vom Grad 2 in t. Es hat also entweder 2 verschiedene oder

eine doppelte Nullstelle. Also
∑
P

m(P,L,Cf ) = 3.

3.Fall β 6= 0 analog, mit aufwändigeren Rechnungen. �
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Korollar 2.24 Für eine elliptische Kurve Cf gilt:

i) Seien P und Q zwei verschiedene Punkte auf Cf und L die projektive Gerade,

die beide verbindet. Dann hat L (mit Vielfachheiten gezählt) noch einen dritten

Schnittpunkt mit Cf .

ii) Sei L die Tangente an Cf im Punkt P . Dann hat L (mit Vielfachheiten gezählt)

noch einen dritten Schnittpunkt mit Cf .

Beweis :

i) Sei P 6= Q in Cf . Wegen
∑

P∈P2
k
(k)

m(P,L,Cf ) = 3 gilt dann entweder

{
m(P,L,Cf ) = 2

m(Q,L,Cf ) = 1

}
oder

{
m(P,L,Cp) = 1

m(Q,L,Cp) = 2

}
oder

m(P,L,Cp) = m(Q,L,Cp) = m(R,L,Cp) = 1 für einen dritten Schnittpunkt R

der Kurve mit L.

ii) Es ist m(P,L,Cp) ≧ 2. Für m(P,L,Cp) = 3 ist P selbst der dritte Schnittpunkt.

Fürm(P,L,Cp) = 2 gibt es ein Q 6= P mitm(Q,L,Cp) = 1.

�

Ist P = [a : b : 1] ein Punkt ungleich O = [0 : 1 : 0] auf der elliptischen Kurve Cf , so ist

V (x − az) die projektive Gerade, die P und O verbindet. V (x − az) ∩ D + (z) ist eine

Parallele zur y−Achse.

Definition 2.25 (Gruppengesetz auf einer elliptischen Kurve)

Sei Cf eine elliptische Kurve.

i) Für P 6= O inCf definieren wir einen PunktR = P⊕Q aufCf wie folgt: Wir legen

eine projektive Gerade durch P und Q. Diese schneidet Cf (mit Vielfachheiten

gezählt) in einem dritten Punkt R′. Nun legen wir eine Gerade durch R′ und

O = [0 : 1 : 0] ∈ Cf . Diese schneidet Cf in einem dritten Punkt R.

ii) UmR = P⊕P zu bestimmen, starten wir mit der Tangente in P anCf und finden

damit R′. Der Punkt R wird dann analog wie in Teil i) konstruiert.

In {z 6= 0} sieht diese Konstruktion so aus:
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P

P

Q

R

R

R′

R′

O = [0 : 1 : 0] ist der einzige Punkt in Cf , der nicht in {z 6= 0} liegt. L = V (z) ist die

Tangente inO anCf mitm(O,L,Cf ) = 3, wie wir im Beweis von Satz 5.26 ausgerechnet

haben. Also ist O ⊕ O = O, und O ⊕ P erhält man so: Die Gerade durch O und P ist

parallel zur y−Achse, also folgt O ⊕ P = P.

Satz 2.26 Die abgeschlossenen Punkte in der elliptischen KurveCf bilden eine abelsche

Gruppe unter ⊕ mit neutralem Element O.

3 Garben

Um zu definieren, was ein Schema ist, brauchen wir außer geeigneten topologischen

Räumen auch noch den Begriff der Garbe.

Definition 3.1 Es sei T ein topologischer Raum. Eine Prägarbe F von abelschen Grup-

pen auf T besteht aus den folgenden Daten:

• einer abelschen Gruppe F(U) für jede offene Teilmenge U ⊂ X und

• einem Gruppenhomomorphismus resUV : F(U) → F(V ) für jedes Paar offener

Mengen V ⊂ U ,

so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) F(∅) = 0.

ii) resUU = id für alle U ⊂ T offen.
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iii) FürW ⊂ V ⊂ U gilt

resUW = resVW ◦ resUV .

Manchmal schreiben wir auch f |U statt resUV (f) für f ∈ F(U). Die Elemente von F(U)

nennt man auch Schnitte über U .

Beispiele:

1) Ist T ein topologischer Raum, so ist durch

Fcont(U) = {f : U → R stetig}

für ∅ 6= U ⊂ R offen eine Prägarbe gegeben, wenn wir noch F(∅) = 0 setzen. Für

V ⊂ U ist

resUV : Fcont(U) → Fcont(V )

die Einschränkungsabbildung f 7→ f |V .

2) Ist T = Rmit der reellen Topologie, so ist durch

Fdiff(U) = {f : U → R differenzierbar}

(und Fdiff(∅) = 0) eine Prägarbe, wobei

resUV : Fdiff(U) → Fdiff(V )

wieder durch das Einschränken von Funktionen gegeben wird. Analog ist die

Prägarbe C1 der stetig differenzierbaren Funktionen auf R definiert.

3) Ist G eine beliebige abelsche Gruppe und T ein topologischer Raum, so ist durch

FG(U) = G, falls U 6= ∅, sowie FG(∅) = 0 und resUV = idG für ∅ 6= V ⊂ U sowie

resU∅ = 0 eine Prägarbe gegeben. Sie heißt konstante Prägarbe.

Definition 3.2 Eine Prägarbe F von abelschen Gruppen auf dem topologischen Raum

T heißtGarbe, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) Sei U ⊂ T offen, (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von U und f ∈ F(U). Ist

resUUi
f = 0 für alle i ∈ I , so ist f = 0.
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ii) Sei U ⊂ T offen und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von U . Für jede Familie

fi ∈ F(Ui), so dass

resUi Ui∩Uj
(fi) = resUj Ui∩Uj

(fj)

für alle i 6= j gilt, existiert ein f ∈ F(U) mit resUUi
(f) = fi.

Das erste Garbenaxiom i) besagt, dass ein f ∈ F(U) eindeutig durch seine Einschrän-

kungen auf alle Teilmengen einer offenen Überdeckung bestimmt ist.

Das zweite Garbenaxiom ii) besagt, dass sich eine Familie fi ∈ F(Ui) von Schnitten

über den offenen Teilmengen Ui einer Überdeckung von U zu einem f ∈ F(U) verkle-

ben lässt, wenn die Einschränkung von fi auf Ui ∩ Uj jeweils mit der Einschränkung

von fj auf Ui ∩ Uj übereinstimmt.

Beispiel: Im obigen Beispiel 1) ist die Prägarbe Fcont eine Garbe: Stetige reellwertige

Funktionen sind offenbar durch ihre Einschränkung auf eine offene Überdeckung ein-

deutig bestimmt. Ist ferner fi ∈ Fcont(Ui) für eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von U

gegeben, so dass fi|Ui∩Uj
= fj |Ui∩Uj

gilt, so definieren wir

f(x) = fi(x), falls x ∈ Ui.

Das ist wohldefiniert, d.h. f(x) hängt nicht von der Wahl eines i mit x ∈ Ui ab. Da

die Einschränkung von f auf alle Ui stetig ist, ist auch f stetig. Somit haben wir

f ∈ Fcont(U) gefunden mit f |Ui
= fi für alle i ∈ I .

Analog zeigt man, dass die Prägarbe Fdiff aus dem obigen Beispiel 2) eine Garbe ist.

Ist G 6= 0 eine Gruppe, so muss die konstante Prägarbe FG aus dem obigen Beispiel

3) keine Garbe sein. Das erste Garbenaxiom ist zwar erfüllt, das zweite jedoch nicht,

wenn T zwei nicht-leere disjunkte offene Mengen U und V enthält. Dann wählen wir

g1 6= g2 in G und betrachten die Schnitte g1 ∈ FG(U) = G und g2 ∈ FG(V ) = G. Die

offenen Mengen U und V bilden eine Überdeckung von U ∪ V . Es gilt U ∩ V = ∅,
also resU U∩V (g1) = 0 = resV U∩V (g2), aber es gibt kein g ∈ FG(U ∪ V ) = G mit

g = resU∪V U (g) = g1 und g = resU∪V V (g) = g2.

Definition 3.3 Es seien F1 und F2 Prägarben abelscher Gruppen auf dem topologi-

schen Raum T .
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i) Ein Morphismus von Prägarben α : F1 → F2 ist eine Familie (αU )U⊂T offen von

Gruppenhomomorphismen

αU : F1(U) → F2(U),

so dass für alle Paare V ⊂ U von offenen Mengen das Diagramm

F1(U)
αU //

resUV

��

F2(U)

resUV

��

F1(V ) αV

// F2(V )

kommutativ ist, d.h. es gilt

resUV ◦ αU = αV ◦ resUV .

ii) Ein Morphismus von Garben ist einfach ein Morphismus der zugrundeliegen-

den Prägarben.

iii) Ein Morphismus

α = (αU )U⊂T offen : F1 → F2

von Prägarben heißt Isomorphismus, falls es einen Morphismus

β = (βU )U⊂T offen : F2 → F1

von Prägarben gibt, so dass αU ◦ βU = idF2(U) und βU ◦ αU = idF1(U) für alle

U ⊂ T offen gilt.

Beispiele:

1) Für jedes ∅ 6= U ⊂ R offen betrachten wir den Gruppenhomomorphismus

αU : C1(U) = {f : U → R stetig differenzierbar} → Fcont(U) = {f : U → R stetig},

gegeben durch

f 7→ f ′.

Dann ist α = (αU )U⊂R offen ein Morphismus von Garben von C1 nach Fcont.
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2) Sind G undH abelsche Gruppen und σ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus,

so definiert αU = σ : FG(U) = G → H = FH(U) für U 6= ∅ und α∅ = 0 einen

Morphismus von Prägarben α : FG → FH .

Nun wollen wir den Halm einer Prägarbe F in einem Punkt x ∈ T definieren. Dazu

brauchen wir den Begriff des direkten Limes.

Definition 3.4 Eine (Index-)Menge I heißt gerichtet, falls sie durch eine Relation ≦

partiell geordnet ist und falls für i, j ∈ I immer ein k ∈ I existiert mit i ≦ k und

j ≦ k.

Proposition 3.5 Es sei I eine gerichtete Indexmenge und (Gi)i∈I eine Familie abelscher

Gruppen, so dass für alle i ≦ j in I ein Gruppenhomomorphismus

σij : Gi → Gj

gegeben ist mit

i) σii = idGi
für alle i

ii) σik = σjk ◦ σij für alle i ≦ j ≦ k.

Man nennt dann (Gi, σij) auch ein gerichtetes System abelscher Gruppen. Für ein

solches gerichtetes System existieren

• eine abelsche Gruppe lim−→Gi sowie

• Gruppenhomomorphismen

gi : Gi → lim−→Gi

für alle i ∈ I mit gi = gj ◦ σij für alle i ≦ j, so dass folgende universelle

Eigenschaft erfüllt ist.

Sind eine abelsche Gruppe H und Gruppenhomomorphismen hi : Gi → H mit

hi = hj ◦ σij für i ≦ j gegeben, dann existiert genau ein Gruppenhomomorphis-

mus

f : lim−→Gi → H,
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so dass f ◦ gi = hi ist für alle i ∈ I . Mit anderen Worten, das Diagramm

Gi

σij

��

gi

""E
EEEEEEE hi

%%
lim−→Gi

f
// H

Gj

gj

<<yyyyyyyy hj

99

ist kommutativ.

Man nennt lim−→Gi den direkten Limes von (Gi, σij).

Beweis : Man konstruiert die Gruppe lim−→Gi als Quotienten von
⊕
i∈I

Gi nach der Unter-

gruppe R, die von allen Elementen der Form ai − σij(ai) für i ≦ j und ai ∈ Gi erzeugt

wird. Die Abbildungen gi : Gi → lim−→ Gi kommen von den natürlichen Abbildungen

Gi →
⊕
i∈I

Gi her. Ist ai1 + ... + air für i1, ... , ir ∈ I und aij ∈ Gij ein beliebiges Element

in
⊕
i∈I

Gi, so wählen wir ein j ∈ I mit i1 ≦ j, ... , ir ≦ j. Dann gilt in lim−→ Gi =
⊕
Gi/R

die Gleichung ai1 + ... + air = σi1ai1 + ... +σirair . Da die rechte Seite dieser Gleichung

ein Element der Gj-Komponente ist, haben wir gezeigt, dass es für jedes a ∈ lim−→ Gi

einen Index j ∈ I und ein aj ∈ Gj gibt, so dass a = gj(aj) gilt. Sind hi : Gi → H wie

oben gegeben, so faktorisiert der kanonische Gruppenhomomorphismus
⊕
i∈I

Gi → H

über lim−→ Gi. Da jedes a ∈ lim−→ Gi von der Form a = gj(aj) für ein aj ∈ Gj ist, ist der

Homomorphismus f : lim−→ Gi → H eindeutig bestimmt. �

Definition 3.6 Es sei F eine Prägarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum

T und x ∈ T . Dann ist die Menge aller offenen Umgebungen U von xmit der partiellen

Ordnung U ≦ V ⇔ V ⊂ U eine gerichtete Indexmenge. Für U ≦ V , also V ⊂ U haben

wir die Restriktionsabbildung resUV : F(U) → F(V ). Also existiert der direkte Limes

Fx = lim−−→
x∈U

F(U).

Er heißtHalm von F in x.

Beispiel: Es sei G eine abelsche Gruppe und FG die zugehörige konstante Prägarbe

auf T . Dann ist Fx = G für alle x ∈ T .
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Lemma 3.7 Sei F eine Prägarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum T

und sei x ∈ T .

i) Für jede offene Umgebung U von x gibt es eine natürliche Abbildung

F(U) → Fx.

Diese bezeichnen wir mit s 7→ sx. Das Diagramm

F(U)

resUV

��

""E
EE

EE
EE

E

Fx

F(V )

<<yyyyyyyy

für V ⊂ U ist kommutativ.

ii) Für jedes Element c ∈ Fx existiert eine offene Umgebung U von x und ein s ∈
F(U) mit sx = c.

iii) Sind U und V offene Umgebungen von x sowie s ∈ F(U) und t ∈ F(V ), dann ist

sx = tx genau dann, wenn es eine offene Umgebung W von x mit W ⊂ U ∩ V

gibt, so dass resUW s = resUW t gilt.

Beweis :

i) Nach Konstruktion des direkten Limes gibt es für jede offene Umgebung U von

x einen Homomorphismus gU : F(U) → Fx, so dass für alle U ≦ V , d.h. V ⊂ U

das Diagramm

F(U)

resUV

��

""E
EE

EE
EE

E

Fx

F(V )

<<yyyyyyyy

kommutativ ist. Diesen Homomorphismus bezeichnen wir mit s 7→ sx.

ii) Wir haben im Beweis von Proposition 3.5 gesehen, dass es für jedes c ∈ Fx =

lim−−→
x∈U

F(U) eine offene Umgebung U von x und ein s ∈ F(U) gibt, so dass gU (s) =

c, also sx = c gilt.
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iii) Gilt resUW s = resVW t für eine offene Teilmenge W ⊂ U ∩ V , dann folgt sx =

tx nach Konstruktion des direkten Limes. Ist umgekehrt sx = tx, so liegt nach

Konstruktion des direkten Limes

Fx =
⊕

x∈U
F(U)/R

das Element s− t in der GruppeR ⊂ ⊕
x∈U

F(U), die von allen Elementen der Form

f − resŨ Ṽ f für Ṽ ⊂ Ũ und f ∈ F(Ũ) erzeugt wird. Also ist s − t eine endliche

Summe solcher Differenzen, d.h.

s− t = (f1 − resU1V1f1) + ... + (fr − resUrVrfr)

mit f1 ∈ F(U1), ... , fr ∈ F(Ur). FürW = V1 ∩ ...∩ Vr ∩U ∩ V gilt somit resUW s−
resUW (t) = 0, denn für alle i ist resUiW fi = resViW (resUiVifi). Also ist resUW s =

resUW t.

�

Lemma 3.8 Sei F eine Garbe auf T und U ⊂ T offen. Für s, t ∈ F(U) ist s = t genau

dann, wenn sx = tx für alle x ∈ U gilt.

Beweis :Aus s = t folgt natürlich sx = tx für alle x ∈ U . Gilt umgekehrt sx = tx für alle

x ∈ U , so gibt es nach Lemma 3.7 iii) eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von U , so dass

resUUi
(s) = resUUi

(t) für alle i ∈ I gilt. Nach dem ersten Garbenaxiom folgt s = t. �

Lemma 3.9 Es seien F und G Prägarben abelscher Gruppen auf dem topologischen

Raum T . Ein Morphismus α : F → G induziert für jedes x ∈ T einen Gruppenho-

momorphismus αx : Fx → Gx, so dass für alle offenen Umgebungen U von x das

Diagramm

F(U)
αU //

��

G(U)

��

Fx αx

// Gx
kommutativ ist.

Beweis : Für alle offene Umgebungen U von x betrachten wir den Gruppenhomomor-

phismus βU : F(U)
αU→ G(U) → Gx. Da αU mit den Restriktionsabbildungen verträglich
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ist, kommutiert für alle V ⊂ U offen das Diagramm

F(U)

resUV

��

βU

""E
EE

EE
EE

E

Gx

F(V )

βV

<<yyyyyyyy

Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes Fx existiert also genau ein

Homomorphismus αx : Fx → Gx, so dass

F(U)

��

βU

""E
EE

EE
EE

E

Fx αx

// Gx

kommutativ ist. Nach Konstruktion macht dieser das Diagramm aus der Behauptung

kommutativ. �

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Prägarbe „garbifizieren“ kann.

Definition 3.10 Es sei F eine Prägarbe auf einem topologischen Raum T . Dann defi-

nieren wir für jedes U ⊂ T offen

F+(U) = {Funktionen s : U →
⋃

x∈U
Fx, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) s(x) ∈ Fx für alle x ∈ U und

ii) für alle x ∈ U existiert eine offene Umgebung

V ⊂ U und ein t ∈ F(V ) mit sy = ty für alle y ∈ V }.

F+(U) besteht also aus allen Kollektionen (s(x))x∈U von Elementen s(x) ∈ Fx, die lokal
von einem Schnitt von F herkommen.

Lemma 3.11 In der Situation von Definition 3.10 gilt:

i) F+ ist eine Garbe auf T .
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ii) Für jedes U ⊂ T offen sei

ϕU : F(U) → F+(U)

die Abbildung, die einem s ∈ F(U) die Funktion x 7→ sx zuordnet. Dann ist ϕ ein

Morphismus von Prägarben.

iii) Ist α : F → G ein beliebiger Morphismus von Prägarben und G eine Garbe, so

existiert genau ein Morphismus β : F+ → G, für den das Diagramm

F α //

ϕ

��

G

F+

β

>>}}}}}}}}

kommutativ ist.

iv) Für jedes x ∈ T ist die Abbildung der Halme

ϕx : Fx → F+
x

ein Isomorphismus.

v) Ist F eine Garbe, so ist ϕ : F → F+ ein Isomorphismus.

Beweis :

i) und ii) in den Übungen

iii) Es sei G eine Garbe und α : F → G ein Morphismus. Für jede offene Teil-

menge U ⊂ T definieren wir eine Abbildung βU : F+(U) → G(U) wie

folgt: Zu (s(x))x∈U in F+(U) wählen wir eine offene Überdeckung U =
⋃
Ui

sowie ti ∈ F(Ui) mit (ti)x = s(x) für alle x ∈ Ui. Wir betrachten

ri = αUi
(ti) ∈ G(Ui). Es ist (ri)x = αx(ti)x = αx(s(x)) für alle x ∈ T . Also ist

(resUi Ui∩Uj
ri)x = (ri)x = (rj)x = (resUi Ui∩Uj

rj)x für alle x ∈ Ui ∩ Uj . Da G ei-

ne Garbe ist, folgt mit Lemma 3.8 resUi Ui∩Uj
ri = resUi Ui∩Uj

rj , also existiert nach

dem zweiten Garbenaxiom ein r ∈ G(U) mit resUUi
r = ri. Nach Lemma 3.8 ist

r ∈ G(U) das einzige Element mit rx = αx(s(x)) für alle x ∈ T . Daher ist r unab-

hängig von derWahl der Überdeckung und derWahl der ti. Wir setzen βU (s) = r.

Das definiert einen Garbenmorphismus β : F+ → G. Ist s ∈ F(U), so kann man

in obiger Konstruktion angewandt auf ϕ(s) die triviale Überdeckung wählen und

erhält β ◦ ϕ(s) = α(s).
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iv) Wir betrachten ϕx : Fx → F+
x . Ist a ∈ Fx mit ϕx(a) = 0, so existiert nach Lemma

3.7 ii) eine offene Umgebung U von x und ein s ∈ F(U) mit a = sx. Dann ist

0 = ϕx(a) = (ϕU (s))x, also existiert nach Lemma 3.7 iii) eine offene Umgebung

V ⊂ U um x mit ϕU (s)|V = 0. Also ist nach Definition von ϕU für alle y ∈ V

der Halm sy = 0. Insbesondere ist a = sx = 0. Daher ist ϕx injektiv. Ist b ∈ F+
x ,

so sei s ∈ F+(U) ein Schnitt mit sx = b. Nach Definition von F+ existiert eine

offene Umgebung V ⊂ U von x und ein t ∈ F(V ) mit s(y) = ty für alle y ∈ V

. Also ist nach Lemma 3.8 ϕV (t) = resUV (s). Daher folgt ϕx(tx) = (ϕV (t))x =

(resUV (s))x = sx = b.

v) in den Übungen.

�

Beispiel: Wir wollen uns jetzt am Beispiel der konstanten Prägarbe klarmachen, was

beim Übergang zur Garbifizierung passiert.

Es sei T = R (oder jeder andere lokal zusammenhängende topologische Raum) und

G eine abelsche Gruppe, etwa G = Z. Wir haben schon gesehen, dass die konstante

Prägarbe FZ keine Garbe ist, denn wir können etwa die Schnitte 1 ∈ FZ(]0, 1[) und

2 ∈ FZ ∈ (]1, 2[) nicht zu einem Element in FZ(]0, 1[∪]1, 2[) = Z zusammenkleben. Nun

ist FZ,x = Z für alle x ∈ R, also ist

F+
Z (]0, 1[∪]1, 2[) = {(mx)x∈]0,1[∪]1,2[ : mx ∈ Z, so dass für alle x eine offene Umgebung

Vx in ]0, 1[∪]1, 2[ und ein n ∈ Z existiert mitmy = n für alle y ∈ Vx}.

Für ein (mx)x ∈ F+
Z (]0, 1[∪]1, 2[) und ein beliebiges x ∈]0, 1[ sei

U = {y ∈]0, 1[: my = mx} und

V = {y ∈]0, 1[: my 6= mx}

Diese Teilmengen sind disjunkt und offen in ]0, 1[ und es gilt ]0, 1[= U ∪ V . Da ]0, 1[

zusammenhängend ist und x ∈ U , also U 6= ∅ gilt, folgt U =]0, 1[ und V 6= ∅. Somit ist

(mx)x∈]0,1[ konstant.

Genauso zeigt man, dass (mx)x∈]1,2[ konstant ist. Also folgt
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F+
Z (]0, 1[∪]1, 2[) = {(mx)x∈]0,1[∪]1,2[ : es gibt a, b ∈ Z mit

mx = a für alle x ∈ ]0, 1[ und

mx = b für alle x ∈ ]1, 2[}
∼= Z⊕ Z

Die Abbildung ϕ : FZ → F+
Z vermittelt via

FZ(]0, 1[ ∪ ]1, 2[) // F+
Z (]0, 1[ ∪ ]1, 2[)

≀
��

Z // Z
⊕

Z

gerade die Diagonalabbildung Z → Z⊕ Z, die durch a 7→ (a, a) gegeben wird.

Definition 3.12 Ein Morphismus α : F → G von Prägarben abelscher Gruppen auf T

heißt injektiv, wenn für jede offene Teilmenge U ⊂ T der Gruppenhomomorphismus

αU : F(U) → G(U)

injektiv ist.

Vorsicht: Der Begriff der Surjektivität ist komplizierter, wie wir später zeigen werden.

Proposition 3.13 Sei α : F → G ein Morphismus von Garben auf T . Dann gilt:

i) α ist genau dann injektiv, wenn für alle x ∈ T die Halmabbildung αx : Fx → Gx
injektiv ist.

ii) Falls für alle x ∈ T die Halmabbildung αx : Fx → Gx surjektiv ist, so gibt es für

jedes U ⊂ T offen und für jedes t ∈ G(U) eine offene Überdeckung U =
⋃
i
Ui

sowie si ∈ F(Ui) mit αUi
(si) = resUUi

(t).

iii) α ist genau dann ein Isomorphismus, wenn für alle x ∈ T die Halmabbildung

αx : Fx → Gx ein Isomorphismus ist.

Beweis :
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i) Angenommen, α ist injektiv und a ∈ Fx ist ein Element im Halm mit αx(a) = 0.

Dann gibt es eine offene Umgebung U von x und ein s ∈ F(U) mit sx = a.

Ferner gilt nach Lemma 3.9 αU (s)x = αx(sx) = αx(a) = 0, also gibt es nach

Lemma 3.7 eine offene Umgebung W ⊂ U von x mit resUW (αU (s)) = 0. Da

resUW (αU (s)) = αW (resUW (s)) ist und αW injektiv ist, folgt resUW (s) = 0, also

a = sx = (resUW (s))x = 0. Daher ist αx injektiv.

Umgekehrt nehmen wir an, alle Halmabbildungen αx : F → Gx sind injektiv. Sei

s ∈ F(U)mit αU (s) = 0 gegeben. Für jedes x ∈ U gilt dann αx(sx) = (αU (s))x = 0

woraus sx = 0 folgt. Mit Lemma 3.8 folgt s = 0, d.h. α ist injektiv im Sinne von

Definition 3.12.

ii) Angenommen, alle αx sind surjektiv. Sei t ∈ G(U). Dann existiert für jedes x ∈ T

ein rx ∈ Fx mit αx(rx) = tx. Nach Lemma 3.7 ii) gibt es eine offene Umgebung

Wx ⊂ U von x und ein s(x) ∈ F(Wx) mit s(x)x = rx. Der Keim von αWx(s(x)) ∈
G(Wx) in x ist gerade αx(s(x)x) = αx(rx) = tx, also gleich dem Keim von resUWxt

in x. Nach Lemma 3.7 iii) existiert eine offene Umgebung Ux ⊂Wx von xmit

resUUxt = resWxUx(αWx(s(x)))

= αUx(resWxUxs(x)).

Mit der offenen Überdeckung U =
⋃
x∈U

Ux und den Schnitten resWxUxs(x) folgt

die Behauptung.

iii) Ist α ein Isomorphismus, dann sind alle αU : F(U) → G(U) Isomorphis-

men. Also müssen auch die Halmabbildungen αx : Fx → Gx Isomorpis-

men sein. Wir nehmen umgekehrt an, alle αx sind Isomorphismen und zei-

gen, dass dann alle αU : F(U) → G(U) Isomorphismen sind. Nach i)

ist jedes αU injektiv. Sei t ∈ G(U). Nach ii) existiert eine offene Über-

deckung U =
⋃
i
Ui und si ∈ F(Ui) mit αUi

(si) = resUUi
t. Nun ist

αUi∩Uj
(resUi Ui∩Uj

si) = resU Ui∩Uj
t = αUi∩Uj

(resUj Ui∩Uj
sj).

Da αUi∩Uj
injektiv ist, folgt resUi Ui∩Uj

si = resUj Ui∩Uj
sj . Nach dem zweiten Gar-

benaxiom existiert also ein s ∈ F(U)mit resUUi
s = si für alle i. Dann hat αU (s) die

Eigenschaft, dass resUUi
(αU (s)) = αUi

(resUUi
s) = αUi

(si) = resUUi
(t) gilt, woraus

nach dem ersten Garbenaxiom αU (s) = t folgt. Somit ist αU auch surjektiv.

�
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Definition 3.14 Es seien F und G Garben auf T . F heißt Untergarbe von G (F ⊂ G),
falls für alle U ⊂ T offen F(U) eine Untergruppe von G(U) ist und falls für alle V ⊂ U

offen die Restriktionsabbildung resUV : F(U) → F(V ) durch Einschränken aus der

Restriktionsabbildung resUV : G(U) → G(V ) hervorgeht.

Ist F ⊂ G, so ist für alle x ∈ T der Halm Fx eine Untergruppe von Gx (Übungsaufgabe).

Definition 3.15 Sei α : F → G ein Morphismus von Garben. Dann definieren wir für

alle U ⊂ T offen

(Kernα)(U) = Kern (αU : F(U) → G(U)).

Lemma 3.16 i) Kernα definiert eine Garbe auf T und zwar eine Untergarbe von F .

ii) Für jedes x ∈ T gilt (Kernα)x = Kern (αx : Fx → Gx).

iii) α ist genau dann injektiv, wenn Kernα = 0 gilt.

Beweis : in den Übungen. �

Jetzt wollen wir das Bild eines Garbenmorphismus α : F → G definieren. Wir definie-

ren eine Prägarbe auf T durch

(P-Bildα)(U) = Bild (αU : F(U) → G(U))

mit den Restriktionsabbildungen, die das Diagramm

Bild (αU )
� � /

resUV

��

G(U)

resUV

��

Bild (αV )
� � / G(V )

kommutativ machen.

Leider ist P-Bildα im allgemeinen keine Garbe (siehe Übungen). Hier behelfen wir

uns, indem wir zur Garbifizierung übergehen.

Definition 3.17 Es sei Bildα = (P-Bildα)+ die Garbe, die zur Prägarbe P-Bildα asso-

ziiert ist.
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Mit ϕ : P-Bildα → Bildα bezeichnen wir die kanonische Abbildung aus Lemma 3.11

ii). Wir haben einen natürlichen Prägarbenmorphismus j : P-Bildα→ G, der auf jedem
U ⊂ T offen durch die Inklusion jU : (P-Bildα)(U) = BildαU ⊂ G(U) gegeben ist.

Nach Lemma 3.11 iii) existiert genau ein Garbenmorphismus i : Bildα → G, so dass

das Diagramm

P-Bildα
j

//

ϕ
%%L

LLLLLLLLL G

Bildα
i

<<yyyyyyyyy

kommutativ ist.

Lemma 3.18 i) Für alle x ∈ T induziert die Halmabbildung ix : (Bildα)x →
Gx einen Isomorphismus (Bildα)x

∼→ Bild(αx).

ii) Der Garbenmorphismus i : Bildα→ G ist injektiv.

Beweis : In den Übungen. �

Definition 3.19 Ein Garbenmorphismus α : F → G heißt surjektiv, wenn für alle x ∈ T

die Halmabbildung αx : Fx → Gx surjektiv ist.

Nach Proposition 3.13 ii) gilt: Ist α : F → G ein surjektiver Garbenmorphismus und

t ∈ G(U), so gibt es eine offene Überdeckung U =
⋃
i
Ui und si ∈ F(Ui) mit

αUi
(si) = t|Ui

für alle i.

Lemma 3.20 Ein Garbenmorphismus α : F → G ist genau dann surjektiv, wenn

i : Bildα→ G ein Isomorphismus ist.

Beweis : Ist α surjektiv, so sind definitionsgemäß alle αx surjektiv. Nach Lemma 3.18

gilt also (Bildα)x ∼= Bildαx = Gx für alle x ∈ T . Der injektive Garbenmorphismus

i : Bildα→ G ist also ein Isomorphismus in allen Halmen. Nach Proposition 3.13 iii) ist

Seite 37



er ein Isomorphismus.

Falls umgekehrt i : Bildα ∼→ G gilt, so folgt aus Lemma 3.18 für jedes x ∈ T

Bild (αx) = Gx,

d.h. alle αx sind surjektiv. Daher ist α definitionsgemäß surjektiv. �

Ähnlich wie das Bild definieren wir nun Quotienten von Garben.

Definition 3.21 Es sei F eine Untergarbe von G.

i) Wir setzen für alle U ⊂ T offen

(P− G/F)(U) = G(U)/F(U).

Das definiert eine Prägarbe auf T.

ii) Es sei G/F = (P − G/F)+ die Garbifizierung. G/F heißt Quotientengarbe von G
nach F .

Die Quotientenabbildungen G(U) → G(U)/F(U) induzieren einen Prägarbenmor-

phismus q : G → P − G/F . Diesen können wir mit dem kanonischen Morphismus

ϕ : P− G/F → G/F verknüpfen und erhalten einen Morphismus p = ϕ ◦ q : G → G/F .

Lemma 3.22 i) Für alle x ∈ T ist px : Gx → (G/F)x surjektiv mit Kern px = Fx. Also

ist Gx/Fx ≃ (G/F)x.

ii) Die Sequenz 0 → F → G → G/F → 0 ist exakt.

Beweis :

i) Da ϕx : (P−G/F)x → (G/F)x nach Lemma 3.11 iv) ein Isomorphismus ist, genügt

es zu zeigen, dass qx : Gx → (P − G/F)x surjektiv mit KernFx ist. Sei b ∈ (P −
G/F)x. Dann gibt es ein s ∈ G(U)/F(U) für geeignetes U ⊂ T offen mit sx = b.

Wir wählen ein t ∈ G(U) mit qU (t) = s. Dann gilt qx(tx) = (qU (t))x = sx = b.

Also ist qx surjektiv. Ist a ∈ Fx, so gilt offenbar qx(a) = 0. Ist umgekehrt a ∈
Kern qx ⊂ Gx, so existiert ein s ∈ G(U) mit sx = a. Es gilt q(s)x = 0, also existiert

nach Lemma 3.7 iii) eine offene Umgebung V um x mit q(s)|V = 0. Daher ist

s|V ∈ F(V ), woraus a = sx ∈ Fx folgt. Also gilt Kern qx = Fx.
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ii) Klar. (Hoffentlich)

�

Wir wollen nun zum Abschluss dieses Kapitels Garben auf verschiedenen topologi-

schen Räumen vergleichen.

Definition 3.23 Es sei f : S → T eine stetige Abbildung topologischer Räume.

i) Ist F eine Garbe auf S, so definieren wir für jede offene Teilmenge U ⊂ T

(f∗F)(U) = F(f−1(U)).

Zusammen mit den von F induzierten Restriktionsabbildungen ist f∗F eine Gar-

be auf T . Sie heißt direktes Bild von F .

ii) Es sei G eine Garbe auf T . Dann ist für jedesU ⊂ S offen die Familie von abelschen

Gruppen G(V ), wobei V alle offenen Teilmengen von T mit f(U) ⊂ V durchläuft,

ein gerichtetes System abelscher Gruppen, wenn wir V ≦W ⇔W ⊂ V setzen.

Es sei (P − f−1G)(U) = lim
f(U)

−−→⊂V offen
G(V ). Das definiert eine Prägarbe P − f−1G

auf S. Die assoziierte Garbe (P − f−1G)+ bezeichnen wir mit f−1G. Sie heißt das

Urbild von G.

4 Schemata

Es sei A ein Ring und X = SpecA. Wir wollen nun eine Garbe OX auf X definieren,

so dass OX(D(f)) = Af für alle f ∈ A gilt. Nach §4 bilden die offenen Mengen der

Form D(f) eine Basis der Topologie, also läßt sich jede offene Teilmenge U ⊂ X

von ihnen überdecken. Es gilt D(g) ⊂ D(f) genau dann, wenn V ((f)) ⊂ V ((g)),

also nach Satz 1.7 genau dann, wenn g ∈ √
f ist, d.h. wenn gn = bf für ein b ∈ A

und ein n ≧ 0 gilt. Insbesondere folgtD(f) = D(g) genau dann, wenn
√
(f) =

√
(g) ist.

Für D(g) ⊂ D(f) definieren wir nun eine Restriktionsabbildung wie folgt:

resD(f)D(g) : Af → Ag

a/fk = abk/(bf)k 7→ abk/gnk.

Ist D(f) = D(g), so ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir wollen jetzt die Gar-

benaxiome für die offenen Basismengen D(f) nachprüfen. Zunächst macht man sich
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leicht klar, dass für D(h) ⊂ D(g) ⊂ D(f) auch resD(f)D(h) = resD(g)D(h) ◦ resD(f)D(g)

gilt. Außerdem haben wir folgendes Resultat.

Proposition 4.1 Es sei D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) für Elemente f, fi in A.

i) Ist s ∈ Af gegeben mit resD(f)D(fi)s = 0 für alle i ∈ I , so folgt s = 0.

ii) Ist si ∈ Afi für alle i ∈ I gegeben mit resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für alle

i, j ∈ I , so gibt es ein s ∈ Af mit resD(f)D(fi)s = si für alle i ∈ I .

Beweis : Nach den Übungen ist D(fifj) = D(fi) ∩ D(fj), daher ist ii) analog zum

zweiten Garbenaxiom.

Es sei D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) gegeben. Aus D(fi) ⊂ D(f) folgt fni

i = bif für geeignetes

ni ≧ 0 und bi ∈ A. Da D(fi) = D(fni

i ) und Afi ≃ Afini gilt, können wir fi durch f
ni

i

ersetzen und fi = bif annehmen.

Aus D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) folgt V ((f)) =
⋂
i∈I

V ((fi))
1.2 iv)
= V (

∑
i∈I

(fi)), also ist f ∈
√∑
i∈I

(fi)

nach Satz 1.7. Es gibt also ein n ≧ 0 und i1, ... ir ∈ I sowie c1, ..., cr ∈ A mit fn =

c1fi1 + ... + crfir .

i) Sei s = a/fk ∈ Af gegeben mit 0 = resD(f)D(fi)s = abki /f
k
i in Afi . Nach Definition

der Lokalisierung existiert ein ni ≧ 0 mit abki f
ni

i = 0 für alle i ∈ I . Wir wählen

N ≧ r(k + max{n1, ..., nr}). Dann ist jeder Summand in fnN = (c1fi1 + ... +

crfir)
N ein Vielfaches von (cjfij )

k+nj = c
k+nj

j fkijf
nj

ij
= c

k+nj

j bkijf
kf

nj

ij
für ein j.

Daher ist afnN = 0, woraus s = a/fk = 0 in Af folgt.

ii) Aus f ∈
√

r∑
j=1

(fij ) können wir wie oben schließen D(f) = D(fi1) ∪ ... ∪D(fir).

Also hat (D(fi))i∈I eine endliche Teilüberdeckung. Daher können wir mit

der im i) gezeigten Eindeutigkeit annehmen, dass I endlich ist. Sei also

D(f) =
r⋃
i=1

D(fi) und fi = bif für bi ∈ A. Seien si ∈ Afi gegeben mit

resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für i, j ∈ {1, ..., r}. Da nur endlich viele

si auftreten, gibt es ein k ≧ 0, so dass si = ai/f
k
i für geeignete ai ∈ A gilt.

Aus aifkj /(fifj)
k = ajf

k
i /(fifj)

k in A(fifj) folgt, dass es ein mi,j ≧ 0 gibt mit

(aif
k
j − ajf

k
i )(fifj)

mij = 0.
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Da nur endlich viele Indizes auftauchen, gibt es also einm ≧ 0mit

(aif
k
j − ajf

k
i )(fifj)

m = 0 (1)

für alle i, j ∈ {1, ..., r}.
Da D(fi) = D(fk+mi ) ist, gilt D(f) =

r⋃
i=1

D(fk+mi ). Dies impliziert wie oben

fn =
r∑

j=1

cjf
k+m
j

für geeignete n ≧ 1 und c1, ..., cr ∈ A.

Wir setzen a =
r∑
j=1

cjf
m
j aj ∈ A und behaupten, dass für s = a/fn gilt:

resD(f)D(fi)s = si. Es ist nämlich

bni f
k+m
i a = bni (

r∑

j=1

cjf
m
j ajf

k+m
i )

(1)
= bni (

r∑

j=1

cjaif
k+m
j fmi )

= bni aif
m
i (

r∑

j=1

cjf
k+m
j )

= bni aif
m
i f

n

= aif
n+m
i ,

also folgt (abni f
k
i − aif

n
i )f

m
i = 0. Daher ist abni /f

n
i = ai/f

k
i in Afi .

Somit ist tatsächlich resD(f)D(fi)a/f
n = ai/f

k
i = si für alle i = 1, ..., r.

�

Wir definieren nun für jedes f ∈ A

OX(D(f)) = Af .

Für eine beliebige offene Teilmenge U ⊂ X setzen wir

OX(U)

= {(s(f))f :D(f)⊂U : s(f) ∈ Af mit resD(f)D(fg)s(f) = resD(g)D(fg)s(g) für alle f, g ∈ A}.

Ist V ⊂ U offen, so folgt ausD(f) ⊂ V auchD(f) ⊂ U , und wir haben eine kanonische

Restriktionsabbildung

resUV : OX(U) → OX(V ),
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die das Tupel (s(f))D(f)⊂U auf das Teiltupel (s(f))D(f)⊂V abbildet.

Eine Garbe von Ringen auf einem topologischen Raum T ist eine Garbe F abelscher

Gruppen, so dass alle F(U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen Ringhomomor-

phismen sind.

Proposition 4.2 OX ist eine Garbe von Ringen auf X = SpecA.

Beweis : Da OX(Df ) = Af für alle f ∈ A Ringe sind und die Restriktionsabbildun-

gen OX(D(f)) → OX(D(g)) Ringhomomorphismen sind, folgt leicht, dass alle OX(U)

Ringe und alle Restriktionsabbildungen resUV Ringhomomorphismen sind. Man sieht

ferner sofort, dass OX(U) eine Prägarbe ist. Um das erste Garbenaxiom zu zeigen, sei

U =
⋃
j∈J

Uj eine offene Überdeckung von U und s ∈ OX(U) mit s|Uj
= 0 für alle j ∈ J .

Dann ist auch s|D(f) = 0 für jedes f mit D(f) ⊂ Uj . Sei nun D(g) ⊂ U eine beliebige

offene Basismenge. Dann ist für jedes j ∈ J die Teilmenge D(g) ∩ Uj offen, daher kann
sie mit Mengen der Form D(f), die in Uj enthalten sind, überdeckt werden. Aus Pro-

position 4.1 folgt dann s|D(g) = 0. Also ist s = 0.

Um das zweite Garbenaxiom zu zeigen, sei sj ∈ OX(Uj) gegeben mit

si|Ui∩Uj
= sj |Ui∩Uj

. Wieder sei D(g) ⊂ U eine offene Basismenge. Dann überdecken

wir jedes D(g) ∩ Uj mit Mengen der Form D(f). Die Einschränkungen der sj auf die-

se D(f) lassen sich nach Proposition 4.1 zu einem s(g) ∈ Ag = OX(D(g)) verkleben.

(Führen Sie dieses Argument aus!) Dann ist

(s(g))D(g)⊂U

ein Element in OX(U) mit s|Uj
= sj für alle j. �

Proposition 4.3 Für jedes p ∈ X = SpecA ist OX,p ≃ Ap, wobei Ap die Lokalisierung

von A nach p ist.

Beweis : Es ist OX,p = lim−→
p∈U

OX(U) = lim−→
p∈D(f)

OX(D(f)) = lim−→
p∈D(f)

Af , denn die Mengen

der Form D(f) bilden nach §4 eine Basis der Zariski-Topologie. Ist p ∈ D(f), so gilt

f /∈ p, also haben wir eine natürliche Abbildung

Af → Ap, gegeben durch

a/fk 7→ a/fk.
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Ist p ∈ D(g) ⊂ D(f), so ist das Diagramm

Af //

res
��

Ap

Ag

>>}}}}}}}}

kommutativ. Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes existiert also

ein Homomorphismus

ϕ : OX,p = lim−→
p∈D(f)

Af → Ap,

so dass für alle f ∈ A das Diagramm

Af //

��

Ap

OX,p

ϕ

==zzzzzzzz

kommutativ ist.

Jedes Element in Ap ist von der Form a/h mit h /∈ p, also ist a/h im Bild von Ah → Ap.

Daher ist ϕ surjektiv. Ist x ∈ lim−→
p∈D(f)

Af ein Element mit ϕ(x) = 0, so gibt es ein h mit

h /∈ p, so dass x das Bild von a/h ∈ Ah unter der natürlichen AbbildungAh → lim−→
p∈D(f)

Af

ist. Dann ist a/h = ϕ(x) = 0 in Ap, also existiert ein g /∈ p mit ag = 0. Dann ist aber

D(gh) ⊂ D(h) und res(a/h) = ag/gh = 0 in Agh. Also ist x = 0, d.h. ϕ ist auch injektiv.

�

Beispiele:

1) Es sei A = k ein Körper. Dann ist X = Spec k = {0} als topologischer Raum eine

Einpunktmenge. Die Garbe OX ist festgelegt durch

OX(X) = OX(D(1)) = k.

Mit Hilfe der Garbe OX bekommt man also die Information zurück, um welchen

Körper es sich handelt.

2) Es sei A = Z. Da Z ein Hauptidealring ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge von

X = SpecZ von der Form V ((f)) für ein f ∈ Z. Also ist jede offene Teilmenge U

von X von der Form U = D(f). Es gilt definitionsgemäß

OX(U) = Zf = { a
fk

: a ∈ Z, k ≧ 0} ⊂ Q.
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Ferner ist D(g) ⊂ D(f) genau dann, wenn gn = bf für ein n ≧ 0 und ein b ∈ Z.

Also ist jeder Primteiler von f auch ein Primteiler von g und die Restriktionsab-

bildung resD(f)D(g) ist die Inklusion Zf ⊂ Zg ⊂ Q. Eine rationale Zahl ab mit b 6= 0

und ggT(a, b) = 1 liegt genau dann inOX(D(f)) = Zf , wenn jeder Primteiler von

b auch f teilt.

3) Es sei k ein Körper und A = k[T ] der Polynomring in einer Variablen über k.

Da k[T ] ein Hauptidealring ist, ist jede nicht-leere offene Teilmengen U ⊂ X =

Spec [T ] von der Form U = D(f) für ein f ∈ k[T ], f 6= 0. Es gilt also

OX(U) = k[T ]f ,

wobei k[T ]f die Menge aller Funktionen im rationalen Funktionenkörper

k(T ) = Quot(k[T ]) ist, die sich als g/fn für ein g ∈ k[T ] und ein n ≧ 0 schrei-

ben lassen. Als euklidischer Ring ist k[T ] faktoriell. k[T ]f besteht also genau aus

den rationalen Funktionen g/h ∈ k(T ), für die ggT(g, h) = 1 ist und für die jeder

Primfaktor von h ein Teiler von f ist.

Ist k algebraisch abgeschlossen, so könnenwir jede rationale Funktion durch Aus-

werten als Funktion von k nach k∪{∞} betrachten. Nach demHilbertschen Null-

stellensatz können wir die Menge der maximalen Ideale in Spec k mit k identifi-

zieren. Für jedes h ∈ k[T ] ist h(a) = 0 genau dann, wenn h im Ideal (T − a) liegt.

Also ist für U = D(f)

OX(U) = { g/h ∈ k[T ] : Die rationale Funktion g/h : k → k ∪ {∞}
hat keinen Pol in U }.

4) Wir betrachten nun noch A = Z[T ]. Dieser Ring ist kein Hauptidealring. Für jede

Primzahl p ist (T, p) ⊂ A ein maximales Ideal. In X = SpecZ[T ] betrachten wir

U = X \ {(T, p)} = D(p) ∪D(T ). Da Z[T ] ein Integritätsring ist, sind wieder alle

Restriktionsabbildungen Inklusionen von Teilmengen von Quot (Z[T ]). Also ist

OX(U) = Z[T ]p ∩ Z[T ]T ⊂ Quot(Z[T ]).

Ist 0 6= f/g ∈ Z[T ]p ∩ Z[T ]T , so gilt f/g = h1
pn = h2

Tm für n,m ≧ 0 und

h1, h2 ∈ Z[T ] \ {0}. Wir können nach eventuellem Kürzen annehmen, dass T

nicht h2 und p nicht h1 teilt. Aus dieser Gleichung folgt Tmh1 = pnh2, also

n = m = 0 aufgrund der Annahmen. Somit ist OX(U) = Z[T ] = OX(X).
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Wir schreiben auch Ank = Spec k[T1, ..., Tn] und nennen diesen Raum den „n-

dimensionalen affinen Raum über k“.

Wir wollen nun noch folgende Tatsache festhalten, die in den Beispielen schon klar

geworden ist:

Lemma 4.4 Es sei A ein Integritätsring und K = QuotA. Mit ξ ∈ X = SpecA be-

zeichnen wir den Punkt zum Nullideal. Dann ist OX,ξ = K. Für jede offene nicht-leere

Teilmenge U ⊂ X gilt ξ ∈ U , und der kanonische Ringhomomorphismus

O(U) → OX,ξ

ist injektiv. Für alle V ⊂ U offen ist die Restriktionsabbildung

resUV : OX(U) → OX(V )

injektiv.

Beweis : Nach Proposition 4.3 gilt OX,ξ = A(0) = Quot (A) = K. Ist U 6= ∅ offen, so

gibt es ein 0 6= f ∈ A mit D(f) ⊂ U . Es folgt 0 ∈ D(f) ⊂ U . Ferner ist OX(D(f)) =

Af ⊂ K. Also ist die Halmabbildung OX(D(f)) → OX,ξ injektiv. Für eine beliebige

offene Teilmenge ∅ 6= U ⊂ X sei s = (s(f))D(f)⊂U ∈ OX(U) mit sξ = 0. Dann ist

s(f)ξ = (resUD(f)s)ξ = 0 für alle i ∈ I , woraus s(f) = 0 folgt. Also ist s = 0, d.h. die

Halmabbildung

OX(U) → OX,ξ = K

ist injektiv.

Daraus folgt, dass auch alle Restriktionsabbildungen injektiv sind. �

Definition 4.5 Ein geringter Raum ist ein Paar (X,OX), bestehend aus einem topolo-

gischen Raum X und einer Garbe von Ringen OX auf X . Ein geringter Raum (X,OX)

heißt lokal geringter Raum, falls für jedes x ∈ X der Halm OX,x ein lokaler Ring ist.

Beispiel: Für jeden Ring A ist (SpecA, OSpecA) ein lokal geringter Raum. Wir bezeich-

nen ihn meist einfach als SpecA.

Definition 4.6 Ist (X,OX) ein lokal geringter Raum und x ∈ X ein Punkt, so sei mx ⊂
OX,x das eindeutig bestimmte maximale Ideal im lokalen Ring OX,x. Dann ist κ(x) =

OX,x/mx ein Körper. Wir nennen κ(x) den Restklassenkörper von X in x.
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Beispiel: IstX = SpecZ, so ist κ((0)) = Q. Für jede Primzahl p ist κ((p)) = Z(p)/pZ(p) =

Fp , wobei pZ(p) das von p = p/1 erzeugte Ideal in Z(p) bezeichnet. Dieses ist gleich

S−1(p) für S = Z \ (p).

Definition 4.7 EinMorphismus

(f, f ♯) : (X,OX) → (Y,OY )

geringter Räume besteht aus einer stetigen Abbildung f : X → Y und einem Garben-

morphismus f ♯ : OY → f∗OX von Ringgarben auf Y .

Sind (f, f ♯) : (X,OX) → (Y,OY ) und (g, g♯) : (Y,OY ) → (Z,OZ) Morphismen gering-

ter Räume, so ist die Verknüpfung (g, g♯) ◦ (f, f ♯) definiert durch die stetige Abbildung

g ◦ f : X → Z und den Garbenmorphismus

OZ
g♯→ g∗OY

g∗(f♯)→ g∗(f∗OX),

wobei (g∗f ♯)V = f ♯
g−1(V )

ist.

Ist (f, f ♯) : (X,OX) → (Y,OY ) ein Morphismus geringter Räume, so haben wir für

jedes V ⊂ Y offen einen Ringhomomorphismus

f ♯V : OY (V ) → f∗OX(V ) = OX(f
−1(V )).

Ist x ∈ f−1(V ), dann induziert dies einen Homomorphismus

OY (V ) → OX(f
−1(V )) → OX,x.

Nach der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir einen Ringhomo-

morphismus der Halme

fHx : OY,f(x) → OX,x.

Definition 4.8 Ein Morphismus

(f, f ♯) : (X,OX) → (Y,OY )

geringter Räume heißt Morphismus lokal geringter Räume, falls für jedes x ∈ X die

Abbildung

fHx : OY,f(x) → OX,x

ein lokaler Homomorphismus ist, d.h. falls gilt (fHx )−1(mx) = mf(x).
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Definition 4.9 Ein Isomorphismus

(f, f ♯) : (X,OX) → (Y,OY )

(lokal) geringter Räume ist ein Morphismus (lokal) geringter Räume, für den ein Mor-

phismus

(g, g♯) : (Y,OY ) → (X,OX)

(lokal) geringter Räume existiert, so dass

(f, f ♯) ◦ (g, g♯) = id(Y,OY ) und

(g, g♯) ◦ (f, f ♯) = id(X,OX)

gilt.

Also ist (f, f ♯) genau dann ein Isomorphismus, wenn f : X → Y ein Homöomorphis-

mus und f ♯ : OY → f∗OX ein Isomorphismus von Garben ist.

Definition 4.10 i) Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum (X,OX), der iso-

morph zu (SpecA,OSpecA) für einen kommutativen Ring A ist.

ii) Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X,OX), so dass es eine offene Überde-

ckung (Ui)i∈I von X gibt, so dass (Ui,OX |Ui
) für alle i ∈ I ein affines Schema ist.

Die Garbe OX |Ui
ist hier die Einschränkung von OX auf Ui (wie in den Übungen

besprochen).

iii) Ein Morphismus bzw. Isomorphismus von Schemata ist einfach ein Morphismus

bzw. Isomorphismus lokal geringter Räume.

Bisher haben wir als Beispiele für Schemata nur affine Schemata kennengelernt. Wir

werden später auch Schemata untersuchen, die nicht affin (sondern „projektiv“) sind.

Wir bezeichnen ein Schema oft nur mit dem unterliegenden topologischen Raum und

denken uns die Garbe mit. Wir schreiben also X statt (X,OX).

Lemma 4.11 Es sei X = SpecA ein affines Schema und g ∈ A. Dann ist die offene

Teilmenge D(g) ⊂ SpecA, zusammen mit der Garbe OX |D(g) ein affines Schema, das

isomorph zu SpecAg ist.
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Beweis : Es sei Y = SpecAg und j : A → Ag der kanonische Ringhomomorphismus.

Wir betrachten die dadurch induzierte stetige Abbildung SpecAg → SpecA, gegeben

durch p 7→ j−1(p). Diese Abbidung induziert eine Bijektion (Übungsaufgabe)

i : SpecAg → D(g).

Ist a ein Ideal in Ag, so ist i(V (a)) = V (j−1(a)) ∩ D(g), also bildet i abgeschlossene

Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen ab. Somit ist i ein Homöomorphismus.

Für jedes h ∈ AmitD(h) ⊂ D(g) gilt hn = bg für ein b ∈ A und ein n ≧ 0. Nach Lemma

1.5 gilt i−1(D(h)) = D(j(h)). Mit (Ag)j(h) bezeichnen wir die Lokalisierung von Ag

nach j(h). Dieser Ring besteht aus allen Elementen der Form (1/hk) (a/gm) = a/hkgm

für a ∈ A und k,m ≧ 0. Man zeigt leicht, dass die Abbildung

(Ag)j(h) → Ah

a/hkgm 7→ abm/hk+nm

ein Isomorphismus ist.

Also istOX(D(h)) = Ah ≃ (Ag)j(h) = OY (D(j(h))) = OY (i
−1D(h)). Man rechnet leicht

nach, dass für D(h2) ⊂ D(h1) das Diagramm

OX(D(h1))
∼ //

res
��

OY (i
−1D(h1))

res
��

OX(D(h2))
∼ // OY (i

−1D(h2))

kommutiert.

Also erhalten wir für jede offene Teilmenge U ⊂ D(g) einen Isomorphismus

i♯U : OX(U)
∼→ OSpec Ag(i

−1U),

der mit den Restriktionsabbildungen verträglich ist. Daher ist

(i, i♯) : SpecAg → (D(g),OX |D(g)) ein Isomorphismus lokal geringter Räume. Da

(D(g),OX |D(g)) ein Schema ist (Übungsaufgabe), handelt es sich um einen Isomorphis-

mus von Schemata. �

Jetzt wollen wir für jeden Ringhomomorphismus ϕ : A → B einen Schemamorphis-

mus f : SpecB → SpecA definieren. Dabei gehen wir ähnlich vor wie im Beweis von

Lemma 4.11. Nach Lemma 4.5 induziert ϕ eine stetige Abbildung f : SpecB → SpecA

der topologischen Räume. Diese ist definiert als f(p) = ϕ−1(p).
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Proposition 4.12 Sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus und f : SpecB → SpecA

die zugehörige stetige Abbildung. Dann gibt es einen Garbenmorphismus

f ♯ : OSpecA → f∗OSpecB,

so dass (f, f ♯) : SpecB → SpecA ein Morphismus von Schemata ist.

Wir erhalten die Abbidung ϕ zurück als ϕ = f ♯SpecA : A = OSpecA(SpecA) →
f∗OSpecB(SpecB) = B.

Beweis : Für jedes g ∈ A ist f−1(D(g)) = D(ϕ(g)) nach Lemma 4.5. Der Ringhomomor-

phismus ϕ : A→ B induziert auf natürliche Weise einen Homomorphismus

f ♯D(g) : OSpecA(D(g)) = Ag → Bϕ(g) = OSpecB(f
−1D(g)) = f∗OSpecB(D(g))

a/gn 7→ ϕ(a)/ϕ(g)n.

DieseHomomorphismen sind verträglichmit den Restriktionsabbildungen fürD(g1) ⊂
D(g2), wie man leicht nachrechnet.

Also induzieren sie für jedes U ⊂ SpecA offen einen Homomorphismus

f ♯U : OSpecA(U) → OSpecB(f
−1U) = f∗OSpecA(U),

der mit den Restriktionsabbildungen verträglich ist.

Für jedes p ∈ SpecB ist die Halmabbildung

fHp : OSpecA,ϕ−1(p) = Aϕ−1(p) → Bp = OSpecB,p gegeben durch

a/f 7→ ϕ(a)/ϕ(f),

denn diese wird im direkten Limes durch die Abbildung f ♯D(g) für p ∈ D(g) induziert.

Nun ist (fHp )−1(pBp) = ϕ−1(p)Aϕ−1(p), also ist fHp ein lokaler Homomorphismus. Also

ist (f, f ♯) : SpecB → SpecA ein Morphismus lokal geringter Räume, d.h. ein Schema-

morphismus. Da SpecA = D(1) ist, folgt in der Tat

f ♯SpecA = ϕ : A→ B.

�

Definition 4.13 Ein Morphismus von Schemata f : X → Y heißt offene Immersion,

falls es eine offene Teilmenge U ⊂ Y und einen Isomorphismus

f̃ : (X,OX)
∼→ (U,OY |U )

gibt, so dass f die Verknüpfung von f̃ mit der Inklusion i : (U,OY |U ) → (Y,OY ) ist.
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Beispiel: Ist Y = SpecA für einen Ring A und g ∈ A, so induziert nach Lemma

4.11 der kanonische Ringhomomorphismus j : A → Ag einen Schemamorphismus

f : SpecAg → SpecA, der eine offene Immersion ist. Das offene Unterschema von

SpecA, welches isomorph zu SpecAg ist, ist hier (D(g),OSpecA|D(g)).

Definition 4.14 Ein Morphismus von Schemata f : X → Y heißt abgeschlossene Im-

mersion, falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ Y , so dass f einen Homöomorphis-

mus f : X → Z vermittelt.

ii) Der Garbenmorphismus f ♯ : OY → f∗OX ist surjektiv.

Das Paradebeispiel für abgeschlossene Immersionen wird in folgenden Lemma disku-

tiert.

Lemma 4.15 Es seiA ein Ring und a ⊂ A ein Ideal. Der Ringhomomorphismus ϕ : A→
A/a induziert nach Proposition 4.12 einen Schemamorphismus f : SpecA/a → SpecA.

Dieser ist eine abgeschlossene Immersion.

Beweis : Die stetige Abbildung f : SpecA/a → SpecA ist gegeben durch p 7→ ϕ−1(p).

Für jedes Primideal p in A/a gilt a ⊂ ϕ−1(p), also ϕ−1(p) ∈ V (a) ⊂ SpecA. Umgekehrt

gibt es für jedes Primideal q in A mit a ⊂ q ein Primideal p in A/a (nämlich p = ϕ(q))

mit ϕ−1(p) = q. Also induziert f eine bijektive stetige Abbildung

SpecA/a → V (a).

Man rechnet leicht nach, dass für jedes Ideal b ⊂ A/a die abgeschlossene Teilmenge

V (b) in SpecA/a unter f auf V (ϕ−1(b)) abgebildet wird. Also ist diese Abbildung ein

Homöomorphismus.

Jetzt betrachten wir den Garbenmorphismus f ♯ : OSpecA → f∗OSpecA/a. Für jede offene

Menge U ⊂ SpecA \ V (a) ist f−1(U) = ∅, also ist f ♯U surjektiv. Somit ist auch für alle

q ∈ SpecA \ V (a) die Halmabbildung fHq surjektiv.

Ist q ∈ V (a), so gibt es ein Primideal p in A/a mit ϕ−1(p) = q. Die Halmabbildung fHq
ist dann gegeben durch

fHq : OSpecA,ϕ−1(p) = Aϕ−1(p) → (A/a)p = OSpecA/a,p

a/f 7→ ϕ(a)/ϕ(f).
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Da ϕ surjektiv ist, ist auch diese Halmabbildung surjektiv.

Also ist der Garbenmorphismus f ♯ surjektiv auf den Halmen und damit definitionsge-

mäß surjektiv. Daher ist f : SpecA/a → SpecA eine abgeschlossene Immersion. �

Definition 4.16 Es sei X ein Schema.

i) Ein offenes Unterschema vonX ist ein Schema der Form (U,OX |U ) für eine offe-
ne Teilmenge U ⊂ X .

ii) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (Z,OZ) für

eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ X zusammen mit einer abgeschlossenen Im-

mersion

(f, f ♯) : (Z,OZ) → (X,OX),

wobei f : Z → X die Inklusionsabbildung ist.

Die Strukturgarbe eines offenen Unterschemas von X ist also eindeutig bestimmt als

Einschränkung der Strukturgarbe OX .

Auf einer abgeschlossenen Teilmenge Z ⊂ X kann es aber mehrere Strukturgarben OZ

geben, die Z zu einem abgeschlossenen Unterschema machen.

Beispiel: Die abgeschlossene Teilmenge {3} ⊂ SpecZ wird zusammen mit der

konstanten Garbe F3 = Z/3Z und zusammen mit der konstanten Garbe Z/9Z ein

abgeschlossenes Unterschema von SpecZ. Im ersten Fall ist das abgeschlossene

Unterschema isomorph zu SpecF3, im zweiten Fall zu SpecZ/9Z.

Definition 4.17 Es sei S ein Schema. Ein S-Schema (oder ein Schema über S) ist ein

Schema X zusammen mit einem Morphismus π : X → S. Der Morphismus π heißt

Strukturmorphismus und S wird auch Basisschema genannt. Ein Morphismus von

S−Schemata von π : X → S nach σ : Y → S ist ein Schemamorphismus f : X → Y ,

der das Diagramm

X
f

//

π
��

@@
@@

@@
@ Y

σ
����

��
��

�

S

kommutativ macht.
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Sind X,Y Schemata, so bezeichnen wir mit Mor (X,Y ) die Menge aller Schema-

morphismen von X nach Y . Sind X und Y S−Schemata, so bezeichnen wir mit

MorS (X,Y ) die Menge aller S−Schemamorphismen von X nach Y .

Für jedes S−Schema X schreiben wir

X(S) = MorS(S,X)

für die Menge der S−Schemata Morphismen von S nach X .

Für zwei Ringe A,B setzen wir

HomRinge(A,B) = {ϕ : A→ B Ringhomomorphismus}.

Wir haben in Proposition 4.12 jedem ϕ ∈ HomRinge(A,B) ein Element (f, f ♯)

in Mor(SpecB, SpecA) zugeordnet. Umgekehrt können wir für beliebige Schema-

ta X und Y jedem Schemamorphismus f : X → Y einen Ringhomomorphismus

f ♯Y : OY (Y ) → (f∗OX)(X) = OX(f
−1Y ) = OX(X) zuordnen.

Lemma 4.18 Sind X = SpecB und Y = SpecA affine Schemata, so sind diese beiden

Konstruktionen invers zueinander. Also ist die Abbildung

HomRinge(A,B) → Mor(SpecB, SpecA)

aus Proposition 4.12 bijektiv.

Beweis : Ist ϕ ∈ HomRinge(A,B) gegeben, so hat der Morphismus f : SpecB → SpecA

aus Proposition 4.12 die Eigenschaft f ♯Y = ϕ. Ist f : X → Y gegeben, so müssen wir

noch zeigen, dass wir f erhalten, indem wir die Konstruktion aus Proposition 4.12 auf

den Ringhomomorphismus f ♯Y : A → B anwenden. Es sei p ∈ SpecB und q = f(p) ∈
SpecA. Dann ist das Diagramm

OY (Y ) = A
f♯Y //

��

B = OX(X)

��

OY,f(p) = Aq
fHp

// Bp = OX,p
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kommutativ. Ist a ∈ A \ q, so ist das Bild von a in Aq invertierbar, wird also unter fHp
auf ein invertierbares Element abgebildet. Da dies von f ♯Y (a) ∈ B induziert wird, folgt

fHY (a) /∈ p. Somit folgt

f ♯Y (A \ q) ⊂ B \ p, also auch

(f ♯Y )
−1(p) ⊂ q.

Nun ist fHp lokal, d.h. das Urbild des maximalen Ideals pBp inBp ist das maximale Ideal

qAq, also folgt für alle a ∈ q nach dem obigen Diagramm f ♯Y (a)/1 = fHp (a/1) ∈ pBp,

woraus f ♯Y (a) ∈ p folgt. Somit ist (f ♯Y )
−1(p) = q.

Also ist die stetige Abbildung f : SpecB → SpecA tatsächlich die durch den Ringho-

momorphismus f ♯Y : A → B induzierte. Ist g ∈ A, so gilt also f−1(D(g)) = D(f ♯Y (g)).

Das Diagramm

OY (Y ) = A
f♯Y //

��

B = (f∗OX)(Y )

��

O(D(g)) = Ag
f♯
D(g)

// B
f♯Y (g)

= (f∗OX)D(g)

kommutiert, da f ♯ ein Garbenmorphismus ist. Nach der universellen Eigenschaft der

Lokalisierung stimmt also f ♯D(g) mit der Abbildung

Ag → B
f♯Y (g)

a/gn 7→ f ♯Y (a)/f
♯
Y (g)

n

überein, die dasselbe Diagramm kommutativ macht. Nach Proposition 4.12 ist also der

durch f ♯Y induzierte Garbenmorphismus OY → f∗OX auf allen offenen Mengen der

Form D(g) gerade die Abbildung f ♯. Da zwei Garbenschnitte gleich sind, wenn sie

auf einer offenen Überdeckung gleich sind, stimmen die beiden Garbenmorphismen

überall überein. �

Proposition 4.19 Es sei Y = SpecB ein affines Schema und X ein beliebiges Schema.

Dann ist die Abbildung

Mor(X,Y ) → HomRinge(OY (Y ),OX(X))

f 7→ f ♯Y

bijektiv.

Seite 53



Beweis : Es ist X =
⋃
i
Ui für affine Schemata Ui. Für jeden Index i ist also nach Lemma

4.18

Mor(Ui, Y ) → HomRinge(B,OX(Ui))

f 7→ f ♯Y

bijektiv.

Bezeichnen wir mit fi : Ui → Y die Verknüpfung von f mit der offenen Immersion

Ui → X , so gilt

(f ♯i )Y = resXUi
◦ f ♯Y .

Sind nun f, g ∈ Mor(X,Y ) mit f ♯Y = g♯Y gegeben, so folgt (f ♯i )Y = (g♯i )Y , also fi = gi.

Daher ist f = g (Übungsaufgabe).

Ist umgekehrt ein Ringhomomorphismus ϕ : B → OX(X) gegeben, so liegt

ϕi = resXUi
◦ ϕ : B → OX(X) → OX(Ui) in HomRinge(B,OX(Ui)). Also existiert

ein Schemamorphismus fi : Ui → Y mit (f ♯i )Y = ϕi. Ist V ⊂ Ui ∩ Uj eine offene affine

Teilmenge, so kommen fi|V : V →֒ Ui → Y und fj |V : V →֒ Uj → Y beide von dem

Ringhomomorphismus resXV ◦ ϕ her, sie stimmen also nach Lemma 4.18 überein. Al-

so können wir die fi : Ui → Y zu einem Morphismus f : X → Y zusammensetzen

(Übungsaufgabe). Da resXUi
◦ f ♯Y = (f ♯i )Y = ϕi = resXUi

◦ ϕ für alle i gilt, folgt f ♯Y = ϕ.

Also ist die betrachtete Abbildung auch surjektiv. �

5 Projektive Schemata

Jetzt wollen wir eine Garbe von Ringen auf ProjB definieren, die ProjB zu einem Sche-

ma macht. Für jedes homogene Element f ∈ B+ sei

D+(f) = {p ∈ ProjB : f /∈ p} = ProjB \ V ((f)).

Die offenen Mengen D+(f) für homogene f ∈ B+ bilden eine Basis der Topologie auf

ProjB, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p ∈ ProjB enthält ein D+(f). Dies

sieht man folgendermaßen ein. Es gilt U = ProjB \ V (a) für ein homogenes Ideal amit

a 6⊂ p. Falls a∩B+ ⊂ p, so folgt a∩B0 6⊂ p, da a homogen ist. Also existiert ein f ∈ a∩B0

mit f /∈ p. Da B+ 6⊂ p ist, gibt es zusätzlich ein g ∈ B+ mit g /∈ p. Also folgt fg /∈ p, aber

fg ∈ a ∩B+. Das steht im Widerspruch zur Annahme a ∩B+ ⊂ p. Diese ist also falsch.

Für f ∈ a ∩B+ mit f /∈ p folgt nun p ∈ D+(f) ⊂ U .

Wir setzen OProjB(D+(f)) = B(f) = { a
fn ∈ Bf : deg a = n deg f} für jedes homogene

Element f , siehe Definition 2.8. Jetzt wollen wir Restriktionsabbildungen definieren.
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Wir nehmen nun an, für homogene Elemente f, g ∈ B+ gilt D+(g) ⊂ D+(f). Dann

folgt V ((f)) ⊂ V ((g)), also mit Lemma 2.9 (g) ∩ B+ ⊂
√
(f). Insbesondere ist g ∈√

(f), d.h. es gilt g = bfn für ein b ∈ B und ein n ≧ 0. Da f und g homogen sind,

können wir b homogen wählen. Die natürliche Abbildung Bf → Bg induziert einen

Ringhomomorphismus

res D+(f)D+(g) : OProjB(D+(f)) = B(f) → B(g) = OProjB(D+(g)).

Lemma 5.1 Es gelte D+(f) =
⋃
i∈I

D+(fi) für homogene Elemente f, fi ∈ B+.

i) Ist s ∈ B(f) mit res D+(f)D+(fi)s = 0 für alle i ∈ I , so ist s = 0.

ii) Sind si ∈ B(fi) gegeben mit res D+(fi)D+(fifj)si = res D+(fj)D+(fifj)sj für alle i, j ∈
I , so existiert ein s ∈ B(f) mit res D+(f)D+(fi)s = si für alle i ∈ I .

Beweis : Das folgt aus Proposition 4.1. �

Nun definieren wir wie im Falle von Spektren

OProjB(U)

= {(s(f))f :D+(f)⊂U : s(f) ∈ B(f) und resD+(f)D+(fg)s(f) = resD+(g)D+(fg)s(g)}

Mit Hilfe von Lemma 5.1 folgt, dass OProjB eine Garbe auf B ist.

Lemma 5.2 Sei p ∈ ProjB. Dann gilt für den Halm von OProjB in p

OProjB,p ≃ B(p).

Beweis : Es gilt

OProjB,p = lim−→
p∈U offen

OProjB(U)

= lim−→
f /∈p

f∈B+ homogen

OProjB(D+(f))

= lim−→
f /∈p

f∈B+ homogen

B(f) ≃ B(p).

mit demselben Argument wie in Proposition 4.3. �
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Der Ring B(p) ist lokal mit maximalem Ideal

{b
c
: b ∈ p, c /∈ p, b und c homogen vom selben Grad}.

Also ist ProjB ein lokal geringter Raum.

Proposition 5.3 Es sei f ∈ B+ ein homogenes Element. Dann ist (D+(f),OProjB|D+(f))

als lokal geringter Raum isomorph zu SpecB(f).

Beweis :Wir haben in Proposition 2.10 gesehen, dass die Abbildung

ϕ : D+(f) → SpecB(f),

gegeben durch ϕ(p) = pBf ∩B(f), ein Homöomorphismus ist.

Wir zeigen nun, dass für alle D+(g) ⊂ D+(f) gilt ϕ(D+(g)) = D(α), wobei

α = gr/fm ∈ B(f) mit r = grad (f) und m = grad (g) ist. Ist p ∈ D+(f) mit g ∈ p,

so ist offenbar α ∈ pBf ∩ B(f) = ϕ(p). Ist p ∈ D+(f) mit g /∈ p, so rechnet man nach,

dass α /∈ pBf ∩B(f) gilt. Somit folgt ϕ(D+(g)) = D(α).

Aus D+(g) ⊂ D+(f) folgt gn = fb für ein n ≧ 0 und ein b ∈ B. Da g und f homogen

sind, können wir b homogen wählen, indem wir nur die Komponente im Gradmn− r

betrachten.

Der Ringhomomorphismus resD+(f)D+(g) : B(f) → B(g) bildet α = gr

fm auf das inver-

tierbare Element g
rbm

gmn in B(g) ab. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung

induziert er also einen Homomorphismus ϕ♯D+(g) : (B(f))α → B(g). Eine etwas mühseli-

ge, aber elementare Rechnung zeigt, dass diese Ringhomomorphismen ϕ♯D+(g) mit den

Restriktionsabbildungen verträglich und Isomorphismen sind. Also können wir sie zu

einem Garbenisomorphismus

ϕ♯ : OSpecB(f)
→ ϕ∗OD+(f)

zusammensetzen. �

Korollar 5.4 (ProjB,OProjB) ist ein Schema.

Beweis : Der lokal geringter Raum (ProjB,OProjB) besitzt nach Proposition 5.3 eine

offene Überdeckung aus affinen Schemata. �

Seite 56



Lemma 5.5 Ist B eine graduierte A-Algebra, so ist ProjB ein A-Schema.

Beweis : Der Ringhomomorphismus α : A → B, der B zu einer A-Algebra macht,

landet definitionsgemäß in B0. Für jedes homogene f ∈ B+ induziert α also einen

Ringhomomorphismus α : A → B(f) definiert durch α(a) = a/1. Diese Ringhomo-

morphismen vertragen sich mit der Restriktionsabbildung für D+(g) ⊂ D+(f). Also

erhalten wir einen Ringhomomorphismus

A→ OProjB(ProjB).

Nach 4.19 induziert dieser einen Schemamorphismus ProjB → SpecA. �

Beispiel: Es sei A ein Ring und B = A [x0, ..., xn] der Polynomring mit der oben defi-

nierten Graduierung. Dann ist B+ = (x0, ..., xn). Jedes homogene Primideal p in B mit

B+ 6⊂ p enthält mindestens eines der xk nicht, liegt also in mindestens einem D+(xk).

Somit bilden D+(x0), ..., D+(xn) eine offene Überdeckung von ProjB. Sei k ∈
{0, ..., n}. Dann ist

OProjB(D+(xk)) = A [x0 ..., xn](xk).

Im folgenden bedeutet das Zeichen ∧ über einer Variable, dass diese weggelassen wer-

den soll. Wir haben einen Isomorphismus

A [x0, ..., xn](xk) → A

[
x0
xk
, ...,

x̂k
xk
, ...,

xn
xk

]
,

der für ein Element ∑
I=(i0, ..., in), i0+ ...+in=d

aIx
i0
0 ... x

in
n

xdk

gegeben ist durch

∑
I

aI x
i0
0 ... x

in
n

xdk
7→
∑

I

aI

(
x0
xk

)i0
...

(
x̂k
xk

)ik
...

(
xn
xk

)in
.

Die Umkehrabbildung wird auf Monomen gegeben durch

a xi00 ... x̂k
ik ... xinn

xi0+ ...+in
k

7→ a

(
x0
xk

)i0
...

(
x̂k
xk

)ik
...

(
xn
xk

)in
.

Daher wird der projektive Raum PnA von n+1 Kopien des affinen Raums AnA überdeckt.
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Lemma 5.6 Es seien B =
⊕
d≧0

Bd und C =
⊕
d≧0

Cd graduierte Ringe und ϕ : B → C ein

graduierter Homomorphismus, d.h. es gibt ein r ≧ 1mit ϕ(Bd) ⊂ Crd für alle d ≧ 0. Es

sei a das homogene Ideal a = ϕ(B+)C in C. Dann induziert ϕ einen Morphismus von

Schemata

f : ProjC \ V (a) → ProjB.

Für jedes homogene b ∈ B+ gilt f−1(D+(b)) = D+(ϕ(b)) und f |D+(ϕ(b)) ist gerade der

Morphismus affiner Schemata, der durch den Ringhomomorphismus

B(b) → Cϕ(b)

a/bk 7→ ϕ(a)/ϕ(b)k

induziert wird.

Beweis : Ist p ein homogenes Primideal in C, so ist ϕ−1(p) ein homogenes Primideal

in B, da ϕ mit der Graduierung verträglich ist. Gilt a 6⊂ p, so folgt B+ 6⊂ ϕ−1(p), also

erhalten wir eine Abbildung

f : ProjC \ V (a) → ProjB

p 7→ ϕ−1(p).

Diese ist offenbar stetig.

Ist b ∈ B+ homogen und p ∈ ProjC \V (a), so ist ϕ(b) ∈ p genau dann, wenn b ∈ ϕ−1(p)

gilt. Daraus folgt f−1D+(b) = D+(ϕ(b)). Wir definieren einen Ringhomomorphismus

f ♯D+(b) : OProjB(D+(b)) = B(b) → C(ϕ(b)) = OProjC\V (a)(f
−1D+(b)) durch

a/bk 7→ ϕ(a)/ϕ(b)k.

Da ϕ graduiert ist, wird ein Element vom Grad 0 in Bb auf ein Element vom Grad 0 in

Cϕ(b) abgebildet, diese Abbildung ist also wohldefiniert.

Man überprüft leicht, dass die Ringhomomorphismen f ♯D+(b) mit den Restriktions-

abbildungen verträglich sind. Also können wir sie zu einem Garbenmorphismus

f ♯ : OProjB → f∗OProjC\V (a) zusammensetzen. �

Ist a ⊂ B ein homogenes Ideal in dem graduierten Ring B, so ist auch der Quotienten-

ring B/a graduiert, indem wir

(B/a)d = Bd/(a ∩Bd)

setzen. Wir betrachten nun den Fall B = A [x0, ..., xn] für einen Ring A.
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Proposition 5.7 Ist a ⊂ A [x0, ..., xn] ein homogenes Ideal, so vermittelt der graduierte

Homomorphismus ϕ : A [x0, ..., xn] → A [a0, ..., an]/a eine abgeschlossene Immersion

f : Proj (A [x0, ..., xn]/a) → PnA,

so dass das Bild der zugehörigen stetigen Abbildungen die abgeschlossene Teilmenge

V (a) ⊂ PnA ist.

Beweis : Wir setzen B = A [x0, ..., xn]. Der Homomorphismus ϕ erfüllt

ϕ(B+) = (B/a)+, also erhalten wir einen Morphismus

f : ProjB/a → ProjB = PnA

mit Lemma 5.6.

Ist p ⊂ B ein beliebiges homogenes Primideal mit B+ 6⊂ p und a ⊂ p, so ist ϕ(p) ein

homogenes Primideal in B/amit (B/a)+ 6⊂ ϕ(p). Dies definiert eine Umkehrabbildung

V (a) → ProjB/a. Man prüft leicht nach, dass f(V (b)) = V (ϕ−1(b)) für jedes homogene

Ideal b ⊂ B/a gilt. Daher ist f ein Homöomorphismus auf die Teilmenge V (a) ⊂ PnA.

Der Garbenmorphismus

f ♯ : OPn
A
→ f∗OProjB/a,

ausgewertet auf D+(b) ⊂ PnA liefert nach Lemma 5.6 einen surjektiven Ringhomomor-

phismus. Da die offenen Mengen der Form D+(b) eine Basis der Topologie bilden, ist

f ♯ surjektiv. Somit ist f nach Definition 4.14 in der Tat eine abgeschlossene Immersion.

�

Definition 5.8 Es sei A ein Ring. Ein projektives A-Schema ist ein A-Schema X →
SpecA, so dass es eine abgeschlossene Immersion i : X → PnA von A-Schemata gibt.

6 Faserprodukte

Wir wollen nun das richtige Produkt in der Kategorie der Schemata kennenlernen.

Definition 6.1 Es sei S ein Basisschema. Sind X und Y S-Schemata, so heißt ein S-

Schema Z zusammenmit zwei S-Morphismen p : Z → X und q : Z → Y Faserprodukt

von X und Y über S, falls gilt:
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Für jedes S-Schema T zusammen mit S-Morphismen T → X und T → Y gibt es genau

einen S-Morphismus T → Z, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

X

T

>>~~~~~~~

  
@@

@@
@@

@
// Z.

p
``AAAAAAAA

q
~~}}

}}
}}

}}

Y

Falls das Faserprodukt Z von X und Y über S existiert, so ist es durch die universelle

Eigenschaft bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen

es mit Z = X×S Y und nennen die Abbildungen p : X×S Y → X und q : X×S Y → Y

die Projektionen.

Zur Erinnerung: Ein S-Schema ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus

f : X → S. Sind (X, f : X → S) und (Y, g : Y → S) zwei S-Schemata, so ist ein

S-Morphismus von X nach Y ein Morphismus h : X → Y , so dass das Diagramm

X
h //

f
��

@@
@@

@@
@ Y

g
����

��
��

�

S

kommutativ ist.

Proposition 6.2 Ist S = SpecA affin und sind X = SpecB und Y = SpecC affine

S-Schemata, so ist Z = Spec (B ⊗A C) zusammen mit den Morphismen Z → X und

Z → Y , die von den Ringhomomorphismen B → B ⊗A C und C → B ⊗A C induziert

werden, das Faserprodukt von X und Y über S.

Beweis : Zu den Schemamorphismen X → S und Y → S gehören Ringhomomor-

phismen A → B und A → C. Diese machen B und C zu A-Algebren. Wir prüfen die

universelle Eigenschaft von Z = Spec (B⊗AC) nach. Es sei T ein S-Schema zusammen

mit S-Morphismen T → X = SpecB und T → Y = SpecC. Nach [KA], Proposition

7.19 ist für jedes affine Schema SpecD die Abbildung

Mor (T, SpecD) → HomRinge(D,OT (T ))
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bijektiv. Also gibt es RinghomomorphismenA→ OT (T ), B → OT (T ) undC → OT (T ),

so dass die Diagramme

A //

""F
FF

FF
FF

FF B

��

und A //

""F
FF

FF
FF

FF C

��

OT (T ) OT (T )

kommutativ sind. Also sind B → OT (T ) und C → OT (T ) A-Algebrenhomomorphis-

men. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts existiert genau ein A-

Algebrahomomorphismus

ϕ : B ⊗A C → OT (T ),

so dass das Diagramm

B

{{wwwwwwwww

##F
FF

FF
FF

FF

B ⊗A C // OT (T )

C

ccGGGGGGGGG

;;xxxxxxxxx

kommutiert. Also gibt es genau einen S-Schemamorphismus T → Z = Spec (B ⊗A C),

so dass das Diagramm

SpecB

T

;;xxxxxxxxx
//

##F
FF

FF
FF

FF Z

ccFFFFFFFFF

{{xx
xx

xx
xx

x

SpecC

kommutiert. �

Lemma 6.3 Es seien X und Y S-Schemata, so dass das Faserprodukt X ×S Y existiert.

Mit p : X×S Y → X bezeichnen wir die Projektion nachX . Für jedes offene Untersche-

ma U vonX ist dann das offene Unterschema p−1(U) ⊂ X ×S Y das Faserprodukt von

U und Y über S.

Beweis : Wir prüfen nach, dass p−1(U) zusammen mit den auf p−1(U) eingeschränkte

Projektionen die universelle Eigenschaft des Faserproduktes U ×S Y erfüllt. Sei T ein

S-Schema zusammen mit S-Morphismen T → U und T → Y . Dann betrachten wir
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T → U →֒ X und erhalten aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserprodukts

genau einen Morphismus

f : T → X ×S Y,

der das Diagramm

X

U
/ �

>>~~~~~~~~

T

??�������� f
//

''OOOOOOOOOOOOOOO X ×S Y

p

ZZ6666666666666666

zzvvvvvvvvv

Y

kommutativ macht.

Also liegt p ◦ f(T ) in der offenen Teilmenge U von X . Somit ist f(T ) ⊂ p−1(U). Daher

gibt es genau einen S-Morphismus f : T → p−1(U), der das Diagramm

U

T

@@��������
//

��
>>

>>
>>

>>
p−1(U)

ccFFFFFFFFF

{{xx
xx

xx
xx

x

Y

kommutativ macht. �

Lemma 6.4 Es seien X und Y S-Schemata und {Xi}i∈I eine offene Überdeckung von

X . Existieren dann alle Faserprodukte Xi ×S Y , so existiert auch das Faserprodukt

X ×S Y . Analog gilt für eine offene Überdeckung {Yi}i∈I von Y : Existieren alle Fa-

serprodukte X ×S Yi, so existiert auch X ×S Y .

Beweis : Es sei pi : Xi ×S Y → Xi die Projektion nach Xi. Wir setzen für alle i, j ∈ I

Uij = p−1
i (Xi ∩Xj) ⊂ Xi ×S Y.

Dann ist Uij nach Lemma 6.3 das Faserprodukt von Xi ∩ Xj mit Y über S. Aufgrund

der Eindeutigkeitsaussage in Definition 1.4 existiert ein eindeutig bestimmter Isomor-

phismus

ϕij : Uij → Uji.
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Wir definieren nun ein neues Schema Z wie folgt: Der topologische Raum ist

Z =
•⋃
i∈I

(Xi×S Y )/ ∼, wobei a ∼ b genau dann gilt, wenn es i, j mit a ∈ Uij , b ∈ Uji und

ϕij(a) = b gibt.

Dann ist ∼ eine Äquivalenzrelation. Den Raum Z aller Äquivalenzklassen statten wir

mit der Quotiententopologie aus. Wir haben kanonische stetige Projektionen

pi : Xi ×S Y → Z.

Mit Zi = pi(Xi ×S Y ) bezeichnen wir das Bild in Z.Es ist offen und pi : Xi ×S Y → Zi

ist ein Homöomorphismus. Ferner gilt pi(Uij) = Zi ∩ Zj = pj(Uji).Wir setzen

OZi
:= pi∗OXi×SY

Der Isomorphismus ϕ♯ij : OUji
≃ (ϕij)∗OUij

liefert Isomorphismen

αij : OZj |Zi∩Zj
= pj∗(OXj×SY |Uji

) = pj∗(OUji
)

≃ pj∗(ϕij∗)OUij
= pi∗(OUij

) = pi∗(OXi×SY |Uij
) = OZi|Zi∩Zj

.

Mit Hilfe dieser Isomorphismen definieren wir wie folgt eine Garbe OZ auf Z. Für

U ⊂ Z sei

OZ(U) = {(si)i∈I : si ∈ OZi
(U ∩ Zi) : αij(sj |U∩Zi∩Zj

) = si |U∩Zi∩Zj
für alle i, j}

Dann ist (Z,OZ) ein Schema (ÜA). Wir nennen dieses Schema „die Verklebung der

Xi ×S Y entlang der Isomorphismen ϕij“. Wir behaupten, dass (Z,OZ) die universelle

Eigenschaft des Faserprodukts von X und Y über S hat.

Die Projektionen

pi : Xi ×S Y → Xi

und

qi : Xi ×S Y → Y

erfüllen pj ◦ ϕij = pi und qj ◦ ϕij = qi. Also können wir sie zu Projektionen p : Z → X

und q : Z → Y zusammenkleben.

Sei nun T ein S-Schema mit S-Morphismen T
a→ X und T

b→ Y . Wir setzen Ti =

a−1(Xi) ⊂ T . Dann existiert für jedes i ∈ I genau ein S-Morphismus fi : Ti → Xi×S Y ,
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der das Diagramm

Xi

Ti

a
>>}}}}}}} fi //

b
  

AA
AA

AA
AA

Xi ×S Y

pi
ddIIIIIIIII

q
zzuuuuuuuuuu

Y

kommutativ macht.

Aufgrund der Eindeutigkeit ist ϕij ◦ fi = fj auf Ti∩Tj . Also verkleben sich die fi zu ei-

nem S-Morphismus f : T → Z. Dieser ist eindeutig bestimmt, da seine Einschränkung

auf alle Ti eindeutig bestimmt ist. Die analoge Aussage für Y zeigt man genauso. �

Lemma 6.5 Es sei U ⊂ S ein offenes Unterschema. Es seien u : X → S und v : Y → S

zwei S-Schemata, so dass u : X → S als

X
ũ //

u
��

@@
@@

@@
@ UoO

����
��

��
�

S

faktorisiert.

Falls das FaserproduktX×U v
−1(U) existiert, so istX×U v

−1(U) auch das Faserprodukt

von X und Y über S, d.h. es gilt

X ×U v
−1(U) ≃ X ×S Y.

Beweis : Es sei T ein S-Schema mit S-Morphismen a : T → X und b : T → Y . Da

T
a //

��
??

??
??

? X

��~~
~~

~~
~

S

kommutiert, faktorisiert der Strukturmorphismus T → S über U . Nun kommutiert das

Diagramm

T
b //

��
@@

@@
@@

@ Y

v

��

U

  
@@

@@
@@

@

S
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also gilt b(T ) ⊂ v−1(U). Es existiert also genau ein Morphismus

T → X ×U v
−1(U),

so dass

X

T //

b

��
..

..
..

..
..

..
..

..

a

??��������
X ×U v

−1(U)

wwppppppppppp

jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

v−1(U)

{{ww
ww

ww
ww

w

Y

kommutiert. Daraus folgt die Behauptung. �

Satz 6.6 Es sei S ein beliebiges Schema und X und Y seien zwei S-Schemata. Dann

existiert das Faserprodukt X ×S Y .

Beweis : Es seien u : X → S und v : Y → S die Strukturmorphismen. Wir wählen

eine offene affine Überdeckung (Si)i∈I von S und betrachten die offenen affinen Un-

terschemata Xi = u−1(Si) ⊂ X und Yi = v−1(Si) ⊂ Y . Jetzt wählen wir offene affine

Überdeckungen (Uij )j∈J und (Vik)k∈K vonXi bzw. von Yi. Dann existieren nach Propo-

sition 6.2 alle Faserprodukte Uij ×Si
Uik . Wir halten i ∈ I und k ∈ K fest. Dann können

wir die (Uij ×Si
Vik)j∈J nach Lemma 6.4 zu dem FaserproduktXi×Si

Vik verkleben. Wir

wenden Lemma 6.4 erneut an und verkleben die (Xi×Si
Vik)k∈K zu dem Faserprodukt

Xi×Si
Yi. Nach Lemma 6.5 giltXi×Si

Yi = Xi×SY . Jetzt wendenwir wieder Lemma 6.4

auf die offene Überdeckung {Xi}i∈I von X an und verkleben die Xi ×S Y zu X ×S Y .

�

Proposition 6.7 Es seien X, Y und Z S-Schemata für ein beliebiges Basisschema S.

Dann gilt:

i) Es gibt kanonische Isomorphismen

X ×S S ≃ X

X ×S Y ≃ Y ×S X und

(X ×S Y )×S Z ≃ X ×S (Y ×S Z)
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ii) Es sei a : Z → Y ein Y -Schema, das wir via Z → Y → S als S-Schema betrachten.

Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus von S-Schemata (X ×S Y ) ×Y

Z ≃ X ×S Z, wobei wir X ×S Y über die Projektion X ×S Y → Y als Y -Schema

auffassen.

iii) Sind f : X → X ′ und g : Y → Y ′ Morphismen von S-Schemata, so existiert genau

ein Morphismus

f × g : X ×S Y → X ′ ×S Y
′,

der das folgende Diagramm kommutativ macht:

X
f

// X ′

X ×S Y

p

OO

f×g
//

q

��

X ′ ×S Y
′

p′

OO

q′

��

Y g
// Y ′

iv) Es seien i : U →֒ X und j : V →֒ Y offene Unterschemata. Dann induziert der

Morphismus

i× j : U ×S V → X ×S Y

einen Isomorphismus von U ×S V auf das offene Unterschema p−1(U) ∩ q−1(V )

von X ×S Y .

Beweis :

i) Ist a : T → S ein beliebiges S-Schema, so gibt es nur einen S-Morphismus T → S,

also einen Morphismus, der

T //

��
??

??
??

? S

id����
��

��
�

S

kommutativ macht, nämlich den Strukturmorphismus a selbst.

Sind somit S-Morphismen f : T → X und g : T → S vorgegeben, so ist g = a,
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und es existiert genau ein Morphismus T → X , nämlich f , der das Diagramm

X

T

f
>>~~~~~~~ f

//

a
  

@@
@@

@@
@@

X

id
``AAAAAAAA

~~}}
}}

}}
}}

S

kommutativ ist. X erfüllt also die universelle Eigenschaft des Faserprodukts von

X mit S über S. Daher gibt es wegen der Eindeutigkeit des Faserproduktes genau

einen Isomorphismus

X ×S S → X,

so dass das Diagramm

X

X ×S S //

p
;;vvvvvvvvv

q
$$H

HHHHHHHH X

id
``@@@@@@@@

~~~~
~~

~~
~~

S

kommutiert. Diesen nennt man kanonisch.

Analog zeigt man die anderen beiden Isomorphismen.

ii) Wir zeigen, dass das S-Schema (X ×S Y ) ×Y Z zusammen mit den Projektionen

(X×SY )×Y Z
proj−→ X×SY

proj−→ X und (X×SY )×Y Z
proj−→ Z die universelle Eigen-

schaft des FaserproduktesX ×S Z erfüllt. Sei T ein S-Schema mit S-Morphismen

T → X und T → Z. Dann definieren wir einen S-Morphismus T → Y als Kom-

position

T → Z
a→ Y.

Nach der universellen Eigenschaft von X ×S Y gibt es einen eindeutig bestimm-

ten S-Morphismus T → X ×S Y , der das folgende Diagramm kommutativ macht
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X

T

77oooooooooooooo
//

��
??

??
??

??
X ×S Y

����
��

��
��

��
��

��
��

ddHHHHHHHHH

Z

  
@@

@@
@@

@

Y

Betrachten wir X ×S Y über die Projektion als Y -Schema, so ist T → X ×S Y

ein Morphismus von Y -Schemata. Nach Konstruktion ist auch T → Z

ein Morphismus von Y -Schemata. Also gibt es genau einen Y -Morphismus

T → (X ×S Y )×Y Z, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

X ×S Y

T //

;;wwwwwwwwww

##G
GGGGGGGGG (X ×S Y )×Y Z

hhPPPPPPPPPPPP

vvmmmmmmmmmmmmmm

Z

Dann kommutiert auch das Diagramm

X

X ×S Y

ddHHHHHHHHH

T

GG���������������
//

��
??

??
??

??
(X ×S Y )×Y Z

hhPPPPPPPPPPPP

sshhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

Z

Also erfüllt (X ×S Y ) ×Y Z in der Tat die universelle Eigenschaft von X ×S Z.

Daher gibt es einen eindeutig bestimmten (kanonischen) Isomorphismus

(X ×S Y )×Y Z
∼→ X ×S Z,

der mit den Projektionen verträglich ist.
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iii) Wir haben Morphismen

X
f

//

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR X ′

  
@@

@@
@@

@@

X ×S Y

p

OO

q

��

S

Y g
//

66llllllllllllllllll
Y ′

??~~~~~~~~

also mit der universellen Eigenschaft des Faserproduktes die gewünschte Abbil-

dung.

iv) Man zeigt, dass p−1(U) ∩ q−1(V ) die universelle Eigenschaft des Faserproduktes

U ×S V erfüllt.

�

Definition 6.8 Es sei S ein Basisschema und a : X → S ein Morphismus, der X zu

einem S-Schema macht. Für jedes S-Schema S′ nennen wir das Faserprodukt X ×S S
′

zusammen mit der Projektion

a′ : X ×S S
′ → S′

den Basiswechsel von a vermöge S′ → S. Ist f : X → Y ein Morphismus von S-

Schemata, so heißt der S-Morphismus

fS′ = f×idS′
: X ×S S

′ → Y ×S S
′

der Basiswechsel von f .

Beispiel: Sei A ein Ring und X = SpecA[x1, ..., xn]/(P1, ..., Pm) für Polynome

P1, ..., Pm ∈ A [x1, ..., xn]. Es sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus und

SpecB → SpecA der zugehörige Schemamorphismus. Dann ist

X ×SpecA SpecB = SpecB[x1, ..., xn]/(ϕ(P1), ..., ϕ(Pm))

der Basiswechsel des A-SchemasX mit SpecB. Hier ist ϕ(Pi) das Bild von Pi unter der

Fortsetzung von ϕ zu einem Ringhomomorphismus A [x1, ..., xn] → B [x1, ..., xn].

Definition 6.9 Es sei f : X → Y ein beliebiger Morphismus von Schemata. Für jedes

y ∈ Y betrachten wir den Restklassenkörper κ(y). Es existiert ein natürlicher Morphis-

mus

Specκ(y) → Y,
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der den einzigen Punkt in Specκ(y) auf y abbildet. Der Basiswechsel von f mit dem

Y -Schema κ(y)

fy : Xy = X ×Y Specκ(y) → Specκ(y)

heißt Faser von f im Punkt y.

Beispiel: Sei 0 6= m ∈ Z und X = SpecZ[x, y]/(xy −m) mit dem natürlichen Morphis-

mus X → SpecZ. Dann ist die Faser von X über (0) ∈ SpecZ das Q-Schema

XQ = SpecQ[x, y]/(xy −m) ≃ SpecQ[x, 1/x].

Für jede Primzahl p ist die Faser von X über (p) ∈ SpecZ das Fp-Schema

XFp = SpecFp[x, y]/(xy − m). Es ist XFp ≃ SpecFp[x, 1/x], falls p ∤ m, und

XFp ≃ SpecFp[x, y]/(xy), falls p|m. Im zweiten Fall zerfällt XFp in zwei irreduzible

Komponenten.

Bemerkung 6.10 Es sei f : X → Y ein Schemamorphismus. Für jedes y ∈ Y induziert

dann die erste Projektion

p : Xy = X ×Y Specκ(y) → X

einen Homöomorphismus des Schemas Xy auf die Faser f−1(y) ⊂ X , ausgestattet mit

der Relativtopologie.

Beweis : Wir können nach Übergang zu einer offenen affinen Umgebung U ≃ SpecA

um y annehmen, dass Y affin ist. Sei p das Primideal in A zu y.

Ferner sei V ⊂ X eine offene affine Teilmenge. Nach Lemma 6.3 ist

p−1(V ) ≃ V ×Y Specκ(y). Also genügt es, die Behauptung für alle offenen affinen

Teilmengen von X zu zeigen. Wir können daher X ≃ SpecB affin annehmen. Sei

ϕ : A → B der Ringhomomorphismus zu f : X → Y . Nach Proposition 6.2 ist

Xy ≃ Spec (B ⊗A κ(y)) und p : Xy → X gehört zu dem natürlichen Ringhomomorphis-

mus B → B ⊗A κ(y) = B ⊗A Ap/pAp. Wir zerlegen diesen Homomorphismus in zwei

Teile:

B
f→ B ⊗A Ap

g→ B ⊗A (Ap/pAp).

Es sei S = ϕ(A \ p). Dann ist die Abbildung

S−1B → B ⊗A Ap

b/ϕ(a) 7→ b⊗ 1/a
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ein Isomorphismus. (Das Tensorprodukt vertauscht nämlich mit Lokalisierungen,

siehe Übungen.)

Also vermittelt f eine Bijektion von Spec (B ⊗A Ap) auf die Menge der Primideale in

B, die disjunkt zu ϕ(A \ p) sind.
Ferner prüft man nach, dass g einen Isomorphismus

S−1B/ϕ(p)S−1B
∼→ B ⊗A (Ap/pAp) induziert, denn die linke Seite besitzt die uni-

verselle Eigenschaft des Tensorproduktes rechts. Also vermittelt g eine Bijektion von

Spec (B ⊗A (Ap/pAp)) auf die Menge der Primideale in S−1B, die über ϕ(p)S−1B

liegen.

Daher induziert die Komposition g ◦ f eine Bijektion von Spec (B⊗A (Ap/pAp)) auf die

Menge aller Primideale in B, die über ϕ(p)B liegen und disjunkt zu ϕ(A \ p) sind. Das

sind genau die Primideale q ⊂ B mit ϕ−1(q) = p. Daraus folgt die Behauptung. �

Definition 6.11 Es sei P eine Eigenschaft eines Morphismus von Schemata. Wir sagen,

P ist stabil unter Basiswechsel, falls gilt:

Erfüllt f : X → Y die Eigenschaft P , so erfüllt für jeden Morphismus Y ′ → Y auch der

Basiswechsel

fY ′ : X ×Y Y
′ → Y ′

die Eigenschaft P .

Proposition 6.12 Offene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.

Beweis : Sei i : X → Y eine offene Immersion, also ein Isomorphismus auf eine offene

Teilmenge V ⊂ Y . Wir betrachten für Y ′ → Y das Diagramm

X ×Y Y
′ //

��

Y ′

g

��

X
i // Y

AusX ≃ V folgtX×Y Y
′ 6.5≃ X×V g

−1(V )
X≃V≃ g−1(V ) ⊂ Y ′, also folgt die Behauptung.

�

Proposition 6.13 Sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter Ba-

siswechsel ist. Sind X und Y S-Schemata und f : X → Y ein S-Morphismus, der P

erfüllt, so erfüllt für jedes S-Schema Z auch

f × idZ : X ×S Z → Y ×S Z
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die Eigenschaft P .

Beweis : Da P stabil unter Basiswechsel ist, erfüllt auch der Basiswechsel

X ×Y (Y ×S Z) → Y ×S Z von f die Eigenschaft P . Nun istX ×S Z ≃ X ×Y (Y ×S Z)

nach Proposition 6.7, und die Abbildung X ×S Z ≃ X ×Y (Y ×S Z) → Y ×S Z macht

das Diagramm

X
f

// Y

X ×S Z //

OO

��

Y ×S Z

OO

��

Z
idZ // Z

kommutativ. Sie stimmt also mit f × idZ überein. �

Proposition 6.14 Es sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter

Basiswechsel und Komposition ist. Erfüllen f : X → S und g : Y → S die Eigenschaft

P , so erfüllt auch

f × g : X ×S Y → S ×S S ≃ S

die Eigenschaft P .

Beweis :Wir können f × g als Komposition

X ×S Y
f×idY−→ S ×S Y ≃ Y

g→ S

schreiben. Der MorphismusX×S Y
f×idY−→ S×S Y ≃ Y ist die Projektion auf Y , also der

Basiswechsel von f mit Y → S. �

Definition 6.15 Es sei S ein beliebiges Schema. Dann gibt es einen eindeutigen Mor-

phismus S → SpecZ. Das Schema AnS = AnSpecZ ×SpecZ S = SpecZ[x1, ..., xn] ×SpecZ S

heißt n-dimensionaler affiner Raum über S.

Das Schema PnS = PnSpecZ ×SpecZ S = ProjZ[x0, ..., xn] ×SpecZ S heißt n-dimensionaler

projektiver Raum über S.

Da AnSpecA ≃ SpecA[x1, ..., xn] und PnSpecA ≃ ProjA[x0, ..., xn] (siehe Übungen) ist,

passt dies mit unseren früheren Definitionen zusammen.
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Definition 6.16 Ein Morphismus f : X → S heißt projektiv, falls es eine abgeschlosse-

ne Immersion i : X →֒ PnS für ein n ≧ 0 gibt, so dass

X
� � i //

��
??

??
??

??
PnS

��~~
~~

~~
~

S

kommutiert, d.h. so dass i ein S-Morphismus ist.

Beispiele:

i) Für jedes S ist die Projektion

p : PnS → S

projektiv.

ii) Jede abgeschlossene Immersion f : X → S ist projektiv, die Bedingung ist dann

für P0
S = S erfüllt.

iii) Für jeses homogene Ideal a ⊂ A[x0, ..., xn] ist der Morphismus

ProjA[x0, ..., xn]/a → SpecA

projektiv.

7 Eigenschaften von Schemata und ihren Morphismen

Definition 7.1 Ein Schema X heißt reduziert, falls für alle x ∈ X der Halm OX,x ein

reduzierter Ring ist.

Lemma 7.2 i) Ein affines Schema X ≃ SpecA ist genau dann reduziert, wenn A

reduziert ist.

ii) Ein SchemaX ist genau dann reduziert, wenn für alle offenen Teilmengen U ⊂ X

der Ring OX(U) reduziert ist.

Beweis : Ein Ring A ist genau dann reduziert, wenn das Nilradikal

NilA =
√
0 = {f ∈ A : fn = 0 für ein n ≧ 0}

gleich Null ist.
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i) Für jede multiplikative Teilmenge S ⊂ A gilt Nil (S−1A) = S−1Nil (A) (Übungs-

aufgabe). Ist A ein reduzierter Ring, so ist somit für jedes Primideal p ∈ SpecA

auch Ap reduziert. Also ist definitionsgemäß SpecA reduziert. Umgekehrt neh-

men wir an, dass X ≃ SpecA reduziert ist, d.h. alle Halme OX,x sind reduziert.

Ist s ∈ A ≃ OX(X) ein nilpotentes Element, so ist also für alle x ∈ X der Keim

sx = 0. Daraus folgt s = 0, d.h. A ist reduziert.

ii) Dasselbe Argument wie in i) zeigt, dass in einem reduzierten SchemaX alle Ringe

OX(U) reduziert sind. Wir nehmen umgekehrt an, alle OX(U) sind reduziert. Es

sei X =
⋃
i
Ui mit Ui ≃ SpecAi eine offene affine Überdeckung von X . Dann ist

Ai ≃ OX(Ui) reduziert, also ist nach i) Ui ein reduziertes Schema. Da für alle

x ∈ Ui gilt OX,x = OUi, x, ist X ein reduziertes Schema.

�

Satz 7.3 i) Ist X ein beliebiges Schema, so gibt es ein eindeutig bestimmtes abge-

schlossenes Unterschema

i : Xred → X

von X , das denselben unterliegenden topologischen Raum hat.

Ist f : Y → X ein Morphismus von einem reduzierten Schema Y nach X , so gibt

es genau einen Morphismus

g : Y → Xred,

so dass das Diagramm

Y
f

//

g
!!D

DD
DD

DD
D X

Xred

i

<<zzzzzzzz

kommutativ ist.

ii) Für jede abgeschlossene Teilmenge Z vonX gibt es genau eine Strukturgarbe, die

Z zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema von X macht.

Beweis :

i) Wir definieren für alle U ⊂ X offen

N(U) = {s ∈ OX(U) : sx ∈ Nil (OX, x) für alle x ∈ U}.

Seite 74



N(U) ist ein Ideal in OX(U). Man prüft leicht nach, dass N eine Untergarbe von

OX ist. Die Quotientengarbe OX/N ist eine Garbe von Ringen auf X . Es sei Xred

der lokal geringte Raum (X,OX/N). Ist U ≃ SpecA ⊂ X eine offene affine Teil-

menge, so sei i : SpecA/Nil (A) → SpecA die abgeschlossene Immersion zur

Quotientenabbildung A→ A/Nil (A) (siehe Lemma 4.15). Für jedes g ∈ A ist

Kern i♯(D(g)) = Nil (A)g = N(D(g)),

wie man leicht nachprüft (Übungsaufgabe). Daraus folgt Kern i♯ = N |U . Also ist

(U,OU/(N |U )) ≃ Spec (A/Nil (A)) ein affines Schema. Somit hat Xred eine offene

Überdeckung aus reduzierten affinen Schemata, es ist also ein reduziertes Sche-

ma.

Wir definieren i : Xred → X durch die Identität auf dem topologischen Raum X

und die kanonische Garbenabbildung

i♯ : OX → OX/N.

Die universelle Eigenschaft von Xred prüft man nun auf einer offenen affinen

Überdeckung nach (Übungsaufgabe).

ii) Es sei Z ⊂ X eine abgeschlossene Teilmenge. Wir prüfen zunächst die Eindeutig-

keit einer reduzierten abgeschlossenen Unterschemastruktur (Z,OZ) auf Z nach.

Ist U ≃ SpecA ⊂ X offen affin, so ist (U ∩ Z,O|U∩Z) ein abgeschlossenes Unter-

schema von U = SpecA. Nach Proposition 7.4 ist dieses isomorph zu SpecA/a

für ein Ideal a ⊂ A, und es gilt V (a) = U ∩ Z. Da (Z,OZ) reduziert ist, ist

OZ(U ∩ Z) = A/a

ein reduzierter Ring. Also folgt a =
√
a. Somit ist a durch V (a) = U ∩ Z eindeutig

bestimmt. Also ist auch (Z,OZ) eindeutig bestimmt.

Nun zeigen wir für Z ⊂ X abgeschlossen noch die Existenz einer reduzierten

abgeschlossenen Unterschemastruktur. Es sei
⋃
i
Ui = X eine offene affine Über-

deckung. Für alle i ist Z ∩ Ui eine abgeschlosssene Teilmenge von Ui ≃ SpecAi,

also von der Form Z ∩ Ui ≃ V (ai) für ein Ideal ai ⊂ Ai. Das reduzierte

affine Schema SpecA/
√
ai hat als unterliegenden topologischen Raum gerade

V (
√
ai) = V (ai) ≃ Z ∩Ui. Also liefertOSpecA/

√
ai eine GarbeOZ∩Ui

auf Z ∩Ui, die
Z ∩ Ui zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema von Ui macht. Auf-

grund der gerade gezeigten Eindeutigkeit gilt OZ∩Ui
|Z∩Ui∩Uj

= OZ∩Uj
|Z∩Ui∩Uj

.
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Also können wir die Garbe OZ∩Ui
zu einer Garbe OZ verkleben, die Z zu einem

reduzierten abgeschlossenen Unterschema von X macht.

�

Nun müssen wir noch das folgende Resultat nachtragen:

Proposition 7.4 Es sei X = SpecA ein affines Schema und i : Z →֒ X ein abge-

schlossenes Unterschema. Dann gibt es ein Ideal a ⊂ A und einen Isomorphismus

Z ≃ SpecA/a, so dass das Diagramm

Z
∼ //

i
��

??
??

??
??

SpecA/a

ĩ
zzuuuuuuuuu

X

kommutiert. Hier ist ĩ die natürliche Abbildung aus Lemma 4.15. Insbesondere ist jedes

abgeschlossene Unterschema eines affinen Schemas selbst affin.

Beweis : Definitionsgemäß ist i ein Homöomorphismus

i : Z → i(Z),

und OX → i∗OZ ist surjektiv.

Die Idealgarbe J sei der Kern dieser Garbenabbildung. Außerdem sei a = J(X) =

Kern
(
OX(X) → OZ(Z)

)
und ĩ : SpecA/a → X = SpecA die zugehörige abgeschlosse-

ne Immersion (Lemma 4.15). Nun kann man zeigen, dass für alle g ∈ SpecA das Ideal

aAg ⊂ Ag gerade J
(
D(g)

)
ist. (Das ist technisch etwas aufwändig.)

Daraus folgt für alle x ∈ SpecA : a · OX,x = Jx. Damit erhalten wir

i(Z) = {x ∈ X : (i∗OZ)x 6= 0}
= {x ∈ X : Jx 6= OX,x}
= {x ∈ X : aOX,x 6= OX,x}
= {x ∈ X : (̃i∗OSpecA/a)x 6= 0}
= ĩ(SpecA/a)

Also ist ĩ−1 ◦ i : Z → SpecA/a ein Homöomorphismus.

Mit Hilfe der Verträglichkeit von J und a kann man nachprüfen, dass dies auch einen

Isomorphismus auf den Strukturgarben vermittelt. �

Korollar 7.5 Abgeschlossene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.
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Beweis : Sei i : X → Y eine beliebige abgeschlossene Immersion und f : Y ′ → Y ein

Morphismus. Sei SpecA ≃ U ⊂ Y eine offene affine Teilmenge und setze V = i−1(U).

Dann ist auch

i
∣∣
V
: V → U

eine abgeschlossene Immersion (Übungsaufgabe). Nach Proposition 7.4 ist also V ≃
SpecA/a für ein Ideal a ⊂ A.

Nun sei SpecB ≃ U ′ ⊂ Y ′ eine offene affine Teilmenge mit f(U ′) ⊂ U.Wir betrachten

den Basiswechsel

iY ′ : X ×Y Y
′ //

��

Y ′

f

��

X
i // Y

Nun ist i−1
Y ′ (U ′) ≃ X ×Y U

′ (6.3)

≃ i−1(U)×U U
′ (6.5)

≃ Spec(A/a⊗A B) (6.2)

≃ Spec(B/aB), (Übungsaufgabe),

wobei aB das via A→ B erzeugte Ideal von B ist.

Ferner ist iY ′

∣∣
i−1
Y ′

(U ′)
: i−1
Y ′ (U ′) → U ′ gerade der Morphismus zur Quotientenabbildung

B → B/aB (ÜA), also ist iY ′

∣∣
i−1
Y ′

(U ′)
eine abgeschlossene Immersion. Indem wir Y ′

durch solche offenen affinen Teilmengen U ′ überdecken, folgt die Behauptung. �

Definition 7.6 Ein Schema X heißt integer, wenn für alle offenen Teilmengen U ⊂ X

der Ring OX(U) nullteilerfrei ist.

Lemma 7.7 Ein affines SchemaX ≃ SpecA ist genau dann integer, wenn A ein Integri-

tätsring ist.

Beweis : IstX ≃ SpecA integer, so istA ≃ OX(X) nullteilerfrei, d.h. ein Integritätsring.

Ist umgekehrt A ein Integritätsring, so sei U 6= ∅ eine beliebige offene Teilmenge von

X = SpecA. Ferner seien s, t ∈ OX(U) gegeben mit

st = 0

in O(U). Da A ein Integritätsring ist, ist (0) ein Primideal in A. Es sei η ∈ SpecA

der zugehörige Punkt. Dann ist η ∈ U . Wir betrachten die Keime sη und tη in
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OX, η ≃ A(0) = QuotA. Es ist sηtη = 0, also sη = 0 oder tη = 0. Nach Lemma 4.4 ist

OX(U) → OX, η injektiv, woraus s = 0 oder t = 0 folgt. Daher ist OX(U) nullteilerfrei.

�

Vorsicht: Ist X ein integres Schema, dann sind alle OX,x Integritätsringe. Die Umkeh-

rung gilt aber nicht. (Übungsaufgabe)

Proposition 7.8 Ein SchemaX ist genau dann integer, wennX reduziert und irreduzi-

bel ist.

Beweis : Falls X integer ist, so sind alle OX(U) Integritätsringe, also insbesondere re-

duziert. Daher ist X reduziert.

Angenommen X = X1 ∪ X2 für abgeschlossene Teilmengen X1 und X2 von X . Dann

sind die offenen Teilmengen U1 = X \X1 und U2 = X \X2 disjunkt. Also ist nach den

Garbenaxiomen die Abbildung

OX(U1 ∪ U2) → OX(U1)×OX(U2)

f 7→ (f |U1 , f |U2)

ein Isomorphismus. Da OX(U1 ∪ U2) keine Nullteiler besitzt, folgt U1 = ∅ oder U2 = ∅,
also X1 = X oder X2 = X . Daher ist X irreduzibel.

Wir nehmen nun an, X ist irreduzibel und reduziert. Es sei U ⊂ X of-

fen und f, g ∈ OX(U) mit fg = 0. Wir betrachten Yf = {x ∈ U : fx ∈ mx} und

Yg = {x ∈ U : gx ∈ mx}. Diese Teilmengen sind abgeschlossen in U (Übungsaufgabe).

Da für alle x ∈ U gilt fxgx = 0 ∈ mx, folgt U = Yf ∪ Yg. Da X irreduzibel ist, ist nach

Lemma 1.9 auch U irreduzibel. Also ist U = Yf oder U = Yg. Wir können ohne Ein-

schränkung U = Yf annehmen. Es sei V ⊂ U eine beliebige offene affine Teilmenge.

Aus D(f |V ) = V ∩ (U \ Yf ) = ∅ folgt, dass f |V nilpotent ist. Nun ist OX(V ) reduziert,

also ist f |V = 0. Also ist die Einschränkung von f auf alle offenen affinen Teilmengen

von U trivial. Daraus folgt f = 0. �

Lemma 7.9 Sei X ein irreduzibles Schema. Dann gibt es einen Punkt η ∈ X , der in

jeder nicht-leeren offenen Teilmenge U ⊂ X enthalten ist. Es gilt X = {η}, wobei {η}
der Abschluss der Einpunktmenge {η} ist. Der Punkt η heißt generischer Punkt von

X .
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Beweis : Sei ∅ 6= U = SpecA ⊂ X eine offene affine Teilmenge. Dann ist U nach Lemma

1.9 irreduzibel. Nach Proposition 1.10 gilt also SpecA = V (p) = {p} für ein Primideal

p von A. Sei η der zugehörige Punkt in X . Es ist X = {η} ∪ (X/U), also folgt {η} = X

aus der Irreduzibilität vonX . Aus {η} = {ξ} = X folgt η = ξ (Übungsaufgabe), also ist

η unabhänging von der Wahl von U . Da jede nicht-leere offene Teilmenge von X eine

offene affine Teilmenge von X enthält, folgt die Behauptung. �

Definition 7.10 i) Ein Schema X heißt noethersch, falls X eine endliche offene af-

fine Überdeckung X =
n⋃
i=1

Ui besitzt, so dass OX(Ui) für alle i ∈ {1, ..., n} ein

noetherscher Ring ist.

ii) Ein Schema X heißt lokal noethersch, wenn jeder Punkt eine offene affine Um-

gebung U besitzt, so dass OX(U) noethersch ist.

Beispiel:

i) Ist A ein noetherscher Ring, so ist SpecA ein noethersches Schema.

ii) Für jeden noetherschen RingA ist der projektive Raum PnA ein noethersches Sche-

ma.

Wir haben hier die Eigenschaft noethersch jeweils nur für eine spezielle offene affine

Überdeckung gefordert. Mit dieser Definition ist nicht a priori klar, dass für ein noether-

sches affines Schema SpecA der Ring A noethersch sein muss. Dies folgt aber aus dem

nächsten Lemma.

Lemma 7.11 Ein SchemaX ist genau dann lokal noethersch, wenn für jede offene affine

Teilmenge U ⊂ X der Ring OX(U) noethersch ist.

Beweis : Sei U ≃ SpecA eine offene affine Teilmenge von X . Da X eine Überdeckung

durch Spektren noetherscher Ringe besitzt und Lokalisierungen noetherscher Ringe

noethersch sind, besitzt X eine Basis der Topologie bestehend aus Spektren noether-

scher Ringe. Somit ist U =
⋃
i
Ui mit Ui ≃ SpecBi für geeignete noethersche Ringe Bi.

Wir wählen fi ∈ A ≃ OX(U) mit D(fi) ⊂ Ui. Wir betrachten die Restriktionsabbildun-

gen

OX(U) //

≀

OX(Ui) //

≀

OX(D(fi))

≀

A // Bi // Afi
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Es sei gi = fi|Bi
. Da das Bild von gi unter resUiD(fi) : Bi → Afi eine Einheit ist, können

wir diesen Homomorphismus nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung zu

einem Homomorphismus (Bi)gi → Afi fortsetzen. Dieser ist surjektiv, wie man sich

anhand des obigen Diagramms leicht überlegt. Also ist auchAfi ein noetherscher Ring.

Wir können daher annehmen, dass die Überdeckung (Ui)i von der Form Ui = D(fi)

ist. Da U ≃ SpecA quasi-kompakt ist, können wir nach Übergang zu einer endlichen

Teilüberdeckung sogar U =
n⋃
i=1

D(fi) mit noetherschen Ringen Afi annehmen.

Es sei a ⊂ A ≃ OX(U) ein Ideal. Dann ist für alle i das zugehörige Ideal aAfi in der

Lokalisierung Afi endlich erzeugt. Gilt

aAfi =

(
ai1
fn1
i

, ...,
air
fnr

i

)

für ai1 , ..., air ∈ a und r = r(i), so betrachten wir das Ideal b ⊂ a, das von allen

aij (i = 1, ..., n, j = 1, ..., r(i)) erzeugt wird. Da nur endlich viele Indizes im Spiel

sind, ist b endlich erzeugt. Ferner gilt

bAfi = aAfi für i = 1, ..., n.

Sei g ein beliebiges Element von a. Es gibt ein m ≧ 0 mit fmi g ∈ b für alle i. Aus

U =
n⋃
i=1

D(fi) folgt (f1, ..., fn) = A. Daher ist 1 = c1f1 + ... + cnfn für geeignete

c1, ..., cn ∈ A.

Für N ≧ nm kommt in jedem Summanden der ausmultiplizierten Summe

(c1f1 + ...+ cnfn)
N ein fmi vor. Also ist g = 1 g = (c1f1 + ...+ cnfn)

Ng ∈ b, woraus

a = b folgt. Also ist a endlich erzeugt, und A ist noethersch. �

Definition 7.12 Es sei A ein Ring und B eine A-Algebra, d.h. wir haben einen Ringho-

momorphismus A → B gegeben. Dann heißt B von endlichem Typ über A, falls B

als A-Algebra endlich erzeugt ist, d.h. falls es einen surjektiven Homomorphismus von

A-Algebren

ψ : A[x1, ..., xn] → B

gibt. Ist zusätzlich der Kern von ψ ein endlich erzeugtes Ideal in A[x1, ..., xn], so heißt

B von endlicher Präsentation über A.

Ist A noethersch, so ist nach dem Hilbertschen Basissatz auch A[x1, ..., xn] noethersch.

In diesem Fall sind die beiden Begriffe von endlichem Typ und von endlicher Präsen-

tation also äquivalent.
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Lemma 7.13 i) Sind A → B → C Ringhomomorphismen und ist B als A-Algebra

von endlichem Typ sowie C als B-Algebra von endlichem Typ, so ist auch C als

A-Algebra von endlichem Typ.

ii) Eine analoge Aussage wie in i) gilt für „von endlicher Präsentation“.

iii) Ist A ein Ring und g ∈ A, so ist die Lokalisierung Ag eine A-Algebra von endli-

chem Typ.

iv) Ist A → B ein surjektiver Ringhomomorphismus, so ist B eine A-Algebra von

endlichem Typ.

Beweis : In den Übungen. �

Definition 7.14 i) Ein Morphismus f : X → Y von Schemata heißt lokal von end-

lichem Typ, falls es eine Überdeckung von Y durch offene affine Teilmengen

Ui ≃ SpecAi gibt, so dass für alle i das Urbild f−1(Ui) ⊂ X eine offene affine

Überdeckung f−1(Ui) =
⋃
j
SpecBij besitzt, für die für alle i und j der zugehörige

Ringhomomorphismus Ai → Bij den Ring Bij zu einer Ai-Algebra von endli-

chem Typ macht.

ii) f : X → Y heißt von endlichem Typ, falls Y eine offene affine Überdeckung

durch Ui ≃ SpecAi hat, so dass für alle i das Urbild f−1(Ui) ⊂ X eine endliche

offene affine Überdeckung f−1(Ui) =
r⋃
j=1

SpecBij besitzt, für die für alle i und

j der Ringhomomorphismus Ai → Bij den Ring Bij zu einer Ai-Algebra von

endlichem Typ macht.

Definition 7.15 i) ein Morphismus f : X → Y heißt lokal von endlicher Präsenta-

tion, wenn die Bedingung aus Definition 7.14 i) mit „von endlicher Präsentation“

statt „von endlichem Typ“ erfüllt ist.

Proposition 7.16 Ein Morphismus f : SpecB → SpecA ist genau dann von endlichem

Typ, wenn der zugehörige Ringhomomorphismus A → B aus B eine A-Algebra von

endlichem Typ macht.

Ein analoges Resultat gilt für „von endlicher Präsentation“ statt für von endlichem Typ.
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Beweis : Ist A→ B von endlichem Typ, so ist definitionsgemäß auch

f : SpecB → SpecA von endlichem Typ.

Wir nehmen umgekehrt an, der Schemamorphismus f : SpecB → SpecA ist von endli-

chem Typ. Nach Voraussetzung existiert eine offene affine Überdeckung SpecA =
⋃
i
Ui

mit Ui ≃ SpecAi, so dass f−1(Ui) =
⋃
j
Vij mit Vij ≃ SpecBij für Ai-Algebren Bij von

endlichem Typ gilt. Jedes Ui ist affin, also quasi-kompakt. Daher lässt es sich durch

endlich viele offene Standardmengen D(hik) für hik ∈ A überdecken. Die Inklusion

α : Ui →֒ U entspricht einem Ringhomomorphismus ϕ = resU Ui
: A → Ai. Es gilt

D(hik) = α−1(D(hik)) = D(ϕ(hik)), woraus Ahik ≃ (Ai)ϕ(hik )
folgt.

Ferner gilt f−1(D(hik)) ∩ Vij = f−1D(ϕ(hik)) ∩ Vij = (f |Vij )−1(D(ϕ(hik))) =

D(ψ ◦ ϕ(hik)) ≃ Spec (Bij)ψ◦ϕ(hik ). Nun ist (Bij)ψ◦ϕ(hik ) von endlichem Typ über

(Ai)ϕ(hik )
≃ Ahik , also nach Lemma 7.13 auch von endlichem Typ über A.

Es gilt SpecBg ≃ D(g) = i−1(D(g)) = D(ϕ(g)) ≃ Spec (Bj)ϕ(g), also Bg ≃ (Bj)ϕ(g).

Daher ist Bg nach Lemma 2.13 eine Bj-Algebra von endlichem Typ, also auch eine

A-Algebra von endlichem Typ. Wir können somit nach Verfeinern der Überdeckung

annehmen, dass alle Vj offene Standardmengen der Form Vj = D(gj) für gj ∈ B sind.

Da SpecB quasi-kompakt ist, reichen endlich viele Vj aus, um SpecB zu überdecken.

Für alle j aus der endlichen Indexmenge J wählen wir Erzeuger

b
(j)
1 /g

n1(j)
j , ..., b

(j)
r /g

nr(j)
j der A-Algebra Bgj aus (mit r = r(j)).

Für b ∈ B und ein j betrachten wir nun b/1 ∈ Bgj . Nach Voraussetzung lässt sich dieses

Element als Polynom in b(j)1 /g
n1(j)
j , ..., b

(j)
r /g

nr(j)
j mit Koeffizienten in A schreiben. Da-

her gibt es nach Multiplikation mit einem geeignetem gnj ein Polynom in b(j)1 , ..., b
(j)
r , gj

mit Koeffizienten in A, das gleich gnj b ist. Da nur endlich viele j auftauchen, können

wir n unabhängig von j wählen. Nun ist D(gj) = D(gnj ). Aus SpecB =
⋃
j∈J

D(gnj ) folgt
∑
j∈J

(gnj ) = B. Also existieren Elemente hj ∈ B mit
∑
j∈J

hjg
n
j = 1.

Somit ist b =
∑
j∈J

hjg
n
j b ein Polynom in allen b(j)i , gj und hj mit Koeffizienten in A. Da

dies insgesamt endlich viele Elemente sind, ist B als A-Algebra endlich erzeugt. �

Korollar 7.17 Ein Morphismus f : X → Y von Schemata ist genau dann lokal von

endlichem Typ, wenn für jede offene affine Teilmenge U ≃ SpecA ⊂ Y und jede offene

affine Teilmenge V ≃ SpecB ⊂ f−1(U) der Ringhomomorphismus A → B zu f |V :

V → U den Ring B zu einer A−Algebra von endlichem Typ macht.

Beweis : Das folgt aus Proposition 7.16. �
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Lemma 7.18 i) Offene Immersionen sind lokal von endlichem Typ.

ii) Abgeschlossene Immersionen sind von endlichem Typ.

iii) Sind f : X → Y und g : Y → Z Morphismen lokal von endlichem Typ bzw. von

endlichem Typ, so ist auch die Komposition g ◦ f : X → Z lokal von endlichem

Typ bzw. von endlichem Typ.

Beweis : In den Übungen. �

Definition 7.19 Es sei k ein Körper. Ein k-Schema X heißt algebraisch, falls der Struk-

turmorphismus X → Spec k von endlichem Typ ist.

Beispiel:

i) Für jedes Ideal a ⊂ k[x1, ..., xn] ist X = Spec k[x1, ..., xn]/a ein (affines) algebrai-

sches k-Schema.

ii) Für jedes homogene Ideal b ⊂ k[x0, ..., xn] ist Proj (k[x0, ..., xn]/b) als abgeschlos-

senes Unterschema des Pnk ein algebraisches k-Schema.

Proposition 7.20 Es seiX ein algebraisches k-Schema. Ein Punkt x ∈ X ist genau dann

abgeschlossen (d.h. {x} ist abgeschlossen), wenn der Restklassenkörper κ(x) eine end-

liche Körpererweiterung von k ist.

Beweis : Nach Voraussetzung hat X eine endliche offene affine Überdeckung X =
n⋃
j=1

Vj mit Vj ≃ SpecBj , so dass dieBj als k-Algebren von endlichem Typ sind. Falls alle

Vj die Behauptung erfüllen, so auch X . Wir können also annehmen, dass X ≃ SpecB

affin ist. Ein Punkt x ∈ X ist genau dann abgeschlossen, wenn das zugehörige Ideal in

B maximal ist. Ist x abgeschlossen mit zugehörigem maximalen Ideal mx ⊂ B, so gilt

κ(x) ≃ Bmx/mxBmx = B/mx.

Nach Lemma 7.13 ist mit B auch der Quotient κ(x) ≃ B/mx eine k-Algebra von end-

lichem Typ. Also ist κ(x)/k eine endliche Körpererweiterung, vergleiche [AGG], Satz

3.12.

Seite 83



Ist umgekehrt κ(x)/k eine endliche Körpererweiterung, so sei px ⊂ B das Primideal zu

x. Da

k ⊂ B/px ⊂ Quot (B/px) = Bpx/pxBpx ≃ κ(x)

gilt, ist dann κ(x) erst recht als B/px-Modul endlich erzeugt. Nach Lemma [AGG], 3.9

ist B/px also ein Körper, d.h. px ist ein maximales Ideal. �

Lemma 7.21 Die Eigenschaften von endlichem Typ, lokal von endlichem Typ, von end-

licher Präsentation und lokal von endlicher Präsentation sind stabil unter Basiswechsel.

Beweis : Nach Wahl geeigneter offener affiner Überdeckungen führt man die Behaup-

tung auf folgendes Problem zurück: Ist B eine A−Algebra mit einer der vier Eigen-

schaften aus der Behauptung und ist C eine beliebige A−Algebra, so hat auch B ⊗A C

als C−Algebra die entsprechende Eigenschaft. Dies folgt aus der Tatsache, dass ein

surjektiver A−Algebren-Homomorphismus

(∗) A[x1, . . . , xn] → B

nach Tensorieren mit C einen surjektiven C−Algebren-Homomorphismus

C[x1, . . . , xn] ≃ A[x1, . . . , xn]⊗A C → B ⊗A C

ergibt, dessen Kern als Ideal in C[x1 . . . xn] von denselben Erzeugern erzeugt wird wie

der Kern von (∗). �

8 Separierte und eigentliche Morphismen

Wir betrachten zunächst einen topologischen Raum T . Der Raum T ist genau dann

Hausdorffsch, wenn das Bild der Diagonalabbildung

△ : T → T × T

x 7→ (x, x)

eine abgeschlossene Teilmenge von T × T ist. Eine ähnliche Bedingung kann man für

Schemata formulieren.

Definition 8.1 Es sei f : X → Y ein Morphismus von Schemata.
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i) DieDiagonalabbildung zu f ist definiert als der eindeutige Morphismus

△f : X → X ×Y X,

der folgendes Diagramm kommutativ macht:

X

X

id
>>~~~~~~~~ △f

//

id
  

@@
@@

@@
@@

X ×Y X

ddIIIIIIIII

zzuuuuuuuuu

X

Die Existenz von △f folgt natürlich aus der universellen Eigenschaft des Faser-

produktes.

ii) Der Morphismus f heißt separiert, falls△f eine abgeschlossene Immersion ist. In

diesem Fall sagen wir auch einfach, X ist separiert über Y .

iii) Ein Schema X heißt separiert, falls der eindeutig bestimmte Morphismus

X → SpecZ separiert ist.

Nun sind Schemata nur in trivialen Fällen Hausdorffsch als topologische Räume. Trotz-

dem ist separiert eine sinnvolle Eigenschaft. Ein separiertes Schema muss nämlich

nicht Hausdorffsch als topologischer Raum sein. Das liegt daran, dass der topologische

Raum des Schemas X ×SpecZ X im allgemeinen nicht das Produkt des topologischen

Raumes zu X mit sich selbst ist (siehe Übungen).

Proposition 8.2 Ist f : SpecB → SpecA ein Morphismus zwischen affinen Schemata,

so ist f separiert. Insbesondere ist jedes affine Schema separiert.

Beweis : f entspricht einem Ringhomomorphismus ϕ : A→ B. Die Diagonalabbildung

△f : SpecB → SpecB ×SpecA SpecB ≃ SpecB ⊗A B wird von dem Ringhomomor-

phismus

ψ : B ⊗A B → B,
∑

i

ai(bi ⊗ ci) 7→
∑

i

ϕ(ai)bici

induziert. Dieser Ringhomomorphismus ψ definiert nämlich einen Schemamorphis-

mus SpecB → Spec (B ⊗A B), der das definierende Diagramm zu △f kommutativ

macht. Da ψ surjektiv ist, ist△f eine abgeschlossene Immersion. �
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Beispiel: Es sei k ein Körper und X1 = A1
k sowie X2 = A1

k. Wir betrachten die offenen

Teilmengen U1 = A1
k \ {0} ⊂ X1 und U2 = A1

k \ {0} ⊂ X2. Sei ϕ = id : U1 → U2.

Entlang dieser Abbildung verkleben wir X1 und X2 zu einem Schema X . Wir erhalten

eine affine Gerade A1
k mit doppeltem Nullpunkt:

Das Faserprodukt X ×Spec k X ist dann die affine Ebene A2
k mit verdoppelten Koordi-

natenachsen und vierfachem Nullpunkt. Das Bild der Diagonalabbildung enthält aber

nur zwei dieser Nullpunkte. Es ist also nicht abgeschlossen (Übungsaufgabe).

Lemma 8.3 i) Offene und abgeschlossene Immersionen sind separiert.

ii) Separiertheit ist stabil unter Komposition.

iii) Separiertheit ist stabil unter Basiswechsel.

Beweis :

i) Ist i : U →֒ X eine offene Immersion, so ist U ×X U ≃ U ×U U
∼→
p1
U nach Lemma

6.5 und Proposition 6.7. Die Diagonalabbildung △i : U → U ×X U ist also ein

Isomorphismus. Ist i : Y →֒ X eine abgeschlossene Immersion, so sei SpecA ≃
U ⊂ X eine offene affine Teilmenge. Dann ist

i|i−1(U) : i
−1(U) → U ≃ SpecA

eine abgeschlossene Immersion. Nach Proposition 7.4 ist i−1(U) ≃ SpecA/a

für ein Ideal a ⊂ A. Nun ist i−1(U)×Y X ≃ i−1(U)×U i−1(U) eine of-

fene Teilmenge von X ×Y X . Ferner ist △i|i−1(U) gerade die Diagonal-

abbildung SpecA/a ≃ i−1(U) → i−1(U)×U i
−1(U) ≃ Spec (A/a ⊗A A/a), und

p1 : Spec (A/a ⊗A A/a) → SpecA/a ist ein Isomorphismus, denn

A/a → A/a⊗A A/a

a+ a 7→ (a+ a)⊗ 1

ist ein Isomorphismus. Also ist △i auf i−1(U) ≃ SpecA/a ein Isomorphismus.

Daher ist△i ein Isomorphismus und insbesondere eine abgeschlossene Immersi-

on.
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ii) Es seien f : X → Y und g : Y → Z separiert, das heißt △f : X → X ×Y X und

△g : Y → Y ×Z Y sind abgeschlossene Immersionen.

Die Diagonalabbildung △g◦f : X → X ×Z X ist die Kompositi-

on von △f : X → X ×Y X ≃ X ×Y Y ×Y X mit dem Morphismus

idX × △g × idX : X ×Y Y ×Y X → X ×Y (Y ×Z Y ) ×Y X ≃ X ×Z X ,

denn diese Komposition macht das verlangte Diagramm kommutativ. (Wir

benutzen hier Proposition 6.7.)

Nun sind abgeschlossene Immersionen nach Korollar 7.5 stabil unter Basiswech-

sel, also ist nach Proposition 6.13 auch idX × △g × idX eine abgeschlossene

Immersion. Da abgeschlossene Immersionen stabil unter Komposition sind

(Übungsaufgabe), folgt die Behauptung.

iii) Es sei f : X → Y separiert und g : Y ′ → Y ein beliebiger Morphismus. Es sei

X ′ = X ×Y Y
′. Wir wollen zeigen, dass die Projektion f ′ : X ′ = X ×Y Y

′ → Y ′

separiert ist. Der Morphismus

△f × idY ′ : X ′ = X ×Y Y
′ → X ×Y X ×Y Y

′

≃ (X ×Y Y
′)×Y ′ (X ×Y Y

′)

≃ X ′ ×Y ′ X ′

macht das Diagramm

X ′

X ′ //

id
  

BB
BB

BB
BB

id
>>||||||||

X ′ ×Y ′ X ′

yytttttttttt

eeJJJJJJJJJJ

X ′

kommutativ, er stimmt also mit△f ′ überein. Da abgeschlossene Immersionen sta-

bil unter Basiswechsel sind, ist nach Korollar 7.5 mit △f auch △f × idY ′ eine ab-

geschlossene Immersion. Also ist △f ′ eine abgeschlossene Immersion, d.h. f ′ ist

separiert.

�

Definition 8.4 i) Ein Morphismus f : X → Y von Schemata heißt abgeschlossen,

wenn das Bild jeder abgeschlossenen Teilmenge von X abgeschlossen in Y ist.

ii) f : X → Y heißt universell abgeschlossen, falls für jedes Y -Schema Y ′ der Ba-

siswechsel fY ′ : X ×Y Y
′ → Y ′ abgeschlossen ist.
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Analog definiert man die Eigenschaften offen und universell offen fürMorphismen von

Schemata.

Definition 8.5 Ein Morphismus f : X → Y von Schemata heißt eigentlich, falls f von

endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist.

Proposition 8.6 i) Abgeschlossene Immersionen sind eigentlich.

ii) Eigentliche Morphismen sind stabil unter Komposition und Basiswechsel.

Beweis :

i) Nach Lemma 7.18 und Lemma 8.3 sind abgeschlossene Immersionen von endli-

chem Typ und separiert. Da abgeschlossene Immersionen abgeschlossen sind und

der Basiswechsel einer abgeschlossenen Immersion nach Korollar 7.5 wieder eine

abgeschlossene Immersion ist, sind abgeschlossene Immersionen auch universell

abgeschlossen.

ii) Die Eigenschaften von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen

sind stabil unter Komposition (Lemma 7.18, Lemma 8.3 und Übungsaufgabe).

Nach Lemma 7.21 und Lemma 8.3 sind die Eigenschaften von endlichem Typ

und separiert stabil unter Basiswechsel. Die Eigenschaft universell abgeschlossen

ist definitiongemäß stabil unter Basiswechsel.

�

Beispiel: Sei k ein Körper. Das Schema A1
k ist nicht eigentlich über Spec k. A1

k ist zwar

von endlichem Typ über k und als affines Schema auch separiert über k, aber nicht

universell abgeschlossen. Um das einzusehen, betrachten wir den Basiswechsel

p2 : A2
k ≃ A1

k ×Spec k A1
k → A1

k

von

A1
k → Spec k.

Der zugehörige Ringhomomorphismus ist die Einbettung

ϕ : k[y] → k[x, y].

Wir betrachten die Zariski-abgeschlossene Teilmenge V ((xy − 1)) in A2
k. Dann

ist für jedes b 6= 0 in k das Ideal (x − b−1, y − b) ∈ V ((xy − 1)), und es gilt

(y − b) = ϕ−1((x − b−1, y − b)). Also ist das Primideal (y − b) ⊂ k[y] im Bild
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p2(V ((xy − 1))). Andererseits gibt es kein Primideal p ⊂ k[x, y] mit (xy − 1) ⊂ p und

y ∈ ϕ−1(p), denn ein solches Primideal würde y und xy − 1, also 1 enthalten. Daher

ist das Primideal (y) nicht in p2(V ((xy − 1))). Nun sind die Zariski-abgeschlossenen

Teilmengen von A1
k gerade die endlichen Mengen abgeschlossener Punkte sowie ∅ und

A1
k. Daher kann für einen unendlichen Körper k die Menge p2(V ((xy − 1))) nicht ab-

geschlossen sein. Also ist A1
k → Spec k für unendliche Körper nicht abgeschlossen. Ist

k ein endlicher Körper, so istA1
k → Spec k(x) zumindest nicht universell abgeschlossen.

Ein fundamentales Beispiel für einen eigentlichen Morphismus ist ein projektiver Mor-

phismus.

Proposition 8.7 Projektive Morphismen sind eigentlich.

Beweis : Sei f : X → S ein projektiver Morphismus. Dann gibt es eine abgeschlossene

Immersion i : X →֒ PnS , so dass das folgende Diagramm kommutiert:

X
� � i //

f
��

@@
@@

@@
@@

PnS

~~}}
}}

}}
}

S.

Nach Proposition 8.6 ist i eigentlich, und eigentliche Morphismen sind stabil unter

Komposition. Also genügt es zu zeigen, dass die Projektion PnS → S eigentlich ist. Nach

Proposition 8.6 sind eigentliche Morphismen stabil unter Basiswechsel, also müssen

wir nur zeigen, dass PnZ → SpecZ eigentlich ist. Nun ist PnZ von endlichem Typ und

separiert über SpecZ (Übungsaufgabe). Also genügt es zu zeigen, dass PnZ → SpecZ

universell abgeschlossen ist. Daher müssen wir also für jedes Schema S nachweisen,

dass π : PnS → S abgeschlossene Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen abbil-

det. Ist S =
⋃
i
Si eine offene affine Überdeckung von S, so ist PnS =

⋃
i
PnSi

eine offene

Überdeckung. Wir können Abgeschlossenheit einer Menge durch Schneiden mit allen

Mitgliedern einer offenen Überdeckung testen. Also können wir ohne Einschränkung

annehmen, dass S = SpecA affin ist. Dann ist PnS = PnA, jede abgeschlossene Teilmenge

ist also von der Form V (a) für ein homogenes Ideal a ⊂ A[x0, ..., xn]. Wir müssen zei-

gen, dass die Abbildung π : PnA → SpecA = S die Menge V (a) auf eine abgeschlossene

Teilmenge von S abbildet. Dazu genügt es zu zeigen, dass S \ π(V (a)) offen ist. Für ein

s ∈ S betrachten wir die Faser von π in s, also PnA×SSpecκ(s) ≃ Pnκ(s) (Übungsaufgabe).
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Nun ist

p−1(V (a) ∩ π−1(s)) = p−1(V (a))

= V (as),

wobei as ⊂ κ(s)[x0, ..., xn] das von a ⊂ A[x0, ..., xn] induzierte Ideal ist.

Nun ist s genau dann in S \ π(V (a)) enthalten, wenn V (a) ∩ π−1(s) leer ist. Das ist

äquivalent zu V (as) = ∅ = V ((x0, ..., xn)) also nach Satz 1.7 zu (x0, ..., xn) ⊂ √
as.

Nun ist (x0, ..., xn) ⊂ √
as genau dann, wenn es ein d ≧ 0 gilt mit xd0, ..., x

d
n ∈ as,

und dies ist äquivalent zu der Tatsache, dass für einen geeigneten Grad m ≧ 0 jedes

homomogene Polynom vom Gradm in κ(s)[x0, ..., xn] in as enthalten ist.

Wir schreiben kurz B = A [x0, ..., xn]. Mit Bm, am, κ(s)[x0, ..., xn]m, (as)m bezeichnen

wir jeweils den homogenen Anteil vom Grad m bezüglich der Graduierung. Offenbar

ist (B/a)m = Bm/am. Es ist (as)m das Bild von am unter der natürlichen Abbildung

B = A[x0, ..., xn] → κ(s)[x0, ..., xn].

Nun ist (as)m = am ⊗A κ(s) (Übungsaufgabe). Wir haben oben gezeigt, dass s genau

dann in S \ π(V (a)) enthalten ist, wenn

κ(s)[x0, ..., xn]m = (as)m

gilt, also genau dann, wenn

Bm ⊗A κ(s) = am ⊗A κ(s)

gilt. Nach dem Lemma von Nakayama, angewandt auf (B/a)m ⊗A OS, s, ist also

(B/am) ⊗A OS, s = 0. Dies ist die Lokalisierung von (B/a)m nach allen Elementen aus

A, die nicht im zu s gehörigen Primideal liegen. Da (B/a)m als A-Modul endlich er-

zeugt ist, finden wir ein f in der Nennermenge mit f(B/a)m = 0. Dann ist s ∈ D(f).

Jedes Primideal p ∈ D(f) ⊂ SpecA = S erfüllt (B/a)m ⊗A Ap = 0, also gilt auch

(B/a)m⊗A κ(p) = 0. Nach den obigen Überlegungen folgt daraus p ∈ S \π(V (a)). Also

ist S \ π(V (a)) in der Tat offen. �
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