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Aufgabe 1:

Gegeben die Poisson-Differentialgleichung −∆u = f in [0, 1], sei {φ1, . . . , φN} eine Basis des Finite-Elemente-
Raumes mit span {φ1, . . . , φN} ⊂ H1

0 ([0, 1]). Bestimmen sie für die Basisfunktionen φi(x) = sin(2πix), i = 1, . . . , N
die zugehörige Steifigkeitsmatrix.

Aufgabe 2:
Wir betrachten die Laplace-Gleichung

−∆u = 0 in Ω

u = 0 auf ∂Ω

wobei Ω ⊂ R2 ein einfach zusammenhängendes Gebiet sei.

(a) Zeigen sie, dass jede Lösung u ∈ C2(Ω) der Laplace-Gleichung auch die schwache Form

a(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v dx = 0 für alle v ∈ C1
0(Ω)

erfüllt.

(b) Umgekehrt kann man auch folgern, dass jede Lösung u ∈ C2
0(Ω) der schwachen Form auch eine Lösung der

Laplace-Gleichung ist. Zeigen sie dies für den Fall Ω ⊂ R.

(c) Wir betrachten nun das Funktional (Dirichlet-Integral)

I(u) :=

∫
Ω

|∇u|2 dx

und die dazugehörige Variationsaufgabe

min
u∈C1

0(Ω)
I(u).

Zeigen sie, dass jede Lösung der schwachen Form auch eine Lösung der Variationsaufgabe ist und umgekehrt,
dass jede Lösung u ∈ C1

0(Ω) der Variationsaufgabe auch eine Lösung der schwachen Form ist.


