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Aufgabe 10: [Antithetische Variate]

(a) Betrachten Sie einen d-dimensionalen Zufallsvektor X, der symmetrisch verteilt bezüglich µ ∈ Rd
ist, und eine Funktion f : Rd → R, so dass f(X) quadratisch integrierbar ist. Zeigen Sie

σ2(Ỹ ) <
1

2
σ2(Y ) ⇐⇒ Cov(f(X), f(2µ−X)) < 0

für die Zufallsvariablen Y = f(X) und Ỹ = fg(X).

(b) Zeigen Sie ferner, dass im Falle d = 1 die strenge Monotonie von f hinreichend für σ2(Ỹ ) < 1
2σ

2(Y )
ist.

Punkte: 10

Aufgabe 11: [Antithetische Variate]

Betrachten Sie für α ∈ ]1/2, 1[ die quadratisch integrierbare Funktion

f(x) =

{
xα−1 · exp(−x), für x ∈ ]0, 1]

0, für x = 0,

die Singularität in x = 0 besitzt, und für deren Integral keine explizite Formel bekannt ist.

(a) Zeigen Sie, dass für auf [0, 1] gleichverteiltes X, gilt

σ2(f(X)) ≤ 1

2α− 1

und

σ2(fg(X)) ≥ exp(−2)

2 · (2α− 1)
− 1

α2
.

(b) Ist für Werte von α nahe bei 1/2 antithetisches Sampling sinnvoll?

Punkte: 8



Aufgabe 12: [Stratified Sampling]

Bei der praktischen Durchführung der Methode Mprop
n des Stratfied Sampling mit proportionalen

Wiederholungsanzahlen betrachten wir das Verfahren

Mprop
n =

m∑
j=1

(
pj ·

1

n

nj∑
i=1

f(X
(j)
i )

)

mit nj = [pj · n] für j = 1, . . . ,m.

(a) Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen

√
n√∑m

j=1 pj · σ2j
· (Mprop

n − a)

asymptotisch standard-normalverteilt sind.
Hinweis: Benutzen Sie die Tatsache, dass aus der Verteilungskonvergenz von (Xn)n∈N gegen X
und (Yn)n∈N gegen Y die Verteilungskonvergenz von (Xn + Yn)n∈N gegen X + Y folgt, falls X
und Y sowie für jedes n ∈ N auch Xn und Yn unabhängig sind.

(b) Konstruieren Sie asymptotische Konvergenzintervalle der Form

[Mprop
n − Ln,Mprop

n + Ln]

zum Niveau 1− δ für a.

Punkte: 10

Gesamtpunktzahl: 28 Punkte


