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Kapitel 1

Reelle Zahlen

Eigentlich sollte man an dieser Stelle die reellen Zahlen konstruktiv einfithren
(natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale Zahlen und schliefilich die reellen
Zahlen). Dies ist langwierig, mithsam und bringt, insbesondere in der jetzigen
Situation, wenig Gewinn. Stattdessen soll hier der Umgang mit den reellen Zah-
len — insbesondere deren algebraische Eigenschaften — als bekannt vorausgesetzt
werden.

Die im Folgenden dargestellten Axiome sollen einerseits zur Vereinbarung ein-
heitlicher Sprechweisen dienen, aber auch deutlich machen, von welchen (sehr
wenigen) Grundeigenschaften wir ausgehen, auf denen aufbauend alle weiteren
Eigenschaften bewiesen werden (kénnen; was wir natiirlich nicht konsequent tun
werden).

Zur Vorstellung dient uns die Zahlengerade (aber eben auch nur zur Vorstel-
lung und gelegentlich zur Heuristik, beweistechnisch wird dies aber nie benutzt
werden):

1 1
4 2

R N : ;

Zahlen werden mit a,b,c,...,u,v,w,x,y, z;, 3, ... bezeichnet.

Axiome der Addition
(R, +) ist eine abelsche Gruppe:

1. kommutativ
r+y=y+z Vz,yeR
2. assoziativ
x+y)+z=z+y+z2) Vaz,yzeR
3. Es gibt ein neutrales Element 0 beziiglich der Addition:

z+0=0 VzeR
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4. Zu jedem x € R gibt es ein zugehoriges negatives Element —x mit:
z+(—z)=0

Fiir z + (—y) schreiben wir kurz = — y.

Beobachtung. x — y ist die einzige reelle Zahl (oder allgemeiner: das einzige
Element der Gruppe), fiir die gilt y + z = « (d.h. diese Gleichung hat fiir alle
x,y genau eine Losung, ndmlich = — y).

Beweis.

1. = — y l6st die Gleichung:
y+@-—y=y+t@@+(-y))=y+(-y+r=0+z=2
2. Ist y + z = x, so gilt:

z=(y+z)—y=x-y

Axiome der Multiplikation

Statt x - y kénnen wir auch einfach xy schreiben.

1. kommutativ
Ty = yx
2. assoziativ
(zy)z = z(yz)
3. Es gibt ein neutrales Element 1 beziiglich der Multiplikation:
r-1l=2 VzelR
4. Zu jedem x # 0 gibt es ein zugehoriges inverses Element 1 bzw. % mit:
z-x =1

Statt x - y~! schreiben wir auch %, x :y oder x/y.

Beobachtung. Véllig analog wie oben zeigt man, dass z-y~! die einzige Lésung
der Gleichung y - z = x ist.



Distributivgesetz
z(y+z2)=zz+yz Va,yzeR
Damit ergibt sich z.B.:
0-x2=0 VzelkR

Beweis. Aus0-z+x=(0+1) -2 =1 -2 =z folgt, dass 0 - = die Lésung von
y+x=uxist,alsoy =x — x. O

Damit sind die algebraischen Eigenschaften der reellen Zahlen beschrieben (aber
es gibt viele andere Zahlenbereiche, die diese Figenschaften erfiillen, die reellen
Zahlen werden also dadurch nicht beschrieben). Weitere Eigenschaften sind:

(-1) -2 =~z und (~2) - (~y) = ay

Die natiirlichen Zahlen N

Eine Teilmenge der reellen Zahlen sind die natiirlichen Zahlen:
N={1,2,3,...} wobei2:=1+1,3:=2+1,...

Die natiirlichen Zahlen sind also (als Teilmenge von R) dadurch charakterisiert,
dass gilt:

Induktionsaxiom. Ist M eine Teilmenge von N (M C N) mit:
(a) 1 ist Element von M (1 € M) und
(b) ist ne M,soistauchn+1eM (neM =n+1e M),
so gilt M = N.

Offensichtlich spiegelt diese Eigenschaft genau den Prozess des Zahlens wider.
Auf dem Induktionsaxiom beruht der Beweis durch Induktion.

Beweis durch Induktion

Fiir jedes n € N sei A(n) eine ,,Aussage® (z.B. eine Gleichung). Um alle A(n)
zu beweisen, geniigt es zu zeigen:

(a) A(1) ist wahr (Induktionsanfang, Induktionsverankerung, n = 1).

(b) Fiir beliebiges n € N gilt: Ist A(n) wahr, so ist auch A(n + 1) wahr
(Induktionsschritt, Induktionsschluss, n = n + 1).

Héufig wird (b) in zwei Teile zerlegt:

1. Induktionsannahme. A(n) ist wahr (insbesondere, wenn die Aussage / For-
mel kompliziert ist, ist es niitzlich, sie explizit hinzuschreiben) und

2. Induktionsschritt. Aus der Induktionsannahme folgt, dass A(n + 1) wahr
ist.
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Definition durch Induktion

Sehr wichtig ist auch die Definition durch Induktion. Um einen Ausdruck A(n)
fiir alle n zu definieren, geniigt es, A(1) zu definieren, und fiir jedes n den Aus-
druck A(n + 1) mit Hilfe von A(n) darzustellen. Insbesondere werden auf diese

Weise einige Ausdriicke definiert, die man zunéchst haufig mit ... schreibt:
ar+ay+...+ap,a1-a3-...-aundn!l=1-2-...-n
1. Beispiel:
n 1
SSag=ar+as+...+a,: > ar=a
k=1 k=1
n+1 n
ap = Y ap +ang1
k=1 k=1
Auflerdem:
n 0
> ap =0 fiir n < m, speziell > ar =0
k=m k=1
Firn >m:
n n—m-+1
Yoar= ) Am—1+j
k=m Jj=1
2. Beispiel:
n 1
[Tax=a1-a2-...-an: J] ax=a1
k=1 k=1
n+1 n
[T ax = (H ak) “lnt1
k=1 k=1
Auflerdem:
n 0
I[I ax =1 fir n < m, speziell [] ap =1
k=m k=1

3. Fir n € Ny :=NU{0} ={0,1,2,...} definiere die Fakultdit:

Also:

Ol=11=1,...,5 =120, ..., 69! ~ 10%



Beispiel zum Beweis durch Induktion
Behauptung.
Z k= n(n2+1)
k=1
Angeblich soll C. F. Gaul (1777-1855) diese Gleichung als Schiiler wie folgt
bewiesen haben, als sein Lehrer verlangte, die Zahlen 1,...,100 zu addieren:
1+ 100 = 101, 2+ 99 = 101, 3+ 98 = 101, ..., 50 + 51 = 101

Es gibt 50 solcher Paare. Ubung: Wie sicht diese iiberlegung im allgemeinen Fall
aus. Der ,Beweis®“ ist insofern unbefriedigend, als hier immernoch die Piinkt-
chenschreibweise benutzt wird.

Beweis.

(a) n =1, Induktionsanfang.
! 1(141
k=1= % okay
k=1

(b) n = n+ 1, Induktionsschluss.

n+1 n 1
kglk:k¥1k+(n+1):%+(n+1)

_ nnt)+2(n+1) _ (n+2)(ntl) _ (n+1)(n+2)
2 2 2

Was ist zum Beispiel > k (wobei m > n)?

k=m
n m—n+1 m—n+1
Sk= Y (n—-14k)=(m-n+Dn-1)+ > k
k=m k=1 k=1

m—n—+1)(m—nm+2
= (m—n—i—l)(n—l)—‘—%

_ (m7n+1)+[2(n271)+(m7n+2)] _ (mfn+;)(m+n)

Wie sieht man das schneller mit dem Gaufischen Trick?

Die ganzen Zahlen Z
={0,1,-1,2,-2,..} ={...,—-2,-1,0,1,2,...}
Offenbar gilt: Ist M C Z mit
(a) npe M
(b) meM=m+1eM

so gilt M D {ng,no + 1,n0 + 2,...}. Damit ergibt sich auch, wie man per
Induktion eine Eigenschaft A(n) fiir alle n € {ng,ng + 1,...} beweist.
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Eine Variante des Induktionsbeweises

Eine wichtige Vartante des Induktionsbeweises ist die Folgende:
(a) Gilt A(1) und
(b) gelten A(1),...,A(n), so gilt auch A(n + 1),

so gilt A(n) fur allen € N

Beweis. Sei

M ={neN : A(n) gilt}
M ={neN: A(l),...,A(n) gilt}

Dann gilt (nach Voraussetzung) M =N. Wegen M D M folgt daraus M = N.
O

Entsprechendes gilt, wenn aus der Giiltigkeit von A(n—k), ..., A(n) die Giiltig-
keit von A(n) folgt.
Binomialkoeffizienten

Fir x € R und k£ € Ny sei

k k ;
z\ . —j+1 Hj: (x—j5+1) _ z(z—1)...(x—k+1
I -

Fiir x = n € Ny erhélt man damit:

n! )
(1) =4 Fm=mt fir 0<k<n
’ 0 fir kK > n

wobel

Satz. Fiir n,k € Nmit 1 < %k <n (nur diese sind interessant) gilt:
—1 —1
() =G0+ (")
Vor dem Beweis zwei wichtige Folgerungen:

1. (%) ist immer ganzzahlig.

2. Alle (}) (wobei 1 < k < n) konnen mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks

bestimmt werden.

k=0

k
n=0— 1 /F=
n=1— 1 1 — k=2
_ _ k=3
n=2 — 1 2 I
n=3 — 1 3 3 1 k=4

n=4 — ] 4 6 4 1
n=5 — 1 ) 10 10 5 1
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Beweis des Satzes. Wir rechnen die rechte Seite um:

n—1y | (n-1y _ _ (n—1) (n—1)! _ k(n—1)1+(n—k)(n—1)!
(o) + (%) = oD T BT = R

_ n(n—1)! _ n! _ (n)

Wichtig sind diese Koeffizienten z.B. fiir den Binomischen Satz.

Satz. Fiir z,y € R und n € Ny gilt:

(aﬁ+y)” _ Z (Z)l‘n_kyk <: Z nlrllr!u!xnlym)

k=0 ni+ns=n

Beweis.

(a) Induktionsanfang, n = 0.
beide Seiten sind gleich 1, okay

(b) Induktionsverankerung. Gleichung fiir n, d.h. es gilt

(x+y)7l — Z (Z)xn—kyk
k=0

Induktionsschluss, n = n + 1.

@)™ = @@t = @) 3 (et

n
= 3 () (@t hyk 4 gnhyh)
k=0

n n+
= kX_:O (’Z)xnlefkyk + kX_: (kﬁl)mnlefkyk

1
e £ [ 2] e
(")

n+1 1
_ Z (n-]: )xn+1_kyk
k=0

O

Ubung. Mit einer Induktion nach p kann man den polynomischen Satz beweisen:

(1 +z2+...+xp)" = > g y?

n1!~..:-nplm1
ni+...+np=n

Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen

Die bisher behandelten Eigenschaften der reellen Zahlen betreffen die rein alge-
braische Struktur. Sie wird von ,vielen“ anderen Zahlenbereichen auch erfiillt.
Sie bilden einen Kérper (Beispiele sind die rationalen Zahlen und die komplexen
Zahlen). Wir werden noch weitere Eigenschaften angeben, durch die die reellen
Zahlen charakterisiert werden.
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Anordnung
Zunéchst zur Anordnung. Anschaulich: Fiir x € R gilt:

x>0 (0<z) falls z rechts von Null liegt
<0 (0>2z) fallsz links von Null liegt

Anordnungsaxiome

1. Fiir jedes 2 € R gilt (genau eine) der folgenden Relationen:
x>0,z=0, —z >0 (wobei ,,>“ = grofer)

2.2>0,y>0=>2+y >0

3. 2>0,y>0=>2-y>0

Einige weitere Schreibweisen:

r>y:sax—y>0
r<y: s y>e

x>y r>yoderr =y
r<y:&szr<yoderx=y

Daraus leiten sich viele wichtige Rechenregeln ab:
lL.za<y,y<z=2<z2

Beweis. Aus y — x > 0 und z — y > 0 folgt:

z—r=(z-y+{y—2)>0
—— —

>0 >0
O
Ubung. Gilt links an einer Stelle <, so gilt weiterhin z < z.
2.z<y,aceR=z+a<y+a
Beweis. Aus y — x > 0 folgt:
(y+a)—(z+a)=y—x>0
O

3. r<0«& —x>0

Beweis.

r<0<—=0<0—2z=—-2

f

= Addiere — z auf beiden Seiten
< Addiere z auf beiden Seiten
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r<y, <y =>zr+r <y+y

Beweis.

r+a <z+y <y+y

O
r<y,a>0=ar <ay
Beweis. Aus y —x > 0 und a > 0 folgt:
ay—ax =aly—z) > 0= ay > ax
O
r<y,a<0=ax>ay
Beweis. Aus y —x > 0 und a < 0 folgt:
ax —ay = (—a)(y —x) > 0= azx > ay
O
reR, 2#0 (kmrzz € R\ {0}) =22 >0 (z € R= 22 >0)
Bewets.
(a) 2>0=22=z-2>0
(b) < 0=22=(—2)(-2) >0
O
r>0&271>0
Bewets.
(a) z>0=a2'=z(x"1)?>0
(b) 7' > 0=z = (271)"! > 0 (nach erstem Teil)
O
O<z<y=z!>y!
Beweis. Aus (zy)~! =271y~ > 0 und = < y folgt:
yt=a(ay) " <ylay) Tt =a7t
O
1>0
Bewets.
1=12>0

(Da wir auf dem Zahlenstrahl die 1 rechts von der 0 gezeichnet haben, ist
also diese ,rechte Seite“ die Menge der positiven Zahlen.) m|
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Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel

Fiir z; > 0 definiert man:

1. Arithmetisches Mittel

2. Geometrisches Mittel

G(z1,...,2n) = 7/ [
V j=1

(Offenbar ist der Logarithmus des geometrischen Mittels gerade das arith-
metische Mittel der Logarithmen der z;.)

3. Harmonisches Mittel

H(.Tl,...,.%'n) = m

.....

(Hier ist aber z1,...,z, # 0 notig.)

Satz. Es gilt:
H(z1,...,20) < G(z1,...,25) < A(x1,...,240)

Fiir die erste Ungleichung ist z; # 0 no6tig. Gleichheit gilt genau dann, wenn
alle z; gleich sind.

Beweis. Im folgenden beweisen wir die zweite Ungleichung. Daraus folgt (falls
xj # 0 ist) die erste Ungleichung:

H(I’l,...,xn) = ﬁ

IN
N

—_
"

1
1/G(z1,...,Tn)
=G(z1,...,%n)
Bleibt die zweite Ungleichung zu beweisen. Fiir A > 0 gilt:

G(Ax1, ..., zn) = AG(21, ..., 2p)
ANz, . Axy) = MA(zq, ..., 20)

Die Ungleichung ist trivial, falls
1. ein j existiert mit ; = 0 (dann ist G = 0)

2. alle x; gleich sind (dann ist G = A)



Es geniigt also zu zeigen (fiir n > 2):

1+ ...+ 2, =nund 3j mit z; #1
= x... x, <1

Beweis durch Induktion nach n:

(a) Induktionsanfang, n = 2.
r1=1l—cund o =1l4+e=>ama=1—-¢?2<1
(b) Induktionsschluss, n = n + 1. Ohne Einschrinkung (warum?) sei
Tpp1=1—a,z1 =14+ F mit o, >0
Mit 2} =21+ zpp1 —1=1—a+ 3 gilt:
i taa+.. .+, =n
also (gemif Induktionsannahme)
ey <1
Wegen x1 - ¢p41 =1 — a+ 8 — af < 2} folgt daraus:

X Ty oo Ty Ty < T -T2y <1

Bernoullische Ungleichung

Bei vielen Abschétzungen ist folgendes Resultat niitzlich.
Satz. Fiir x > —1 und n € N gilt:

I+z)">1+nx
Tatséchlich gilt dies sogar fiir z > —2, Differentialrechnung.
Beweis. Induktion nach n.

(a) Induktionsanfang, n = 1.
l+z)=1+z=1+1-2
(b) Induktionsschluss, n = n + 1.
(I+z)" =1 +z)(1+z)"
> (14 z)(1+nx)
=1+ (n+ 1)z + na?

>14+(n+1)x
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Archimedisches Axiom
Fiir beliebige z > 0, y > 0 existiert ein n € N mit
x < ny
(Anschaulich auf der Zahlengerade ist dies offensichtlich:

4 4 4 4
1 1 1 1

0 Yy x ny

Es folgt aber nicht aus den iibrigen Axiomen.)

Folgerungen
1. Fiir jedes x € R existiert ein n € N mit n > z. Kurz:
VeeR 3neN n>z
Es gibt ein eindeutig bestimmtes
neZmitn<z<n-+1
Man schreibt dafiir:
[x] = {groBte ganze Zahl < x}
2.Ve>0 IneNmit L <e (bzw. n mit n > 1)
3.Va>1 VK>0 dneN a">K
Beweis. Sei © :=a —1, a =1+ x. Dann folgt nach Bernoulli:
a»=(1+z)">1+nzx
Wihle nun n so grof}, dass nx > K — 1. |
4. Vamit0<a<1l Ve>0 IneN a"<e¢

Beweis. Aus é > 1 und % > 0 folgt:

IneN (é)n>l a” < e

e’

Die Aussagen 2., 3. und 4. gelten dann immer auch fiir alle gréfleren n.

Der Betrag

Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist

- . z fallsz>0 | 2
|z| = ,Betrag von z* := { —x fallsz <0 } = +va?

Offensichtlich gelten die folgenden Aussagen:
[z >0, [z]=0&2=0, |-a|=z|, |zyl=l|z|- |yl
Falls y # 0 gilt auflerdem:

=

<8
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Dreiecksungleichung

|z +y| < |z| + |y fiir alle z,y € R

Beweis. Offensichtlich gilt = < |z| und y < |y|, also z+y < |z|+]|y|. Entsprechend
gilt —z < |z| und —y < |y|, also —(x+y) < |z|+|y|. Damit folgt die Behauptung,
da |z +y| =z +y oder —(x + y) ist. O

Folgerung

|z — |y
4+ > + > —
|z £yl > { ly| — |z| d.h. |z +y| > |[=] — |yl

Beweis.
[zl =z xy) Fyl <l|lzxyl+lyl = |z| = |yl < |z Ly
Entsprechend folgt:
lyl = [z] < [z £ y|
O

Damit haben wir alle fiir das Rechnen (ohne Grenzwertbetrachtungen) nétigen
Eigenschaften der reellen Zahlen beschrieben. Die reellen Zahlen sind aber damit
nicht charakterisiert. Zum Beispiel erfiillen die rationalen Zahlen

Q::{g : pEZJJEN}

alle bisherigen Axiome.

Andererseits erwarten wir, dass jede positive Zahl eine Quadratwurzel besitzt.
Aus den bisherigen Axiomen kann das nicht gefolgert werden, denn sonst hétte
auch jede positive rationale Zahl eine rationale Quadratwurzel. Das ist nicht
der Fall: Zum Beispiel hat 2 keine rationale Quadratwurzel. Es fehlt noch das
Vollsténdigkeitsaxiom (Kapitel 3).
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Kapitel 2

Konvergenz von Folgen und
Reihen

Eine (hier zunichst reelle) Folge ist eine Abbildung (Zuordnung, Funktion) von
N nach R, d.h. jedem n € N ist ein z,, € R zugeordnet. Man schreibt dafiir:

(xn) = (xn)nGN = (1'1,1}27 .. )
Ebenso betrachten wir Folgen der Form:

(xn)nZno = ($n07$n0+17xn0+27 .. ) mit no € Z
Einfache Beispiele sind:

1. Konstante Folge
x, = x fir alle n
2. Arithmetische Folge
T, = a + nb bzw. speziell x,, =n

Tn = o oder allgemeiner x,, =

1
n

Tp = (1) = (=1,1,~1,...)

Zp = a™ mit einem a € R (4. ist ein Spezialfall, a = —1)

o Tk W

Fibonacci-Folge (Leonardo von Pisa =~ Fibonacci, 1180-1250; Kaninchen-
vermehrung). Sie ist induktiv definiert durch:

xo:=1, z1:=1, xpy1 :=Tp_1+ 2z, flirn>1
das liefert:
(zn) =(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...)
oder allgemeiner:

To:=a, T1:=b, Tpy1 = Tp_ 1+, flirn >1
(zn) = (a,b,a +b,a+ 2b,2a + 3b,3a + 5b,...)

19
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Konvergenz

Unter Konvergenz einer Folge (x,,) gegen einen Wert x stellen wir uns vor, dass
x, fir ,groBe n“ der Zahl x ,sehr nahe“ kommt und sich auch nicht mehr weit
davon entfernt. Die beliebte Formulierung ,,immer ndher kommt“ ist allerdings
gefdhrlich, sie suggeriert, dass x,; niher an x (oder zumindest gleich nahe an
x) liegt wie x,,. Es ist nicht sinnvoll, dies zu fordern.

Definition. Die Folge (z,,) konvergiert gegen x € R (oder: ist konvergent gegen
x € R), wenn gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein ng € N so,
dass fiir alle n > ng gilt |2, — 2| <e.

oder formaler:
Ve>0 I3ngeN Vn>ng |z, —2x|<e

Eine solche Zahl z (falls sie existiert) heifit dann der Grenzwert oder Limes der
Folge ().

Satz (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Jede Folge (z,) in R hat hdchstens
einen Grenzwert (aber natiirlich gibt es Folgen ohne Grenzwert, beispielsweise
Zn = (—=1)" oder z,, = n).

Beweis durch Widerspruch. Wir zeigen, dass die Annahme
»Es gibt mindestens zwei Grenzwerte x # z’.“
zu einem Widerspruch fiihrt. Sind x # z’ Grenzwerte und
g:=1|z— 2|
so gibt es:

ny € Nmit [z —x,| <e fiirn>n
ng € N mit |2/ — x,| < e fiir n > ngy

Fiir n > ng := max{nj, no} gilt also:
|z —2'| = —zp +xn — 2| < |z —2p| + |27, — 2| <2 = |z — 2

ein Widerspruch. O

Schreibweise

Fiir (z,) konvergiert gegen x schreiben wir:

. n—oo . .
r, — xfirr—> o, z, — x, x, >z, = lim z,, *=1limx,
n—oo

Divergente Folgen und Nullfolgen

Eine Folge (x,,) heiit divergent, wenn sie nicht konvergiert. Eine Folge (z,,) heifit
Nullfolge, wenn x,, — 0 gilt. Damit gilt offenbar:

Zn — ¢ < (z, — x) ist Nullfolge
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Beispiele
Schauen wir uns die obigen Beispiele an:
l.ap=z=z,—z (da|z,—2|=0 Vn)

2. xp = n ist divergent. Offensichtlich gibt es kein x, dem die x,, fiir gofle n
nahe kommen.

konvergent b=0

Tn = a+nb divergent “ #0

3. Tp = % = x, — 0 (vgl. Folgerung aus dem archimedischen Axiom)

4. x, = (—1)™ ist divergent. Fiir jedes x € R gilt:

fiir gerades n
> .
[on — 2] 21 fiir ungerades n fiir alle z>0
5. Schauen wir uns spéter an.

6. Fibonaccifolge:
Induktion = x, >n Vn

Daraus folgt Divergenz (z.B. mit folgendem Satz).

Beschrinkte Folgen

Definition. Eine Folge (x,,) heifit beschrdnkt, wenn ein K > 0 existiert mit:
|x,| < K fiir allen € N

Sie heiflt nach oben beschrdnkt, wenn ein K existiert mit:
T, < K fir allen € N

Sie heifit nach unten beschrinkt, wenn ein K existiert mit:
z, > K fir allen € N

Es gilt:

(xy,) ist beschréinkt < (z,,) ist nach oben und unten beschrinkt

Satz. Jede konvergente Folge ist beschrinkt (bzw. jede unbeschrinkte Folge ist
divergent).

Hinweis. Nicht jede beschrénkte Folge ist konvergent (z, = (—1)").
Beweis. Sei z,, — x. Daraus folgt:

Ing Yn>ng |z, —z/ <1
= |Zp| = |20 —z + 2| < |zp — 2|+ 2] <1+ |2] ¥V n>ng

Mit M := max{|x1|, |z2|, ..., |Tng-1],1 + ||} gilt:

|z, | < M fiir alle n € N
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Als Alternative iiberlege man sich einen direkten Beweis der eingeklammerten
Aussage. Wir kommen zuriick zum oben ausgelassenen

Beispiel 5. x,, = a™ (a € R)
1. lal<1=2, —0

2. a=1=z,=1—1
Die Folge ist also konvergent fiir —1 < a < 1.

3. a = —1= (x,) beschrénkt aber divergent
4. |a] > 1 = (x,,) ist unbeschrinkt, also divergent
Beweis.

1. Aus einer Folgerung aus dem archimedischen Axiom folgt:

Ve>0 d3ngeN Vn>ng la|" <e
= [a" — 0] = |a"| = |a|" < € fiir n > ng
2. offensichtlich
3. offensichtlich

4. Wieder aus einer Folgerung aus dem archimedischen Axiom folgt:

VKeER IngeN Vn>ny la" > K
= (z,,) ist unbeschrénkt = (z,,) ist divergent.

Rechnen mit konvergenten Folgen
Aus z, — x und y, — y folgt:

1.z, ty, —xty

2. Ty Yp — T Y

3. gilt auflerdem y # 0, so existiert ein ng € N mit y,, # 0 fiir n > ng, und
fiir die Folge
@
Yn n>ngo

gilt:

In _, T
Yn Yy

Beweis.
1. Nach Voraussetzung:

Tp—2x=>Ve>0 Ing Vn>n |z, —2z|<
Yn =y =Ve>0 Iny Vn>ny |yn—yl <

NI pofm
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Also gilt V n > ng := max{ni,na}:
[(@n £ yn) — (@2 y)[ = (20 —2) £ (yn —Y)| < |20 — 2]+ |y —yl <€
das heifit:
Tntyn =Ly
2. Da (z.B.) (x,) beschrénkt ist, existiert K mit |z,| < K. Daraus folgt:
[Znyn — 2yl < [Tnyn — 2oyl + |20y — 2yl

= |zp| |yn — Y| + |20 — 2| y|
< K yn =yl + |yl |z, — 2]

Nach Voraussetzung:

Ve>0 dng Vn>m |xn—x|<ﬁ

Ve>0 dng Vn>ng \yn—y\<2K€T
Also gilt V n > ng := max{ny,na}:
|Znyn — 2yl < e
3. Spezialfall x,, = 1: Wegen y,, — y # 0 existiert ein n; mit
lyn| = % > 0 fiir alle n > nq
Auflerdem existiert ein ny mit
lyn —y| < y—;s fiir n > no

Also gilt V n > ng := max{ny,na}:

2
11| |y P2 1
Yn Y vay | S 2Ty T €
Daraus folgt:
1 1
Yn Yy
Allgemeiner Fall:
Yn Yn T Yy Yy
Spezialfall

Damit lassen sich leicht Beispiele des folgenden Typs behandeln:
1. Beispiel:

1 7
_2n?4n—7 _ 2tn—w
In="mp3 = 13

— 2

n
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2. Beispiel:

3
_ 3nP42n _ ntos 0 _
Ty =Fgar == =5 =0

3. Beispiel:

— 5n’+43n _ 1 3) di
Ty = 2R = (5n + n) divergent

Oder allgemein (a, # 0, b, # 0):

) -0 fir p <gq
aprP+ap_12P7 4. ap . _
T — 3 fir p=g¢q

divergent fiir p > ¢

Konvergente Folgen und Ungleichungen

Satz. Seien (z,,), (yn), (zn) reelle Folgen.
1. Aus z,, — =, ¥y, — y und z, <y, folgt z < y.
Hinweis. x, < y, & x <y
2. Aus 2, >z, Yy, — z und z,, < z, <y, folgt z,, — x.
3. Aus y, — 0 und |z,| <y, folgt z, — 0.

Beweis.

1. Beweis durch Widerspruch. Annahme z > y, also:
er=1(x—y)>0
Dann gilt:

I ny mit |z, — x| <e fiirn >ng
I ng mit |y, —y| < e fiir n > ngy

Also gilt fiir n > ng := max{ny,na}:
Ty >T—E, Y <Y-+e€
und
Tp>r—e=y+2—€e=y+e>y,
Dies steht im Widerspruch zur Annahme.
2. Es gilt:
|z — x| < |20 — zp| + |0 — 2]
< |yn — xn| + |20 — x|
<|yn —z|+2|xy —2x| =0
3. Ve>0 I ngmit y, < |y, — 0] < ¢ fiir alle n > ng, also auch:

|t = O] = [zn| < yn <€
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Unendliche Reihen

Sei (x,,) eine (reelle) Folge. Kann man der ,,Summe aller z,,“ einen Wert zuord-
nen? Nach den bisherigen Eigenschaften / Rechenregeln in R kann man nur die
Summe endlich vieler Terme berechnen. Deshalb definiert man:

m
Sm = Y, x, m-te Partialsumme
n=0

Die Reihe Y-y, heiit konvergent, wenn die Folge (s,,) der Partialsummen
konvergiert. Der Grenzwert der Folge (s,,) (falls er existiert) heifit die Summe
(oder der Wert) der Reihe Y77 ay; er wird mit

0
Z l‘vu ana Exn

n=0 n
bezeichnet. Wegen x,, = xo + Y, (zx — zx—1) gilt offensichtlich:

Folge (x,,) konvergent < Reihe > (z) — xx—1) konvergent
k

Einige einfache Beispiele

1. Beispiel:

S - 1) o s (1 1
Zn(n—i—l)_z(ﬁirﬂ)_ lim Z(ﬁin+1)

m—0o0 n=1

1. Foll: =1 = s, = m+ 1 = Reihe ist divergent
2. Fall: x #1

m
_.m+1 . .
Smo= Yy a" = 1= (Beweis durch Induktion)
n=0

Smo— 7= fir |z <1
divergent  fir |z| > 1und z = —1

Die geometrische Reihe ist also
genau dann konvergent, wenn |z| < 1 gilt.
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(a) Spezialfall: z = 3

R 1
ngoxn - 1= =2

(b) Spezialfall: x = —3

. n_ _1 _ 2
ngoz T 1+5 03
3. Beispiel: Harmonische Reihe
o0
> List divergent.
n=1
RIS R e
23 4 5 6 7 8 9 16 0 32 7
—— ———
>4 >3 >3 >3

Diese Uberlegung zeigt, dass die Partialsummen jeden Wert Ubersteigen,
d.h. die Reihe ist divergent.

Genauer: Induktiv zeigt man son > "7”
Diese Reihe divergiert allerdings ,,sehr langsam®:
0 100 1000 10000
S~2935 > 2~519; 3 S ~T49; > - ~9,79
n=1 n=1 n=1 n=1

Ohne Tricks anzuwenden wire auf einem Rechner (bis auf Rundungsfehler)
maximal erreichbar:

10'°
> 1~236
n=1
4. Beispiel: Periodische Dezimalbriiche
1,2357 := 1,2357575757 ...

ist beispielsweise definiert als:

=123 4 57,1074 457100 +57-10"% +...

100
= 1B 457.107% ) (107"
n=0
N————r
1 1 _100

123 57 __ 123 19
+ 3300

= T00 T 9900 — 100

759419 __ 1778 __ 1389
L+ 3300 13300 - 11650

So kann jeder periodische Dezimalbruch in einen Bruch verwandelt werden
(jeder Bruch liefert einen periodischen Dezimalbruch!).
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Uneigentliche Konvergenz

Es ist manchmal niitzlich, divergente Folgen (ggf. auch Reihen) genauer zu un-
terscheiden:

Eine Folge (x,) heifit bestimmit divergent gegen +o0o, wenn gilt:
VKeR dngeN Vn>ng a:nzK

Man schreibt dann (etwas irrefithrend) auch z,, — o0 oder lim z,, = +0c0 und
spricht von uneigentlicher Konvergenz.

Beispiele
1. z, = n ist bestimmt divergent, x,, — oo.
2. x, = —n ist bestimmt divergent, z,, — —oo.

3. xp = (—=1)" oder x, = n(—1)" oder z, = a™ mit a < —1 ist divergent,
aber nicht bestimmt divergent.

4. xz, =n+ (—1)" ist bestimmt divergent, x,, — 0.
Satz.

1. Sei (z,,) bestimmt divergent. Dann existiert ein ng mit x,, # 0 fiir n > ng
und die Folge
()
Tn n>ng

konvergiert gegen 0.

2. Es gilt:
T, > 0, a:n—>0:>i—>oo
T, <0, a?n—>0:>$1"—>—oo
Beweis.
1.Ve>0 3ng Vn>ng |zn|>1= i <e

2.2,>0: VK>0 dng Vn>ng xn<%:%>K
T, <0 : entsprechend

Unendliche Produkte

Sei (z,,) eine (reelle) Folge. Man definiert:

o0 m

I1 z, existiert :<= lim ][] =, existiert
n=1 m—o0 p=1
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Beispiele

Ein paar Beispiele

o0 m
n+1l __ : n+1 __ : :

L I %= = lim ] == = lim (m+ 1) divergent
o0 m 1

2. = lim - = lim —— =0 (existiert also
nl;ll n+1 m— 00 nl;ll n+1 m—00 m—+1 ( )
T n? T n? : 2:23-344 m-m

> nl;ll ni=1 = nl;ll EIDmD = 0 T32435 e D(miD) =
. H m_
= Hm 2-7% =2

Anmerkung

Mit Hilfe des Logarithmus kénnen unendliche Produkte (unter Umsténden) auf

Reihen zuriickgefiihrt werden:

InJ]an, => Ina,

Die weiter unten bewiesenen Konvergenzkriterien fiir Reihen kénnen also in

Konvergenzkriterien fiir unendliche Produkte iibersetzt werden.

Anmerkung

Wir konnten bisher die Konvergenz einer Reihe nur (héchstens) dann bewei-
sen, wenn wir gleichzeitig den Grenzwert angeben konnten. Erst mit Hilfe der
Vollstindigkeit werden wir Konvergenz auch in Féllen beweisen kénnen, wo wir
den Grenzwert nicht explizit kennen.



Kapitel 3

Vollstandigkeit der reellen
Zahlen

Wenn die Folge (z,,) gegen x konvergiert, liegen die x,, fiir groBBe n sehr nahe bei
. Wegen der Dreiecksungleichung liegen sie dann auch untereinander sehr nahe
beisammen. Folgen mit dieser Eigenschaft nennt man Cauchyfolgen (Augustin
Louis Cauchy 1789-1857), genauer:

Eine Folge (x,) heifit eine Cauchyfolge (C.F.), wenn gilt:
Ve>0 dngeN Va,m>ng |z, —zn| <e

Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Gilt auch die Umkehrung? (Anschaulich scheint es plausibel, dass die Cauchy-
Eigenschaft die Konvergenz charakterisiert). Aus den bisherigen Axiomen folgt
dies jedenfalls nicht. Sonst miissten z.B. auch die rationalen Zahlen Q, die alle
bisherigen Axiome erfiillen, diese Eigenschaft haben. Der folgende Satz zeigt,
dass dies nicht der Fall ist.

Satz. Es gibt kein a € Q mit a® = 2 (entsprechend fiir 3, 5, 6, 7, 8, ...)
Beweis. Annahme: Es gibt ein
a =2 mit a2 = 2.
q

Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass p und ¢ teilerfremd sind (d.h.
der Bruch kann nicht weiter gekiirzt werden).

= p2 — 2q2
Das heifit p? ist durch 2 teilbar, also auch p. Sei p =: 2p’.
= 4p/2 — 2q2 , 2p/2 — q2

Das heifit auch ¢ ist durch 2 teilbar. Dies steht im Widerspruch zur Teilerfremd-
heit von p und gq. ]

Damit kénnen wir sofort eine Cauchyfolge in Q konstruieren, die in Q keinen
Grenzwert hat: Sei x,, der groBte n-stellige Dezinalbruch mit 22 < 2.

29
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Also:
r1 =14
ro = 1,41
x3 = 1,414
x4 = 1,4142

Dann ist (z,) jedenfalls eine Cauchyfolge, denn es gilt (fiir n < m):

|Tn — T | = T — , <1077
AuBlerdem gilt:

2 =2
Wiére dies nicht der Fall, so giibe es wegen 22 < 2 und x,, < x,,11 ein [ € N mit:
2 <2107, 22 +107' <2 fiirallen
Dann wiirde aber gelten:
(g1 +1077 2 =22 +2-107 ey + 107272 <22 +5-1070 0 <2
<10-!
Dies steht im Widerspruch zur Konstruktion von z;4.
Gébe es ein € Q mit x,, — x, so wiirde folgen:
2? =limz2 =2

im Widerspruch zu obigem Satz.

Vollstandigkeitsaxiom
Damit kommen wir zur letzten noch ausstehenden Eigenschaft von R:

Vollstindigkeitsaxiom. R ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge in R ist in R
konvergent. Wir werden im Folgenden 5 weitere Eigenschaften kennenlernen, die
zur Vollsténdigkeit dquivalent sind (die also auch als Definition hétten verwendet
werden kénnen).

Vokabeln im Zusammenhang mit Folgen
Eine Folge (x,,) heifit
1. wachsend (genauer: nichtfallend), wenn fiir alle n gilt z,, < z,41
2. strikt wachsend, wenn fir alle n gilt ©, < x,41
Entsprechend fallend (nichtwachsend) und strikt fallend. Die Begriffe monoton

und streng monoton verstehen sich damit von selbst.

Eine Menge M C R heifit nach oben beschrinkt, wenn ein K existiert mit x < K
fiir alle z € M; entsprechend nach unten beschrinkt und beschrdnkt. Die ent-
sprechenden Zahlen K heiflen obere / untere Schranke von M. Existiert eine
kleinste obere Schranke, so heifit diese das Supremum von M, sup M; entspre-
chend heifit eine grofite untere Schranke das Infinmum von M, inf M.
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Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von Intervallen

I, =[an,by] ={z€R : a, <z <b,}
mit I, y1 C I, und |I,| := b, — a,, — 0 fiir n — oo.

Ein Schnitt in R ist eine Zerlegung von R in zwei disjunkte (punktfremde)
Teilmengen:

A/ BCR, AUB=R (ANB=0)
mit der Eigenschaft x < y fiir alle z € A, y € B.

Ein Punkt x heift ein Trennungspunkt, wenn gilt:
x < xg fiir alle x € A, x > x fiir alle x € B
Ist (z,,) eine Folge und (ny) eine Folge aus N mit nq < ng < ng < ..., so heifit

(‘T’ﬂk) = (xnk )kEN

eine Teilfolge von (z,,).

Aquivalente Vollstindigkeitsaxiome

Satz. Auf Grundlage der bisherigen Axiome fiir die reellen Zahlen sind die
folgenden Vollstandigkeitsaxiome dquivalent:

(i) Supremumsprinzip. Jede nach oben (nach unten) beschrinkte Teilmenge
M von R besitzt ein Supremum (Infimum).

(i) Monotonieprinzip. Jede beschrinkte monotone Folge (x,,) ist konvergent.

(iii) Auswahlprinzip von Bolzano-Weierstra8*. Jede beschrinkte Folge (z,,)
enthilt eine konvergente Teilfolge.

(iv) Cauchysches Konvergenzprinzip. Jede Cauchyfolge (x,) in R ist konver-
gent.

(v) Intervallschachtelungsprinzip. Jede Intervallschachtelung hat genau einen
Punkt z, der in allen I,, enthalten ist.

(vi) Dedekindsches Schnittaziom?. Jeder Schnitt hat (genau) einen Trennungs-
punkt.

Wenn wir im Folgenden die Vollstandigkeit der reellen Zahlen benutzen, kénnen
wir also auf die jeweils bequemste der sechs Eigenschaften zuriickgreifen.

Zum Beweis benétigen wir den (auch unabhéingig hiervon) interessanten
Hilfssatz. Jede Folge (z,) aus R enthilt eine monotone Teilfolge (yi).

Beweis. Wir nennen n € N einen Gipfelpunkt der Folge (x,,), wenn fiir alle
m > n gilt z,, < x,. Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten:

1Bolzano 1781-1878, Weierstral 1815-1897
?Dedekind 1831-1916
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1. (z,) hat unendlich viele Gipfelpunkte n; < ny < ng < ... Dann ist

(yk) = (x’l’bk )keN

eine fallende Teilfolge von (z,,).

2. (z,) hat (hochstens) endlich viele Gipfelpunkte. In diesem Fall definieren
wir induktiv:

(a) ny := grofiter Gipfelpunkt + 1
Bemerkung. Falls kein Gipfelpunkt existiert, sei ny := 1.

(b) Sind n; < ... < ng gefunden, so sei ng11 > ng so gewéhlt, dass
Ty, > Tp, (ein solches existiert, da ny nicht Gipfelpunkt ist).

Die so konstruierte Folge ist eine (strikt) wachsende Teilfolge von ().
(Natiirlich kann (x,) sowohl wachsende wie auch fallende Teilfolgen ent-
halten.)

Beweis des Satzes. Durch Ubergang x < —x erkennt man:
(a) Supremumsprinzip < Infimumsprinzip
(b) Monotonieprinzip < wachsend ... < fallend ...
Wir beweisen:
(1) = (i) = (i) = (iv) = (v) = (vi) = (©)
1. (i) = (ii). Ohne Einschriankung sei (x,) nicht fallend. Da die Menge

{z, : neN}

beschrankt ist, existiert ihr Supremum x¢. Da xq die kleinste obere Schran-
ke ist, existiert fiir jedes € > 0 ein n(e) mit:

g — € < xp < xp fiir n > n(e)

Also gilt x, — xo.

2. (i) = (44). Nach obigem Hilfssatz enthélt (x,) eine monotone Teilfolge,
die natiirlich auch beschréinkt ist und somit nach (i) konvergiert.

3. (ii1) = (iv). Wie fiir konvergente Folgen sieht man leicht, dass auch jede
Cauchyfolge beschrankt ist (Beweis?). Nach (4ii) enthélt also (x,) eine
konvergente Teilfolge (z, ):

Tpy — T

Wir zeigen, dass die gesamte Folge (x,,) gegen x konvergiert:

Ty — T
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Weil z,,, — = konvergiert und (z,,) eine Cauchyfolge ist, gilt:

YV k> ko |z — 2, | < §

dk
ve>0 0 {Vm,nznko [T — 2m| < §

Daraus folgt fiir n > ny,:
| =l < |2 = Tngy | + oy, — 2| <5+ 5=¢
Also x,, — .

4. (i) = (v). Die Folgen (a,) und (b,) sind Cauchyfolgen, denn es gilt:
|an = am| < | = [In]  and  [by = b | < [In] = [
Nach (iv) existieren also a und b mit
a, —»a und b, —0b
Wegen b,, — a,, — 0 folgt a = b. Also:
an /" a,b, \,bund a, <a=5b<b,, dh acl, fir allen

Wegen |I,,| — 0, kann es keine zwei Punkte geben, die in allen I,, liegen.

5. (v) = (vi). Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I,, = [ay, b,] mit
a, € A, b, € B.

(a) Wéhle a; € A, by € B beliebig.
(b) Ist b1 € A, 50 sei:

as = 7‘“;”1 und by := by
Ist “124}’1 € B, so sei:
as := a; und by := ‘“241’1

Dies setzen wir induktiv fort. Daraus folgt: I,, ist eine Intervallschachtelung
und nach () existiert (genau) ein a € I, V n.

Annahme. a > y fir ein y € B. Wegen b, > a und y > a,, fiir alle n, folgt:
b, —ap,>a—y>0 Vn

Das ist ein Widerspruch zu b, —a,, — 0. Also a < y V y € B. Entsprechend
folgt x <aVaxe A

Eindeutigkeit. Sind a,a’ Trennungspunkte, so kann es keine Punkte da-
zwischen geben, da sie nicht zu A und nicht zu B kénnten. Also ist a = a’.

6. (vi) = (i). Sei:

B:={yeR : y>qzfiralezec M}
A:=R\B (=McAi)
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Behauptung. A, B ist ein Schnitt: AUB = R, ANB = 0. Aus z € A,
y € B und x > y folgt x ist grofer als jedes Element aus M, also x € B.
Dies ist ein Widerpruch, d.h. es gilt auch:

r<y VazeA yeB
Nach (vi) existiert also ein a € R mit x < afirz € A, y > a fir y € B.
= a >z fiir alle x € M (d.h. a ist obere Schranke von M)

Bleibt zu zeigen, dass es die kleinste obere Schranke ist.

Annahme. Es existiert ein b < a mit b > z fiir alle z € M.

= b > pfiralleze M, 2 eB, ¢ <q

Daraus folgt, dass a nicht Trennungspunkt ist. Widerspruch!

Darstellung von R; durch unendliche Dezimalbriiche

Satz. Jeder (endliche oder) unendliche Dezimalbruch stellt eine reelle Zahl dar.
Genauer: Sei ag, a1azas . .. mit ag € Ng und a; € {0,1,...,9} fir j > 1.

Tp = 00, 0Q1 ...y
Dann existiert eine reelle Zahl z mit z,, — x.
Beweis. Offensichtlich gilt fiir n < m:

[T — | <1077
d.h. (z,,) ist eine Cauchyfolge, also konvergent. a

Es gilt aber auch:

Satz. Jede positive reelle Zahl ldsst sich eindeutig als unendlicher Dezimalbruch
darstellen. (Die Eindeutigkeit geht verloren, wenn man auch endliche Dezimal-
briiche zulésst.)

Beweis.

1. Ezistenz. Sei

ag = grofite ganze Zahl < x
a1 = grofite ganze Zahl ag,a; < x
any1 = groBite ganze Zahl ag,aq...apan+1 <
Fir z, := ag, a1 ... a, gilt dann:
|z, — x| < 107"

Also x, — z, d.h. der unendliche Dezimalbruch ag, aias ... stellt = dar.
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2. FEindeutigkeit. Seien ag, ajas . .. # by, b1bs . .. Darstellungen von x.
Ty = G0, Q1 -.-Gp und Y, := by, by ... by,
Sei ng der kleinste Index mit:
Uny # bny  (0.E. any < bpy)
Sei ny der kleinste Index > ng mit b,, # 0. Dann gilt fiir alle n > n;:
|T — yn| > 107" = limx,, # limy,

Dies ist ein Widerspruch.

Im schlimmsten Fall:

ap , a1 A2 -+ QApg—1 Ap, 9 9 9 --- 9 9

= = = = <

bo , b1 by o bpg—1 bp, 0 0 O - 0 by,
—~—
>0

Damit haben wir eine umkehrbar eindeutige Zuordnung:
Ry ={ze€R : 2> 0} < { unendliche Dezimalbriiche }

(Es ist moglich, die reellen Zahlen auf diese Weise einzufithren. Man muss sich
dann allerdings iiberlegen, wie man mit unendlichen Dezimalbriichen rechnet.)

Abzihlbare und nicht abzihlbare Mengen

Wir kénnen jetzt zeigen, dass die Menge R ,;wesentlich grofler” ist als Q.

Definition.

1. Eine Menge M heifit endlich (n-elementig), wenn sie in folgender Form
geschrieben werden kann:

{ai,...,a,}
d.h. wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung {1,...,n} < M gibt.

2. Eine Menge M heift abzdhlbar unendlich, wenn sie in folgender Form
geschrieben werden kann:

{ay,a9,...}
d.h. wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung N < M gibt.

3. Alle anderen Mengen heiflen tberabzdihlbar oder nicht abzihlbar.
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Beispiele abzihlbarer Mengen

1. Beispiel:
N={1,2,3,...} (a1=1,a2=2,...)
2. Beispiel:
z=40,1,-1,2,-2,3,...} (a1 =0,a3=1,a3=-1,...)

3. Beispiel: Die rationalen Zahlen Q.

0
!
1 1 1 1 1
L — 3 3~ 1 5 %
/ / / /! / /
. 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6

\ o
[\

! e
wn

‘ allno
[N

! ol
[NV

S oS

Damit erhélt man:

Zwei Sitze iiber abzidhlbare Mengen

Satz. Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar (bzw. jede Ober-
menge einer nicht abzéhlbaren Menge ist nicht abzéhlbar).

Beweis. Man nimmt die ,Abzdhlung“ der grofien Menge, die in der kleineren
Menge fehlenden Elemente werden gestrichen. o

Satz. R ist nicht abzéhlbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (0, 1] nicht abzdhlbar ist. Dafiir geniigt es zu
zeigen: Ist A eine abzihlbare Teilmenge von (0, 1], so ist A # (0, 1]. Sei also:

A= {xl,mg, .. } C (0, 1]
wobei z; =0, bjlbjgbjg ... mit bjk S {0, 1,..., 9}
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Wir konstruieren ein
r=0,aiaz9a3 ...
das in der Abzihlung nicht enthalten ist. Dazu sei:
ay, =5 falls by, # 5 und ay := 4 falls by, =5

Wire x = xj, fiir ein k € N, so miisste aip = by gelten. Dies steht im Wider-
spruch zur Konstruktion von ay. 0O
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Kapitel 4

Konvergenzkriterien

Ein z € R heifit ein Hiufungspunkt (H.P.) der Folge (z,), wenn eine Teilfolge
(zn,) existiert mit x,, — .

Satz.

(a) Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen Haufungspunkt.

(b) Eine beschriinkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen
Haufungspunkt hat.

Beweis.

(a) Nach (74) des obigen Satzes enthélt jede beschriankte Folge eine konver-
gente Teilfolge, der Limes dieser Folge ist ein Hiufungspunkt.

(b) konvergent = Ab einem ng(e) liegen alle z,, in (z — €,z + ¢), d.h. es gibt
keinen weiteren Haufungspunkt.

nicht konvergent = 3 ¢ > 0 so, dass oco-viele x,, auflerhalb (z — &,z + ¢)
liegen. Diese haben also einen Haufungspunkt # z.

O

Eine beschriankte Folge kann auch mehrere Haufungspunkte haben, z.B. hat
x, = (=1)" die Hiaufungspunkte +1. — Die unbeschrinkte Folge x,, = n hat
keinen Haufungspunkt. — Dagegen hat die ebenfalls unbeschrinkte Folge

(0,1,0,2,0,3,0,4,...)
den Héufungspunkt 0.

Fiir Folgen haben wir als Konvergenzkriterien das Cauchysche Konvergenzkri-
terium und das Monotonieprinzip. Wir beweisen nun einige sehr wichtige Kon-
vergenzkriterien fiir Reihen.

Satz. Sei z, > 0. > x, ist genau dann konvergent, wenn die Partialsummen-
folge

m
Sm = Y Tp
n=1
beschrankt ist.

Beweis. (s,,) ist nichtfallend. Monotonieprinzip. O

39
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Majoranten- oder Vergleichskriterium

Satz. Ist >y, konvergent und |z,| < y,, so sind > |z,| und > z, konvergent
(oder umgekehrt: ist > x,, divergent mit lauter nichtnegativen Gliedern und ist
Yn = Tp, SO ist >y, divergent).

Eine Reihe )z, heiBt absolut konvergent, wenn » |x,| konvergent ist. Der
obige Satz sagt u.a., dass aus ,,absolut konvergent“ folgt ,, konvergent*.

Beweis des Satzes. Seien

m

m m
Sm = D Ty, U = Y Tl tm = D Un
n=1
() ist nicht fallend und es gilt:

o0
U < tm < Y Yn = (um) ist beschrinkt
i=1

Mit dem Monotonieprinzip folgt, dass (u,,) konvergiert, das heifit:
o]
> |ay| ist konvergent
n=1
Aus |sm — $p| < |um — uy| folgt, dass auch (s,,) eine Cauchyfolge ist. Also:

o0
> x, ist auch konvergent
n=1

Beispiel
> # ist konvergent. Denn es ist:

xn:i<ﬁ::yn (fiir n > 2)

Wir wissen bereits, dass Y y, konvergiert. Daraus folgt die Behauptung.

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz

Satz. Ist Y x,, konvergent, so gilt x,, — 0.
Achtung. Die Umkehrung gilt nicht (vergleiche > =).

1
n
Beweis.
Ve>0 Ing YVn,m>ng |sp,—sm|<e
Daraus folgt:

|z = |sp — sp—1| <e firk>mnog+1

d.h. (z) ist eine Nullfolge O
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Whurzelkriterium
Eines der wichtigsten Konvergenzkriterien ist das Wurzelkriterium.

Satz (Wurzelkriterium).

1. Wenn gilt:
Inound g <1 Vn>nyg |z, <gq (bzw. |z, < q¢")

dann ist > x,, absolut konvergent.
2. Ist |xn| > @ > 0 fiir unendlich viele n, so ist > x,, divergent.
Beweis.

1. |z, < g™ fiir n > ng. Da die geometrische Reihe Y ¢™ konvergiert (¢ < 1,
vergleiche Kapitel 2), folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

2. (zy,) ist keine Nullfolge = > x,, ist divergent.

Quotientenkriterium

Satz (Quotientenkriterium). Sei x,, # 0 fiir n > nyg.

1. Wenn gilt:
Ini>noundg<1 Vn>ng "”T:l <q
dann ist > x, absolut konvergent.
2. Gilt hingegen:
TInge >ng Vn>ne I;—:l >1

dann ist > x,, divergent.
Beweis.
1. Fiir n > ny gilt |x,| < ¢ ™ |z, |. Da die Reihe
Yolzn @ =z, g7 204"
konvergiert, folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.
2. |xpn| > |n,| fiit n > ng = (x,) ist nicht Nullfolge = > x,, ist divergent.

O
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Beispiel (Exponentialreihe)

n

n!
n=0

Diese Reihe konvergiert fiir alle € R (spéter fiir alle z € C).

Beweis. Das Wurzelkriterium ist nicht ohne Weiteres anwendbar, da wir (noch)
nicht wissen, wie sich /n! verhilt. Quotientenkriterium:
|z|

= .77 — 0 flir n — oo (und zwar fiir alle z)

z_
n!

Tn41

n
‘ Tn

Ty =

Daraus folgt:

Ino=mne(x) Vn>ne |2 <1 < 1= Konvergenz
|
Folgerung. {/n! — oo fiir n — oo.
Beweis. > % konvergiert fiir alle z, d.h. %T,L — 0 fiir alle z. Daraus folgt:
%: Y5 < 1 fiir n > ng
= /n! > |z| fiir n > ng
Da dies fiir alle z € R gilt, folgt ¥/n! — occ. a

Bemerkung. Hitten wir das frither gewusst, hiatten wir oben das Wurzelkriteri-
um anwenden koénnen.

Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen

Satz (Leibnizkriterium). Sei (z,) alternierend (also sgnax,i1 = —sgnz,)
und sei (|z,,|) eine fallende (nicht-wachsende) Nullfolge. Dann ist ) x,, konver-
gent (aber im Allgemeinen nicht absolut konvergent).

n
Beweis. Sei sy, := Y x;, also zum Beispiel:
Jj=1

Il
T

\YJ//

Fiir n,m > ng gilt also [sm, — $n| < [Tng+1]. Also ist (s,,) eine Cauchyfolge und
somit konvergent. O

Sn, §n+2 §n+3 ‘?nJrl
T T T

Beispiel

Die alternierende harmonische Reihe > (—1)"1 ist konvergent. Wir werden
spéter sehen:

S ED = In2~0,69
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Verdichtungskriterium

Satz (Verdichtungskriterium). Sei z,, > 0, (z,) fallend (nicht-wachsend).
Dann gilt:

3 x, konvergent < > 2¥x,: konvergent

Bemerkung. Dieses Prinzip haben wir bereits beim Beweis der Divergenz der
harmonischen Reihe benutzt.

n
Beweis. Sei s, :=

m
z;und t, = Y 2Fxg.
j=1 k=0

= : Y x, konvergent = (s,) konvergent, also beschrinkt. Wegen

2k:
-1
2P g <Y 1
j=2F—141
folgt, dass auch
m m 2m
tm = E kazk =2 E Qk_lsczk <2 E Tj = 259m
k=1 k=1 j=1

beschrénkt ist, d.h. die monotone Folge (¢,,) ist konvergent.

< Y 2Rz, konvergent = (t,,) beschrinkt. Es gilt also:

n
Sp= xj=x1+To+tr3+Ta+...Fartrs+.. Fri5+...
j=1 ~—

<2zxo <dzy4 <8xg

< x4+ 2r9+4r4 +8x8+ ...

m
< Y 2y = ty, mit 2™ <np < 2mFL
3=0

Also ist (s,,) beschrinkt und somit konvergent.

O
Beispiele
1. Beispiel:
(o)
>~ n~* konvergent < s > 1
n=1
2. Beispiel:
o~ _ 1
nZZ:Q m konvergent S s>1

Dabei darf s auch nicht-ganzzahlig oder sogar nicht-rational sein, allerdings sind
dann die entsprechenden Potenzen bisher nicht definiert.
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Beweise.
1. Es gilt:
Z 2k(2k)75 — Z oko—ks _ Z (27(871))]{‘
k=1 k=1 =1 >
Diese Reihe ist konvergent < ¢ <1< s > 1.
2. Es gilt:

k—s

18
T

22 F(In2F)=* = 3 k*(In2)~* = (In2)~*
k=1

k=1

Diese Reihe ist nach Beispiel 1 konvergent < s > 1.

Bemerkung. Iterativ kann man zeigen: Die Reihe

D

1

n-lnn-lnlnn --- (ln s 11’1) n
——

k

(In---In)n
——

k41

konvergiert genau dann, wenn s > 1 ist.



Kapitel 5

Stetige Funktionen

Das Hauptthema dieser Vorlesung sind Funktionen (Abbildungen):
f:D — Rmit D CR (spéter auch C statt R)

D = Dy ist der Definitionsbereich von f. Jedem x € D wird durch f ein (aber
auch nur ein) f(z) € R zugeordnet:

f:D—=R, 2~ f(x)
Man kann sich z.B. folgendes vorstellen:
1. v(t) = Geschwindigkeit eines Korpers zur Zeit t

2. k(x) = Konzentration einer Losung an der Stelle = (zu einem festen Zeit-
punkt)

3. k(t) = Konzentration einer Losung zur Zeit ¢ (an einer festen Stelle)
4. T'(z) bzw. T(t) = die jeweilige Temperatur

Allgemeiner hat man z.B. k(z,t) = Konzentration an der Stelle x zur Zeit ¢.
Falls es sich bei  um einen Punkt im 3-dimensionalen Raum R? handelt, ist
dies eine Funktion von 3 + 1 = 4 Variablen. Das wird erst im zweiten Semester
behandelt.

Der Graph einer Funktion f: D — R ist:
Iy:={(z,f(z)) eR? : x € D}

Diese ,,graphische Darstellung® einer Funktion f : D — R (d C R) ist eine
héufig sehr niitzliche Veranschaulichung einer Funktion.

Einfachste Beispiele
1. Beispiel:

Die konstante Funktion.

f:R—=R, f(x)=c Vz€R

45
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. Beispiel:

Die identische Funktion (Abkiirzung: id = idg).

fR-R, f(z)=2 VzeR

. Beispiel:

Die Betragsfunktion (Abkiirzung: abs fiir Absolutbetrag).

f:R—=R, f(z)=lz] VzeR

. Beispiel:

Grifites Ganzes oder Gauss-Klammer (Abkiirzung: int fir integer).

f:R—-R, f(r)=[z] YVzecRwobel|zr]:=max{teZ :t<zx}

. Beispiel:

Die Quadratwurzel (Abkiirzung: sqrt fiir square-root).

f:Ry =R, f(z) = +v/x VzeRy mit Ry =[0,00)

. Beispiel:

Polynome.
n .
p:R—=R, p(x) = aj29 =ag+ a1 + a2z® + ... + 2"
3=0

Dabei wird a,, # 0 angenommen. p heifit dann ein Polynom vom Grad n,
an, der hochste Koeffizient.

. Beispiel:

Rationale Funktionen. Seien p, ¢ Polynome (mit ¢ # 0).

D={zeR:qx)#0}, r: D —R, r(x):%fiirxeD

. Beispiel:

Dirichletfunktion (interessant als Beispiel und Gegenbeispiel).

1 falls = rational ist
0 falls x irrational ist

FiR—R J0) =

Natiirlich kann man den Graphen der Dirichletfunktion nicht zeichnen.
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Konstruktionsprinzipien

Mit den folgenden einfachen Konstruktionsprinzipien kann man aus den be-
kannten Funktionen neue Funktionen konstruieren (auf diese Weise lassen sich
sehr viele Funktionen aus ganz wenigen einfachen Funktionen aufbauen). Wir
werden immer wieder darauf zuriickkommen.

Seien f: Dy — R, ¢g: Dy — R Funktionen (wobei Dy, Dy C R).
1. Produkt mit einem Skalar X (A € R):
Af i Dapi= Dy, (Af)(@) = A- f(a)
2. Summe von f und g:
f+9: Dyyg =Dy Dy, (f +9)() := f(z) +g(x)
3. Produkt von f und g:
fg: D =Dy Dy, (fg)(x) := f(x)g(x)

4. Quotient von f und g:

Q[

. Dy i={z € DyN Dy : g(x) # 0}, L) =14

5. Komposition oder Zusammensetzung (Hintereinanderausfithrung) von f
und g:

fog: Dyog:={x € Dy : g(x) € Dy}, (fog)(z):= f(g(z))

Offenbar gilt: Polynome und rationale Funktionen lassen sich mit Hilfe der
Konstruktionsprinzipien 1 bis 4 aus der konstanten Funktion und der identischen
Funktion aufbauen. Auflerdem:

abs(z) = V22 = (sqrt o ¢)(z) mit g(z) = z2

Grenzwert von Funktionen

Ein ganz wichtiger Begriff ist der Grenzwert von Funktionen. Der Punkt a heift
ein Berihrungspunkt von D, wenn es eine Folge (x,) aus D gibt mit =, — a
oder:

wenn Ve >0 3z, € D mit |z — x| < e (Beweis?)

Offenbar ist jeder Punkt aus D Beriihrungspunkt von D. Das Intervall (0, 1)
hat, abgesehen von allen Punkten aus (0, 1), die Beriihrungspunkte 0 und 1.

Definition (Grenzwert einer Funktion). Sei D C R, a Beriihrungspunkt
von D, f: D — R. Wir definieren den Grenzwert der Funktion f fiir x gegen a:

A=lim f(z):& Ve>0 36>0 Vre Dmit [zr—a|<d |f(z)-Al<e

xzeD

Bemerkung. Ist a € D und existiert lim f(z), so ist notwendig:
r—a
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f(a) = lim f(x)

r—a

Weitere naheliegende Begriffe sind:

1. Rechtsseitiger Grenzwert.

lim = lim
P
x\a x€D, x>a
2. Linksseitiger Grenzwert.
lim = lim
R
m/a z€D, z<a

3. Auflerdem:

lim f(x)=A & Ve>0 3K VaeD,z>K |f(z)—Al<e

Tr—00

lim f(z)=A & Ve>0 3K VeeDz< K |f(z)-Al<e

r——00

Folgencharakterisierung des Grenzwerts
Satz. lim = A < fiir jede Folge (z,,) aus D mit x,, — a gilt f(z,) — A.
r—a

Es wird sich zeigen, dass in vielen Fillen diese Folgencharakterisierung der
Grenzwerte besonders bequem zu handhaben ist.

Beweis.

= : Sei (z,) aus D mit x,, — a. Wegen A = lim gilt:

Tr—a

Ve>0 36d>0 VaeDmit |z —a|<d |f(zx)— Al <e
Wegen z,, — a existiert zu diesem § ein ng mit:
dng Vn>ny |z, —al<d

=Ve>0 Ing Vn>ng |z, —Al<e
d.h. es gilt f(z,) — a.
< : Annahme. Es gilt nicht lim f(z) = A. Daraus folgt:

r—a
Die Verneinung von:

Ve>0 36d>0 VaeD,|lz—a|l<d |f(z)—A]<e

Also:
Fe>0Vd>0 JzeD|Jz—al<d |f(x)—A]l>¢

= fiir dieses e gilt Vn €N Fz, € D, |z, —a| <1 |[f(z)—A]>¢
= 3 (z,) aus D mit z,, — a, aber f(z,) /4 A.

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Stetigkeit
Definition. Sei D C R, f: D — R, a € D. f heifit stetig bei a, wenn gilt:

lim f(z) = f(a)

r—a

Da a € D ist, ist dies gleichbedeutend mit der Existenz des Limes oder mit:

lim f(z) = f(a)

T—a

z7#q

f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.
Beispiele
1. Beispiel:
f(x)=c, x, 22, ... allgemeine Polynome
Daraus folgt:

VaeRgilt lim f(z) = f(a)

Insbesondere sind alle diese Funktionen stetig.
2. Beispiel:
f(z) =[z] groBtes Ganzes

lim f(x) existiert nicht fiir alle n € Z, aber:

r—n

lim f(x) =n—1# 0= f(n)
lim f(x) = n = f(n) vnek

Fiir alle a € R\ Z gilt lim f(z) = f(a).
3. Beispiel:
f(x) :=sini fir z £0, f(0):=0

Es wird davon ausgegangen, dass die Sinusfunktion hinreichend bekannt
ist. Die Grenzwerte

limy f(z), lim f(@), lim f(x). lim f(2)

20
existieren nicht.

Die obige Folgenabschitzung des Grenzwerts liefert sofort:

Satz. Es gilt:
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f stetig in a
& Ve>036>0VezeD,jz—al<d |f(z)—f0)]<e
< Fir jede Folge (z,,) aus D mit z, — a gilt f(z,) — f(a)
Insbesondere:
& Ve>030>0 VeeD\{a}l,|lz—a|<d |f(z)— f(0)]<e
< Fiir jede Folge (x,,) aus D \ {a} mit =, — a gilt f(z,) — f(a)
Die konstante Funktion und die identische Funktion id(z) = « sind offenbar ste-

tig. Fiir Polynome und rationale Funktionen folgt dies sofort aus dem folgenden
Satz.

Satz. Sind
f:Df —Rund g: Dy — R stetig (in a € Dy N Dy)
und ist ¢ € R, so gilt:
cf, f+gund f- g sind stetig (in a)
Ist auerdem g(a) # 0, so gilt auch:

5 ist stetig (in a)

Beweis. Dies folgt sofort aus der obigen Folgencharakterisierung der Stetigkeit
und den entsprechenden Sétzen iiber konvergente Folgen. O

Entsprechend gilt fiir die Hintereinanderausfiihrung;:

Satz. Sei
f:Dy — R stetigin a € Dy, f(a) € Dy und g : Dy — R stetig in f(a)
Dann gilt:

go f ist stetig in a.

Beweis. Sei (z,,) aus Dyoy C D, (also z, € Dy, f(z,,) € Dy) mit z, — a.
= f(zn) — f(a) (da f stetig in a)
= 9(f(zn)) — g(f(a)) (da g stetig in f(a))

d.h. g o f ist stetig in a.

Weitere Beispiele
1. Beispiel: abs ist stetig.
(a) Fall: a = 0. Es gilt:
Tp — 0= |z,| — 0= abs(z,) = |x,| — 0 = abs(0)

(b) Fall: @ > 0. In diesem Falle ist abs(z) = z, also stetig.
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(¢) Fall: a < 0. In diesem Falle ist abs(z) = —z, also stetig.

2. Beispiel:
f stetig = | f| stetig (wobei |f]| (x) := |f(x)])

Beweisidee. | f] ist Hintereinanderausfiihrung von f und abs.

3. Beispiel:

int ist unstetig in allen a € Z,
aber stetig in allen a € R\ Z

Vergleiche weiter oben ...

4. Beispiel: Die Dirichletfunktion

Fz) = 1 falls = rational
)= 0 falls z irrational

ist in keinem Punkt stetig.

Beweis.

(a) Fall: a rational. Es existiert eine Folge irrationaler Zahlen (x,) mit
z, — a (ist z.B. (y,) eine Folge rationaler Zahlen mit y,, — v/2, so
ist 2, := a + (v/2 — yy,) irrational mit z,, — a). Es gilt:

f(xn) =0/ 1= f(a)

(b) Fall: a irrational. Es existiert eine Folge rationaler Zahlen (x,) mit
xn — a (2.B. fiir a = ag,a1a2a3 . .. sei x, = ag,ay ...ay,). Es gilt:

flxn) =1/0= f(a)

5. Beispiel: Die etwas modifizierte Funktion

o) { % falls x = g mit p, q teilerfremd
x) =

0 falls z irrational

ist stetig in allen irrationalen Punkten, aber unstetig in allen rationalen
Punkten.

Beweis.
(a) Fall: a rational. Es existiert (z,,) irrational mit x,, — a. Daraus folgt:
flan) =07 fla) #0
(b) Fall: a irrational. Es ist zu zeigen:
Ist (x,,) eine Folge rationaler Zahlen mit z,, — a und

Ty = % (wobei p,, und g, teilerfremd)
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so gilt g, — oo.

Annahme: g, 4 oo, d.h. ¢, enthilt eine beschrinkte Teilfolge (gy, ).
Da die Folge (z,) beschrinkt ist, folgt daraus die Beschréinktheit der
Folge (pn, ). Das bedeutet aber, dass in der Folge (x,, ) nur endlich
viele verschiedene Zahlen vorkommen (da es nur endlich viele Zihler
und Nenner gibt). Der Grenzwert der Folge (z,,) — der natiirlich
gleichzeitig der Grenzwert der Folge (x,,) — ist also gleich einer dieser
rationalen Zahlen, also:
a="2
q
Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass a irrational ist.

a



Kapitel 6

Grundlegendes iiber stetige
Funktionen

Zwischenwertsatz
Der folgende Satz ist anschaulich offensichtlich:

Satz (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig und sei f(a) < f(b) (oder
f(a) > f(b)). Dann gibt es zu jedem ¢ zwischen f(a) und f(b) (mindestens) ein
xo € (a,b) mit:

f(zo) =c

Beweis. Sei 0.E. f(a) < f(b), M :={z € [a,b] : f(x) < c}. Offenbar ist a € M,
also M # (. AuBerdem ist M nach oben beschrénkt (b ist obere Schranke). Sei
2o := sup M (dieses existiert nach dem Supremumsprinzip).

= 3 (x,) aus M mit z, — x9
= (da f stetig ist) f(zo) = lim f(z,) < ¢, da f(z,) < c fir alle n gilt
Andererseits ist f(xzg + %) > ¢, da g+ % & M gilt. Daraus folgt:
flawo) = Tim_ flao+ 1) > e
und somit insgesamt:
f(@o) = ¢
Wegen f(a) < ¢ < f(b) ist xg # a und x¢ # b, also zg € (a,b).

Ein einfacher Fixpunktsatz
Satz. Ist f : [a,b] — [a,b] stetig, so existiert ein x¢ € [a,b] mit f(z¢) = xo.
Beweis. Sei g(z) := f(z) — z. Es gilt:

g(a) = f(a) —a >0 und g(b) = f(b) —b <0

33
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Der Wert 0 ist also ein Zwischenwert von g, und da g stetig ist, existiert ein xg
mit g(zo) = 0. Daraus folgt:

f(l’o) = Zo

Anwendung
Damit ist eine einfacche Anwendung moglich.

Satz. Ist p ein Polynom ungeraden Grades, so hat p mindestens eine (reelle)
Nullstelle zg, d.h. p(zg) = 0.

Anmerkung. Das gilt im Allgemeinen nicht fiir Polynome geraden Grades:

p(x)=1, p(z) =2 +1, ...
Beweis. Sei
p(x) = io ajz?, n ungerade, a, # 0
5=
Im Folgenden sei 0.E. a,, > 0 (entsprechend fiir a,, < 0). Daraus folgt:

n .
p(z) =2 Y aja? " = 2" (apr " + @12’ " + ...+ a,) — oo fiir z — 00
j=0

> Lan (fiir groBe x)

Entsprechend folgt p(x) — —oo fiir  — —oo. Also existieren:
a € R mit p(a) < 0 und b € R mit p(b) >0

Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein x¢ € (a,b) mit p(xzg) = 0.

Definition. f: D — R heifit beschrinkt, wenn ein K existiert mit:
|f(z)] < K fiir alle z € D

Entsprechend definiert man nach oben bzw. nach unten beschrinkt. Die Funk-
tion f: D — R nimmt in xg € D ihr Mazimum an, wenn gilt:

f(z) < f(xo) fur alle z € D

Entsprechend nimmt sie ihr Minimum, falls f(z) > f(xo) fir alle x € D. Das
Maximum (bzw. Minimum) heifit strikt, falls:

f(x) < f(xo) bzw. f(z) > f(zo) fir alle x € D\ {zo}

Bemerkung. Nicht in jedem Fall nimmt eine stetige Funktion ihr Maximum oder
Minimum an.
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Beispiele

1. id : R — R hat kein Minimum oder Maximum (sie ist nach oben und
unten unbeschrinkt).

2. id : [0,1] — R hat Minimum und Maximum.
3. id : [0,1) — R hat Minimum, aber kein Maximum.

4. ¢:R — R, q(x) = 2% hat Minimum, aber kein Maximum.

Satz vom Maximum

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und nimmt sein Maximum
und sein Minimum an.

Beweis. Annahme: f ist unbeschriankt. Dann gilt:
3 (z,) aus [a,b] mit |f(z,)| > n

Nach Bolzano-Weierstrafl existiert eine Teilfolge (z,,) und ein zy € [a,b] mit

X, — o und f(xn,) — f(xo). Dies steht im Widerspruch zu |f(zy, )| > nk.

Also ist die Bildmenge {f(z) : = € [a, ]} beschrinkt. {f(z) : x € [a, b]} besitzt

also ein Supremum und:
3 (zp,) aus [a,b] mit f(z,) — sup{f(z) : x € [a,b]} =:sup f
Nach Bolzano-Weierstra$l existiert eine Teilfolge (2, ) mit:
Zp, — @ und somit f(xz;) = lerr;O f(zpn,) =sup f
f nimmt also sein Maximum an. Entsprechend zeigt man die Annahme des
Minimums.
O

Folgerung. Sei f : [a,b] — R stetig, f(z) # 0 fiir alle z € [a, b]. Dann gilt:

3¢ >0 mit |f(x)| > c fiir alle z € [a, b]
Beweis. |f] ist stetig. Sei ¢ := min |f], d.h. 3 2o mit ¢ = min|f| = |f(zo)| > 0.
Es gilt:

|f(x)] > min|f| = c fiir alle = € [a, ]

Umkehren einer Abbildung

Kann man eine Abbildung umkehren? Offensichtlich nicht in jedem Fall: Zwar
ist jedem Zeitpunkt eine Geschwindigkeit eines Korpers zuordenbar, aber im
Allgemeinen gibt es zu einer Geschwindigkeit mehrere Zeitpunkte, zu denen
diese angenommen wird.

Definition. Eine Abbildung (Funktion) f : A — B heifit injektiv (umkehrbar),
wenn gilt:
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Aus x # y folgt f(z) # f(y)
(oder: aus f(x) = f(y) folgt x = y)

Satz. Eine reelle Funktion f ist sicher dann injektiv, wenn gilt:
f ist streng wachsend, d.h. x <y = f(z) < f(y)
oder:
[ ist streng fallend, d.h. z <y = f(z) > f(y)
oder ganz allgemein:

f ist streng monoton

Der Beweis ist offensichtlich.

Definition. Eine Abbildung f : A — B heif}t surjektiv (auf), wenn gilt:

|
B=f(A)={f(z) : x€ A}
f heilit bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist.

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton (wachsend oder fallend),
A := f(a), B := f(b). Dann bildet f das Intervall [a,b] bijektiv auf [A, B] bzw.
[B, A] ab. Die Umkehrfunktion

711 1A, B] = [a,8] baw. [B, A] — [a,}]
mit y — x falls f(z) =y
ist ebenfalls stetig und streng monoton (wachsend bzw. fallend, wie f).

Beweis. Sei 0.E. f streng wachsend. Aus a < x < b folgt A < f(z) < B, also
insbesondere A < B. Wegen der strengen Monotonie ist f injektiv. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt, dass f jeden Wert zwischen A und B annimmt, d.h.
f :la,b] — [A, B] ist surjektiv (also bijektiv), f~1 existiert.

1. Strenge Monotonie von f~'. Sei Y < Z. Wire f~1(Y) > f~1(Z2), so
wiirde aus der Monotonie von f folgen:

Y=ffY)=f(f(2)=2
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
2. Stetigkeit von f~1.

(a) Behauptung. Y, \, Yo = f~4(Y,) — f~1(Yo)

Beweis. (f~(Y,)) ist fallend und beschrinkt, f=1(Y,,) > f~1(Yp).
Daraus folgt, dass (f~1(Y,,)) konvergent ist gegen ein zg € [a,b].
Also:

f(xo) = nhj;c f(ffl(Yn)) = nhjfgo Y, = Yo, fﬁl(YO) = 2o

dh. f7(Y,) = F7H (). 0
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(b) Behauptung. Y,, /' Yo = f~1(Y,) — f~1(Yo)

Beweis. Entsprechend ...
(c) Sei jetzt (Y;,) eine beliebige Folge aus [A4, B] mit Y,, — Y;. Aus (a)

und (b) folgt:

Ve>0 JkyeNmit f~1(Yy) — fF (Yo — k%) < 5 und
F7 Yo+ 55) — 71 (V) < §
auflerdem:
dng €N Vn>ng \Yn—YO|<é
Mit der Monotonie von f~! folgt daraus:
1) - £
<o+ ) — )|+ | - S (- )| <

dh. f7HY,) — fFH(Y).

Der Satz gilt entsprechend fiir beliebige Intervalle:

Satz. Sei J ein beliebiges (offen, abgeschlossen, halboffen, Halbachse, ... ) In-
tervall, f: J — R stetig und streng monoton. Dann ist:

f(T)={f(z) : 2 € T}

ebenfalls ein Intervall Z, f : J — T ist bijektiv, f~' : T — J ist stetig und
streng monoton.

Beweis. Es existieren Intervalle J,, = [an, by] mit 7 = U7, (z.B. falls J = [a,b)
ist mit b < oo, wihle J,, = [a,b — 1] als Folge von Intervallen).

Die FEinschrdinkung f, : J, — R von f auf 7, ist natiirlich stetig und streng
monoton. Nach obigem Satz gilt also:

I+ In — f(Tn) =: I, bijektiv, T =UZ,

f1ist also stetig und streng monoton auf Z,,. Andererseits ist f,, ! die Ein-
schrinkung von f~! (man beachte, dass f~! wegen der strengen Monotonie
von f jedenfalls existiert) auf Z,,, d.h. die Einschrinkung von f~! auf jedes der
T, ist stetig und streng monoton, dies gilt dann auch fiir f~1.

Beispiel
Als Beispiel betrachten wir die Wurzelfunktionen.
/- (k-te Wurzel)

/x soll die (?) Zahl sein, fiir die die k-te Potenz gleich z ist. Das ist offenbar
die Umkehrfunktion von:
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fk:R+4’Rv fk(l’):xk (k€N7k22)
fr ist stetig und streng wachsend, fi bildet R bijektiv auf Ry ab. Daraus folgt:

fit iRy — Ry ist stetig und streng wachsend,
fi'(y) = ¢y die k-te Wurzel.

Ist k gerade, so ist auch — {/y eine k-te Wurzel. Wenn nichts weiter gesagt wird,
ist die positive Wurzel gemeint.

Ist k& ungerade, so ist auch:
fr : R =R, z+— zF stetig und streng wachsend

fr ist bijektiv, f.~ ! stetig und streng monoton wachsend. (Die k-te Wurzel aus
einer positiven/negativen Zahl ist positiv/negativ).



Kapitel 7

Exponentialfunktion und
Logarithmus

Ziel der néchsten beiden Abschmtte ist es, fir alle @ > 0 und z € R den
Ausdruck a® zu erkliren. Da wir a@ = ¥/a? fiir p € Z, q € N kennen, kénnten
wir so vorgehen, dass wir eine Folge:

(p—") mit 22 —
an n

wéhlen und zeigen, dass dann:

eine Cauchyfolge ist. Das ist moglich, wir wahlen aber einen anderen Weg.

Die Exponentialfunktion

Wir wissen bereits: Die Reihe

> 7
2
konvergiert fiir alle 2 € R (Quotientenregel). Damit definieren wir:

Definition (Exponentialfunktion).

exp: R = R, exp(z) := > f:,
n=0
Der Funktionswert an der Stelle 1
e:=exp(l) = z =141+ + 5+, ~27182818284

heifit die Eulersche Zahl. Es wird sich zeigen, dass exp(x) = e* gilt.

Satz. e ist irrational (tatséchlich ist e sogar transzendent, d.h. nicht algebraisch,
also nicht Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten).

99
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Beweis. Annahme: e = % (0.E. ¢ > 2, da nicht notwendig gekiirzt). Dann gilt:

o0
— 1 _ 1 : 1 1 1
qle = q!ngoﬁ =q' > o+ lim (q+1 T @mery Tt (q+1)~~~(q+m>)

\ \ N

ganzzahlig ganzzahlig = auch ganzzahlig

3
I

Andererseits gilt:
1 1 1 1
O<gi=¢m (1 Tttt <q+2)---<q+m>)

(3)"

118

<4 (1

+

1 1 1 1
5+1+"'+2’"7*1)<ﬁ

n=0

=47<3 (dag>2)

Das ist im Widerspruch zur Ganzzahligkeit des Grenzwertes.
O

Gelegentlich wir es notig abzuschitzen, wie gut die Reihe ZT]:/:O % die Zahl
exp(z) approximiert.

Satz (Restgliedabschitzung). Fiir

ol <1+ 5 =552

2
gilt:
N N+1
exp(x) — Y 4| < 20y
n=0
Speziell gilt:
Ny 2
exp(x) — Y ol = (N+1)!
n=0
Beweis.
exp(z) — 2 | =| X TS X w
n=0 n=N+1 n=N-+1

Jaf ¥+

= 1+ |] “FL‘F
T vz T e T

|2V | ||

|
= (N+1)! (1 + N+2 + (N+2)? +.. )

|| 1

wegen % <3
||+ 1,1 _ olz/Vt!
< (?\/Jrl)' (1 tatg Tt ) 2(?\%1)'
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Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Das néchste wichtige Ziel ist der Beweis der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion.

Satz. Fiir alle z,y € R gilt:
exp(z + y) = exp(x) exp(y)

Zum Beweis bendtigen wir den folgenden Satz.

Satz (Cauchy-Produkt unendlicher Reihen). Seien ) a,, und > b,, abso-
lut konvergent und sei:

n n
Cp 1= Z anfkbk (Z akbnfk = Z anlbn2>
k=0 k=0

ni1+ns=n

Dann ist >_ ¢, absolut konvergent und es gilt:

(Z) (E) - E

Beweis. Sei

Es gilt also:

i (E) (B0)

Es geniigt also zu zeigen, dass C} — C), — 0 gilt. Wegen:

n

n k
Crn=> c=1> Y ap_ibj= Y, aby
#=0i=0

k=0 i+k<n
i,k<n
gilt:
Cr— Cop =3 aiby
ik
wobei:
0<iu,k<n
i+k>n
Also:
|C; — Cn| < Z |ai‘ |bk| In jedem Term mindestens:

i> 4 oder k> %

o0 o0
<O ail Do lokl > lail > bl
> k=0 =0 k>2
H,_/T’ S ——
—0 = = —0

— 0 fiir n — oo
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Auflerdem gilt:

leel < 30 lail |bj] =: G
i4i=k

wobei die & mit Hilfe der |a;| und |b;| genauso gebildet werden wie ¢ mit Hilfe
der a; und b;. Die obige Argumentation liefert die Konvergenz der Reihe 3 &,
daraus folgt die absolute Konvergenz der Reihe > ¢k.

O

Beweis der Funktionalgleichung. Anwendung des Cauchy-Produkts auf die (ab-
solut konvergenten) Reihen

exp(z) = Zo % und exp(y) = > 27

liefert:

(%)
3
I
Sls
\

Z
=<
|
3=

NE
~—~
3
SN—
K
3
|
x>
<
=
|
S =
—
S
+
<
N~—
3

also:

Grundlegende Eigenschaften der Exponentialfunktion

Damit ergeben sich sofort einige grundlegende FEigenschaften der Exponential-
funktion:

1

1. exp(z) # 0 fiir alle z € R, exp(—z) = )

2. exp(z) >0 fur alle z € R

3. exp(n) =e" fiirallen € Z

exp (%) = eP

Diese Eigenschaften legen es nahe, die Funktion als Exponentialfunktion zu
bezeichnen.

e

Beweis der Figenschaften.
1. Folgt aus exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1.

2. Fir z > 0 ist:
exp(xz) =), % >0
Fiir x < 0 ist:

exp(z) = m >0 (daexp(—x) > 0 ist)
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3. n=1: exp(l) =e (nach Definition).
n=n+1: exp(n+1)=exp(n)exp(l) =e" e=e""l.

Auflerdem gilt:

exp(0) =1 = € und exp(—n) = —L y=g=e "

q
4. (exp (%)) = exp (%q) = exp(p) = €P, also exp (%

N—
Il
2
@
>

O
Nun ist leicht die Stetigkeit von exp zu beweisen.
Satz. exp : R — R ist stetig.
Beweis.
(a) Behauptung. exp ist stetig bei 0.
Die obige Abschitzung liefert (fiir N = 0, also |z| < 1):
[z|0+1 .
lexp(x) — 1] §2W:2|$| —0firz—0
(b) Behauptung. exp ist stetig bei xg.
lexp(z) — exp(2o)| = |exp(zo)(exp(z — z9) — 1)]
= exp(zo) lexp(z — xg) — 1| — 0 fiir  — zo
S —
—0
O

Es handelt sich also bei der Exponentialfunktion um eine stetige Fortsetzung
der Abbildung:

P
Q—-R, %—)eq

auf ganz R. Wir zeigen, dass exp streng monoton und somit umkehrbar ist.

Satz. exp : R — R ist streng wachsend und bildet R bijektiv auf (0, c0) ab. Die
Umkehrfunktion:

In: (0,00) — R natiirlicher Logarithmus

ist ebenfalls stetig und streng wachsend. Es gilt die Funktionalgleichung des
Logarithmus:

In(zy) = In(z) + In(y) fur alle z,y >0
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Bewets.
(a) Behauptung. exp ist streng wachsend.

Fir y > z gilt y — 2 > 0, also:

exp(y) = exp(z + (y — ) = exp(z) exp(y — x) > exp(x)
5% %

——
>1

(b) exp(n) = €" — oo, exp(—n) = - — 0. Nach dem Zwischenwertsatz ist
also (0,00) C exp(R). Daraus folgt:

(0,00) = exp(R)
(¢) Sei xz =exp(a), y = exp(b) (also a = In(z), b = In(y)). Dann gilt:

In(zy) = In(exp(a) exp(b)) = In(exp(a + b)) = a + b = In(x) + In(y)
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Die allgemeine Potenz

Formal gilt (was wir aber bisher nur fiir rationale x kennen):

x

a® = [exp(lna)]* = exp(zIna)

Dies veranlasst uns dazu, die Ezponentialfunktion zur Basis a (wobei a > 0)
wie folgt zu definieren:

exp, : R — R, exp,(z) := exp(zlna)

Die Funktion hat tatséchlich alle von a” erwarteten Eigenschaften (man schreibt
deshalb auch a®).

Satz. exp, : R — R (genauer R — (0, 00)) ist stetig mit:

(a) exp,(z +y) = exp, () exp,(y)

(b) exp,(n) = a”

(c) exp, (g) = VaP
Beweis. Die Stetigkeit folgt aus der allgemeinen Regel fiir zusammengesetzte
Funktionen:

eXp, = €XpOoMin, (mit my,, = Multiplikation mit Ina)

Nun gilt:

(a) exp,(z-+y) = exp((z+y) Ina) = exp(zlna) exp(yna) = exp, (z) exp, (y)

(b) exp,(n) =exp(nlna) =exp(lna+Ina+...+1na) = (exp(lna))” = a™

n mal
q
(@ (exp, (2))" = exp, (42) = expu(0) = = exp, (2) = vap
O

Folgerung. Wie wir wissen gilt {/a — 1 fiir n — oo (fiir alle a > 0). Das folgt
jetzt ganz einfach:

Ya=exp, (+) — exp,(0) =1 (da exp stetig)

65
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Rechenregeln fiir die allgemeine Potenz
Satz. Fiir a,b > 0 und z,y € R gilt:
(a) (a")¥ = a™
(b) a®b* = (ab)®
() ()" =a"=(a")"
Beweis.
(a) (a*)¥ = exp(ylna®) = exp(yIn[exp(zlna)]) = exp(yzIna) = a™¥
(b) a®b” = exp(zlna)exp(zlnd) = exp(z(lna+1nd)) = exp(x(Inab)) = (ab)*

. ~ exp((=a)lna) = o>
(© (2)" =esp (ehnd) = exp(—olna) - { = s =
~ exp(zlna) T a®

Charakterisierung durch ihre Funktionalgleichung

Die Exponentialfunktion bzw. die allgemeine Potenz wird durch die Funktional-
gleichung und den Wert an der Stelle 1 charakterisiert:

Satz. Ist F': R — R stetig mit der Eigenschaft:
F(z+y)=F(x)F(y) firalez,yeR
so gilt:

F(z) =0 fir alle x  falls F(1) =0 ist
F(z) =a” fir alle x  falls F(1) =:a # 0 ist

Insbesondere:
Ist F(1) =1, soist F(z) =1 fiir alle z € R.
Beweis. Aus F(1) = F(3)? > 0, folgt in jedem Fall F(1) > 0.
(a) F(1) =0 : Dann gilt F'(z) = F(x —1)F(1) = 0 fiir alle x.
(b) a:=F(1)>0:
= a=F(1+0) = F(1)F(0) = aF(0), also F(0) = 1.
=Fn)=FQ+1+...+1)=a" fir allen € Z.
n mal

:>F(p):F(q§) :F(g)q fiir alle p € Z, g € N.

= F (1) = /F) = Va7 = o
= F(z) = a” fir alle z € Q.

Ist = € R beliebig, so existiert (z,) aus Q mit z,, — xz, also (da F stetig):

F(z)= lim F(x,)= lim o = lim exp,(z,) = exp,(z) = a*

n—oo n—oo n—oo

da exp, stetig



Einige wichtige Grenzwerte
Es sollen nun einige wichtige Grenzwerte untersucht werden:

1. Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz:

lim & = oo fiir alle z € N
r—o0 T
Bewets. Fir x > 0 gilt:
k+1
exp(z) > (i+1)|

also:

e’ T -
z—kzmﬂoofurxﬂoo

2. lim f—: — 0 fiir alle k € N (folgt aus 1).

r—oo 7

3. ;1{% akes :Tylin;o Z—Z = oo (folgt aus 1).
R

4. lim Inz = c©

Beweis. Fiir x > X ist Inz > K.

5 limlnz = —c©
x\,0
. . . 1 . 4
Beweis. imlnz = lim In- = — lim = —o0.
\0 y—oo Y y—00

6. a>0=limz®=0bzw. limz™* =0
z\,0 z\,0
Deshalb setzt man meistens:
0*=0fira>0

D.h. die folgende Funktion ist stetig:

() ::{ z® firz >0

0 firz =0

Bemerkung. 0° hat jedoch keinen Sinn:
(a) Lisst man in
0*=0
« gegen 0 streben, so erhélt man den Grenzwert 0.
(b) Lésst man in
20 =1 (fiir z > 0)

x gegen 0 streben, so erhélt man den Grenzwert 1.
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Beweis. Sei x,, > 0 mit x,, — 0. Dann gilt aInz,, — —o0, also:
x& =exp(alnz,) — 0,da lim exp(z)=0
r——00

7. Der Logarithmus wéchst langsamer als jede Potenz:

lim %:Ofﬁrallea>0

r—00

. . . 2
Beweis. lim 22 = lim LX =
z—o0 T T y—oo & ey
y=alnz
e¥ =z

8. limz%Inz =0 fiir alle « > 0
z\,0

o - 7
Beweis. lim z%Inx = lim —2¥ £
z\,0 T Y—00

Y

9. ¥/n—1firn— oo

Beweis. {/n = exp (L 1nn) A exp(0) = 1.

Der Zusammenhang mit Wachstumsprozessen

Es soll nun noch eine weitere Charakterisierung der Zahl e gegeben werden.
Es wird dadurch auch deutlich, dass die Exponentialfunktion eng mit Wachs-
tumsprozessen zusammenhéngt.

Satz. Es gilt:

(1+%)nﬂeﬁirnﬂoo

Beweis. Es gilt:

n n n k
(42 =5 @)
&y nn-1 n—-k+1
_kgok‘n n n
<1

IN
M=

% < e fir alle n

B
I
<]

Andererseits gilt fiir alle N € Nund n > N:

N
1\" 1 —1 —k+1
(T+3)" 2 X mnss o5
N1
> W= TN
k=0

\l

n — oo
(endliche Summe)



Fiir jedes N € N existiert also ein ng € N mit:
e > (1+%)n2x]\;f%fﬁrn2no
Da zn (nach Definition von e) gegen e konvergiert, folgt damit:

1+ 45" —e
1+3)

1

Bemerkung. Die Folge (z,) mit 2,, = (1 + )" ist streng wachsend.

Beweis.

1 1 1
iz =G 1,1+ =, 1+ —,..., 14—
n n

3

n

1 1 1
<A|[1L,14+—14—,..., 14—
n n

Allgemeiner (als der obige Satz) gilt:

Satz. lim (1 + )T =e
240

Beweis.

(a) z, >0, z, — 0: Fiir jedes n existiert ein k,, € N mit:

knl-i-l <Tp < kin (bZW kn < %ﬂ < kn+1)
also:
1\ En 1
(1 + m) < (Lt a)™ < (1+a,)%n
kp41
o< ) < (14 L)
Daraus folgt:

1 kn+1 1 —1 .
1 1 < (1 n)®n
<+kn+1> <+kn+1> (Lt an)

—e —1

und

69
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Damit erhalten wir schlie3lich:
(1+ xn)ﬁ —e

(b) zp, >0, z, —0:

1 1 ~x x 1:T+1
1,
e
1 x 1 x !
142z 142z
—— N—————
>0, —0 1

O
Satz. Fiir alle z € R gilt:
exp(z) = lim (1+2)"
Beweis.
i (1+2)" = tim {(1+2)*} = {1m (1+2)7} T e
wegen der Stetigkeit von t +— ¢ Satz
O

Hieran erkennt man den engen Zusammenhang mit Wachstumsprozessen: Eine
Population P vermehre sich in einer Zeiteinheit um das z-fache, in % Zeitein-
heiten um das 7 -fache. Nimmt man an, dass die neu erzeugte Population sofort
selbst zum Wachstum beitréigt, so erhélt man nach einer Zeiteinheit:

P(l+g)-(1+5)=P1+%)"
Fiir n — oo (immer kleinere Zeitintervalle) erhélt man:
P-e*

Geht man von der Verdoppelung in einem Zeitintervall aus (d.h. z = 1), so
ergibt sich bei dieser kontinuierlichen Betrachtungnach nach einer Zeiteinheit
die e-fache Population eP.

Ein anderes Beispiel ist die kontinuierliche Verzerrung. Wir kommen im Zusam-
menhang mit der Differentialrechnung auf dieses Phénomen zuriick.



Kapitel 9

Komplexe Zahlen und
komplexe Exp-Funktion

Fiir jedes a > 0 existiert eine, fiir a > 0 sogar zwei, Quadratwurzel(n). Fiir ne-
gative Zahlen existiert — zumindest in R — keine Quadratwurzel. Ahnlich sieht
es fiir hohere 2n-te Wurzeln aus. Dies ist einer von vielen Griinden, weshalb
man den Koérper der reellen Zahlen vergroflert. In diesem grofleren Korper hat
dann jede Zahl # 0 genau k k-te Wurzeln.

Die Vergroflerung geschieht dadurch, dass man zunéchst ein Element ¢ hinzu-
nimmt, das die Eigenschaft i -i = i2 = —1 haben soll. Insgesamt betrachten wir
Elemente der Form:

T+ iy mit z,y € R

Dabei sollen die folgenden Rechenregeln gelten:

(a) Addition

(71 4 iy1) + (w2 +iy2) = (21 + 22) +i(y1 + 12)
(b) Multiplikation
(z1 +iy1)(z2 +iy2) = 2122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T2y1)
Es gilt:
1. Das Nullelement (neutrales Element beziiglich Addition):

0+:0=,0“
2. Das FEinselement (neutrales Element beziiglich Multiplikation):
1440 =,1¢
3. Das negative Element zu = + iy (inverses Element beziiglich Addition):

—(x+iy) = —z — iy = —x + i(—y)
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4. Das inverse Element zu x + iy # 0, d.h. 22 + 3% # 0 (inverses Element
beziiglich Multiplikation):
(:E + iy>_1 = IZiyj - ’L’Tczi?f

Bemerkung. Das negative Element ist leicht zu finden. Das inverse Element
kann man durch folgende formale Rechnung finden:

- \N—1 1 z—iy __ T—1yY _ T sy
(l‘ + Zy) T rtiya—iy  #24yiti(zy—ay) | 224y> Za:2+y2

Man rechnet leicht nach, dass tatséchlich gilt:

Es ist leicht (und soll hier iibergangen werden) zu zeigen, dass die Axiome der
Addition, Multiplikation und das Distributivgesetz erfiillt sind, d.h. es handelt
sich um einen Kérper C.

Die Elemente z = x + iy kann man als Punkte der Ebene R? auffassen. Die
Punkte x 4+ i0 entsprechen den Punkten auf der reellen Achse, Addition und
Multiplikation solcher Elemente fithren nicht aus dem Reellen heraus. R ist ein
Unterkérper von C.

Die Addition der komplexen Zahlen entspricht in der Ebene (Riemannsche Zah-
lenebene) der Vektoraddition. Die Multiplikation werden wir erst spéter geome-
trisch denken.

Es gilt i2 = (0+41)(0+41) = 0—-1+4(0+0) = —1 +i0 = —1, d.h. wir
haben zuniichst das Gewiinschte erreicht. Tatséchlich hat sogar jede negative
Zahl z = z + 10 (wobei z < 0) zwei Quadratwurzeln +i\/—x:

(VD) = (0iv=3)" = - (V7)==

Wir wollen sehen, dass es weitere Wurzeln nicht gibt, genauer: Jede Zahl # 0
wird genau k k-te Wurzeln haben.

Begriffe im Zusammenhang mit komplexen Zahlen
Zahlen der Form iy = 0 4 iy heilen (rein) imagindr.
Definition.

(a) Realteil von x + iy

Rz=R(x+iy) ==
(b) Imagindrteil von x + iy
Sz =S(z+iy) =y (nicht iy)

Offenbar gilt: z = 2/ & Rz = N2’ und Sz = 2/

Die zu z konjugiert komplexe Zahl Z ist:

Z=xt+iy=xz—iy=z+i(—y)

Geometrisch ist dies die
Spiegelung an der reellen Achse
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Beobachtung. Mit dieser Bezeichnung folgt:
Rz=1(2+7%), Sz=£(2—72),
Z=z, ntm=7A1% Ak =A%
Nur im letzten Fall erfordert der Beweis eine kleine Rechnung.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist die Lénge des entsprechenden Vektors im
Vektorraum R?, also (nach Pythagoras):

|z = |z +iy| = /22 + 12 = VzZ  (oder |z = 27)
Insbesondere gilt:
2l =12, [l =0 2=0

Satz.

(a) |z1] 22| = |212]

(b) |#1] + |2z2] > |21 + 22| (Dreiecksungleichung)
Beweis.

(a) |z122] = \/(2122)(2122) = V/(171)(22%2) = Va1 iV 2222 = |21 |22

(b) Geometrisch ist diese Aussage offensichtlich.

|21+ 2| = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22)(F1 + 53)
= 2121 + 2173 + 2271 + 2273 = \Zl|2 + 2R(z1%2) + \Z2|2

< |zl + 2|21 2| + |22l = (|21] + |22])?

Konvergenz von Folgen und Reihen

Die Definitionen und Resultate von Folgen und Reihen lassen sich leicht auf die
komplexen Zahlen iibertragen:

Eine Folge (z,) aus C heiit konvergent gegen ein z € C, wenn gilt:
|zn — 2| = 0, 2, = 2z, z=limz,, ...

Offensichtlich gilt:

2y — 2 S Z, — 29 RNz — RNz und Sz, — [z

lim z,, = lim Rz,, + 7lim Sz,

Eine Folge (z,) aus C heifit eine Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve>0 dngeN Vm,n>ng |z, —2m| <e
Offensichtlich:

(zn) Cauchyfolge in C < (Rz,) und (Jz,) Cauchyfolgen in R
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Satz. C ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert in C.
Beweis. (z,) Cauchyfolge = (Rz,) und (Jz,) Cauchyfolgen in R = 3 z,y € R

mit Rz, — z, Iz, — y. Also:

Zn =Rz +1i82, Dz + iy =: 2

Wie in R gelten folgende Rechenregeln:
Zn — 2, Wy —mw = (a) zptw, —wztw
(b)  zpw, — zw

(¢) 2= — 2 (fallsw #0)

W

Eine kompleze Reihe Y z, heifit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
(Sm) mit s,y = > 0 2, konvergiert. Die Reihe heiit absolut konvergent, wenn
> |zn] (in R) konvergiert.

Wie in R gilt: absolut konvergent = konvergent. Die absolute Konvergenz ist
also eine rein reelle Angelegenheit, weshalb die frither bewiesenen Resultate
unverdndert gelten (Wurzelkriterium, Quotientenkriterium, Majorantenkriteri-
um).

Die komplexe Exponentialfunktion

Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert durch:

o0

exp:C —C, exp(z):= ) ==
n=0

Man beachte, dass die Reihe nach dem Quotientenkriterium fiir alle z € C
konvergiert. Einige Eigenschaften:

1. Funktionalgleichung.

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) exp(z2)
(insbesondere gilt exp(z) # 0 fiir alle z)

Der Bmweis ist exakt der gleiche wie im Reellen, man beachte insbeson-
dere, dass auch das Cauchy-Produkt im Komplexen unveradndert gilt.

2. exp(z) = exp(z)

Beweis.

exp(z) = > (i)!n = lim ) flj,b = lim > %

n=0 m—00 pn=0 M—=0 n=0
m n
= lim ) %7 =exp(2)
m—00 O
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3. |exp(iz)| =1 fir alle z € R

Beweis.

lexp(iz)|* = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) = 1

4. exp : C — C ist stetig.

Beweis. Ist wortlich aus dem Reellen iibertragbar.

Exponentialfunktion zur Basis a

Auch die Ezponentialfunktion zur Basis a (wobei a > 0) lidsst sich problemlos
auf das Komplexe ausdehnen:

exp,(z) == exp(zlna) (=:a?)
Auch hier gilt:
(a) exp, (21 + 22) = expq(21) exp,(22)
(b) (1) =a~= = (a5)!
(c) (@) =a** firx eR, z€C
Dies hat in der Funktinentheorie auch fiir x € C Sinn.

(d) a*b* = (ab)*
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Kapitel 10

Trigonometrische
Funktionen

sin, cos, tan, cot,
arcsin, arccos, arctan, arccot

Das Argument einer komplexen Zahl

Aus den vorhergehenden Kapiteln wissen wir, dass |exp(it)| = 1 fiir alle t € R
gilt. Noch nicht bekannt ist uns, wo sich der Wert e?’ auf der Einheitskreislinie
befindet. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz. Fiir t > 0 (bzw. t < 0) erhélt man den Wert e'’, indem man vom Punkt 1
startend auf der Einheitskreislinie in C entgegen dem (bzw. im) Uhrzeigersinn
um die Bogenlidnge |t| fortschreitet. Insbesondere gilt also:

2im 1 ei% =3 63%2' = —3

e = _17 € ) ’

Beweis.

(a) Behauptung. Fiir jedes z € C\ {0} erhélt man iz bzw. —iz durch Drehung
um 90 Grad gegen bzw. im Uhrzeigersinn.

Beweis.
iz=1i(zx+iy) = —y + iz und —iz =y +i(—2x)
(b) Behauptung. Fiir 0 < s < 1 liegt e'(*+%) = ¢ in dem entgegen dem Uhr-
zeigersinn auf e folgenden Quadranten (entsprechend fiir —1 < s < 0).

Daraus folgt dann: Wenn ¢ wiichst, lduft e’ entgegen dem Uhrzeigersinn
auf der Einheitskreislinie (wenn ¢ fillt, lduft es im Uhrzeigersinn).

Beweis. In €'* = a +ib ist (wegen |e’| = 1):
la| <1 und |b| <1
Fiir |s| < 1 gilt aulerdem:

7
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n=0
82 84 82 84
=:a>0 >0
Es gilt:

b— >0 fir0<s<1
- <0 fiir —1<s<0

Daraus folgt:

ei(tJrs) — elseit — (a 4 Z'b)eit — ge't + ibett

/N

positives Viel- entgegen dem

faches von e Uhrzeigersinn
gedrehtes positives
Vielfaches von e?

Daraus ergibt sich die erste Behauptung (die zweite folgt daraus).

(c) Behauptung. Die Linge des Bogens L(t) von 1 bis e’ (gemessen in der t
entsprechenden Umlaufrichtung und gegebenenfalls mit allen Umldufen)
ist gleich |¢|.

Beweis. Sei L, (t) die Linge des n-teiligen Polygonzuges 1 bis €.

n—1
Lo(t) = 3 |t —eint

k=0
-1

_ nE eikt] it _ 1‘
k=0

=1
. it
=n 61571‘ = |¢| 61;;1’ — |¢| fiir n — oo
w

vgl. folgenden Hilfssatz

Also:

L(t) = Lange des Bogens = lim L, (t) = [¢|

Hilfssatz. lim 617_1 =1

z—

Beweis. Die Restgliedabschiatzung aus Kapitel 8 besagt:

<ol
S SNt

N
Fiir |2 < Y2 gilt [e* — > 27

n=0
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Also gilt fiir 2] < 3:

ez—l_llzl%“ez_(l_F%H§L2%2|2|—>Ofﬁrz—>0

z 2|

O

Damit folgt. Zu jedem z € C mit |z| =1 gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 27 (¢ ist
der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und z, gemessen im Bogenmafl
entgegen dem Uhrzeigersinn). ¢ nennt man das Argument von z oder kurz
arg(z). Es gilt dann auch:

z = '@ t2E7) fiir jedes k € Z
Also hat jedes z € C die Form:
z = |z| €% = re’” mit r = |z| und ¢ = arg(z)

Bemerkung. Fiir z = 0 ist ¢ ohne Bedeutung.

Geometrische Interpretation der Multiplikation in C

Damit ergibt sich eine einfache geometrische Interpretation des Produkts in C.
Sei z; = rje'#i, dann gilt:

2129 = r1r26i(%91+§02) = r1r2€i(9"1+§92+2kﬂ')
Merkhilfe. Die Betrige multiplizieren sich, die Argumente addieren sich.
Ziehen beliebiger Wurzeln

Jetzt konnen wir auch beliebige Wurzeln ziehen:

Satz. Jede komplexe Zahl # 0 hat genau n n-te Wurzeln:

. -1 .
z=re"¥ = Yz= Yren@tHT) it k=0,1,...,n—1
~—
>0

Beweis. Die angegbenen sind jedenfalls n-te Wurzeln:
<w€%(¢+2kﬂ'))n = fr‘ei(tp"l‘Qkﬂ') = ,r.eitp =z

Sei nun pe™¥ eine n-te Wurzel, d.h. (gew)n = z. Dann gilt:
o™ = rei®
= 0" = |0"e"| = |re?| =r also o = YT
= M = ¢iv = iY—¢) — 1
= ny — ¢ =0 (mod 27) also np — ¢ =2km mit k € Z
= ¢ = 1(p+2km) mit k € Z

Offensichtlich geniigt es, k = 0,1,...,n—1 zu betrachten. Fiir ¥’ = k +n erhélt
man wieder die geiche Zahl wie fiir k.
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Bemerkung. Fiir z = re'? ist:

1 _1,-up
z

?
Denn es gilt:

(re) (tem) =10 =1

Sinus und Cosinus

Wir gehen von der geometrischen Definition im rechtwinkligen Dreieck aus.
Gegenkathete
Hypothenuse

_ _Ankathete
cose = Hypothenuse

sing =

Diese Definition héngt (Strahlensétze) nur vom Winkel, nicht von der GréBe des
Dreiecks ab. Am Einheitskreis in C liefert dies sofort:

sin ¢ = Je?
cos p = RNe'¥
Also gelten die Fulerschen Formeln:
sint = 4 (e — e™)
cost = (e’ + )
et = cost +isint
auBerdem: sin®t + cos?t = 1
Es gilt die folgende Reihendarstellung:

o0

cost = (e +e) =1 Zo LA{@@t)" + (—it)"}
n=
o0 o)
- (zt)2" - 2n +2 4
und entsprechend:
: 1 (it —it = n_t*nt! £ t°
sint = 5= (" —e ):T;O(—l) Gt =ttt
Man erkennt hieran sofort:
cost = cos(—t) d.h. cos ist eine gerade Funktion
sint = —sin(—t) d.h. sin ist eine ungerade Funktion

Satz (Additionstheoreme).

cos(u + v) = cosucosv F sinu sin v

sin(u £ v) = sinwcosv & cosusin v

Beweis. Es gilt:
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cos(u £ v) +isin(u + v)
— ei(uiv) — plugtiv

= (cosu + i sinu)(cos(+v) + i sin(+v))

(cosu + isinu)(cosv £ isinv)

= cosucosv F sinusinv + i(sinu cosv + cosusin v)

Da in einer Gleichung zwangsldufig auch Realteil und Imaginérteil getrennt
gleich sein miissen, folgen die behaupteten Gleichungen.

Speziell gilt:

cos 2u = cos(u + u) = cos® u — sin u

sin 2u = sin(u + u) = 2sinu cosu

Weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus

Aus:
cos (t + g) + isin (t + %) — ¢i(t+5) = jeit = jcost — sint
folgt:
cos (t+ %) = —sint, sin (t + ) = cost
entsprechend: cos (t - g) =sint, sin (t — g) = —cost

Daraus folgt weiter:
cos(t £ ) = —cost, sin(t £ 7) = —sint
cos(t + 2m) = cost, sin(t £ 27) = sint
Sinus und Cosinus sind also 27-periodisch. Das sieht man natiirlich auch am

Einheitskreis.

Arcus Sinus und Arcus Cosinus

Am FEinheitskreis erkennt man auch sofort:
sin ist streng wachsend in [—g, g}
Also existiert die Umkehrfunktion:
Arcus Sinus, arcsin : [—1,1] — [—g, g]
Entsprechend gilt:
cos ist streng fallend in [0, 7]
Also existiert die Umkehrfunktion:

Arcus Cosinus, arccos : [—1,1] — [0, 7]
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Tangens
Es gilt im rechtwinkligen Dreieck:
Gegenkathete  sing

tan o = Ankathete cos ¢

Dabei ist:
Din={z€R:cosz#0} =R\ {(k+ )7 : keZ}
Problem. Wie verhilt sich der Graph von tan?
sinz < 0 und wachsend in [—g, 0]
cosz > 0 und wachsend in [—g, O}

= tanz < 0 und wachsend in (—g, 0]

sinz > 0 und wachsend in [O, %}

cosz > 0 und fallend in [0, %]

= tanz > 0 und wachsend in [0, g)
Wegen sin(z 4+ m) = —sinz und cos(z + 7) = — cos z folgt:
tan(z + ) = tanx  (d.h. tan ist 7-periodisch)
Da tan in (-7, 7) stetig und streng wachsend ist, existiert die Umkehrfunktion:

Arcus Tangens, arctan : R — (—%, g)

Cotangens
Ankathete 1 cosp

Gegenkathete ~ cose sin ¢

cotp =
Dabei ist:
Deot =R\ {km : k€ Z}
cot ist in (0, ) streng fallend. Deshalb existiert die Umkehrfunktion:

Arcus Cotangens, arccot : R — (0, )
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Differentiation

An zwei Beispielen soll das weitere Vorgehen motiviert werden.

Beispiel 1

Ein Punkt bewegt sich auf einer Geraden. Zur Zeit t befinde er sich an der Stelle
x(t) (eine Funktion von ¢ mit Werten in R). Die mittlere Geschwindigkeit im
Zeitintervall [to,t] betrigt:

@(t)—x(to)
t—to
Das gilt iibrigens auch, wenn ¢ < ¢y ist. Um die Geschwindigkeit im Zeitpunkt ¢g

zu ermitteln, betrachtet man immer kleinere Zeitintervalle [¢o, t]. Existiert der
Grenzwert

. t)—z(t
lim Z®=2(o) 1)5 f( o)
t—tq -
t#£tq

so nennen wir diesen die Momentangeschwindigkeit zur Zeit tg.

Beispiel 2

Sei f: R — R eine Funktion. Wir betrachten den Graphen I'y. Fiir den Stei-
gungswinkel o der Sekante zwischen xy und z gilt:

: — _ f(=)=f(zo0)
Steigung := tana = ?00
Existiert hier der Grenzwert:
lim {@=f(=0)
Prary T—xg
xz#xz(Q

so nennen wir diesen Grenzwert die Steigung der Kurve in xg.

Ahnliche Uberlegungen treten in vielen unterschiedlichen Zusammenhéngen auf
(beispielsweise in der Mathematik, Physik, Biologie, Wirtschaft). Grenzwerte
dieses Typs treten etwa auf, wenn man die (momentane) Leistung, Beschleuni-
gung oder Zuwachsrate bestimmen will.

83
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Differenzierbarkeit und Ableitung

Man kann auch von einer etwas anderen Frage ausgehen: Sei f eine Funktion, die
jedenfalls in der Nihe von x definiert ist. Gibt es eine lineare (genauer: affine)
Funktion ¢g(z) = a + B(x — xp) die nahe xq ,,sehr gut” mit f iibereinstimmt?

Sicher ist es giinstig a = f(xg) zu wihlen. Es soll also gelten:
Bz —w0) = f(x) — f(wo) baw. g2z Lotlm)
Wahlt man:

g = lim %ﬁ:éx”) (falls dieser Grenzwert existiert)
r—Xo

so wird man nahe bei zy gute Ubereinstimmungen zwischen f und g erwarten.
Wir werden das unten sehen.

Definition. Sei f : (a,b) — C und sei z¢ € (a,b).

(a) f heifit bei xg differenzierbar, wenn der Grenzwert:

lim {@=S(@o) _ |y, L(oth)=f(x0)
T—x0 r—To h—0 2
z € (a,b), © # xo xzo +h € (a,b), h #0

existiert.

(b) Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f im Punkt xg, er wird mit f/(zo)
bezeichnet.

(¢) Der Bruch:

f@)=f(zo)

T—xo
heifit der Differenzenquotient bei xg.
(d) f'(xo) heiBt der Differentialquotient bei xg. Man schreibt dafiir auch:

of(z)
ox

=T

% (o) oder

Normalerweise versteht man unter Differentialquotient keinen wirklichen
Quotienten, gelegentlich aber auch als Quotient der Differentiale

df = f'(x9) - Az und dz = Az

wobei Az eine , kleine“ z-Differenz ist.

Jetzt konnen wir auch zeigen, dass die Differenzierbarkeit in x(y gleichbedeutend
ist mit einer ,guten“ Approximierbarkeit durch eine lineare Funktion ist:

Satz (lineare Approximierbarkeit). f ist genau dann bei z differenzierbar,
wenn ein m € C existiert mit:

f(@) = f(zo) +m(z = x0) + ¢y (z)
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wobei gilt:

Pag
r—xo

— 0 fiir x — xg
Es gilt dann f'(z¢) = m. Ist f bei x¢ differenzierbar, so ist f stetig bei xo.
Beweis.

(a) Sei f differenzierbar in zg. Sei auBerdem m := f’(zo) und

Pao () = f(z) — f(z0) — Mz — 20)
Dann gilt nach Definition der Differenzierbarkeit:

Pa0(2) _ f@=f@0) _ () fitr o — Zo
T—x0o T—Zo

(b) Es gelte:

f(x) = f(xo) + m(x — x0) + @z, (z) mit 2200 0 fiir & — 29

T—Xo
Dann gilt:

7f(ri:£(x°) = m+ 2208 oy fiir 2 — @
0 T—1x0

Das heifit f ist in z( differenzierbar und es gilt f/(z¢) = m.

(¢) Aus:

— f(xo) fir z — x

f(ﬂc):f(wo)-l-m(x—mo)_y(x_xo)‘%oi(m)
—_—
S——

—0 —0
-0
folgt die Stetigkeit in xg.

O

f:(a,b) — C heift differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von (a,b) differen-
zierbar ist. Man erhélt dann eine neue Funktion:

fi(a,b) > C, z+— f'(x) (die Ableitung von f)
Eventuell ist diese neue Funktion f’ ebenfalls differenzierbar:
(fY = f" = f® (die zweite Ableitung von f)

Vollig analog ist fU) die j-te Ableitung (die Ableitung von fU—1). Allgemein
spricht man von hdéheren Ableitungen.
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Beispiele
1. Beispiel (konstante Funktion):
fR>C, f(z)=c Vz
Dann gilt:
%ﬁﬁxo) =0 fiir alle z, g € R mit x # z¢
Also f'(z9) = 0.
2. Beispiel (identische Funktion id):
flz) ==

Dann gilt:

ﬂzﬂz;’;gz") = ﬁ:ig =1 fiir alle z, 79 € R mit x # xg
Also f'(x9) =1, d.h. f ist die konstante Funktion 1.
3. Beispiel:
fz) = a?
Dann gilt:
tlx+nh)?—a?] =+ [(a*+2zh+h* -2 =2z +h — 2z fir h — 0

Also f'(x) = 2.

Bemerkung. Spéter konnten wir das mit der Produktregel aus dem zweiten

Beispiel gewinnen, denn 22 = z - z.

4. Beispiel:

fl@)=121firz#0

Dann gilt:

1 1 1\ _ z—z—h _ -1 1 o
I3 (x+h - 5) = JaGeih) = sty — gz furh—0und z #0

Also f'(z) = —.

T

Bemerkung. Spater kénnten wir das mit der Quotientenregel aus dem zwei-
ten Beispiel ableiten.

5. Beispiel (Exponentialfunktion):

f(x) = exp(x)

Dann gilt:
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-1
+(exp(x + h) — exp(z)) = exp(z) % — exp(z) fiir h — 0
1
Also exp’(z) = exp(x).
. Beispiel (Sinus):
f(z) =sinx

Dann gilt unter Verwendung des entsprechenden Additionstheorems:

+(sin(z + h) —sinz) = 4 (sinz cosh + sinhcosx — sin )

cosh—1 sinh

zsinxT—i—Tcosx
——— N~
I 11
wobei:
ih —1ih
_ 11 ih —ih 1 € 1 € 1
——
—1 —1
ih —ih
_ 11 (,ih —ih 1)er—1 e -1 1.9 _

Also sin’ = cos .
. Beispiel (Cosinus):

f(x) =cosz
Dann gilt:

#+(cos(z + h) — cosz) = 4 (coszcosh — sinzsinh — cosz)

cosh —1 . sin h .
:cosxT—smx — —singx
— S~
—0 —1

Also cos’ z = —sin .
. Beispiel (Betragsfunktion):
#(z) = abs(x)
Diese Funktion ist nicht differenzierbar in 0. Es gilt zwar:

differenzierbar in (—00,0) abs’(z) = —1
differenzierbar in (0, o) abs'(z) = 1

Aber im Nullpunkt selbst ist die linksseitige Ableitung —1, wihrend die
rechtsseitige Ableitung 1 ist.
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Differentiationsregeln

Um zusammengesetzte Funktionen zu differenzieren, benutzen wir die folgenden
Differentiationsregeln.

Satz. Seien f, g differenzierbar, ¢ € C. Dann sind auch

f+ag,cf, fgund L
differenzierbar und es gilt:
(f+9) =1"+¢
(cf) =cf’
(fg)) = f'g+ fg (Produktregel)

/ ’ ’
(5) - fgg%fg (Quotientenregel )

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind sehr einfach, die zweite ist auflerdem
ein Spezialfall der dritten.

(a) Produktregel:
#(f(z+h)g(x +h) = f(2)g(x))
= 5 {f@+n)(g(z +h) = g(x)) + (f(z + k) = f(2)g(x)}

gleth) —g(@)  flz+h) - fz)

= fl@+h) g(x)
L h h
@ —g'(@) —f/(x)

— fg'(x) + f'g(x) fir h — 0

(b) Die Funktion ; als Spezialfall von 5
1 (# _ L) _ 1g(@)—g(a+h)
h \ g(z+h)  g(x)) — h glz+h)g(z)
-1 g(ac + h) — g(.’E) g () o
- — fiir h — 0
(@ + h)g(z) h T el TR
-
—g'()

=1
g(z)

(¢) Quotientenregel:

A ! !
Ly — 1) o1 (1Y _ f _ f9d _ fla=fd
(9)_(f 9) =gt (g)_g @2~ g

Damit kénnen insbesondere beliebige (ganzzahlige) Potenzen und somit alle
Polynome abgeleitet werden.

9. Beispiel:



f(z) = 2™ (wobei n € Z \ {0})

n—1

Behauptung. f'(x) = nx
Beweis.
(a) n=1.
f=id=fl(z)=1=1-2%=na"!
(b) m = n+ 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
(2™) = na"~t
Dann liefert die Produktregel:
("t = (z-2") = 12" + 2na" ! = 2" + na"™ = (1 +n)a"
Damit ist die Formel fiir alle n € N bewiesen.

(¢) Fiir n < 0 gilt:

(z") = (Iln)’ — _(;ﬂ:;?’ _ _(—T;)f;l’l — g1
10. Beispiel (Polynome).
n n—1
p(z) =3 apa® = p'(z) = 3 nkarz*t = Y (b + Dagy12”
k=0 k=1 k=0

89

Bemerkung. Insbesondere hat p’ einen Grad, der um 1 kleiner ist als der

Grad von p.

Kettenregel

Satz. Sei DCR, f: D —R, g: E— Cmit f(D) C E. Sei f differenzierbar

in zg, g differenzierbar in f(xp). Dann ist g o f differenzierbar in xg mit:

(g0 f) (z0) = ¢'(f(x0)) - f'(x0)

[\

duBere Ableitung innere Ableitung
Beweis. Wir definieren:
9W)—9(f(@a))
¢ E—C, g*(y) = { =iy Ty 7 f(2o)
9'(f(20)) fiir y = f(zo)

= g* ist stetig in f(xg) und es gilt:

9(y) — 9(f(x0)) = g*(y)(y — f(z0)) fiir alle y € E
Daraus folgt:

gl - g (f(ey) HD=S20)

T — o - gl(f(l'o))f/(l'o) fir x — xo

——
—" (f(e) T

= g'(f(z0))
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O
Folgerung. Es gilt:
(fogoh)=fogohxg ohxl
oder
Flg(h(x)))" = f'(g(h())) - g'(h(x)) - I'(x)
Hiermit ergibt sich z.B. auch ein anderer Beweis fiir die Quotientenregel.
Beweis. Fiir g(y) = % gilt (nach Beispiel 4):
9y =~
Daraus folgt:
L =t@) = (3) @) = g @) =53
7 — 9 (@ 7) (@) =—pe /@)= —iup
O

Ein weiteres Beispiel

11. Beispiel:
f(z) = sin(a?)
Dann gilt:

f'(z) = cos(z?)22 = 2x cos x>

Ableitung der Umkehrfunktion

Satz. Sei f : (a,b) — R stetig und streng monoton, g := f~! die Umkehr-
funktion von f. Ist f in xo differenzierbar mit f’(xg) # 0, so ist g in f(zg)
differenzierbar mit:

9(F(@0)) = sy bow. g'(y) = gy (falls f/(g(y)) # 0 ist)

Beweis. Dies ist geometrisch evident, da sich der Graph und somit auch die
Tangenten der Umkehrfunktion durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden
ergibt.

Dy = Dy-1 ist der Wertebereich von f. Sei y, € Dy \ {f(20)} mit y, — f(x0),
Zn € Dy mit y,, = f(x,). Dann gilt:

Tn 7 o und = g(yn) — g(f(20)) = zo
Also:

gn)=9(f(x0)) _ __ an—aq
ynff(a:()) - f(wn)*f(wo)

— f’({m) fiir n — oo (da , — @0 und z,, # o)

O



Weitere Beispiele
12. Beispiel (Logarithmus):

In(z) = exp~!(x)
Dann gilt:

In'(z) =

1 _ 1 1 g
exp’(In(z)) ~ exp(n(z)) ~ = fir z >0

Fiir f(x) =In|z| (wobel z # 0) gilt:
f'(z) =1 fir alle z #£0
Beweis.

(a) x> 0: f(z) = In(x) (vergleiche oben)
(b) 2<0: f(a) = In(—2) = f'(z) = L(~1) = 1

—

13. Beispiel (Arcus Sinus):

arcsin : (—1,1) = R

Dann gilt:
i/ _ 1 _ 1
arcsi (.13) ~ sin’/(arcsinz) ~ cos(arcsinx)
Aus arcsinz € (=%, §) fir z € (—1,1)
Also gilt: folgt cos(arcsinz) > 0 fir z € (—1,1).

— 1 _ 1
o \/1—sin2 (arcsin z) Vi-a?

14. Beispiel (Arcus Cosinus):
arccos : (—1,1) = R

Dann gilt entsprechend:

arccos’(z) = Voo

15. Beispiel (Tangens):

__ sinxzx
tanx = cosa
Dann gilt:
2 2
/ __ cos“zxz+sin“x __ 1 _ 2
tan’(z) = =25 = 5> = 1l+tan’z
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16.

17.

18.

19.

20.

KAPITEL 11. DIFFERENTIATION

Beispiel (Cotangens):

Dann gilt:

cosx
sin x

cotx =

cot/(z) = == = —1 — cot?x

sin® x

Beispiel (Arcus Tangens):

Dann gilt:

arctan’(x) =

arctan : R — (fg,

)

voly

1 _ 1 _ 1
tan’/(arctanx) ~  1+tan?(arctanz) ~ 14z

Beispiel (Arcus Cotangens):

arccot : R — (0,7)

Dann gilt entsprechend:

Beispiel:

Dann gilt:

Beispiel:

Dann gilt:

['(z) =exp(alnz)-a; = Sexp(alnr) = ar

e
1422

arccot’ (z) =
f(x) =2 = exp(alnx)

1 a—1

f(z) = exp,(x) = exp(zIna) = a*

f'(z) =exp’(zIna) - Ina =exp(zIlna) -lna=a®-lna



Kapitel 12

Wichtige Eigenschaften
differenzierbarer
Funktionen

Im Wesentlichen behandelt dieses Kapitel drei Themen: Fxtremwerte, Mittel-
wertsdtze und die Regeln von de I’Hospital.

Extremwerte

Definition. Sei f : D — R (wobei D C C oder R), zp € D. f hat in z ein
lokales Mazimum (Minimum), wenn ein € > 0 existiert mit:

f(zo) > f(x) (f(mo) < f(x)) fiir alle x € D mit |z —zo| < ¢

f hat in zq ein striktes lokales Mazimum (Minimum), wenn ein £ > 0 existiert
mit:

f(zo) > f(x) (f(mo < f(2)) fiir alle z € D mit |z — x| <€

Allgemein spricht man von einem (strikten) lokalen Extremum.

Beispiele
1. f(x) = 22 hat ein striktes lokales (sogar globales) Minimum bei x¢ = 0.

2. cos hat in xg = 0 ein striktes lokales Maximum. Dies ist auch ein globales
Maximum aber kein striktes globales Maximum.

3. abs hat in 2y = 0 ein striktes lokales (sogar globales) Minimum.
Satz (notwendige Bedingung fiir ein Extremum). f : (a,b) — R sei bei

zo € (a,b) differenzierbar und besitze dort ein lokales Extremum (Minimum
oder Maximum, strikt oder nicht strikt). Dann gilt:

f'(z0) =0

93
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Falls f differenzierbar ist, sind Extrema im Innern des Intervalls also nur dort
zu erwarten, wo f’ verschwindet.

Bemerkung. Die Aussage gilt nicht fiir [a, b), [a,b] oder (a, b] statt (a,b), falls xq
ein Randpunkt ist.

Beweis. Sei (z.B.) x ein lokales Minimum.

(a) Fiir den Fall z < z¢ gilt:

f@)=f(@o) 0= lim f@)=f(xo) 0
T—xo — &—+00 T—xo —
z<zQ

(b) Fiir den Fall z > zq gilt:

f(z)—f(z0) o f@)=f(zo)
a=me 2 0= lim === > 0
xz>xQ

Daraus folgt f'(x¢) = 0 (da Existenz vorausgesetzt wurde).
|

Bemerkung. Achtung! Aus f'(xg) = 0 folgt im Allgemeinen nicht, dass bei z
ein Extremum vorliegt: z.B. f(z) = 2% an der Stelle 29 = 0. Um sicher zu sein,
dass ein Extremum vorliegt, sind also weitere Untersuchungen notig.

Satz von Rolle (1652-1719). Sei f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b), diffe-
renzierbar in (a,b). Dann existiert ein g € (a,b) mit f/(xo) = 0. (Anschaulich
ist dies offensichtlich, denn es gibt mindestens einen Punkt mit horizontaler
Tangente.)

Beweis.
(a) f konstant = f'(z) =0 V z € (a,b)

(b) Fy € (a,b) mit f(y) > f(a) = f(b) = f nimmt in einem Punkt z( € (a,b)
sein (globales) Maximum an, d.h. f(z¢) = 0.

(¢) Fy € (a,b) mit f(y) < f(a) = f(b) = ... = f(xo) =0.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig
und in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein g € (a,b) mit:

F(xo) = f(bl))—f(a)

—a

Anschaulich: Es gibt einen Punkt zy € (a,b), in dem die Tangente die gleiche
Steigung wie die Sekante zwischen a und b hat.

Beweis. Riickfithrung auf den Satz von Rolle. Sei

o(e) = f(a) = L9 — )

Diese Funktion hat die Eigenschaften:
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(a) g: [a,b] — R ist stetig.
(b) g ist differenzierbar in (a, b).
(c) g(a) =g(b) = f(a).

Mit dem Satz von Rolle folgt:

Iz € (a,b) mit ¢'(z9) =0= 0= f'(z0) — W = Behauptung.

Hieraus ergeben sich einige wichtige Folgerungen.

Folgerungen. Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar.
1. Gilt m < f'(z) < M fiir alle z € (a,b), so folgt:

m(y—x) < fly)— fla) <My —=z) firallea <z <y <b
2. Gilt |f'(y)| < C fiir alle x,y € (a,b), so folgt:
[f(z) = f)l < C- |z —y| fiir alle z,y € [a,b]

Das heif3t: f ist Lipschitzstetig oder Holderstetig mit Exponent 1.
3. Gilt f'(z) = 0 fiir alle z € (a,b), so folgt:

f ist konstant in [a, b]
4. Gilt f'(x) = ¢'(=) fiir alle z € (a,b) so folgt:
f = g+ const

Eine einfache Differentialgleichung

Auch eine einfache Differentialgleichung kénnen wir jetzt 16sen.

Satz. Ist f : (a,b) — R differenzierbar mit " = df und x¢ € (a,b), so gilt:
f(z) = Aed® mit A = f(xq)e™ 90

Die Losung der Differentialgleichung f' = df ist durch den Wert f(xg), den
Anfangswert bei xg, eindeutig bestimmt.

Beweis.
1. Fall: f(z) =0 = richtig mit A = 0.
2. Fall: 3z¢ € (a,b) mit f(zo) # 0.
Sei Z = (o, V') das groBte Intervall mit zp € Z C (a,b) und f(x) # 0 in Z.

@ _ g
= o) = dinZ

2 In|f(z)] = dz + ¢ (denn es gilt: In|f(z)| = J;I((_:)) =d)
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= f(x) = +ee? in T mit geeignetem c.

Fir x = xq folgt:
fxo) = +eced®o dh. A = +ef = f(xo)e_d%
Wiire @’ > a, so miisste f(a’) = 0 gelten im Widerspruch zu:

fla)= lim f(z) = Aed” #£0

r—a’'+

Ebenso folgt o' = b.

Extremwerte

Zuriick zur Suche nach Extremwerten.

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, differenzierbar in (a,b). Sei f'(z) >0 (>0, <0,
< 0) fiir alle z € (a,b). Dann ist f wachsend (strang wachsend, fallend, streng
fallend).

Beweis. ©1 < w9 = 3 xg € (x1, T2) mit:

>0
>0

f(@2) = f(z1) = (w2 — 21) f'(20) = <0
<0
0

Satz (hinreichende Bedingung fiir strikte lokale Extrema). f(a,b) — R,
differenzierbar nahe zy € (a,b) mit f'(xo) = 0, f’ differenzierbar bei zy mit
f"(zo) <0 (f"(xp) > 0). Dann besitzt f bei zg ein striktes lokales Maximum
(Minimum).

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht notwendig, z.B. hat f(x) = 2% bei g =0
ein striktes Maximum, obwohl f”(0) = 0 gilt.

Beweis. O.E. sei f"(x) < 0. Aus:

lim £@=L@0) — g0y <

T—To T—To

folgt:

36>0 Vamit |z —x| <6 Hﬁ%‘{,;(m<0
Daraus folgt:
@) < fl(mg) =0 firzg<xz<az9+9d
f(x)> fl(x) =0 fiirzg—3d <z <mg

Also ist f streng wachsend in [z — 0, ], streng fallend in [zg, z¢ + J], d.h. f
besitzt ein lokales Maximum bei x.

O
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Beispiel
p(z) =2t — 3% + 327

p’(x):4x3—4x2+m=4x(1‘2—x+%):41‘(30—%)2

Die Nullstellen von p’ sind: #1 =0, z2 = 3.

p’(z1) =1>0und p’(z2) =0

p(z1) = 0 ist ein striktes lokales Minimum. x5 kann kein Minimum sein, sonst
miisste zwischen x; und x3 ein Maximum liegen. Es kann auch kein Maximum
sein, denn da p(x) — oo fiir |x| — oo gilt, miisste sonst ein weiteres Minimum
existieren.

Erweiterter Mittelwertsatz

Satz (erweiterter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig, differen-
zierbar in (a,b), ¢’(x) # 0 fiir alle © € (a,b). Dann existiert ein o € (a,b)
mit:

F(0)—f(a)
g(b)—g(a)

f'(xo0)
g

"(@o)
Der obige Mittelwertsatz ist ein Spezialfall hiervon mit g = id.

Beweis. Sei:

F hat die Eigenschaften:
(a) F:[a,b] — R ist stetig.

(b) f ist differenzierbar in (a,b).

Mit dem Satz von Rolle folgt:
Iz € (a,b) mit F'(zg) =0
= 0=g'(z0)(f(b) — f(a)) — f'(x0)(g(b) — g(a))

Wenn gezeigt ist, dass g(b) # g(a) gilt, folgt hieraus die Behauptung. Tatséchlich
existiert nach dem Mittelwertsatz ein & € (a,b) mit:

9(b) —gla) = g'(Z)(b—a) #0
——
#0
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Regeln von de ’Hospital

Abschlieflend noch einige niitzliche Regeln zur Bestimmung von Grenzwerten:

f(x)

Gy (wenn lim f () = lim g(z) = 0 oder oo gilt)

lim

Satz (Regel von de "Hospital 1661-1704). Seien f,g : [a,b] — R stetig
und differenzierbar nahe a, f(a) = g(a) =0, ¢’(z) # 0 fiir  nahe a.

Existiert lim 22 so existiert auch lim % und es gilt

z—a 9 (@) r—a

lim £&) — iy £@)

9(2) 7(2) (entsprechend fiir x — b)

Beweis. Nach dem erweiterten Mittelwertsatz existiert ein &, mit a < &, < x
und:

f@) _ f(z)=f(a)

f'(€)
9’ (&)

g(z) — g(x)—g(a)
Fiir x — a gilt auch &, — a, also:
sy F@) o ) i, ()
im gy = M oy = I o
O
Beispiele
1. Beispiel:
. —1 _ 1: —si BT — _ 1
2. Beispiel:

1 l) S (xfsinz)
zl%(sinw T _‘,11:1{)% T sinx

S l—sinz
- }:E% sin x+x cos ©

S H sin _
- aljll}l’%) 2cosr—xsinx 0

Satz. f : [a,00) — R differenzierbar (nahe oo), f(z) — 0 und g(z) — 0 fiir
x — 00, ¢'(x) # 0 fir grofe x.

(=) f(z)

Existiert lim ) S5O existiert auch lim 5@ und es gilt
lim 58? = lim g:gj)) (entsprechend fiir z — —o0)
Beweis.
d
lim £ = lim 1(3) = lim Tyf(%)
T —00 Q(T) y—0 g(%) y—0 %g(%)
o G ()
R Ty ey B i €
— lim £
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Etwas komplizierter ist der Fall f(z) — oo und g(x) — oo.

Satz. f,g: (a,b) — R differenzierbar nahe a, f(z) — oo, g(z) — oo fiir x — a,
g'(z) # 0 nahe a.

Existiert lim g :ég so existiert auch lim 5 E:; und es gilt
lim 5(—;3 = lim ’;:Eg (entsprechend fiir  — b und z — +00)

Beweis. Sei A == lim L% d.h.:

r—a 9 ()’

Ve>o0 36>0 Vamit|r—al<d

@)
b - <e

Also gilt fiir alle z,y mit | —a| < 4, |y — a] < § und mit € zwischen = und y:

f@) =) | |
Tt - = |58 -2 <
F) 1)
= W—)\‘ <efir|lz—al|<dund|y—al <§
1= 96

f(z) f) 9(y)
= ’g(r) —A- g(x) *Am

<5‘17%’fﬁr |t —al <dund ly—al <9

= Mit Hilfe der Dreiecksungleichung;:

=

M,/\’<‘M,)\,M+)\M

f(y) (
+| L8+ 228

g(x) g(x) g(x) g(x) g(x) g(z)
_ 9@ f(y) 9(y)
< 5’1 ) *’g(m) + A5t

fir |z —a| <dund |y —al <é

Halten wir hier y fest (das links nicht vorkommt) und lassen z — a gehen, so
folgt (fiir  nahe bei a):

) )\‘ < 92 fiir |z — a| < &(= §'(<))

g(z)

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt:

J;Ez; — Airz —a
Od
Beispiel
lm 25 = lim 22" = . = lim -2 =0
200 € r—oo Q€ rso0 @™e
oder:

. oz .
lim % = oo (Das wussten wir schon!)

Tr—00
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Kapitel 13

Das Riemannintegral

Sei f : [a,b] — R, zunéchst f > 0. Kann der Fldche zwischen der z-Achse
und dem Graphen von f ein Fliacheninhalt I, 5(f) zugeordnet werden? Falls f
das Vorzeichen wechselt, sollen die Fliachenstiicke unterhalb der z-Achse negativ
gerechnet werden.

Man wird die folgenden Eigenschaften erwarten:
(a) f(x)=C1in [a,b] = I (f) =c(b—a)
(b) [a,b] = [a, ] U[e,0] = Lap(f) = Lac(f) + Lep(f)

() f<g=1I,4(f) <Iyp(g) (Monotonie)

Das Integral von Treppenfunktionen
Wir definieren zunéchst I, ,(f) fiir Treppenfunktionen.

Definition. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit eine Treppenfunktion, wenn es
Zerlegungspunkte xg,x1,. .., T, mit:

a=ro<x1<...<x8,=0b

gibt mit f(z) = ¢; fir z € (zj_1,2;), j = 1,...,n. Der Funktionswert in den
Zerlegungspunkten spielt keine Rolle. Insbesondere ist die konstante Funktion
eine Treppenfunktion.

Bemerkung. Die Menge T'(a,b) der Treppenfunktionen auf [a,b] bildet einen
(reellen) Vektorraum.

Es ist naheliegend, fiir eine solche Treppenfunktion f zu definieren:
Lap(f) = Zl cj(x; —xj-1)
j=

Natiirlich kann man eine Treppenfuktion auf verschiedene Arten (verschiedene
Wahl der Zerlegungspunkte) darstellen. Offensichtlich héngt aber I, ;(f) nicht
von dieser Wahl ab.

101
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Man schreibt:

b

[ f(z)de fiir I,,(f)

a

D.h. Integral der Funktion f iiber das Intervall [a,b] (oder mit den Grenzen a
und b). Dabei bedeutet:

1. [ = stilisiertes S von Summe
2. x = Integrationsvariable (kann natiirlich beliebig sein)
3. a,b = untere und obere Integrationsgrenze

4. dz = erinnert an z-Differenz (Ax), macht hier deutlich, welches die Inte-
grationsvariable ist und kennzeichnet das Ende des Integrals (hiufig wird
J da f(z) geschrieben, was aber problematisch ist).

Satz. Fiir f,g € T(a,b), ¢,d € R gilt:

b b
(a) [(cf(z)+dg(z))dz=c [ f(z)dz+d [g(x)dz (linear)

8 —o

(b) f<g= [f<[g (monoton)
speziell: 0 < f= [ f>0 (positiv)

Das Integral ist also ein positives lineares Funktional (zunéchst auf T'(a,b)).

Das Integral von beschrinkten Funktionen

Wir wollen nun das Integral auf eine gréfiere Klasse von Funktionen ausdehnen.
Dazu sei f : [a,b] — R beschriinkt (sonst hat das folgende keinen Sinn). Wir
definieren:

Definition.

(a) Oberintegral von f iiber [a,b]:

b
[*f(x)dz :=inf {I,4(¢) : ¢ € T(a,b), ¢ > f}

(b) Unterintegral von f iiber [a,b]:

b
Jx f(z) do :=sup {Lap(¢) : p € T(a,b), ¢ < f}

a

Problem. Warum existieren inf und sup?

1. Die Mengen, iiber die inf/sup zu bilden ist, sind nicht leer: Ist |f| < C,
so ist p(x) = C, Iop(¢) = C(b—a) in der ersten Menge enthalten und
P(z) = —C, I p() = —C(b— a) in der zweiten.
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2. Im ersten Fall ist stets ¢ > —C, also ist die Menge durch —C(b — a) nach
unten beschriankt. Im zweiten Fall ist stets b < C| also die Menge durch
C(b — a) nach oben beschrinkt.

Bemerkung. Offensichtlich gilt [, < f*.

Definition (Riemannintegral). Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R
heifit Riemann-integrierbar (hier auch kurz: integrierbar), wenn gilt:

b b
J« f(@)dz = [*f(z)da

Man definiert dann das Integral von f iiber [a, b]:
b b

[ fz)dz = fb*f(x)dx:f*f(as)dx

a a
Beispiele

1. Jedes f € T(a,b) ist integrierbar. Das Integral stimmt mit dem oben
definierten iiberein (f selbst ist ein zuléssiges ¢ und ein zuléssiges ).

2. Die Dirichletfunktion:

1 falls = rational
F0] =R, f(z) = { 0 falls z irrational
ist nicht integrierbar. Jedes ¢ € T(a,b) mit ¢(z) > fist > 1, also [* = 1.
Jedes 1 € T(a,b) mit ¢(z) < fist <0, also [, = 0. Daraus folgt [~ # [,.

3. Die Funktion f : [0,1] —» R, f(x) = «x ist integrierbar mit:
1

[xdx =
0

(SIS

Wiihle Treppen aus, die knapp iiber bzw. unter f liegen, z.B.:

k

cpn(a:):%fiir%<x<%und¢n(m):%ﬁir%<x<n

Daraus folgt:

n
_ 1 E _ n(ntl) 1
Jon=5Y n="57"—3
k=1
n—1
_ 1 k _ (n—1)n 1
f,l/)" T n n mZz 32
k=0

Offensichtlich gilt:

Satz (Integrabilititskriterium). Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R
ist genau dann integrierbar, wenn zu jedem £ > 0 Treppenfunktionen ¢, ¢ exi-
stieren, mit ¢ < f < ¢ und:

b b
Jo(z)de — [¢(z)dz <e

a
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Beispiele

4. Die Funktion (modifizierte Dirichletfunktion):

falls x = % mit p, ¢ teilerfremd

F:00,1] — R, f(m):{ a

0 falls z irrational

ist integrierbar: Sei ¢ > 0. Es gibt nur endlich viele Punkte

Um diese Punkte wiihle man Intervalle der Gesamtlinge <

in diesen Intervallen, § sonst, also:

mit ¢ < g
. p(x) sei 1

NI IS

IaJ)((p) <%+%:€

Andererseits ist ¢ = 0 eine Treppenfunktion < f und I, 4(¢) = 0. Also:

Von Bedeutung ist insbesondere:
Satz. Sei f : [a,b] — R stetig = f ist integrierbar.

Zum Beweis benotigen wir noch einen Begriff, fiir dessen Einfiithrung bisher kein
Bedarf bestand. Wir erinnern zunéchst an die Definition der Stetigkeit von f:

Ve Ve>0 3d=0(x,e) >0 Vymit [z —y|<d |f(x)— fly)|<e

Zum Unterschied dazu definieren wir jetzt: Eine Funktion f : D — R (oder C)
heifit gleichmdfig stetig, wenn gilt:

Ve>0 36d=6()>0 Vao,ymit [z —y| < |[f(x)— fly)| <e
Ein Beispiel:
f:(0,1] =R, f(z) =1 ist stetig, aber nicht gleichméBig stetig.
Satz. f : [a,b] — R stetig = f ist gleichméiBig stetig.
Beweis. Annahme: f ist nicht gleichméfig stetig.
= 3Je>0VIi>0 Fz,ymit |z —y| <dund |f(z)— f(y)| >¢
= VneN Iz, y, mit |z, —yn| < % und | f(zn) — f(yn)| > €
Die Folge (x,,) ist beschrinkt.

= (nach Bolzano-Weierstrafl) 3 Teilfolge (z,,) mit z,, — = € [a,b], also
auch y,, — .

= (da f stetig ist) lim f(z,,) = f(x) = lim f(yn, ), Widerspruch.
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Beweis des obigen Satzes. Es gilt:
Ve>0 30>0 Va,ymit [z —y[<d [f(z) - f(y)| <=

Wiéhle n € N so, dass b*T“ < J. Nun definiere:

To=a, T, =a+ =2 x2:a+2b_7a, R (e D L= =y )

n ’ n ’

(oder eine beliebige andere Zerlegung mit maximaler Intervalllinge < 0)

Daraus folgt, dass fiir alle k gilt:

max ) — min T) < &=
zp—1<zr<Tg f( ) zi—1<x<m}) f( ) ¢
Mit:
olo) =, mex, 10
fir x € (vg—1, k)
= i t
folgt:

<[y [lp—Y)de <35 (b—a)=¢

Satz. [ : R(a,b) — R ist ein positives lineares Funktional.

Y

Raum der integrierbaren Funktionen (ein Vektorraum)

Beweis.
(a) positiv: f >0 =1 =0 ist Treppenfunktion mit ¢ < f = [f= [, f >0
(b) linear (insbesondere ist R(a,b) ein Vektorraum):

«) Behauptung. f € R(a,b) = cf € R(a,b)
Ausp < f <o, [¢— [¢ <& folgt:
cp<cf<cpund [cp— [cp <efiire>0

= cf € R(a,b)
co<cf<cpund [cp— [cp <efiirec<0

B) Behauptung. f,g € R(a,b) = f+ g € R(a,b).
Aus:
Yy < f<op, ¥y < g <@g,
Jer=Jvr<5 [og— [ty <5
folgt:
Vit SfH9<@rt+wgund [(pr+@g) = [(U5 + 1) < e
= f+g € R(a,b)
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Die Aussagen [cf =c [ fund [(f+g) = [ f+ [ g folgen mit Hilfe der
Riemannsummen.

Satz (Riemannsummen). f : [a,b] — R sei integrierbar. Ist (Z,) eine Folge
von Zerlegungen des Intervalls [a, b]:

a= x(()n) < xﬁ’” <...< x,&n) =0, 505-”) € [xgﬁ)l,xgn)]
Wenn:
0p := max x(-n) — x(ﬁ)l‘ — 0 fiir n — o
G=1,....kn J J
so gilt:
2y )y L
f(jjn )(%n - xjri1) — [ f(z)d
j=1 @
Riemannsummen

oder: ¥ e >0 36 >0 so, dass |Z — f| < € zu jeder Zerlegung mit maximaler
Intervalllinge < 4.

Beweis. Im allgemeinen Fall ist das recht kompliziert. Fiir stetige Funktionen
folgt dies leicht, da die Riemannsummen zwischen den zur jeweiligen Zerlegung
gehorigen Integralen iiber ¢ und ¢ liegen.

O
Satz. f : [a,b] — R sei integrierbar. Dann gilt:
F:la,b] — R, F(z):= [ f(t)dt ist Lipschitzstetig.
Bemerkung. Aus Lipschitzstetig folgt insbesondere auch stetig.
Beweis. |f| < C = |F(z) — F(y)| < |z —y|C O

Folgerung. f : R — R iiber jedes abgeschlossene Intervall integrierbar. Dann:

F(z):= ff(t) dt ist stetig

a

Gleichmiflige Konvergenz

Sei Z ein beliebiges Intervall, (f,,) eine Folge von Funktionen f,, : T — C. Die
Folge heiit gleichmdf$ig konvergent gegen f :7Z — C, wenn gilt:

Ve>0 AdngeN Vn>ng,ze€Z |fu(z)— fla)|<e
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Satz. f, stetig, f, — f gleichméflig = f stetig.

Beweis. Sei xg € Z und € > 0.
= 3dng Yn>ng,z€T |[fulz) - f(2)] <5
und: 36 >0 Vo eZ, v —xo| <6 [fny(x) = fro(wo)] < 5

3
= |f(@) = f(2o)| < (@) = fao (@) + |fno () = Fry (w0) | + |y (w0) = f(0)]
+E+

=&

wlm
wlm
wlm

O

Satz. Seien f,, f : [a,b] — R, alle f,, Riemannintegrierbar, f, — f gleichmifig.
Dann ist auch f Riemannintegrierbar und es gilt [ f, — [ f.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann gilt:

dng Vze [avb] |f(33) _fno('r)| < S(%—a)

und
b b
3¢, € T(a,b) mit o < fry <@ und [o(z)de — [P(z)dr < §

Definiere:

Nun gilt:
Je-[d=[@-o)+[le-)+[W-d)<§+5+5=¢

Also ist f integrierbar.

Auflerdem gilt:
}ffn_f.ﬂSf‘fn_f‘§f|fn_f|S(b_a)sup|fn_f|_>0

da f, — f gleichméfig.

Monotone Funktionen
Abschlieend noch eine weitere wichtige Klasse integrierbarer Funktionen:
Satz. Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f integrierbar.
Folgerung. Natiirlich ist auch jede stiickweise monotone Funktion integrierbar.
Beweis des Satzes. Wihle folgende Zerlegung Z:

a = o, xk:a—i—kb_T“, rny =0

O.B.d.A. sei f wachsend.
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on(x) = f(zg) fir zp_1 <z < xp
Yy (x) = for-1) fir 21 <z < x4
Daraus folgt:

o= w)de = U5 3= (f(ax) = 1)

:%(() fla)) — 0 fir N — oo



Kapitel 14

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung,
Integrationsmethoden

Hauptziel dieses Abschnitts ist die explizite Berechnung von Integralen (ins-
besonderer stetiger Funktionen). Dazu dient ein wichtiger Zusammenhang zwi-
schen Integration und Differentiation (Hauptsatz).

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). f : [a,b] — R stetig.

(a) 3E € (a,0) mit [, f(x)de = (b—a)f ()
(b) ¢ : [a,b] — R integrierbar, ¢ > 0. Dann gilt:

3¢ € (a,b) mit [* f(@)p(x)dz = f(€) [ () du

Beweis.
(a) Ist Spezialfall von (b) mit ¢ = 1.
(b) Definiere:
m:=min{f(z) : z € [a,b]}, M := max{f(z) : x € [a,b]}
Dann gilt wegen my < fo < M:
b b b
m [ p(z)de < [ f(z)p(x)de < M [ p(z)dx

Daraus folgt:

b ;
m < LHDEDL < 0p(falls [ # 0, der Fall [ o =0 ist Kla)

Nach dem Zwischenwertsatz gilt:

. b x ) da
3¢ € (a,b) mit f(§) = %

109
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Wir hatten gesehen, dass ff f(t)dt fiir jede integrierbare Funktion stetig (sogar
Lipschitzstetig) von x abhéngt. Fiir stetiges f gilt mehr:

Satz. f : [a,b] — R stetig, ¢ € [a,b], F(z) := [ f(t)dt fir z € [a,b] (dabei ist
[F=—[¢ fiir # < ¢). Dann gilt: F ist differenzierbar mit F’(z) = f(z).

c

Beweis. Fiir h # 0 gilt:

c x

z+h x z+h
i(F($+h)—F($))=i{ J —ff(t)dt}Z;lL [ ft)dt = 3hf(En)

MWS
mit &, n zwischen x und = + h. Fiir b — 0 gilt also:
Exn — 0, f(&en) — f(x) = F differenzierbar mit F'(z) = f(x)
O
Definition. Sei f : [a,b] — R. Eine Funktion F : [a,b] — R heifit eine Stamm-

funktion von f, wenn F differenzierbar ist mit F’ = f. Der obige Satz besagt
also, dass fiir stetiges f die Funktion f: f(t)dt eine Stammfunktion ist.

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, F' eine Stammfunktion von f. Eine Funktion
G : [a,b] — R ist genau dann eine Stammfunktion von f, wenn F' — G konstant
ist.

Beweis. Es gilt:
F—Gkonstant & F -G =(F-G) =0
< G'=F' = f,dh. G ist Stammfunktion

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, F' eine (beliebige) Stammfunktion von f. Dann
gilt:

[f(z)dz = F(d) - F(c) fira<ec<d<b

C

Beweis. Fo(z) := [7 f(t)dt ist eine Stammfunktion von f. Also ist F — F
konstant und somit:

d d c
[ f(@)dae = [ f(z)dz — [ f(z)dz = Fy(d) — Fo(c) = F(d) — F(c)

Schreibweisen.
(a) F()|¢ :=F(d) - F(c)
(b) F(z) = [ f(z)dz (ohne Grenzen) := F ist Stammfunktion von f

Zunéchst erlaubt dieser Satz nur die Integration von Funktionen, die wir zwar
als Ergebnis einer Differentiation erhalten haben. Die Kunst des Integrierens
besteht darin, durch trickreiche Umformung zu solchen Funktionen zu gelangen.



111

Beispiele

1. Beispiel:

L5t fiir s £ —1

fscsdz{ st

In |z| fiir s =—1

Aber natiirlich nur, so weit z° stetig ist, also fiir:
(a) s € Ny :in ganz R

(b) s € R :in (0,00) wobei z° := exp(slnz)

(¢) s€Z:in (—o0,0) U (0,00)

Entsprechend kann hiermit f; z®dz nur dann berechnet werden, wenn
[a, b] ganz in der entsprechenden Menge enthalten ist.

2. Beispiel:
[sinzde = —cosx
3. Beispiel:
[ coszdx =sinx
4. Beispiel:
[ exp(x) dz = exp(z)
5. Beispiel:
Ik ﬁ da = arcsin(z) oder — arccos(x)
6. Beispiel:
[ 1557 do = arctan(z) oder —arccot (x)
7. Beispiel:
f ﬁ(z) dr = tanw
(fiir # mit cosz # 0, d.h. z # (k + 3)m)
8. Beispiel
J m dr = —cotx
(fiir  mit sinx # 0, d.h. x # kn)
Integrationsregeln

Nun zu den Tricks ...
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Substitutionsregel

Satz. Sei f : J — R stetig, ¢ : T — R differenzierbar mit ¢(Z) C J. Dann gilt:
[ flx)dz = [ fe(t)¢'(t) dt‘t:g},l(x) Stammfunktion von f

J Fe@)e'(tydt = [ f)da |,  Stammfunktion von (f o) ¢

Speziell:
b © () d @(d)
J f(z)de = f( )f(w(t))w’(t) dt und [ f(e(t)¢'(t) dt = (f) f(z)dx
a p~1(a c @(c

Beweis.

(a) 1. Formel:

Sei G Stammfunktion von (f o) -¢" (z.B. [ f(e(t))¢'(t)dt). Dann ist:
(Gop™)(z) = G'(¢~ 1)) (™) (2)
= G’(@_l(fﬂ))m
— Hele @) (9 () e
= f(x), d.h. Go ™! ist Stammfunktion von f

Daraus folgt:

b ® "1 (b)

[f@)de=G(e™1(b) - Gle™Ha)) = [ fle®)e'(t)dt

a

(b) 2. Formel:

Sei I’ Stammfunktion von f. Dann ist:

(Fop)(t) =F'(p(t)e'(t) = fo(t)#'(t)
d.h. F o ¢ ist Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’

Daraus folgt:

d w(d)
J Fle(0)¢' () dt = F(p(d)) — F(p(c)) = {) f(x)da
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Beispiele
9. Beispiel:
b b+c
t dt = d
{f(+0) a{aﬂx)x
w(t)
denn es gilt: p(t) =t+cund ¢'(t) =1
10. Beispiel:
b b cb
[flet)ydt =21 [f( ct )edt =1 [ f(z)dx fir c#£0
a a (p(t) ca
denn es gilt: (t) = ct und ¢'(t) = ¢
11. Beispiel:
: 2 w 2 1 v
{ﬁ&)dt:§{f(t)%dp=§ifmﬁm
@(t)
b Vb
bzw. [ f(z)dz =2 [ tf(t?)dt
a Va
denn es gilt: p(t) = t? und ¢’ (t) = 2t
12. Beispiel:

13.

J L& dz = In|g(x)| da (In|g(x)])' = L&) ist

g( T og(x)

3

logarithmische Ableitung von g

Man kann sich aber auch [ %

Substitution z = ¢(t) := g(t).

dt aus [ % dx enstanden denken durch die

Allgemeiner:
[ f(9(2))g'(x) dw = f(g(x)) = f o g(x)
oben ist: f(t) = ln|¢|

Beispiel:

Berechnung der Fliche des Kreises (ohne wesentliche Einschriankung die
Fldche des Einheitskreises). Sei zunédchst —1 < a < b < 1. Wir berechnen:

b
JV1—22dx

Substitution mit ¢(t) = sint und ¢’ (t) = cos(t)
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arcsin b
= [ V1-sin’tcostdt
arcsin a

Additionstheorem

arcsin b
= [ cos?tdt

arcsin a

Es gilt: cos®t = %(cos2 t —sin?t) + %(0052 t+sin?t) = $(cos2t + 1)

1 aresinb 1 1 arcsin b
=3 J cos2t41dt= (jsin2t+3t)[ 5
arcsina

arcsin a

- . b
Es gilt: sin 2t = 2sintcost = 2sinty/1 — sin? t = sin 2t |20 = 2¢/T — ¢2
a

= 1(t — V1 -2 + arcsint) ‘Z

Damit erhalten wir fiir die halbe Kreisflache:

1
[ V1—22dz = lim % b\v/1— b2 +arcsinb — a\/1 — a? —arcsina
—1 N—— N———

a—1
b——1
- —0 —0

= 1 (arcsin1 — arcsin(—1)) =

o[

Betrachte nun einen Kreis mit Radius r. Mit Beispiel 10 folgt fiir den
Halbkreis:

T 1 1
[Vr2=a?2de=r [ V2 —r22de=r? [ V1—2?de =312
—-r -1 —1

Damit folgt, dass die Kreisfliche mr? betriigt.

Partielle Integration
FEine weitere einfache, extrem wichtige Technik liefert die partielle Integration.

Satz. f,g : [a,b] — R seien stetig differenzierbar (das bedeutet differenzierbar
mit stetiger Ableitung). Dann gilt:

b
JF(@)g (x)dz = f(x)g(x) |, — [ ['(x)g(x) do
bzw. [ f(x)g (z)dz = f(x)g(x) — [ f(z)g(x) dz
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Beweis. F(z) := f(x)g(z) ist Stammfunktion von F'(x) = f'(x)g(x)+ f(z)g'(x).

Also gilt nach dem Hauptsatz:

b b

b
[ f(@)g(z)de + [ f(2)g'(z)dz = [(f'(x)g(x) + f(x)g'(x)) dz

a a

Daraus folgt die Behauptung.

Beispiele
14. Beispiel:
Jame*dr = a"e” —n [ 2" e dx

=" —naz" e +n(n—1) [2" 2" dx

Man sieht, wenn man dies so weiterfithrt, kommt man schliellich zu einem

Term mit [ e” da, der 16sbar ist. Zum Beispiel:
(a) [xe®dx = ze® —e”
(b) [2%e”dx = 2%e® — 2ze” + 2 [ e® dx = 2%e® — 2we” + 2
15. Beispiel:

Jz*Inz (wobei a € R)

Es sind zwei Félle zu unterscheiden:
(a) Fall: a = —1.
[ilmzdr=(nz)?— [lnelde= [1lnz=Li(nz)?
(b) Fall @ # —1.
[ztlnzdr = Zga*tine — 45 [2¢t T de

a+1x

_ 1 a+1 _ 1
= o7 Inx CESVERS

a+1

Also gilt zum Beispiel:
JInzdzr =zlnz—z=2xz(nz—1)
16. Beispiel:

arctanzdz = [1-arctanz dz = rarctanz — | 5z dz

= zarctanz — 1 In(1 + z?)
17. Beispiel:

[arccotzdz = ... =z arccotz + 3 In(1 + 22)
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18. Beispiel:
Jarcsinzdz = [1-arcsinedr = rarcsinz — [ = d
= garcsinz + V1 — 22
19. Beispiel:
[arccoszdr = ... = rarccosz — V1 — 22
20. Beispiel:
TIm = [sin"zdx =7
Fiir m = 2 vergleiche auch Beispiel 13. Allgemein gilt:
Im = — [sin™ ' x(—sinz)dz
= —sin” ' xcosz + (m—1) [sin™ ?zcos’? rdx
= —coswsin” 'z 4+ (m—1) [(1 —sin®z)sin™ *zda
= —coszsin™ 'z + (m—1DTm2— (m—1Tn
Daraus folgt die Rekursionsformel:
Tm = —% coszsin™ 'z + %jm_z
Mit:
Jo=[1ldz =z und Jy = [sinzdz = —cosx

lassen sich alle weiteren 7, rekursiv berechnen:

(a) Jo=—1coszsinz + a

(b) J3 = —%cosxsian — %cosx

(c) ...
21. Beispiel:

Vollig analog kann man Z,,, = [ cos™ x dz berechnen:

I = L cos™ sine + 217,

m
wobei:
TZo =z und Z; = sinz
Wie eben lassen sich also alle weiteren Z,,, rekursiv berechnen:

(a) Ip = { cosasinz +

(b) ...



Kapitel 15

Integration (gebrochen)
rationaler Funktionen

Dieses Kapitel liegt separat als PDF Dokument vor.
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Kapitel 16

Die hyperbolischen
Funktionen

Man beachte die formale Analogie zu den trigonometrischen Funktionen.

Cosinus hyperbolicus coshz := 1 (e® +¢7?) fir x € R

(e —e ™) firz e R

N

Sinus hyperbolicus sinhz :=

20 _

. .__ sinhax __ e 1 e
Tangens hyperbolicus tanhz := S04 = Sy fir x € R

Cotangens hyperbolicus — cothx := <2hz — Ez:ﬂ fir z € R\ {1}

sinh z
Eine leichte Rechnung ergibt:
cosh?z —sinh?z =1 fiir alle z € R

AuBlerdem folgt:

!/ . . /!
cosh’ = sinh, sinh’ = cosh,

/I cosh? — sinh? _ 1 _ _ 2
tanh’ = s =gz =1 tanh”,
coth’ = —Si% =1 — coth?

Diese Funktinen sind niitzlich zur Berechnung gewisser Integrale:

[...vVa2—1...dz — [...sinht...sinhtdt t—cosh—! z

x = cosht

J...Va?+1...de — [...cosht...coshtdt i sinh—1

x = sinh t
Umkehrfunktionen

Wir brauchen also auch die Umkehrfunktionen:
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(a) cosh ist strikt wachsend in [0,00) (denn cosh’(z) = 3(e® —e™*) > 0 fiir
alle z € [0,00)) und bildet [0, c0) auf [1,00) ab. Es gibt also die Umkehr-
funktion:

Area Cosinus hyperbolicus, arcosh : [1,00) — [0, 00)

(b) sinh ist strikt wachsend auf ganz R und bildet R auf R ab. Es gibt also
die Umkehrfunktion:

Area Sinus hyperbolicus, arsinh : R — R
Die Ableitungen der Umkehrfunktionen:

/ _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
(a') arcosh (LL') ~ cosh’(arcoshz) — sinh(arcosha) — \/cosh2 arcoshz—1  Va2—1

(b) arsinh’ (z) = \/xlziﬂ

(c) artanh’ (z) = L =1 (fir |z] < 1)

1—tanh? artanh x 1—x2

(d) arcoth’ (z) = = (fiir |z| > 1)

Was hat dies mit Hyperbeln zu tun?

Erinnerung. Ist am Einheitskreis ¢ der Winkel im Bogenmafl = 2 x Fldche des
Sektors, so gilt fiir die Flache F' des Sektors:

F = 1t = L arcsiny wobei y = sin(2F)

F = L arccosz wobei 2 = cos(2F)

Betrachten wir jetzt die Hyperbel 22 — % = 1 (genauer: ihren rechten Zweig).
Dann gilt:

T arcosh x
F(a) = joy = [ Vo2 =Tds = gava? =T~ [  sinh’tdt
1 O=arcosh 1

3 arcosh x
= %x\/ajg -1 [—% + %cosht + v/ cosh” t — 1}
0
= 12v2? =1+ Jarcoshz — $2va? — 1

= %arcosh T

Denn es gilt:
(a) [cosh®tdt = coshtsinht — [cosh®tdt (wobei cosh®t =1+ sinh®t)

(b) 2 [sinh®tdt = coshtsinht —t (wobei sinht = \/cosh®t — 1)

Auf dem enstprechenden Wege gelangt man zu dem Resultat F(y) = %arsinh Y.
Damit erhélt man schlielich fiir die Hyperbel (rechter Zweig) die Parameter-

darstellung:
(cosht, sinht)
wobei t die doppelte Fliache des entsprechenden Gebietes ist.



Kapitel 17

Der Satz von Taylor

SeiZ CR, f:Z — R (oder C) n + 1-mal stetig differenzierbar, a € Z. Es gibt
dann ein Polynom n-ten Gerades p,(x) =: T}T;)(a:) mit:

pi(a) = fD(a)

Dies ist gegeben durch:

pa(@) = > 1 F® (a)(w — )k
k=0

pn = T}, heifit das Taylorpolynom der Ordnung n fiir die Funktion f zum
Entwicklungspunkt a.

Speziell:

f(0) (konstant)
fla) + f'(a)(z — a)

n=0: po(z)

n=1p()
Definition. R, = f(x) — T}T;) (x) heifit das Restglied der Ordnung n.

Das Restglied beschreibt, wie genau TJEZ) mit f iibereinstimmt. Natiirlich ist
das Taylorpolynom nur dann interessant, wenn man etwas iiber das Restglied
aussagen kann.

Satz (Taylorsche Formel). Es gilt unter den obigen Voraussetzungen:

Ro(z) = & [(x — )" o) (1) dt

= Gy [ (@ — 0y
mit einem ¢ zwischen a und z. Bei letzterer Darstellung handelt es sich um
die Lagrangesche Form des Restglieds. (Beachte: Das Lagrangesche Restglied
sieht genau wie das Glied (n+ 1)-ter Ordnung der Taylorentwicklung aus, es ist
lediglich a ersetzt durch die Zwischenstelle .)
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122 KAPITEL 17. DER SATZ VON TAYLOR

Beweis durch Induktion nach n.
(a) n=0. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:
x

f@) = fa) + [ f'(t)dt = po(2) + 5. (§) (2 — a)

a

(b) n — 1 = n. Partielle Integration liefert:

Ry-1(z) = (n—ll)l

= [ 7o) &[] ar

x

(z — )"~ () dt

8 —y

+ 54 f(x — )" f (1) dt

a

= @t

n:

t=a

= f(")(a)% + Ry (z)
Damit ist die Taylorsche Form des Restgliedes bewiesen. Nach dem Mittelwert-
satz der Integralrechnung gilt (dabei ist wichtig, dass « — ¢t fiir alle ¢ zwischen a
und x das gleiche Vorzeichen hat):

R, (x) = =

n:

Fr @)@ - byt

8 —5

= f ) [ (m;i,t)n dt (mit & zwischen ¢ und x)

x—t)ntt
= —frt(¢) ('(ni)l)!

t=x

= /" O@ — )t

Folgerung. Ist f : 7 — R (n + 1)-mal stetig differenzierbar mit f("+1(z) = 0
fir alle z € Z, so ist f ein Polynom vom Grad < n (da das Restglied der
Ordnung n verschwindet). Dies kann iibrigens auch direkt aus dem Hauptsatz
gefolgert werden.

Die Taylorreihe

Ist f beliebig oft differenzierbar, so kann die Taylorreihe von f zum Entwick-
lungspunkt a angegeben werden:

18
=

Tta= [ (a)(z — o)

k=0

Die Reihe konvergiert (sicher, aber u.U. auch nur) fiir x = a. Konvergiert die
Reihe auch fiir z # a? Wenn ja, fiir welche? Und konvergiert sie dort gegen

f(z)?
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Die letzte Frage ist (im Allgemeinen) mit Nein zu beantworten.

Beispiel:
exp (—1—12) firz #0
)= mit a =0
f(@) { 0 firz=0 ( )
= f(0) = f'(0) = f”(0) = ... =0 fiir alle Ableitungen

= T}Z) () =0 fiir alle n und Ty o(z) =0

Man zeigt induktiv, dass jede Ableitung von f an der Stelle 0 verschwindet und

fiir z # 0 eine Summe von Termen der Form -5 exp (—%) ist.
zk T

Beispiele
Einige Taylorreihen kennen wir bereits:

1. Beispiel (Exponentialfunktion):

exp(x)

118

Ha*  (Entwicklung bei 0, exp®(0) = 1V k)

k=0

= exp(a)exp(z —a) = > %(I —a)* (Entwicklung bei a)

k=0
2. Beispiel (Sinus):
sinx = kzo %x%ﬂ (Sin(2k) 0=0, Sin(2k+1) 0= (71)1@ v k)

3. Beispiel (Cosinus):

COST =

((7114316 22 (cos®F) 0 = (=1)*, cosPFTD 0 =0V k)

18

k=0
Die entsprechenden Restglieder lauten:

1. Exponentialfunktion:
R, = m exp(£)z"*1  (mit & zwischen 0 und x)

n+1

= m exp(§)(z — a) (mit & zwischen a und x)

2. Sinus:

R2n+1(1‘) = R2n+2 (1‘) = m sin(2n+3) (§)I2n+3

(=t (2n1+3)! cos(§)a*"*?

Beobachtung. Die Taylorreihe konvergiert (offensichtlich) genau dann gegen
f(z), wenn R, (x) gegen 0 konvergiert.
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Weitere Beispiele

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Logarithmusreihe zum Entwicklungs-
punkt a = 1.

4. Beispiel (Logarithmusreihe):

f(z) =Inz, fO1) = (-1 (k—1)! fir k€ N

Dann gilt:
T (2) = 0+ (2 — 1) — @500 4 - i 0" 1yn
Tslo )= o=+ 5 = p =
Tatséchlich gilt:
Satz. Fiir —1 <z <1 gilt:
In(l+2z) = i—i (712:_1:3" (bzw. Inz = ijl %(m -1m)

Beweis. Die Restgliedabschétzung mittels des Taylorsatzes ist schwierig.

Wir gehen einen anderen Weg:
In(14+z)=m(1+1) 5 = f 3z dt  (wobei —1 < )

Fiir |2] <1 (also fiir 0 < 14z < 2) konvergiert die geometrische Reihe:

%th = 20( 1)"t" gleichméBig fiir |t| < |z|

denn:

k )

%-Hf Z(fl)ntn < Z |£L'|n*>0fi'1rk~>oo

n=0 n=k+1

Daraus folgt:
k &
In(l1+z) = fkhm 1)t dt = hm J Z( 1)t dt
0 — 00 n= 0 k—o0 0 n=0

k n
> [ dt = tim 3 DT gnt1

k—oo n=00 k—o0 n=p

= Z (n}r)ln Z (G2} i 1) "o fiir lz] <1

Was ist aber bei x = 1 los? Die linke Seite ist stetig bei 1, die rechte Seite
ist in [0, 1] gleichmifig konvergent, denn es gilt:
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8

k n—1
-y S <L Vaelo]
1 n=1

n

Also ist auch die rechte Seite stetig bei 1, die Gleichung gilt also auch fiir
=1

. Beispiel (Arcus Tangens Reihe):
Fir |z| < 1 gilt:

1 —
T dt =

arctanx = (=)™t dt

Ct—sy
O—s
8

n=0

x

= S (1 e =
n=0 0 n

2n+1
(_-)n€n+1

118

0

Fiir ¢ = £1 folgt die Gleichheit wie bei der Logarithmusreihe (man be-
achte, dass die Reihe fiir 1 und —1 alterniert).

Aus tan § = 1 folgt arctan1 = 7, also:

T=1-4+%t—14+...— ... (schlecht konvergent)

. Beispiel (Binomialreihe):

Fiir f(x) = (14 2)* (wobei a € R) ist:

f@)=al+z)*t . f® () = ($)kN(1+ z)>*
insbesondere: f'(0) = ({)k!

Daraus folgt:

Tro(z) = (})a" (Binomialreihe)
k=0
Fiir a € N ist die Reihe endlich (Binomialformel), Konvergenz ist also
klar. Wie sieht es fiir andere o aus?

Satz. Fir |z| < 1 gilt:

(1+2)*=Y (3"

k=0
Beweis. Die Konvergenz der Reihe ist leicht:

Yk+1

a—k
Yk k41

«@ k+1
_ | GE)e ‘ = |z|

()

Schwerer ist die Restgliedabschétzung, die zeigt, dass die Reihe gegen f(z)
konvergiert. Das machen wir aber nicht hier.

- ‘—>|x|<1fﬁrk—>oo
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7. Beispiel (Arcus Sinus Reihe):
Fiir |z| < 1 gilt:

arcsin z = ZO(*I)n(_nf) antr Tt %% + %% .
n=

Beweis. Mit Hilfe der Binomialreihe gilt:

arcsin’z = ——— = (1 —a22)"2 = 3. (_%)(71)’%2"
n=0

1—z? n

gleichmiflig in [-1 4 6,1 — §]

Daraus folgt:

arcsinx:w L dxzoo —3 —I"xtQ”dt:...
fonie £ 0]

vergleiche oben



Kapitel 18

Uneigentliche Integrale

Das (eigentliche) Riemannintegral kann nur existieren, wenn:
(a) das Integrationsintervall und
(b) die zu integrierende Funktion

beschrankt sind. Integrale wie z.B.

1
e *dx und Ofﬁdm

haben jedoch (zuniichst) keinen Sinn. Ober- bzw. Unterintegrale konnen nicht
definiert werden — obwohl sich zeigen wird, dass man den Fldchenstiicken zwi-
schen der x-Achse und dem Graphen durchaus einen (endlichen) Flidcheninhalt
zuordnen kann, indem man einen geeigneten Grenzprozess durchfiihrt:

—

1 1
1 T 1 T 1 . i Ly
(b)g—ﬁdx.—iln%){—ﬁdx—i%2ﬁ|a—2%2(12 a2>—2

Allgemeiner betrachten wir die folgende Situation: f : (a,b) — R sei fiir jedes
Teilintervall [c,d] C (a,b) integrierbar iiber [c, d].

Definition. Das Integral f; f(z) dx heift:

— bei b uneigentlich, wenn b = oo ist oder wenn f in der Umgebung von b
unbeschréinkt ist.

Entsprechend definiert man:

— bei a uneigentlich . ..
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Definition.Ist z.B. fab f(z) dx bei a eigentlich, so definiert man:

— Das uneigentliche Integral fab f(x)da existiert, wenn:

der Grenzwert lin}j [V f(z) dz existiert
y—)

Entsprechend, falls f: f(z) dx bei b eigentlich ist.

Definition. Ist f; f(z)dx bei a und b uneigentlich, so sagt man:

— Das uneigentliche Integral f; f(x)da existiert, wenn:

die uneigentlichen Integrale [ _af(z)dz und fcb f(z)da

fiir ein/alle ¢ € (a,b) existieren

Man definiert:

b c b

[fx)de = [ f(z)dz+ [ f(z)dx
Bemerkung. Wiirde man
b d

definieren, so kénnte es sein (je nachdem, wie ¢ und d gegen a bzw. b konvergie-
ren), dass der Grenzwert existiert, obwohl die beiden uneigentlichen Integrale

c b
[ f(z)dz und [ f(z)dx

nicht existieren.

Bemerkung. Die obigen Beispiele waren bei 400 bzw. 0 uneigentlich.

Beispiele
1. Beispiel:
00 y divergent fiir o > —1
[z*dz = lim [2%dz = )
1 Y=o a1 fir o < —1
2. Beispiel:

divergent fir a < —1

1 1
Jz*dz = lim [z*dz =
0 y—07y 1_%@ fir o > —1
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Ein Satz zur Existenz uneigentlicher Integrale

Fiir diejenigen Fille, in denen f nicht explizit integrierbar ist, ist der folgende
Satz hilfreich:

Satz. Das bei b uneigentliche Integral:

b

J g9(z) dx existiere
f :]a,b] — R sei iiber jedem abgeschlossenen Intervall [a, c] C [a,b) (eigentlich)
integrierbar und es gelte |f(x)| < g(x) fiir alle z € [a,b). Dann existiert das
uneigentliche Integral:

[ f(z)dz

a

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Folge (b,,) aus [a,b) mit b, — b die

Folge:
by
(1500

eine Cauchyfolge (also konvergent) ist. Da g uneigentlich integrierbar ist, gilt:

= F r@de| = | f 7@ de| < | f ow)da| — 0 fir n,m — o0
a a bn, bn

Weitere Beispiele
3. Beispiel:
Die Gammafunktion I': (0, 00) — R ist definiert durch:

[(a):= [z te " dx
0

Fiir o < 1 ist das Integral uneigentlich bei 0, fiir alle « ist es uneigentlich
bei co. Betrachte:

1
(a) [z te " da.
0
Wegen 0 < 2% le™® < 227! fiir 0 < < 1 folgt die Existenz aus
obigem Satz und Beispiel 2 (a — 1 > —1).
o0
(b) [z te " da.
1

Betrachte nun:

lim z¢ te~3 = 0 fiir alle «

Tr—00

= Jx,>0mit 2% Te % <1 fiir alle z > x4
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— —_ _ —_Zz —_z —_Zz e
= 2% le "”:(ac“ le 2)6 2 <e 2 firzx >z,

= Existenz mit Hilfe des obigen Satzes.

Satz. Es gilt:

INa+1)=a-T'(a) fir alle a > 0
I'(n+1) =n! fur alle n € Ny

Beweis.

n
I(a+1)= lim [z% *dz
n*}ool

n—oo

n
. — n — —
= lim {—xae |+ [azvle “’dx}
" 1

n

n—oo

n
. - o 1 1 -
= lim ¢ —n% "4+n % n —&-a/xa le™®dz 3 = a-T'(a)
—— N——
1

—0 —0

| —
—T(a)

Auflerdem gilt:
ro+1)=r1)=fe*dz=1=0
0

Induktion liefert:

I'(n+1) =n!fir allen e N

Satz. Die I'-Funktion ist stetig auf (0, 00), also eine stetige Interpolation
der Fakultat.

Beweis. Ist etwas technisch.

Integralkriterium
Nun noch ein interessanter Zusammenhang mit der Konvergenz von Reihen.

Satz. Sei f : [1,00) — R positiv und nichtwachsend. Dann gilt:

18

f(k) konvergent < [ f(z)dx existiert
k 1

1
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Beweis.
= 2 (R)
k=1 sind nichtfallend
F(z) = 1ff(t) dt
Wegen:
fE+) < ft)<fk)firk<t<k+1
gilt:
k41
f(k+1) < kf f@)dt < f(k)
Also:
n n n—1
> fk) < [f)dt < 30 f(k)
k=2 1 k=1
bzw

Daraus folgt:
(8n) beschrénkt < F'(z) beschrénkt

das heif3t:

(sn) konvergent < [ f(z)dz existiert
1

Beispiele

4. Beispiel:

[ee]
>~ n® konvergent < o < —1

n=1

denn floo % dx existiert genau dann, wenn o < 1 ist.
5. Beispiel:
o0
> m konvergent < s > 1
n=2
Bewets.

(a) —L— ist auf [2, 00) fallend, denn:

zlnx
1 r_ _ Inx+1
(xlnx) —  (zlnz)? <0
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Nun gilt:
Y

[ =7 do = In(Inz) |5 — oo fiir y — oo

Daraus folgt:

> nﬁm ist divergent, also erst recht fiir s < 1
(b) m ist auf [2, 00) fallend, denn:
!/
1 ___(na)*+snz)* !
(z(lnz)s) - (z(Inx)*)? <0
Daraus folgt:

/ 1 1 1—s v 1—s g+
{mdx: 1—_3(1n:r) — 7 (n2) fiir y — oo.

2

-1
s



