ANALYSIS II

Ausarbeitung einer Vorlesung
vom Sommersemester 1991

iiberarbeitet im Sommersemester 2002

JOACHIM WEIDMANN

Fachbereich Mathematik

der Universitat Frankfurt

Stand: 8. Juli 2002



Inhaltsverzeichnis

1 Fourierreihen

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Vorbemerkungen . . . . . .. ... Lo
Konvergenz im Quadratmittel . . . . . . . ... ... L Lo
GleichméBige und punktweise Konvergenz . . . . . . ... .. ... ... ...
Die Sdtze von Weierstral . . . . . . . . ... Lo

Ubungsaufgaben . . . . . . . .. ...

2 Stetige Funktionen f: R™ — R"

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Vorbemerkungen . . . . . . ... . L L
Stetige Funktionen . . . . . . . ... oL
Grenzwerte von Funktionen . . . . . . .. ... oo oo oo L

Einige weitere ,topologische“ Begriffe . . . .. ... ... ... .. .. ...,

Ubungsaufgaben . . . . . . .. ... ...

3 Differentiation von Funktionen f : R™ — R"”

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

4.1

4.2

4.3

4.4

Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit . . . . . . . . . ... ...
Gradient und Divergenz . . . . . . . . .. ... o
Differentiationsregeln . . . . . . . . ... Lo
Mittelwertsdtze . . . . . . . . . L L

Ubungsaufgaben . . . . . . .. . .. ...

Hohere Ableitungen und der Taylorsche Satz

Hohere Ableitungen . . . . . . . ...
Der Taylorsche Satz . . . . . . . . . . .
Lokale Extrema differenzierbarer Funktionen . . . . . .. ... .. ... ...

Ubungsaufgaben . . . . . . . .. ...

10

14

16

18

18

21

25

26

30

33

33

39

42

44

46

49



I

INHALTSVERZEICHNIS
Kurven und Kurvenintegrale 61
5.1 Kurven . . . . .o e 61
5.2 Kurvenldnge . . . . . . . . L 65
5.3 Kriimmung ebener Kurven . . . . . . . .. ... ... Lo Lo oL 69
5.4 Kurvenintegrale . . . . . . . ... Lo 70
5.5 Ubungsaufgaben . . . ... ... ... ... ... 74
Umkehrfunktion und implizit definierte Funktion 76
6.1 Umkehrfunktion . . . ... ... . .. 76
6.2 Implizit definierte Funktionen . . . . . . . . .. . ... ... ... ....... 81
6.3 Ubungsaufgaben . . . . .. ... . .. ... 87
Hyperflichen in R™ und bedingte Extrema 89
7.1 Hyperflachen in R™ . . . . ... .. 89
7.2 Bedingte Extrema . . . . . . . ... 93
7.3 Ubungsaufgaben . . . . .. . .. . .. ... 97
Das Riemannintegral in R™ 99
8.1 Definition des Riemannintegrals . . . . . . . .. ... .. ... ... .. 99
8.2 Berechnung m—dimensionaler Integrale . . . . . ... ... ... .. ...... 103
8.3 Transformationsformel (Substitutionsregel) . . . .. ... ... ... .. ... 107
8.4 Polarkoordinaten . . . . . . ... Lo L 112
8.5 Uneigentliche Integrale . . . . . . .. .. .. ... o L. 116
8.6 Parameterabhingige Integrale und Zerlegung der Eins . . . . . . . . ... .. 118
8.7 Ubungsaufgaben . .. ... ... ... ... ... ... ... 121



INHALTSVERZEICHNIS

9 Oberflichenintegrale; der allgemeine Satz von Stokes
9.1 Oberflachenintegrale . . . . . . . .. ... ... o
9.2 Der allgemeine Satz von Stokes . . . . . . ... ... L.

9.3 Integrale auf allgemeineren Mannigfaltigkeiten . . . . . ... ... ... ...

9.4 Ubungsaufgaben . . . . .. ... . .. ...

10 Die klassischen Integralsitze von Gaufl, Green und Stokes
10.1 Die Sdtze von GauB und Green . . . . . . . . ... ...
10.2 Der klassische Satz von Stokes in der Ebene . . . . . . . . ... .. ... ...
10.3 Der klassische Satz von Stokes im R3 . . . . . ... ... ... ... .....

10.4 Wegunabhingigkeit von Kurvenintegralen . . . . . . .. ... ... ... ...

10.5 Ubungsaufgaben . . . . . . . . . .. .. ...

11



1 Fourierreihen

1.1 Vorbemerkungen

Eine Funktion f: R — C heifit p—periodisch, wenn gilt
fx+p)=f(z) firalle zeR.

Offenbar gilt dann auch f(x + kp) = f(x) fiir alle k € Z. Die kleinste Zahl p, fiir die dies gilt,

wird als die Periode von f bezeichnet.

Ist f periodisch mit Periode p und L > 0, so ist

periodisch mit Periode L. Es bedeutet deshalb keine wesentliche Einschrinkung, wenn im

folgenden nur 27—periodische Funktionen betrachtet werden.

Offensichtlich ist jedes trigonometrische Polynom

flz) = 24 Zn: {ak cos(kz) + by, sin(kx)}

2
k=1

n

_ 1{ao +) [(ak — iby)e™ + (ay, + ib’“)e_ikx} }
=1

27m-periodisch. Dabei gilt offenbar ¢y = % und
1 . . 1 . .
cr = §(ak —ibg) fir k >0, = §(a_k +ib_y) fur k <0,
ar = cg +c_g, by =cp—c_g fir k> 0.

Die Periode ist genau dann 27, wenn die Menge der k mit ax # 0 oder by # 0 (bzw. ¢ # 0
oder c_j, # 0) teilerfremd ist.
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Ist f ein solches trigonometrisches Polynom, so sind die Koeffizienten ag, by bzw. ci ein-

deutig bestimmt durch

1 2
ap = — (z) cos(kzx) dx fir £=0,1,2,...,n,
T Jo
1 2w
by = — (x)sin(kx)dx  fir k=1,2,...,n,
T Jo
1 2 )
= 5o f(x)e_““dx fir k=-n,-—n+1,---.n—1,n.
T

Diese Formeln ergeben sich sofort aus den folgenden Beziehungen:

27
1. /cos(kx) sin(k'r)dz =0  fiir alle k€ No, k' € N,

=

™

2. /cos(kx) cos(K'z)dr =0  fir k,k' € No,k# K,

3. /sin(kx) sin(k’z) dz = 0 fir kK e Nk #FK,
0

27

4. / [sin(kx)]?dr = 7 fir alle k € N,
0
27

5. /[cos(kx)]de = fiir alle k€N,
0
27

6. [cos(0x)]? dz = 2m,
/

bzw.
2m ) .,
7. / e ke KT 4 — 8, 127,  wobei ki das Kroneckersymbol
0
ist (=1fir k=Fk, =0firk#k).

Bewets. 1. Das Integral dndert sich nicht, wenn iiber (7, ) statt (0, 27) integriert wird. Da

der Integrand ungerade ist, folgt die Behauptung.

2. Auf Grund des Additionstheorems fiir den Cosinus ist der Integrand gleich

1
5{ cos(k + k")x + cos(k — k')x}
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Wegen k + k' # 0 und k& — kK’ # 0 verschwindet also das Integral.

Ebenso erhélt man in den Fillen 3., 4. und 5. fiir den Integranden
1 / /
§{cos(k — K"z — cos(k + k')zx},
1
§{cos(0x) — cos(2kz)}, bzw.

%{cos(Qkx) + cos(0z) }

und somit fiir die Integrale 0, 7 und 7. Die Aussage 6 ist offensichtlich. Die Aussage 7 ergibt

sich durch einfache Integration. |

kx

Da die Darstellung in der Form > c,e®*® einfacher ist, arbeiten wir ab jetzt mit dieser

weiter (natiirlich lassen sich alle Aussagen sofort auf die andere Darstellung iibertragen).

Die obige Aussage gilt offenbar auch, wenn f die Form

0 o0
:7+Z{akcos (kx) + by sin(kz) } Z cke

k=1 k=—o0

hat, wobei die Reihe gleichméfig konvergiert (Beweis!).

Wir stellen uns die Frage: Hat jede 2m—periodische Funktion die Form ;. cpe*® oder

kann sie durch solche Funktionen beliebig gut approximiert werden? Was heifit hier ,jede“

Funktion, und in welchem Sinn soll approximiert werden?

1.2 Konvergenz im Quadratmittel

Im folgenden sei R der Raum der 2mr—periodischen Funktionen f : R — R, die iiber [0, 27]
Riemann—integrierbar sind (diese sind dann natiirlich iiber jedes beschrénkte Intervall Riemann—

integrierbar). Fiir jedes f € R sind dann die Fourierkoeffizienten von f

2
o=alf) =g [ M@ ke

wohldefiniert. Wir kénnen also die (formale) Fourierreihe
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angeben. Im folgenden sei

die n—te Partialsumme der Fourierreihe von f. Es stellt sich also die

Frage: Kénnen Bedingungen an f € R angegeben werden, unter denen gilt

f(z) = Z cre*?, d.h. sp(z) — f(x)?

k=—oc0

Dabei kann man an gleichméflige Konvergenz denken, an punktweise Konvergenz, oder an
eine u. U. noch schwéchere Konvergenz, z. B. die im folgenden erklirte Konvergenz im Qua-
dratmittel.

Wir sagen: Eine Folge (f,,) aus R konvergiert im Quadratmittel (oder auch konvergiert

im L2-Sinn) gegen eine Funktion f € R, wenn gilt

2m
| 1hta) = s@)dz o,
0

(Natiirlich geniigt es hierfiir, wenn f,, und f auf [0, 27] erklért und dort Riemann—integrierbar

sind; man kann diese dann 27—periodisch auf ganz R fortsetzen.)

Durch

2

1
(fi9) =5 ; f@g(@)de  wnd  f] = (f, 1)
sind ein Semikalarprodukt und eine Halbnorm auf R erklirt (Skalaprodukt bzw. Norm, wenn
man Funktionen f und g mit [ |f — g| dv = 0 identifiziert; Beweis!) und es gilt offensichtlich:
(fn) konvergiert genau dann im Quadratmittel gegen f, wenn (f,,) im Sinne dieser (Halb—)

Norm gegen f konvergiert, d. h. || f, — f|| — 0.

Bemerkung Aus der gleichméfligen Konvergenz folgt natiirlich die Konvergenz im Quadrat-

mittel. Die Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel konvergiert die Folge (f,,) mit

0 fir 0<az<2m—2,

fulz) = (2m—periodisch)
n(z++—2r) fir 2r—1<az<2m



1.2 Konvergenz im Quadratmittel

im Quadratmittel gegen 0, nicht aber gleichméBig (vgl. Aufgabe 1.3). Aus der Konvergenz
im Quadratmittel folgt aber auch nicht die punktweise Konvergenz (vgl. Aufgabe 1.4).

Im folgenden seien die Funktionen ey, definiert durch
ex :R—=C, ep(z)=ehe fir keZ, zeR.
Dann gilt offenbar

1

27 )
o= alf) = 5= [ e S @) e = e )

und (vgl. obige Eigenschaft 7)

1 2 e
(€j,exr) = %/0 ei(k=9) dz = d,

d.h. {ex : k € Z} ist ein Orthonormalsystem beziiglich des Skalarprodukts (-, -).

Satz 1.1 (Entwicklungssatz) Sei f € R; ci und s, seien wie oben erklirt. Dann gilt:

a) I = sall® = IF17 = ks lel?,
b) Sl <fI? (Besselsche Ungleichung),
insbesondere gilt das Riemann—Lebsgue-Lemma: ¢ — 0 fiir k — oo.

c) (sp) konvergiert genau dann im Quadratmittel gegen f, wenn gilt

x
Z \ck\Q = | sz (Parsevalsche Gleichung).

k=—00

(Die Giiltigkeit der Parsevalsche Gleichung, fir Treppenfunktionen f € R wird in Hilfs-

satz 1.6 bewiesen wird.)
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Beweis. a) Man rechnet leicht nach:

1 27 n
I =sall? = g [ |f@) = 3 ewe™| o
k=—n
_ 1 \dx—ch/f Je” da
2 0
k=—n
_ Z Ck/ f(z)e ™ dz + 27 Z \ck\Q}
k=—n k=—n
n n
= 17 = Y {ewmm + e — e} = IF12 = 3 el
k=—n k=—n
b) Dies folgt aus Teil a, da stets ||f — s,[|?> > 0 gilt.
c) Dies folgt direkt aus Teil a. |

Korollar 1.2 Fiir die Koeffizienten a und by ergibt sich hieraus

o0

1717 > [ %[+ 557 (laal? + el

k=1

bzw. im Fall der Giltigkeit der Parsevalschen Gleichung auch hier die Gleichheit.
Der Beweis ergibt sich aus ¢y = ao/2, cir = (ag £ ibg)/2.

Es ist unser Ziel zu zeigen, da$ fiir jedes f € R die Folge (s,) im Quadratmittel gegen f
konvergiert. Teil ¢) von Satz 1.1 sagt aus, daf hierfiir die Parsevalsche Gleichung zu beweisen

ist, was wir in Hilfssatz 1.6 zunéchst fiir Treppenfunktionen tun werden. Dazu werden noch

drei Hilfssdtze benotigt.

Hilfssatz 1.3 Fiir alle t € R\{2k~w : k € Z} gilt

1
Zcos (kt) s1n(n+ )t - —.

2 sin( %t) 2
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Beweis. Aus cos(kt) = 1 (e +e~*) folgt mit Hilfe der Summenformel fiir die geometrische

Reihe

1 n 1 n A 1 A 2n A
5t ;cos(kt) = 3 Z et = §e_mt gezkt

k=—n

1 _”wl——e@”+n“ 1 i+t _ gilntg)t
5 -5 t )

2 1— eit 2 ib it

das ist die Behauptung. |

Hilfssatz 1.4 Es gilt

T—T sin(kx)
= 1 2 N
5 ,;1 3 fir 0<ax<2m;

fiir jedes § > 0 ist dabei die Konvergenz gleichmdfig in [0, 27 — d].

Beweis. Aus Hilfssatz 1.3 folgt fiir z € (0,27) und n € N

n

sin(kx) tore e &
= cos(kt)dt = cos(kt) dt
Y =2 Ly

k=1 k=1
? sin(n + 3)t 1 T—x
——=—dt——(x—7) = Fy(x)+
L 2sin(3t) 2 ) n(®) 2
mit
F,(z) /% ! in( +1ﬁ&
x) = ————sin(n + =
" = 2sin(it) 2
x
1 cos(n + 1)t 1 T cos(it 1
= —— ( 12) — - / : 221) cos(n + Z)tdt.
2sin(5t) n+3 . ntgJr 4sin (3t) 2
Fiir jedes § > 0 konvergiert F,,(-) in [d, 2m — §] gleichmé&Big gegen 0. [ |

Hilfssatz 1.5 Es gilt

cos(kx) (v—m)? 72
g = - — fir 0<xz <2m.
2
prt k 4 12
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1 2

3

Speziell erhdlt man fir x = 0: ; 7= 6

Bewets. Aus Hilfssatz 1.4 folgt fiir z,y € (0, 27) durch Integration
(x—m)? (y—m)? Tt—m T X sin(kt)
- = [ ZTa = - dt
1 1 , 2 : >
k=1

2L cos(kx) = cos(ky)
=D e
k=1 -1

also

Aus

3 7 (p—m)? 2 (SN cos(kx)
L " de = =2
5 /0 1 dz /0 g 2 +c| dz me

k=1

folgt ¢ = 72/12 und damit die obige Behauptung fiir alle 2 € (0, 27). Fiir x = 0 und z = 27
folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind. |

Hilfssatz 1.6 Ist f € R so, daf die Finschrinkung von f auf [0, 27| eine Treppenfunktion
ist, so gilt s, — f im Quadratmittel.

Beweis. a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall

1 firo<z<a,
fa(z) == ..
0 fira<z<2nm.

In diesem Fall berechnet man fiir ¢ = cx(fa):

o - &
0 — 271"

1 R 7 "
k= 5 e "dx = ﬂ(e_z 4 —1) fir k#0,

™ Jo T

1 : i 1 — cos(ka)
2 _ k k _ ..
‘Ck‘ = m(l—ez “)(l—e ’ a) = W fiir k#O
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und somit (unter Verwendung von Hilfssatz 1.5)

i xf? = a_2 +§: 1 — cos(ka) _ a_2 +i§:i B iicos(ka)
Pt 472 — w2k? Aw?2 72 — k2 2 k2

- Sl LfEat A

472 6 72 4 12

S

1

27
= o | W@Pd = |fl
0

Mit Teil ¢ von Satz 1.1 folgt die Behauptung in diesem Spezialfall.

b) Sei jetzt f € R und f|g 25 eine Treppenfunktion. Dann 1d8t sich f schreiben in der
Form f = Zle d; f;, wobei die f; von der in Teil a des Beweises betrachteten Gestalt sind.
Sind sj,, die Partialsummen der zu f; gehorigen Fourierreihen, so gilt nach Teil a

| fj — sjnll = Ofiir n = 00, j=1,...,¢

und somit aus der Dreiecksungleichung fiir | - ||

4 4
£ = sa] = H > (d;f; = djsin) ] <> 15145 = sial| > 0,
j=1 j=1
d.h. es gilt s, = f im Quadratmittel. |

Satz 1.7 Fiir jedes f € R konvergiert die Fourierreihe im Quadratmittel gegen f. Insbeson-
dere gilt die Parsevalsche Gleichung

0 1 2m
>l =52 [l

k=—00

Beweis. Da f € R ist, ist es beschrinkt, d. h. es existiert ein ¢ > 0 mit

|f(z)|<c  firalle x€R,
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und zu jedem ¢ > 0 existiert ein f. € R so, dafl fg‘[oﬂgﬂp] eine Treppenfunktion ist und

/27r
0

dabei kann o. E. angenommen werden, dafl auch |f.(z)| < ¢ gilt. Dann folgt

/27r
0

Sind s, und s, ,, die Partialsummen der Fourierreihen zu f bzw. f. und s, ,, die zu g := f — f,

fe(z) — f(z)| dz < —e%;

fo) -~ f@) <2 [ o) - o) < 2

so gilt

f:fe+g und Sp = Sep, + Sgns

und somit

If=sull = Ilfe— Sen TG — sg,nH < |\ fe - se,nH +1lg — sg,n”
(nach Satz 1.1)

< er - se,n” + HgH

< |fe — senll +€ < 2e fiir grofie n.

Das ist die Konvergenz s, — f im Quadratmittel, woraus die anderen Aussagen mit Satz 1.1

folgen. |

1.3 Gleichmiflige und punktweise Konvergenz

Der Satz 1.7 ist zwar sehr allgemein giiltig, liefert allerdings nur eine ,,recht schwache“Kon ver
genz aussage. Gleichméfige Konvergenz wire schoner. Natiirlich kann man das nur fiir stetige
Funktionen aus R erwarten; es ist aber bekannt, daf dies auch fiir stetige Funktionen i. allgem.
nicht gilt. (Es gibt sogar stetige Funktionen, deren Fourierreihen nicht iiberall konvergieren;
Konstruktionen gehen auf P.du Bois Raymond, H. Lebesgue, H. A. Schwarz, A.Haar und
L. Fejer zuriick [vgl. z. B. A. Zygmund: Trigonometric series I, VIII.1]. Andererseits weifl man
nach L. Carleson, Acta Mathematica 116 (1966), da8 die Fourierreihe jeder stetigen (sogar
jeder Lo—) Funktion ,fast iiberall“konvergiert.) Fiir etwas ,glattere“Funktionen kénnen wir

allerdings gleichméflige Konvergenz sehr leicht beweisen.
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Satz 1.8 Sei f : R — C 27w—periodisch, stetig und stickweise stetig differenzierbar (d. h.
es gibt eine Unterteilung 0 =ty < t1 < ... < t, = 27 von [0,27] so, dafl f\[t],_l 1] Stetig

differenzierbar ist). Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdfig gegen f.

Beweis. Sei

0:R—=C, o) { f'(x) fiir @ #t; + 2k,

B 0 fir x=t; + 2kmn.

Dann ist offensichtlich ¢ € R. Seien ~; die Fourierkoeffizienten von . Nach Satz 1.7 gilt

o
Y Il = el < co.

k=—o00

Fiir die Fourierkoeffizienten c von f gilt

_ 1 —tkx _ 1 : t —ikx
G = 5 T et - ), J@e
j=1v"-1
tj
i - —zkx t —ikxdx
T 2km Zf Qkﬂ'Z/t L
ti—1
27 k; i
— v —tkr 3, — _2
s | @) L

und somit (wegen |ab| < 1 (|al? + [b]?))

k| < (’f + &%),

d.h. > |eg| ist konvergent und somit

Z Cr eikx
gleichméfig konvergent gegen eine stetige Funktion g.

Wegen

Lf =gl < 1f = sgnll + llsgn = gll —0

ist ||f — g|| = 0. Da f und g stetig sind, folgt hieraus f(z) = g(«) fiir alle . |
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Beispiel 1.9 Sei
f(z) = |z| fir |z| <m, 27 — periodisch fortgesetzt.

Nach Satz 1.8 konvergiert in diesem Fall die Fourierreihe gleichmifig (dies werden wir auch

gleich an den Fourierkoeffizienten sehen).

Da f gerade ist, haben wir natiirlich eine reine Cosinusreihe (Beweis!)

f(z) = % + i ay, cos(kx)
k=1

mit
1 ™
w = = [ bl = =
7T —Tr
1 (7 2 [7
ar = —/ |z| cos(kz)de = —/ x cos(kz) dx
T™J_x ™ Jo
2 (1 ™ 1 (7 2 7r
= ;{Exsin(kx)O—E/O sin(kx)dx} = ;k_Qcos(kx)O
B 0 falls k gerade ist,
B —4(k*m)~t  falls k ungerade ist,
also

™ cos2n—1
fla) = 5_?2 (2n—1)

Fiir |z| < 7 gilt somit

72 77‘ | = +cos(3x)+cos(5x)
g ~glel = cosx 32 52

und somit speziell fiir x =0

eine iiberraschende Formel fiir 72. O
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Wenn f nicht stetig ist, kann man zwar keine gleichméflige Konvergenz der Fourierreihe
mehr erwarten, eventuell aber wenigstens punktweise Konvergenz in gewissen Regularitéts-

punkten.

Satz 1.10 Sei f € R und es existieren

Jr(zo) = hl_iglif(ﬂco—i-h),

fileo) = lim = (Flwo+h) - fulao)).

h—0+

Dann gilt

() — 5 (4 (20) + f-(20)

Beweis. Man berechnet

o1 [
salan) = 37 et [y ay

k=—n
1 zro+m T

= > T f(y) dy

2 s L

1 ™K
— %/0 kz_:ne M(f(zo +y) + flzo —y))dy

= ; - sin(n + %
(mit Z e Y — 9 Z cosky = M, vgl. Hilfssatz 1.3)
k=—n k=—n Si Ey

— % {/Okazn;cosky(ij(xo) —i—f—(xo)) dy

o [Cam K" . 1) y] fo+y) — fu(wo) + flwo —y) ~ f-(x0) dy}

2 sin(%y)

-~

=9(y)

- 4 { [ 4 w) + £}
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+ /07r 2% {ei”ye%y — e_i”ye_%y} 9(y) dy}
— S fieo) + ()},

wobei das Riem-Lebesgue-Lemma benutzt wurde, und dafl auf Grund der Voraussetzung die

2m—periodische Funktion

| exp(£iy)gly)  fiir y € [0,2q],
h@y_{o ey e 0.,

in R liegt. |

Beispiel 1.11 Die Sdgefunktion ist definiert durch

flz)=2 in (—m 7], 27 — periodisch fortgesetzt aufR.
Es ist dann
1 2m " 1 ™ "
= — —RT dz — _ —ikx dz
Ck o7 J, e " f(x) o ) xe
B 0 fir k=
ﬁxe_ikx\iw — % ffﬂ e"hrdy = (—l)k% fir k#0.

Fiir die Fourierreihe der Sdgefunktion erhalten wir also

Z(—l)k% (eik‘” — e_ik‘”) = 22(—1)k+1%sinkx,

k=1 k=1

eine reine Sinusreihe, da f ungerade ist. O

1.4 Die Siatze von Welerstrafl

Fiir beliebige stetige 2m—periodische Funktionen kann man zwar nicht die gleichméfige Kon-
vergenz der Fourierreihe beweisen, trotzdem 148t sich aber jede derartige Funktion gleichméafig

durch trigonometrische Polynome approximieren.
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Satz 1.12 (Weierstrafischer Appoximationssatz, periodisch)

Sei f € R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom p mit
Ip(z) — f(x)] <e firalle zeR.

In anderen Worten: Es gibt eine Folge (p,) von trigonometrischen Polynomen mit p, — f

gleichmdfsig.

Beweis. Da f stetig ist, ist es gleichméBig stetig und es gibt zu jedem € > 0 eine stetige
stiickweise lineare Funktion f. mit |f(z) — fe(z)| < § fiir alle z € R (Beweis!). Nach Satz 1.8
konvergiert die Fourierreihe von f. gleichméflig gegen f.. Es gibt also ein trigonometrisches

Polynom p mit [p(x) — f:(x)| < § fiir alle z € R und somit |p(z) — f(z)| < ¢ fiir allex € R. W

Satz 1.13 (Weierstrafischer Approximationssatz) Sei

f i [a,b] — C stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein Polynom p mit |f(x) — p(x)| < €
fir alle © € [a,b]. In anderen Worten: Es gibt eine Folge (p,) von Polynomen mit p, — f
gleichmdfig in [a, b]

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, daf [a, b] = [0, 1] gilt (andernfalls betrachtet

man f(z) := f(a + 2(b— a))). Indem man definiert

r—1

flw) = F) + 51—

(£(0) = f(1)) fir =z e (1,2m),

kann f zu einer stetigen 2w—periodischen Funktion g fortgesetzt werden. Nach Satz 1.12 gibt

es ein trigonometrisches Polynom g(z) = >"p_  cxet®® mit

lg(z) —q(z)] < = fiir alle z € R.

N ™

Jeder Term cge*® 148t sich auf [0,1] bis auf £/4n durch ein Polynom pj approximieren

(Taylorreihe); exakt fir k£ = 0. Mit p(z) = > _;__, pr(z) gilt also
£ .
[£(2) = p(2)] < lg(x) — g(@)| + la(@) = pu()| < 5+ D lene™ —p()] <e,

d.h. f wird durch Polynome beliebig gut approximiert. |



16 1 FOURIERREIHEN

1.5 Ubungsaufgaben

1.1 Man berechne die Fourierreihe der Funktion f(z) :=|sinz|.

Anleitung: Man beachte, da§ f(x) und cos kz gerade und sin kx ungerade Funktionen sind.

1.2 Ein trigonometrisches Polynom Y }_  ce?*® hat genau dann die (minimale) Periode

27, wenn die Menge {k € N : |cg| + |c—i| # 0} teilerfremd ist.

1.3 Man zeige, dafl die Funktionenfolge

0 fir 0 <z <2m—1/n,
n(x+1/n—2n) fir2r—1/n<z<2r

fula) = {
im Quadratmittel konvergiert, aber nicht gleichméfig.

1.4 Man konstruiere eine Folge (f,,) von Funktionen auf [0, 27)], die aus immer schmaler
werdenden ,, wandernden Buckeln“ bestehen so, daf§ (f,,) im Quadratmittel (gegen 0) konver-

giert, aber nicht punktweise konvergent ist.

1.5 Sei

0 fir0<zxz<m, Lo
flz) = 27—periodisch
1 firw <z <2m,

a) Man bestimme die Fourierreihe von f (im wesentlichen eine reine Sinusreihe).

b) Mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung zeige man

%2 = i(% —1)72

k=1

c) Die Summe aller k=2 1i8t sich daraus berechnen.

1.6 Man beweise > 72y 75 = 97:1—5

t— )2 2
( 47) — % von 7 bis x und wende

Anleitung: Man integriere Y 5o, k™2 coskt =

die Vollstandigkeitsrelation an.
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1.7 Sei f:[1,00) — C stetig und lim,_, f(z) existiere. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
n € N und Konstanten dgy, d1, . . ., d, mit

\f(x)—Zdjx_j\ <e fir alle z € [1,00).
=0

1.8 Zu jedem f € C]0,1] gibt es eine Folge gerader Polynome, die gleichméfBig auf [0, 1]

gegen f konvergiert.

1.9 Direkter Beweis des Riemannschen Lemmas: Fiir f mit f(z) =1 in [a,b] und f(z) =0
sonst berechne man c(f) und zeige ci(f) — 0 fiir K — oco. Damit beweise man cx(f) — 0
zunichst fiir Funktionen aus R, fiir die f[jp2r) Treppenfunktionen sind und dann fiir alle

feR.
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2 STETIGE FUNKTIONEN F : RM RN

2 Stetige Funktionen f : R — R"

2.1

Vorbemerkungen

Es soll zunéchst mit einigen Beispielen belegt werden, dafl es notwendig ist, nicht nur Funk-

tionen von R nach R zu betrachten, sondern auch solche, die auf einen héherdimensionalen

Raum R definiert sind und/oder ihre Werte in einem héherdimensionalen Raum R™ anneh-

men; dabei wird nur in Spezialfillen n = m sein.

Beispiel 2.1 a) Die Bewegung eines Kérpers (Massenpunktes) im Raum wird durch eine

Funktion
z:R—R3 tez(t) = <£1(t),§2(t),53(t))

beschrieben; dabei steht R = R! fiir die Zeitachse.
Der Temperaturverlouf im Raum wird durch eine Funktion
T:Rg _>Ra .CCI—>T($) :T(£1552553)

beschrieben.

Will man beim Temperaturverlauf in b auch die zeitliche Abhdngigkeit beriicksichtigen,

so hat man eine Funktion
T:R'=R3*xR =R, (z,t)— T(z,t)=T(£, &, &3, ).

Die Kraft, die in einem Punkt des Raumes wirkt, wird durch ein Kraftfeld beschrieben,

iR SR, @ k(o) = (K6 ,60), al6r, €. &), k(61 €2,6) )

Allgemein wird eine Funktion f : R™ D A — R™ als ein Vektorfeld (in A) bezeichnet.

Will man in d) auch noch eine eventuelle zeitliche Abhéngigkeit des Kraftfeldes be-

schreiben, so hat man
E:RY=R3xR—=R3 (z,t)— k(z,t).

Es tritt also auch hier R* in natiirlicher Weise als Definitionsbereich auf.
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Es wird im folgenden immer wieder deutlich werden, daf§ (gegeniiber Funktionen f: R — R)
nur bei Funktionen f : R™ — R wesentlich neue Verhéltnisse auftreten; Funktionen f : R™ —

R™ konnen dagegen im wesentlichen als n—tupel von Funktionen f; : R™ — R aufgefafit
werden. (Nur die Erhohung der Zahl der Variablen ist wirklich wesentlich; die Erhéhung der
Zahl der Komponenten im Bild schafft keine ernsthaften Probleme.)

Um Stetigkeit von Funktionen erklidren zu kénnen, brauchen wir einen Abstand in R™ und
einen Konvergenzbegriff (dabei handelt es sich um die einfachsten topologischen Begriffe; wir

werden spéter bei Bedarf weitere Begriffe kennenlernen, z.B. offen, abgeschlossen, kompakt).

Firz = (&,...,&m) und y = (01, ..., mm) aus R™ ist das (iibliche) Skalarprodukt erklért
durch

Y= &
j=1

Es gilt offenbar fiir z,y,z€¢ R™, A € R

Positivitét)

Symmetrie)

>0; speziell (z,z) =0 2z =0,

= (y, ),

>\ y> My, ) (also = (z, Ay)),
+y,2) = (2,2) + (y,2).

Homogenitét)
Additivitit)

A~~~ N /N

(In C™ wiirde man definieren (z,y) := >, &m;; man hat dann (z,y) = (y, ), (Az,y) =
M, y) und (2, Ay) = Az, y).)

Mit diesem Skalarprodukt wird die (euklidische) Norm in R™ (bzw. in C™) definiert durch
|z| = (x,2)/? (hiufigauch ||| statt|-]),
und entsprechend die euklidische Metrik in R™ (bzw. C™) d(z,y) = |z — y|.
Satz 2.2 (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung) Fir alle z,y € R™ gilt

[z, y)| < |z||y| Cauchy—Schwarzsche Ungleichung.

In der Schwarzschen Ungleichung gilt Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig

sind; es gilt (x,y) = |z|ly| genau dann, wenn o > 0 existiert mit x = ay oder y = ax.
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Beweis. Wir beweisen hier nur die Schwarzsche Ungleichung (den Rest der Aussage benutzen

wir im folgenden nicht). Fiir alle A € R gilt
0 < |z Ayl* = M[yl* + 2\ (z, y) + [2*

Da A%a+2X\b+ ¢ > 0 genau dann fiir alle A € R erfiillt ist, wenn a > 0 und b* < ac gilt (man
beachte a = |y? > 0 und ¢ = |z|? > 0), folgt (z,y)? = b% < ac = |z|?|y|? d.h.(z,y)| < |=||y|.
|

Es gilt fiir alle z,y e R™, A € R

|| > 0; insbesondere |z|=0< =0 (Positivitét),
|[Az| = |Al|z| (positive Homogenitit),
|z +y| <|z|+ |y (Dreiecksungleichung).

Dies sind die definierenden Eigenschaften einer Norm. Lediglich die Dreiecksungleichung ist

nicht ganz trivial. Sie folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung:

lz+y? = (rty,z+y)=z>+2(z,y) + |z

IN

2 + 2Jlly| + |y1* = (2] + |y])*.
Daraus ergeben sich auch die Eigenschaften einer Metrik fir d(z,y) = |z — y|:
d(z,y) > 0; d(z,y) =0« xz =y, (Positivitit)

(z,y) = d(y, v), (Symmetrie)
(z,

d(z,y
d(z,y z)+d(z,y). (Dreiecksungleichung)

Man kann noch zahlreiche andere Normen (und entsprechende Metriken) auf R™ (bzw. C™)

erkldren: géngig ist z. B.
m
|2]og = max{\gj\ =1, m} und 21 =[],
j=1

Es gilt offenbar

7|0 < |z| < X/T_n‘ac‘oo und |z]oo < [z[1 < mfxfoo;
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man sagt deshalb, die drei Normen sind dquivalent. (Entsprechendes gilt auch fiir |z|, :=
m 2P
(S} 1<p<oo)

Wir koénnen nun Konvergenz von Folgen und Vollstindigkeit von R™ beschreiben. Eine
Folge (zi) aus R™, xp = (&k,1,&k,2, - - -, Ekm), konvergiert gegen ein ¢ € R™, x, — « fiir k —

oo (oder zj, — = oder klim xp, = x oder limxy, = x), wenn gilt |z, — x| — 0 (bzw. gleichwertig:
—00

d(zg,x) — 0) im Sinne der bekannten Konvergenz in R. Offensichtlich ist dies genau dann

der Fall, wenn gilt &, ; — §; fiir k — 00, j=1,...,m.

Eine Folge (zj) heifit eine Cauchyfolge, wenn gilt: Fiir jedes € > 0 existiert ein ny € N
so, daf fiir alle n,n’ > ng gilt |z, — z,v| < €. Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn

(&k,j)ken fiir jedes j eine Cauchyfolge in R ist.

Fiir dquivalente Normen sind offensichtlich die gleichen Folgen konvergent bzw. Cauchy-

folgen; wir werden in der Regel mit der euklidischen Norm arbeiten.

R™ ist vollstindig, d. h. jede Cauchyfolge (x) in R™ ist konvergent: Ist () eine Cauchy-
folge, so ist (&k,j)ken fiir jedes j eine Cauchyfolge. Da R vollstandig ist, gibt es ; € R mit

&k,j — & fir kK — oo. Damit folgt x, — = := (§1,...,&m), d.h. (xy) ist konvergent.

2.2 Stetige Funktionen

Sei A C R™. Eine Funktion f: A — R"™ heifit stetig im Punkt xzo € A, wenn gilt:

zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 so, daf fiir alle x € A mit | — zo| < § gilt

[f(z) = f(zo)| < e

(dabei ist mit |- | in R™ bzw. R™ die jeweilige euklidische Norm gemeint; allerdings dndert
sich der Stetigkeitsbegriff auf Grund der obigen Anmerkung nicht, wenn man eine oder beide
Normen durch dquivalente Normen ersetzt). Vollig analog zum 1-dimensionalen Fall zeigt

man:

Satz 2.3 f: A — R" ist genau dann stetig (e-0-stetig) in xg € A, wenn fiir jede Folge (xy)
aus A mit xy, — xo gilt f(xg) — f(xo) (folgenstetig).

Beweis. =: Sei z, — 0. Da f stetig ist, existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(z0)| < ¢ fiir

|z — xo| < 8. Zu diesem § gibt es ein no € N mit |z, — zo| < § fiir n > ng. Also ist |f(zn) — f(zo)] < € fiir
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n > ng, d. h. es gilt f(zn) = f(zo).
<: Nehmen wir an, da8 f nicht stetig ist. Dann gibt es ein € > 0 so, da8 fiir jedes n € N (§ = 1/n > 0) ein
Zp mit |z, — zo| < 1/n existiert mit |f(zn) — f(zo)| > €. Es gilt also 2, — o und f(zn) % f(x0), d.h. f ist

nicht folgenstetig. |

Die Funktion f heifit stetig, wenn es in jedem Punkt von A stetig ist.

Wieder vollig analog zum 1-dimensionalen Fall zeigt man
Summen, Produkte und Hintereinanderausfihrungen (Zusammensetzungen, Kom-
positionen) stetiger Funktionen sind wieder stetig. Das entsprechende gilt fiir

Quotienten, wenn (wie iiblich) die Nullstellen des Nenners als nicht zum Definiti-

onsbereich gehorig betrachtet werden.
Beispiel 2.4 Die Funktion
fj,k:Rm%Ra x:(flaagm)Héf

ist stetig. Definieren wir fiir jeden Multiinder o = (v, . .., am) € Nj
m
fo i R™ SR, w=(&,...,6m) =2 =[] &7,
j=1

so ist auch f, stetig. Ebenso ist auch jedes Polynom

P:R™" R, z=(,...6n) > Y Caa®
lal<k

stetig; hier haben wir fiir Multiindizes o den Betrag bzw. die Lénge |a| := 377" | a; benutzt.

Schliellich ist jede gebrochen rationale Funktion

(wobei Py, P» Polynome sind) stetig. Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus den obigen

Aussagen. O
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Der folgende Satz macht deutlich, daf} sich die Untersuchung stetiger Funktionen f: ... —

R™ auf die Untersuchung von Funktionen f : ... — R zuriickfiithren 148t.

Satz 2.5 Sei ACR™, f: A—=R" f(z) = (fi(x),..., fu(z)). Dann ist f genau dann
stetig (in xo € A), wenn alle f; stetig (in xo) sind.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der obigen Folgencharakterisierung der Stetigkeit.

Halten wir in f(z) = f(&1,...,&n) alle bis auf eine Variable fest, so erhalten wir die

sogenannten partiellen Funktionen, z. B.

fl,m:{teR: (£1+ta£25"'a£m) GA} _>Rma fl,x(t):f(fl +ta£25"-a£m)

(und entsprechend f;, fiir j = 2,...,m). Eine Funktion f : A — R™ mit A C R™ heifit
partiell stetig (d.h. stetig in jeder einzelnen Variablen), wenn fiir jedes x € A und jedes
Jj € {1,...,m} die partielle Funktion f;, stetig ist (Der Leser definiere , partiell stetig® im
Punkt xp).

Fir x € A und e € R™ (0. E. mit |e| = 1) definieren wir
fre: {t ceR:z+tec A} = R",  foe(t) = f(z+te).

f heifit richtungsstetig, wenn f, . fur alle x € A und e € R™ stetig ist (man definiere
srichtungsstetig in z*, ,richtungsstetig in Richtung e*). Offensichtlich gilt

Satz 2.6 f stetig (in xo) = f richtungsstetig (in xo) = f partiell stetig (in o).
Gelten auch die umgekehrten Richtungen?

Beispiel 2.7 Wir definieren hier eine Funktion f : R?> — R die im Nullpunkt zwar rich-

tungsstetig ist, aber nicht stetig (in allen anderen Punkten des R? ist sie stetig).

Dabei setzen wir f(z) =1

— in der abgeschlossenen unteren Halbebene {x eRZ2: & < 0}, und

— auf und oberhalb der Parabel & = 2, {x cR?:¢& > 5%}
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Wir setzen weiter f(xz) =0

1
— auf der Parabel & = 55%, auBer im Nullpunkt (wo sie gleich 1 ist).

Dazwischen wird auf den Parallelen zur £&s—Achse linear interpoliert. Somit ist insgesamt

(1 fiir & < 0 und fiir & 25%,
& i 142
1-2>= fiir 0 < le2
f(@) = f(&, &) = % tir 0 <& < 58

&g -6

1-2 e fiir 0 < 267 < & < €.

Offensichtlich ist f in jedem Punkt auflerhalb x = 0 stetig. In jeder Richtung durch 0 ist
f ebenfalls stetig, da jede Gerade durch 0 ein Stiick um Null enthélt, auf der f(z) =1 gilt

(entweder in der unteren Halbebene einschliefllich der &;—Achse, oder auf bzw. oberhalb der

Parabel & = ¢2). Da fiir @, = (1 L ) gilt

n’ 2n2

Ty — 0, aber 0= f(z,) A f(0) =1,
ist f im Nullpunkt nicht stetig. (]

Es sei dem Leser iiberlassen, ein &hnliches (allerdings einfacheres) Beispiel dafiir zu kon-
struieren, dafl aus der partiellen Stetigkeit nicht die Richtungsstetigkeit folgt (z. B. kann man
im obigen Beispiel die Parabel & = &2 durch & = |£;] ersetzen).

Sei ACR™, fr: A— R" (k € N) eine Folge von Funktionen auf A. Die Folge (fi) heifit
(wie im 1-dimensionalen) gleichmdfig konvergent, gegen eine Funktion f : A — R", wenn

gilt

zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ng € N so, daf fiir alle n > ng und alle z € A gilt

[fn(z) — f(z)] <e.

Wie im 1-dimensionalen beweist man leicht:

Satz 2.8 Sei A CR™, fi: A — R" stetig fiir alle k € N, und (fy) konvergiere gleichmdfig
gegen eine Funktion f: A — R™. Dann ist auch f stetig.
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2.3 Grenzwerte von Funktionen

Volig analog zum 1-dimensionalen Fall definieren wir in diesem Abschnitt Grenzwerte von

Funktionen fiir x — x.

Sei A C R™; ein g € R™ heifit ein Berihrungspunkt von A, wenn es fiir jedes € > 0
(mindestens) ein z € A gibt mit |z — z¢| < €. Insbesondere ist also jeder Punkt von A auch
Berithrungspunkt von A. — Ein g € R™ heifit ein Haufungspunkt von A, wenn es zu jedem
e > 0 (mindestens) ein x € A\ {zo} gibt mit |x — z¢| < e. Jeder Haufungspunkt ist auch
Beriithrungspunkt, aber nicht umgekehrt.

Offenbar ist zg genau dann Berithrungspunkt (bzw. Haufungspunkt), wenn es eine Folge

(zx) aus A (bzw. aus A\ {zo}) gibt mit zx — .

Sei A C R™, zy Haufungspunkt von A, f : A\{zo} — R". Wir sagen y € R” ist der

Grenzwert von f(x) fir x — zg, lim f(x) =y, wenn gilt:
T—T0

— fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 so, daf fiir alle z € A\{zo} mit |z — zo| < ¢ gilt
[f(z) =yl <e.

Dies ist offenbar dquivalent zu

— fiir jede Folge (x1) aus A\{zo} mit z — z¢ gilt f(zx) — y, bzw.

. . i
— die Funktion f: AU{z¢} - R", f(z) = { /(@) 1"11" @7 20, ist in x( stetig.
Y fir x = xg

Ist 29 € A, so existiert also lim,_,,, f(z) genau dann, wenn f in z¢ stetig ist.

Beispiel 2.9  a) Die Funktion
f:R™{0} = R™, f(z)=|z| ‘'z

hat fiir £ — 0 keinen Grenzwert (das ist iibrigens schon fiir m = 1 so).

b) Die Funktion

sin &; siné,, )

f:{xeRm:£j7é0fﬁrallej},—>Rm, f(x):< g
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hat Grenzwerte in allen Punkten z, die nicht zum Definitionsbereich gehoren (die Werte
der einzelnen Komponenten sind fj_l sin&; fiir die j mit {; # 0 und 1 fiir die 7 mit

£ =0).

Satz 2.10 Sei ACR™, f,g: A—TR", h: f(A) — RP.

a) Esgilt lim f(z) =y = (n1,...,mn) genau dann, wenn firj=1,...,n git lim f;(z) =
T—x0 T—T0
nj-

b) Ezistieren die Grenzwerte lim f(z) und lim g(z), so ezistieren auch die folgenden
Tr—xQ T—T0

Grenzwerte und es gilt fir A, p € R

i) lim (Af(2)+pg(@)) = A lim f(2)+p lim g(a),

T—T0 T—T0

i) lim (f(2), g(x)) = ( Jim f(), lim g(z)),

T—T0 T—T0 T—T0
i) lim [/(2)] = | lim /().

c) Ist auferdem h: f(A) — RP, yo:= lim f(x) und ezistiert z := lim h(y), so existiert

T—x0 Yy—Yo

auch der folgende Grenzwert und es gilt
Ili_gﬁlo(h o f)(z) = =
Die Beweise sind offensichtlich, z. B. mit Hilfe der Folgencharakterisierung des Grenzwertes.
2.4 Einige weitere ,,topologische“ Begriffe
Die (,offene”) Kugel um x € R™ mit Radius r ist definiert durch

Kr(x):{yeRm:\x—y\<r}

(fir r = 0 ist K, (x) leer). Eine Teilmenge A C R™ heifit offen, wenn zu jedem = € A ein

r = r(z) > 0 existiert mit K,(z) C A. — Zum Beispiel ist jedes ,offene® Intervall in R}

(a,b):{xeR:a<x<b} mit a<b
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offen in diesem Sinn (man kann z.B. r(z) = min{z — a,b — xz} > 0 wihlen). Jede ,offene*
Kugel K, (x) ist ebenfalls offen im Sinne dieser Definition (z.B. mit r(z) =r — |z — z| > 0).
Die leere Menge und der ganze Raum sind offensichtlich offen (dies gilt insbesondere fiir (a, a)
und Ky(z)).

Eine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement R\ A offen ist. Z. B.
ist jedes ,,abgeschlossene® Intervall
[a,b] ={z€eR:a<zx<b} mit a<b
abgeschlossen und jede ,,abgeschlossene” Kugel in R™

K.(2)={zcR™:|z—z| <7} fir >0

ist ebenfalls abgeschlossen. Die leere Menge und der ganze Raum sind offensichtlich auch

abgeschlossen.

Satz 2.11 Fine Teilmenge A C R™ ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder

konvergenten Folge aus A wieder in A liegt.

Beweis. =: Wir nehmen an, dafl die Behauptung nicht gilt, d. h. es gibt eine Folge (z) aus
A mit z;, — = und z € B := R™\A. Da A abgeschlossen ist, ist B offen, d.h. es gibt ein
r > 0 mit K,(z) C B. Wegen zj — = wiirden dann aber alle x, fiir hinreichend grofie k in B

liegen, im Widerspruch dazu, daf (zy) eine Folge aus A war.

<: Nehmen wir an, dafl A nicht abgeschlossen ist (Achtung: das bedeutet nicht, dafl A offen
ist), d.h. B := R™\A ist nicht offen. Also gibt es ein z € B so, da K,(z) N A # 0 fiir
alle r > 0 gilt. Insbesondere gibt es zu jedem k ein xx € Ky () N A C A, d.h. es gilt

rr €A, rp — x und z € A im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Eine Teilmenge A C R™ heifit beschrdinkt, wenn ein C' > 0 existiert mit

|z| < C fiir alle x € A (oder A C K¢(0) bzw. A € Kp(0) fiir D > C).

Eine Teilmenge A C R™ heifit kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist. Der

folgende Satz ist das m—dimensionale Analogon zum Satz von Bolzano—Weierstrafl.
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Satz 2.12 Eine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (x)) aus A

eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.

Beweis. =-: Sei A kompakt (beschrénkt und abgeschlossen), (zx) eine Folge aus A, zj =
(&k,1y - -&km). Dann gilt & ;| < C fiir alle k € N, j = 1,...,m. Also enthilt (k)ien eine
Teilfolge (n1(k))ken so, daB (&, (x),1) in R konvergiert (Satz von Bolzano—Weierstraf3). Weiter
enthélt (n1(k))gen eine Teilfolge (n2(k))ken so, daB (&,,(1),2) in R konvergiert; natiirlich
ist auch (&,,(x),1) konvergent. Nach m Schritten erhalten wir eine Teilfolge (n(k))ken =
(nm(k))ken so, da die Folgen (&, ;)ken fiir alle j = 1,..., m konvergieren. Dann ist auch

(T (k)) konvergent gegen ein z € R™. Da A abgeschlossen ist, liegt = in A.

<: A ist beschrinkt: Sonst gidbe es eine Folge (x) aus A mit |z;| — oo; diese konnte
offensichtlich keine konvergente Teilfolge enthalten (denn fiir jedes z € R™ wiirde gelten

|z — x| > |zK| — 2| — 00).

A ist abgeschlossen: Sei (zj) eine Folge aus A mit z; — x. Auf Grund der Voraussetzung
an A gibt es eine Teilfolge, die gegen einen Punkt aus A konvergiert. Andererseits konver-

giert jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den gleichen Grenzwert. Also liegt x in A. &

Satz 2.13 (Satz vom Maximum) Ist K C R™ kompakt und f : K — R stetig, so ist f

beschrinkt und nimmt in K sein Mazimum (und sein Minimum) an.

Beweis. Der Beweis ist vollig gleich wie im eindimensionalen Fall; es geniigt, die Beschrinkt-

heit nach oben und die Esxistenz des Maximums zu beweisen.

f ist beschrinkt: Nehmen wir an, da8 f unbeschrinkt ist, d.h. es gibt eine Folge ()
in K mit f(z,) — oco. Da K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (x, ). Mit

x := limyg_y00 Ty, gilt dann f(z,,) — f(z), ein Widerspruch zu f(z,,) — oo.
f nimmt sein Mazimum an: Da f beschriankt ist, existiert sup f, und es gibt eine Fol-
ge (zp) mit f(xz,) — sup f. Dann gibt es eine Teilfolge (z,,) mit z,, — z und f(z) =

limy_00 f(2n,) = sup f. |

Eine Funktion f: A — R™ (A C R™) heifit (wie im 1-dimensionalen) gleichmdfig stetig,
wenn gilt: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 so, dafl fiir alle z,y € A mit |z — y| < J gilt

[f(z) = f(y)l <e.
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Satz 2.14 Sei A C R™ kompakt, f: A — R™ stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Der Beweis lduft wie in R!. Dort haben wir den Satz von Bolzano—Weierstrafl be-
nutzt, der hier durch die Kompaktheit ersetzt wird (Ubung!). u

Die folgende Charakterisierung der kompakten Teilmengen von R™ ist die auch in wesent-

lich allgemeinerem Kontext in der Topologie iibliche Definition. Eine Familie {U, : @ € A}

mit einer beliebigen Indexmenge A heifit eine offene Uberdeckung einer Menge K C R™, wenn

alle U, offene Teilmenge von R™ sind, und K C |J U, gilt.
acA

Satz 2.15 (Heine-Borelscher Uberdeckungssatz) Eine Teilmenge K C R™ ist ge-

nau dann kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {U, : o € A} von K einn € N

n
und ai,...,an € A gibt mit K ¢ |J Ug; - (Man sagt kurz: Kist genau dann kompakt, wenn
j=1

jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teilitberdeckung enthdlt — noch kiirzer, wenn

K die Uberdeckungseigenschaft hat.)

Beispiel 2.16 Die Menge M = (0, 1] ist nicht kompakt. Offenbar ist {U, : r € (0, 1]} mit
U, := (5, 2r) eine offene Uberdeckung von M, die keine endliche Teiliiberdeckung enthiilt. (]

Beweis von Satz 2.15. =: Sei K kompakt, {U, : a € A} eine offene Uberdeckung von K.
Es ist zu zeigen, dal {U,} eine endliche Teilitberdeckung enthilt.

a) Wir zeigen zunichst: Es gibt ein § > 0 so, da8 fiir jedes x € K ein a(z) € A existiert
mit K(.CC, 5) C Ua(;r)'

Wir nehmen das Gegenteil an, d. h. insbesondere: zu jedem n € N (6 = 1/n) gibt es ein
Zn € K mit K(z,, %) ¢ U, fiir alle o € A. Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (x, )
mit z,, — x € K fiir K — oo. Natiirlich gibt es ein o € A mit x € U,. Da U, offen ist, gibt
es ein € > 0 mit K (xz,¢) C Uy. Wegen x,, — x ist x,, € K(z,§) fiir hinreichend groie k£ und

somit

1 1
K(xnk, n—k) C K(z,e) C U, fiir hinreichend grofie k (mit - < %)
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Das ist im Widerspruch zur Konstruktion der Folge (z,).

n
b) Wir zeigen: Zu jedem § > 0 gibt eseinn € Nund z1,...,z, € K mit K C |J K(z;,9)
j=1

(man sagt dafiir auch ,,K ist total beschréankt“). — Zusammen mit Teil a folgt dann die

Behauptung: Zu ¢ aus Teil a wihlt man die x; nach Teil b und «a; so, dal K (x;,9) C Uy,
gilt.

Wir nehmen an, daf dies nicht gilt, d. h. es gibt ein § > 0 so, daf§i K nicht durch endlich
viele Kugeln K (z, ) iiberdeckt werden kann. Man kann also fiir dieses d induktiv eine Folge

(zn,) aus K definieren mit
|Zpt1 —xj| >0 fir j=1,...,n, allen € N.

Diese Folge kann offensichtlich keine konvergente Teilfolge enthalten. Das ist im Widerspruch

zur Kompaktheit.

«: K habe die Uberdeckungseigenschaft, (z,,) sei eine Folge in K. Es ist zu zeigen, da8 (z,,)
eine in K konvergente Teilfolge enthélt. Wir nehmen an, dafl dies nicht der Fall ist, d. h. kein
z € K ist Hiufungspunkt von (x,) (denn die Hiufungspunkte sind gerade die Grenzwerte

von Teilfolgen). Das bedeutet: Zu jedem x € K existiert ein e(x) > 0 so, daf gilt

K(z,e(x)) enthélt nur endlich viele der .

Natiirlich ist {K (z,e(x)):z e K } eine offene Uberdeckung von K, die nach Voraussetzung

eine endliche Teiliiberdeckung {K(xj,e(xj)) cj=1,.. .,n} enthélt. Da jedes K(zj,e(z;))

nur endlich viele der z,, enthéilt, ergibt sich ein Widerspruch. |

2.5 Ubungsaufgaben

2.1 Fiir welche a > 0 ist die Funktion f : R? — R

B _ J 276 firz #0,
@)= e = { | fir e 70

partiell stetig, richtungsstetig, stetig ?
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2.2 Zwei Normen |- |4, | - |» heiflen dquivalente Normen, wenn es Konstanten c1,ca > 0 gibt

mit"‘agcl"‘ba "‘bSCQ"‘a'

a) Sind |- |, und |- | &quivalente Normen, so ist eine Folge (z,,) genau dann beziiglich |- |,

eine Cauchyfolge (konvergent), wenn dies beziiglich | - |, gilt.

b) Auf R™ sind durch |z|; = Z I€kl, |%|oo = max{|&|: &k =1,...,m} Normen definiert
k=1

(die Norm aus der Vorlesung wird mit |- |2 bezeichnet).
c) Die Normen |- |1, |- |2 und | - | auf R™ sind dquivalent.
d) R™ ist auch beziiglich | - |; und | - | vollsténdig.
2.3 Eine Funktion f : A — Re™ (A C R™) heift holderstetig, wenn ein « > 0 und ein ¢ > 0

existiert mit | f(z) — f(y)| < c|lx —y|* fir alle z,y € A. Man sagt dann auch, f sei holderstetig

mit Fxponent «; ist o = 1, so nennt man f lipschitzstetig.

a) Jede holderstetige Funktion ist gleichméBig stetig (Es gibt allerdings auch den Begriff
,lokal holderstetig® oder ,lokal holderstetig mit Exponent oz“j

b) Fiir A=[0,1] C R! und n = 1 gebe man eine (gleichméBig) stetige Funktion an, die
nicht holderstetig ist.

2.4 Fiir eine Funktion f : R™ — R™ zeige man: f ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene

Menge B C R™ auch das Urbild f~!(B) = {x € R™: f(z) € B} offen ist.

2.5 In R™ sind () und R™ die einzigen Teilmengen, die offen und abgeschlossen sind.

2.6 Das Innere ,Z einer Teilmenge A von R" ist die Menge der inneren Punkte x € A,

d.h. der Punkte x € A, fiir die ein € > 0 existiert mit K.(x) C A. Man zeige:

a) AUBC (AU B)°; die Gleichheit gilt i. allg. nicht.

b) ANB (AN B)°

c) ;1 ist die grofite offene Teilmenge von A, d. h. es gilt: ;1 ist offen und aus B C A und B

offen folgt B C ;1
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2.7 Der Abschluff A einer Teilmenge A non R™ ist die Menge der Beriihrungspunkte von
A, also die Menge aller Grenzwerte von Folgen aus A. Man zeige (beachte die ,, Dualitét® zur

vorhergehenden Aufgabe):

a) A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von R™, die A enthilt (d.h. A ist abge-
schlossen und aus B abgeschlossen und A C B folgt A C B).

AN
S|

b) AUB=AUB.

c) AN B D> AN B; die Gleichheit gilt i. allg. nicht.

2.8 a) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
b) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
c) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
d) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

e) Die Aussagen c und d gelten i. all. nicht fiir abzdhlbar viele Mengen.

2.9 Man zeige in R (etwas schwieriger ist es in R™): Die leere Menge und der ganze Raum

sind die einzigen Mengen, die offen und abgeschlossen sind.
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3 Differentiation von Funktionen f:R™ — R"

3.1 Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit

Im 1-dimensionalen hatten wir die Differenzierbarkeit in einem Punkt zy zunichst mit der

Existenz des Grenzwertes der Differenzenquotienten erklért:

oy f(z) — f(xo)
fleo) = i, =,

Dies 148t sich offensichtlich so nicht auf Funktionen, die in R™ definiert sind, {ibertragen, da
wir nicht durch den Vektor « —z( dividieren kénnen, und Division durch |z — x| liefert schon

im 1-dimensionalen nicht das ,richtige“Resultat.

Wir haben dann im 1-dimensionalen gezeigt, dal f genau dann in z( differenzierbar ist,

wenn es ein ¢ € R gibt mit
f($) = f($0) + C(.CC - $()) + QO(.CC(), $),
wobei fiir p(zo, z) gilt

QO(.CL‘(), .7:)
Tr — X

— 0 fir x — xg.

Es ist dann ¢ die Ableitung von f im Punkt zg, ¢ = f’(x¢). In der Nihe von z( wird also f

»sehr gut“ durch die affine Funktion

g(x) = f(x0) + c(x — x0)

approximiert, die die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xg, f(x¢)) beschreibt (lineare
Approzimierbarkeit). Dieses Resultat benutzen wir in R™ als Definition:
Sei A C R™ offen, f: A — R", zy € A. f heifit im Punkt x (total) differenzierbar, wenn

eine lineare Abbildung L : R™ — R" existiert mit

f(z) = f(zo) + L(z — z0) + p(z0, ),
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wobei fiir ¢(z, x) gilt

gp(x(),.%‘)
|z — x|

— 0 fiir x — xzo;

in anderen Worten, wenn gilt:

flz) = f(zo) — L(z — o)

|z — x|

— 0 fir x — xg.

Der folgende Satz erlaubt es, diese lineare Abbildung L als Ableitung von f im Punkt xg zu
bezeichnen: Df(zg) (oder auch gelegentlich df(zg), f'(xo)).

Satz 3.1 Se:i f in xo differenzierbar. Dann ist die lineare Abbildung L eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir nehmen an, dafl die obige Bedingung fiir lineare Abbildungen L; und Loy gilt
mit entsprechenden Funktionen ¢i(xo, ), p2(zo,z). Dann folgt fiir die lineare Abbildung
M = L1 — L2

lim |z| ' Mz = lim |z — xo| "M (x — z0)
x—0 T—x0

= lim \x — aco\_l{lq(x —300) — L2(3c —330)}

T—T0

= lim |z — xo\_l{wz(ﬂco, z) — 1(zo, 33)} =0.

T—T0

Also gilt fur alle x € R™
-1
Mz = nM(E) = \x\{‘f‘ M(E)} — 0 fiir n — oo,
n n n
und somit

Mz = 0 fiir alle z € R™,
d.h. M ist die Nullabbildung, L; = L. |
f+ A — R"™ heifit differenzierbar, wenn es in jedem Punkt von A differenzierbar ist. Dann

ist Df(-) eine neue Funktion auf A, deren Werte lineare Abbildungen von R™ nach R” sind,

die Ableitung von f.
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Im folgenden benutzen wir, daf sich jede lineare Abbildung L von R nach R™ mit Hilfe

einer Matrix

mit n Zeilen und m Spalten darstellen 148t, (Lx)p = > " Ixvé&, fiir k=1,---,m.
v=1

Satz 3.2 Sei A C R™ offen und f : A — R™ differenzierbar (in x¢). Dann ist f stetig (in

.7,‘()).

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir xg zu beweisen. Da f in z( differenzierbar ist, gilt
f(z) = f(@o) + L(z — wo) + (w0, x)

mit |z — x| Lp(zo, ) — 0 fiir z — x¢, also ganz sicher o(xg,z) — 0 fiir + — x. Aus der

obigen Darstellung von L folgt (mit zg = (§o.1,- - -, &o,m)b 2 = (&1, -+, &m)?)

Lz —z9) = (Zelj(fj —&0g)r-r D Anj(& — fo,j))t
j=1 J=1

— 0 fiir z — =g (& = oy, J=1,...,m),

also f(x) — f(zo) fir x — xo. |

Fiir konkrete Berechnungen sind die obigen recht abstrakten Uberlegungen kaum hilfreich.

Man wird statt dessen mit einzelnen Koordinaten rechnen miissen. Sei f in z( differenzierbar,
Df(zo) = L = (4;5), also

m

f(@) = f(@o) — (---,Z&j(fj —&0,4), - -)t = ¢(wo, T).

j=1

Betrachten wir nur die i—te Komponente dieser Gleichung, so erhalten wir nach Division

durch |z — x|

m

|z — $0‘_1{fi($) — fi(@o) — Zeij(fj — 5073‘)} — 0 fiir x — xp.

J=1
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Wiéhlen wir hier speziell x = g + hey, (ex, = k—ter Einheitsvektor, k € R\ {0}), so folgt

h fz(.CC() + h@k) — fz(x())
W{ h B l“‘“}

1
- W{fi(xo + hey) — fi(wo) — héik} 0 fiir h— 0,

d.h. es gilt

1 of;
Uiy, = }Ll_% E{fi(ﬁco + hey) — fi(xo)} =: 82; (@o)-

Dieser Grenzwert wird als partielle Ableitung von f; nach der k—ten Variablen im Punkt zq
bezeichnet. Fiir die partiellen Ableitungen 0 f;/0¢; schreiben wir auch D; f;, 0;fi, fi ;-

Mit der eben durchgefiihrten Uberlegung haben wir bewiesen:

Satz 3.3 Sei A C R™ offen, f: A — R™ differenzierbar in xo. Dann existieren alle partiel-

len Ableitungen von f in xg und es gilt

Df(z0) = (Zg (fco)) ,

=1,...
=1,....,m

j
Die im Satz angegebene Matrix wird als Jacobi-Matriz (oder Differentialmatriz oder

Funktionalmatriz) von f im Punkt zy bezeichnet. Man schreibt dafiir auch

(H) (zo)-

Eine Funktion f: A — R™ (A C R™ offen) heifit in xq partiell differenzierbar wenn in
alle partiellen Ableitungen D; f;(x¢) existieren. Sie heif8t partiell differenzierbar, wenn sie in
jedem Punkt von A partiell differenzierbar ist. Sie heif3t stetig partiell differenzierbar, wenn
alle partiellen Ableitungen stetige Funktionen auf A sind. Der obige Satz besagt, daf jede
differenzierbare Funktion auch partiell differenzierbar ist. Das folgende Beispiel zeigt, daf
die Umkehrung nicht gilt. Danach zeigen wir dann, dafl jede stetig partiell differenzierbare

Funktion auch (stetig) differenzierbar ist.
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Beispiel 3.4 Die Funktion

f162 fir z # 0,

fiRP =R, f(z)=f(&,8) =1 2]
0 firz=0

ist auBlerhalb des Punktes z = (&1, &2) = 0 offensichtlich (sogar stetig) partiell differenzierbar
(nachrechnen!). Auf beiden Achsen verschwindet sie identisch. Deshalb existieren in 0 bei-
de partiellen Ableitungen und sind gleich 0. Wére f in 0 (total) differenzierbar, so miifite
Df(0) = (0,0) = 0 gelten, also

1

FUCE %{f(x) — £(0) — 0z} — 0 fiir & — 0.

Wegen f(t,t) = t/+/2 fiir alle t € R kann dies aber nicht gelten. Also ist f im Nullpunkt nicht

differenzierbar. O

Der folgende Satz liefert uns, dafl in dem eben betrachteten Beispiel die partiellen Ablei-
tungen von f im Nullpunkt nicht stetig sein kénnen. (Ubrigens konnte man in obigem Beispiel
den Faktor (£2 +&2)71/2 durch (¢7 4 ¢2)~! ersetzen. Es wiirden die gleichen Resultate gelten;
an f(t,t) = % fiir t # 0 erkennt man, dafl dieses f im Nullpunkt sogar unstetig ist, ein

weiteres Beispiel fiir eine Funktion, die partiell stetig, aber nicht stetig ist.)

Satz 3.5 Sei A C R™ offen, f : A — R"™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist f (total)
differenzierbar. (Da dann alle Glieder der Matriz D f(x) stetige Funktionen sind, sagt man

f ist stetig differenzierbar. )

Beweis. Sei xg € A, L := (Djfi(x0)) s

J

ein § > 0 so, daB fiir alle z € A mit |x — xo| < 0 gilt

» . Wir haben zu zeigen: zu jedem € > 0 existiert

=1,...,
=1,....m

lz — xg\_l‘f(x) ~ flwo) — L(z — x0)| <&

Sei also € > 0. Da alle D; f;(-) stetig sind, existiert ein § > 0 mit

‘Djfi(x) — Djfi(xg)‘ < \/;m fir x € A mit |z — zo| < 9.
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Sei z € Ks(xg), t = (T1,...,Tm)! := & — w0,

j
tj = (Tl,...,Tj,O,...,O)t:ZT(@( fir j =0,...,m.
(=1

Dann gilt firi =1,...,n

m

fil@) = filao) = Y (Filwo + ;) = filao +1;1)).

J=1

Nach dem (1-dimensionalen) Mittelwertsatz der Differentialrechnung existieren o;; zwischen

0 und 7; mit
filzo+1t;) — filzo+tj—1) = filxo+tj—1 + Thex) — filzo +tj-1)

= T Djfi(.%‘() +it1+ amej),
fi(zo +1t;) — filzo +tj-1) — 75 Djfz‘(ﬂco)‘

< ‘Tj“D‘fi .7,‘()+tj 1 +O'ji€j) — Djfi(.%‘())‘ < ‘.7:—.7:0‘

fz( fz $() ZT]D fz Zo ‘

£
vnm’

< Ll
(f(x) ~ flan) = La—ao)| =

=1

fileo + ) = Filwo + 1j1) = Do) < Jo — ol

fz( fz $() Z D, fz Zo T]‘

2

€
= |z-— xo\an = |z — x0\262,

und schliefllich

|z — zo| 7 f(x) — f(zo) — Lz — x0)| < € fiir |z — x| < 6,

was zu beweisen war. [}

Wir betrachten zwei Spezialfille:
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m = 1: Eine Funktion f : R! = R — R” ist gleichbedeutend mit n Funktionen einer Varia-

blen. In diesem Fall ist

fi@) t
D) =@ = i | =A@, i),
fa(@)

und fiir y € Rist Df(z)y = <cf{(x), . ..,cf,’L(x))t.

n = 1: Eine Funktion von m Variablen. Hier ist

0 0

Df(z) = (8—51 (x),...,aé—m

[@)) = (Dif(@)..... Duf ().

Firy=(m1,...,nm) € R™ ist
Df(roly = g (olny = { Df(zo)'sy)

(wobei allerdings hiufig in dem letzten Skalarprodukt das ¢ weggelassen wird). Der Vektor
(die m x 1-Matrix) Df (o) heiBt der Gradient von f im Punkt zg, kurz: grad f(zo).

3.2 Gradient und Divergenz

Wie soeben definiert sei fiir A C R™ offen und eine differenzierbare Funktion f: A — R der

Gradient gegeben durch

Dy f(z)
grad f(z) = Df(x)" = 5
Dy f()

Satz 3.6 (Geometrische Deutung des Gradienten) Sei A C R™ offen, o € A,

und f: A = R differenzierbar in xg.

a) Die Richtungsableitung in Richtung e mit |e| =1 ist (grad f(zg), e).

b) Ist grad f(xz¢) = 0, so sind alle Richtungsableitungen 0.
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c) Ist grad f(zg) # 0, so zeigt der Vektor grad f(xg) in die Richtung in der f am schnell-
sten wdichst (grofite Richtungsableitung), der Betrag | grad f(zg)| von grad f(zo) gibt

die Richtungsableitung in dieser Richtung an.

Beweis. Sei e € R™, |e| = 1. Dann gilt fiir die Richtungsableitung in Richtung e im Punkt

o

% (20 + te)‘ — lim © (f(xo +te) — f(xo))

t=0 t—0 t

= tim 2 (f(wo) + (grad f(z0) t€) + (0, 70 + t€) — f(xo) )

1
(wegen Z(p(ac(), xo +te) — 0 fiir ¢ — 0)

“ (grad f (o), ¢)
< |grad f(zo)|
(falls grad f(zo) # 0 gilt )

( grad f(x0), | grad f (wo) |~ grad f(zo) )

(mit (%) fiir e = | grad f(acg)\_l grad f(zg))

= 07 (wo+ tlgwad f(ao) | axad f(a0))|

Bis zur Gleichung (*) ist alles auch im Falle grad f(zp) = 0 durchfithrbar. Damit folgen die
Teile a und b. Insgesamt haben wir auch gezeigt, dafl die Richtungsableitung in Richtung des
Gradienten gleich | grad f(xo)| ist, und dafl die Ableitung in dieser Richtung am grofiten ist;
das ist Teil c. |

Beispiel 3.7 Fiir f: R™ = R, f(x) = |z| = {& + ...+ &}/ ist

1 1
grad f(z) = m(fl, co )t = mx fiir z # 0;
im Punkt z = 0 ist f nicht (partiell) differenzierbar. O

Da die (1-dimensionale) Produktregel sich in offensichtlicher Weise auf die partiellen

Ableitungen von Produkten iibertragen 148t, erhédlt man fiir differenzierbare Funktionen f, g :
R™ - R

grad(fg)(z) = f(z) grad g(z) 4 g(z) grad f(z).
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Ist A C R™, so wird eine Funktion f : A — R™ als Vektorfeld bezeichnet. Falls f

differenzierbar ist, definiert man die Divergenz von f durch

)
div f(z Z D, f;(x Z 82

(In Kapitel 10 (Die klassischen Integralsitze) werden wir die Divergenz als ,,Quellenstérke®

erkennen.) Mit dem ,formalen Vektor*

0/0& Dy
V = Nabla := : = :
0/0m Dn,

kénnen wir abkiirzend (formal) schreiben:

grad f(z) = Vf(x) fir f:R™ — R,
div f(z) = (V, f(x)) fir f:R™ - R™

Ist ACR™ und sind f: A - R™ und g : A — R differenzierbar, so gilt

div(gf)(@) = D Dilef) =3 {fj Djg +9Dﬂ‘f9‘}

Beispiel 3.8 a) Fiir f: R™ — R™, f(z) = x ist

div f(z ZD@ 21_

b) Fiir f:R™\ {0} — R™, f(z) = |z| 1z ist fir 2 # 0

1
div f(z) div Ex) <gradH >+—d1vx

||
S S U .4
; 2|3 || \x\
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3.3 Differentiationsregeln

Fiir die Arbeit mit differenzierbaren Funktionen und explizite Berechnungen benétigen wir
die folgenden Differentiationsregeln, deren Beweise weitgehend den 1-dimensionalen Beweisen

entsprechen.

Satz 3.9 a) Linearitit: Ist A C R™ offen und sind f,g : A — R"™ differenzierbar in
xg € A, a,b R, so ist auch af + bg differenzierbar in xy und es gilt

D(af +bg)(z) = aDf(x) + b Dg(zo).

(Die entsprechenden Formeln gelten fiir die partiellen Ableitungen.)

b) Produktregel: Ist A C R™ offen und sind f: A — R"™ g: A — R differenzierbar in x,

so ist auch gf differenzierbar in xg mit

D(gf)(z0) = f(xo) - Dg(xo) + g(zo)- Df(zo),

nxm (nx1)x(1xm) ((1x1)x(nxm)
die lineare Abbildung D(gf)(xo) : R™ — R™ ist gegeben durch
D(gf)(x0) : y = (Dg(z0)y) f(wo) + g(z0) Df (z0)y,

speziell gilt fiir die partiellen Ableitungen
D;(gf)(z0) = Djg(zo) f(xo) + g(w0) D; f (o).

c) Kettenregel: Sei A C R™ offen, f : A — R™ differenzierbar in xy, B C R™ offen,
f(A) C B, g : B — RP differenzierbar in f(xg). Dann ist h = g o f differenzierbar in

xo und es gilt

h(zo) = Dg(f(zo)) - Df(xo) : R™ — RP.

Beweis. a) Nach Voraussetzung gilt

f(x) = f(xo) + Df(wo)(x — z0) + (0, T),

g(z) = g(wo)+ Dg(wo)(x — x0) + ¢g(z0, )

mit |z — 20| Lo f(z0, ) = 0 und |z — 20| Lpg(x — 29) — 0 fiilr  — z. Damit folgt

(af +bg)(x) = (af +bg)(wo) + (aDf(x0) + bDg(x0))(x — x0) + ¢(z0, )
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mit
|z — zo| Lo(z0, ) = |2 — acg\_l{a(pf(xo, x) + bpg(xo, x)} — 0 fiir x — 0.

Damit folgt die Behauptung.

b) Fiir f und g gelten analoge Formeln wie in Teil a (wobei lediglich zu beachten ist, daf§

jetzt g seine Werte in R hat). Damit folgt
g(x)f(z) = g(xo)f(zo)+ (Dg(zo)(z — z0))f(20)
+9(z0) Df (z0)(x — o) + ¢(x0, T),

wobel ¢(zg, ) aus Termen besteht, die mindestens einen Faktor ¢(zg,x) bzw. ¢4(zo, x)

enthalten, oder zweimal den Faktor (x — zg). Also gilt |z — xo| 1@ (z0,2) — 0 fiir z — zo.

Damit ist die Behauptung erwiesen.
¢) Es gilt
Be) = g(f(2))
= g(f(x0)) + Dy(f (0))(f (@) — £ (20)) + y(f(w0), f (=)
= h(wo) + Dy(f(0)){ Df(a0) (& —20) + ¢ 4(0,) } + ¢, (F(0), £(2))

= h(zo) + Dg(f(x0)) Df (z0)(z — z0)
+Dyg(f(@0)) (o, ) + @g(f (o), f(x))
= h(zo) + Dg(f(x0)) Df (z0)(z — o) + ¢(@0, )

mit
¢(wo, ) = Dy(f(z0))pr(20, ) + @q(f(20), f()).

Es bleibt |z — z¢| ~1¢(x0, ©) — 0 fiir x — x¢ zu zeigen. Fiir den ersten Term gilt

1 @ r(xo, x)

7 = 70| Dg(f(z0))e (w0, ) = Dg(f(z0)) ooy 0 fire = an.

Fiir den zweiten Term gilt

. 0 falls f(z) = f(xo),

T = ag] oL (@), F(@)) = { 0o(f(20), F(2)) | (@) ~ f (o)
@)~ fo)l Tz~

falls f(z) # f(z0).
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Wegen

pg(f(20), f(2)) i}

— 0 fir x - z9 (also f(z) = f(x0)),
|f(z) = f(0)]
_ D _
|f(z) — f(zo)] < | Df (o) (% — )| n Pr(20, ) | s e 20
|z — x| |z — x| |z — x|
bescﬁ;énkt —0

konvergiert auch dieser Ausdruck gegen 0 fiir x — xg. |

Korollar 3.10 Aus Teil ¢ des obigen Satzes ergibt sich fiir die einzelnen partiellen Ablei-

tungen von h =go f:

Djhi(z) = > Dygi(f(x)) D) fel).
/=1

3.4 Mittelwertsatze

Wir beweisen nun noch verschiedene Verallgemeinerungen des 1-dimensionalen Mittelwert-

satzes der Differentialrechnung.

Satz 3.11 (Mittelwertsatz) Sei A C R™ offen, f : A — R differenzierbar, z,y € A und

die Verbindungsstrecke zwischen x und y

{x—i—t(y—x):O}

liege ebenfalls in A. Dann existiert ein 9 € (0,1) mit

fly) = f(z) = Df(x+9(y—2))(y— =)

= <gradf(x + 3y —=)),y— w>

(x + 9y — z)st ein Punkt zwischen x und y, Zwischenpunkt ).
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Bewets. Wir betrachten

g9:[0,1] =R™,  g(t):=z+i(y— )
und

hi=fog:[0,1 — R.

Dann ist h stetig auf [0, 1] und differenzierbar in (0, 1) mit

W(t) = Dh(t) = Df(g(t)) Dy(t) = ( erad f(9(t)).y — ).
Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt also
fly) = f@) = h(1)—h0)=r ) 1
= <gradf(x + 9y —x)),y— x>

mit einem 6 € (0, 1). |

Korollar 3.12 a) Sei A C R™ offen, f: A — R" differenzierbar und
|D;fi(x)| <M firalexeA 1<j<m, 1<i<n.
Dann gilt fir olle x und y € A, deren Verbindungsstrecke ebenfalls in A liegt,
[f(y) — f(2)] < My/nmly — =|.

b) Sei A C R™ offen und zusammenhéngend (d. h. zu beliebigen x,y € A existieren Punk-

te x1,x9,...,x¢ € A so, daff alle Verbindungsstrecken Tx1, TiZa,...,T¢_1Tg, Tey in A
liegen; vgl. auch Aufgabe 3.8). Ist f : A — R™ differenzierbar mit D f(z) = 0 fir alle
x € A, soist f konstant in A.

c) Sei A C R™ offen, f : A — R" stetig differenzierbar, x,y € A und die Verbin-
dungsstrecke von x mach y liege ebenfalls in A. Dann existiert ein £ zwischen x und
y (E=z+9(y—z) mit v e (0,1)) so, daf8 gilt

|f(y) = f(@)| < [Df(E)|z -yl

(dabei ist fir eine lineare Abbildung L : R™ — R™ mit |L| = sup{|Lz|: x € R™, |z| < 1}
die Norm der linearen Abbildung L gemeint). Insbesondere gilt |f(y) — f(z)| < Clz —y|
mit C' = sup{|df(&)| : & zwischen X und Y}
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Beweis. a) Nach dem eben bewiesenen Mittelwertsatz gibt es fiir jedes i € {1,---,n} ein
Y; € (0, 1) mit
fiw) = fi@)| = |(grad fila+ dily — @), (v - @)

m

> Mln; - &l < My/mly —
j=1

IN

Damit folgt
7w) ~ 5@ = { 1)~ £} < Myamly - al.

b) Aus Teil a folgt mit M =0

fly) = flze) = ... = f(21) = f(2).

c) Spezialfall: Es gibt ein k € {1,...,n} mit fi(z) = fi(y) fir i # k. Dann folgt aus dem
obigen Mittelwertsatz mit einem z zwischen z und y
) = F@)| = [fe(y) = fe(@)] = [Dfi(2)(y — )]
< [Dfr(2)lly —z| < [Df(2)lly — =l.
Allgemeiner Fall. Durch geeignete Translation 7' (wobei einer der Punkte f(x) oder f(y) in
den 0-Punkt verschoben wird) und Drehung U in R™ kann erreicht werden, daf fiir f:=UTf

der obige Spezialfall eintritt, d. h. es gilt mit einem z zwischen x und y

1f() = f(@)] = |f(&) = f(y)| < |Df(2)|ly — =|| DUTf)(2)||y — =]
= |UDTf(2)lly — x| = [UDf(2)|ly — z| = | Df (2)ly — I,

da fiir jede lineare Abbildung L gilt |UL| = |L|. |

3.5 Ubungsaufgaben
3.1 Man zeige: Die Funktion
2 (22 + y?) sin __ firr (z,y) #0
R =R, flz,y) = (22 + y2)1/2 ’ ’
0 fir (z,y) =0

ist differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.
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3.2 Man konstruiere eine Funktion f : R> — R, die richtungsdifferenzierbar ist, aber nicht
differenzierbar.
Anleitung: Man kann z.B. das Beispiel 2.7 fiir eine Funktion, die richtungsstetig ist, aber

nicht stetig, entsprechend modifizieren.
3.3 a) Die Abbildung

f : (05 OO) X (05 77) X [05 277) - Rg\{(oa 0, 53) 183 € R}a
f(r,9,¢) = (rsind cos g, rsindsin ¢, r cos )

ist bijektiv (Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten); man beschreibe die geometrische

Bedeutung von 7,9, ¢ in Bezug auf x = f(r,d, ) (Skizze).

b) Man berechne die Jacobi-Matrix und deren Determinante.

3.4 Sei g : [0,00) — R; die Funktion f : R™ — R sei definiert durch
f(z) = g(|z|) fir alle z € R™

(eine solche Funktion f heifit sphdrisch symmetrisch).
Man zeige: f ist genau dann (iiberall) differenzierbar, wenn g in (0, co) differenzierbar ist und

in 0 die rechtsseitige Ableitung ¢’(0) = 0 hat. Man berechne den Gradienten von f.

3.5 Sei A C R™ offen und zusammenhéngend.

a) Ist f: A — R stetig, so ist f(A) ein Intervall.
b) Ist f : A — R stetig differenzierbar und D f(x) # 0 fiir alle € A, so ist f(A) offen.

c) Teil b gilt ohne die Forderung D f(x) # 0 i. allg. nicht.

b
3.6 Sei f:R? — R stetig, —co <a<b<oo,F:R—R, F(z):= [ f(z,y)dy.

a

a) F ist stetig.

b) Ist f stetig differenzeirbar, so ist auch F stetig differenzierbar mit

b
Fo)= [ 5 f@wd,
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3.7 a) Sind f,¢9 : R™ — R” differenzierbar mit Df = Dg und f(z9) = g(xo) fir ein
xg € R™, so gilt f =g.

b) Ist f: R? — R stetig, so ist
X
g:R* =R, g(x,y)—/f(s,y)ds
o

stetig.
c) Ist f:R% — R stetig, so gilt

) x

/ jf(s,t)ds dt—/ /yf(s,t)dt ds.

Yo Zo

Anleitung: Beide Seiten sind (total) differenzierbar mit gleicher Ableitung.

3.8 Eine offene Teilmenge A C R™ ist genau dann zusammenhéngend im Sinne dieser Vorle-
sung (vgl. Korollar 3.12b: d. h. zwei beliebige Punkte aus A kénnenn durch einen Polygonzug
in A verbunden werden), wenn aus B, C offen, BN C = () und A = BUC folgt: B = () oder
C =0 (bzw. A= A oder C = A).
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4 Hohere Ableitungen und der Taylorsche Satz

4.1 Hohere Ableitungen

Sei A C R™ offen. Eine Funktion f : A — R" heif}t zweimal stetig differenzierbar, wenn
f stetig differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen D;f : A — R"™ ebenfalls stetig

differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen D;D;f = D;(D;f) von D;f heiflen zweite
partielle Ableitungen von f. Entsprechend definiert man induktiv p, mal stetig differenzierbar
(p > 2) und die p-ten partiellen Ableitungen Dj Dy, ... D; f, wobei es zunéchst durchaus
auf die Reihenfolge der D;, ankommt. Der folgende Satz zeigt, daf3 diese Reihenfolge ,,in der

Regel“ doch vertauschbar ist.
Satz 4.1 Sei A C R™ offen und f : A— R"™ zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt
DZDJf = DJDZf fﬂ?" alle Z,j = 1,2, ey,

(kurz: die Differentiationsreihenfolge ist vertauschbar).

Beweis. Wir reduzieren das Problem schrittweise auf einen (zumindest formal) besonders
einfachen Spezialfall. Zunéchst ist klar, dafl es geniigt, eine einzelne Komponente von f zu

betrachten,
DiDjfk = DjDifk firk=1,...,n,

d. h. wir diirfen ohne weiteres annehmen, daf§ n = 1 gilt.

Fiir ¢ = j ist offenbar nichts zu beweisen. Es geniigt also 0. E. den Fall ¢ = 1 und j =

2 zu betrachten (andernfalls konnen wir die Koordinaten umnumerieren). Da die weiteren

Koordinaten bei diesen Uberlegungen auBer Betracht bleiben, konnen wir o. E. annehmen,
dal m = 2 gilt.

Weiterhin kénnen wir unsere Untersuchungen o. E. im Nullpunkt durchfithren (andernfalls

fithren wir eine geeignete Translation durch). All dies erspart uns unnétige Schreibarbeit.

Ingesamt geniigt es also, fiir A C R? offen mit 0 = (0,0) € A4, f: A — R zweimal stetig

differenzierbar zu zeigen:

D; Do f(0,0) = Dy Dy £(0,0).
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Da A offen ist, gibt es eine Kugel K,.(0) C A. Die folgenden Uberlegungen sind deshalb fiir
52 + 1% < r? durchfithrbar. Fiir beliebige s, t mit s% + 2 < r2 gilt

F(s.) = £(5,0) = £0,6) + £(0,0) = (f(s.) = £(5,0)) = (£(0,6) = £(0,0))
(mit g¢(z) := f(z,t) — f(z,0))
= g(s) — 9:(0)

(Mittelwertsatz der 1-dim. Diff.— u. Int.—R. mit s; = s;1(s,t) zwischen 0 und s)

= gi(s1)(s—0) = 8<D1f(31, t) — D1 f(s1, 0))
(mit hsl = le(sl,x))
= (hs, () — hs,(0))

(Mittelwertsatz der 1-dim. Diff.— u. Int.—R. mit ¢; = ¢;(s, t) zwischen 0 und ¢)

= Sthlsl (tl) = stDy le(sl,tl).

Vollig analog zeigt man

F(s:1) = £(5,0) = £(0,6) + (0,0 = (f(s.) = £(0.1)) = (£(s,0) = £(0,0))
= t(DQf(S, tg) — Dgf(o, tg)) =1s D1 DQf(SQ, tg)

mit s2 = sa(s,t) zwischen 0 und s, to = ta(s,t) zwischen 0 und ¢. Damit ergibt sich fiir alle

s,t mit s # 0,t # 0 und s2 + % < r?
Do Dy f(s1,t1) = D1 Daf(s2,12)

fiir geeignete s1, s2) zwischen 0 und s sowie t1, to zwischen 0 und ¢. Fiir s, ¢ — 0 gilt s;,¢; — 0,

und somit folgt fiir s,t — 0
Dy Dy f(0,0) = D; D2 £(0,0)
wegen der Stetigkeit von D1 Dsf und Do D1 f. |

Korollar 4.2 Ist A C R™ offen und f : A — R™ p mal stetig differenzierbar, so konnen in

Dj, ... D, f die partiellen Ableitungen beliebig vertauscht werden.
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Fiir A C R™ offen und p € N sei CP(A,R™) der Vektorraum der p mal stetig differenzier-
baren Funktionen f: A — R". Fiir f € CP(A,R"), ¢ € N mit ¢ < p definieren wir

D(Jl‘f =D;...D; f (speziell D?f = f).
N——

¢ mal

Fir {j1,...,75¢} € {1,...,m}? bezeichne «a; die Anzahl wie oft die Zahl ¢ unter den j; vor-
kommt. Dann gilt fiir f € CP(A,R™) mit p > ¢

Dj1 A quf = D(lll o D?énmf'

Fiir Multiindizes o = (o, . . ., auy,) € N sei im folgenden
m
la] = Zaj der Betrag bzw. die Léinge von «,
j=1
m
al = H a;! die Faokultdt von c,
j=1
m
= g =187 fir z=(&,...,4m) €RT,
j=1
m
D*f = DM..Dyf= (][ Df|Ff fir feCP(ARY), ol <p.
j=1

4.2 Der Taylorsche Satz

Mit den Resultaten und Bezeichnungen des vorigen Abschnitts sind wir nun in der Lage, den

aus Analysis I bekannten Taylorschen Satz auf Funktionen von m Variablen zu iibertragen.

Satz 4.3 (Taylorscher Satz) Sei A C R™ offen, p > 0, f € CPT(A,R), 29 € A. Dann

gilt fiir alle x € A, fir die die Verbindungsstrecke von xg und x in A liegt

fle) = 3 Do) @ — 0)° + Ry(a)

|a|<p
mit

1
Ry(z) = Z o Do‘f<x0 + Y(z — xg)) (x —x)? mit einem ¥ € (0,1).
la|=p+1
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Zur Verdeutlichung geben wir dieses Resultat fiir p = 0, 1, 2 expliziter an:

p=0: f(z) = f(zo) + Z Djf(% + 9z — 300))(53‘ —&0,4)

j=1

p=1: f(@) = f(zo)+ Y Djf(z0)(& — &)

j=1

+ % 3 b Dkf<x0 +9(z — xo))(fj —£0.5) (& — &o.k);

Jrk=1

p=2: f(@) = f(zo)+ Y Djf(z0)(& — &)

j=1

+ % > DiDef(x0) (& — 0.4) (& — k) + Ral).

Jrk=1

Es sei noch angemerkt, dafi die Terme zweiter Ordnung als quadratische Form der Hesse—

ij:17"'7m

Matriz H(-) = (Dj Dkf()) aufgefait werden kénnen, z. B.

>~ Dy Def(w0) (€ — €0,)(& — o) = (H(z0)(@ — 20), 3 — 20 ).

Jk=1
Beweis. Der Satz wird bewiesen durch Riickfithrung auf den 1-dimensionalen Fall. Dazu sei

y:(nla"'anm) = ($—$0),
g:[—,1+¢] =R,

9(t) = f(zo +ty) = (foh)(t) mit  h(t) =z +ty,

wobei £ > 0 so klein gewé&hlt sei, dal das Geradenstiick {z¢ +ty : —e <t < 1+ ¢} ganz in
A liegt) (ein solches ¢ existiert, weil A offen ist und die Verbindungsstrecke zwischen zp und

x = zo+y in A liegt). Offensichtlich ist g stetig differenzierbar und mit der Kettenregel folgt

g'(t) = Dy(t) = Df(h(t)) Dh(t) = ) _ D;f(h(t)) %hj(t)
J=1 T

= > Djf(xo +ty).
1

j=
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Ist p > 1, so ist auch ¢’ stetig differenzierbar und es gilt

g't) = Zm 5 Dif o+ ty)

(mit der gleichen Rechnung wie oben)
= Zm ZmD D; f(xo + ty) = (Zm ) (z0 + ty),

2
wobei der Term ( Z;n:1 n; Dj) formal auszumultiplizieren ist. Allgemeiner erhilt man durch

induktive Anwendung dieses Verfahrens fiir k < p+ 1

0(t) = (3 m D) Flao + )

wobel auch hier die k—te Potenz formal auszurechnen ist.

Nach dem Polynomischen Satz gilt fiir beliebige z = ((1,...,(n) € R™ und k € N !

(To) =% 5

lo|=k

In dieser Formel kann natiirlich z = (&1, ...,&y) durch (91 D1, ..., mm Dyy) ersetzt werden.

Damit erhalten wir

kl,g k,(Zm ) (0 + ty)

= (Z (nlDl’.“’anm)a)f(xO{—ty) _ Z Z—O;Daf(.x()—i-ty).

al
loa|=k lo|=Fk

! Beweis durch Induktion nach m. Offensichtlich richtig fiir m = 1. Sei die Formel richtig fiir m — 1. Dann
folgt

m k m—1 ke
(Z 5]’) = {( Z §j) + §m] (binomische Formel)
k m—1 k—am
(a ) ( Z §]) & (Induktionsannahme, m — 1)
0 m j=1

ey 2 8l Eotnley e (BN
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Die Taylorsche Formel fiir g liefert fiir ¢ € [0, 1] mit einem ¢ € (0, 1)

P
~ 1
t) = &)tk + Ry(t), Ry(t) = g+ (9
o(0)= 3 1o O+ Rolt), Rylt) = 1500
also
P4 ~
flx) = 9(1):ZH9('“)(0)+R;7(1)
k=0
P 1 ~
= D> Sa—w)* D flao) + Ry(1)
k=0 |a|=k
1 (6% (0%
= JD flzo)(z —20)* + Rp(x)
laj<p
mit
~ 1 e
_ _ (1) (9) — Y pe
Ry(w) = Byl)= oga” @) = 30 LD (e + )
|o|=p+1
1 (6% o
= Z aD f<x0+19(x—x0))(x—x0) .
laf=p+1
Das ist das behauptete Taylorpolynom mit dem entsprechenden Restglied. |

4.3 Lokale Extrema differenzierbarer Funktionen

Wie im 1-dimensionalen ist der Tasylorsche Satz unter anderem geeignet, Bedingungen fiir
das Vorliegen lokaler Extrema (im Inneren des Gebietes A) anzugeben. Die folgenden Defi-

nitionen sind vollig analog zu denen im 1-dimensionalen:

Sei A C R™ offen, f: A — R,zg € A. Man sagt, f hat in z ein lokales Mazimum (lokales

Minimum), wenn ein § > 0 existiert mit
f(z) < f(xo) (f(x) > f(acg)) fir alle z€ A mit |z — x| < J;

f hat in z( ein strenges lokales Mazimum (strenges lokales Minimum), wenn ein 6 > 0

existiert mit

f(z) < f(xo) (f(x) > f(acg)) firalle z€ A mit 0<|z— x| <.
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Satz 4.4 (Notwendige Bedingung fiir Extremum) Sei A C R™ offen, xg € A und

die Funktion f : A — R habe in xy ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum,).

a) Ist f differenzierbar im Punkt zo, so gilt Df(xzo) =0
(d. h. grad f(xzo) = 0 oder gleichbedeutend D;f(xo) =0 fir j=1,---,m).

b) Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt Df(x¢) = 0 und die Hessematriz
(DiDjf(20))i,j=1,m ist negativ semidefinit (bzw. positiv semidefinit).

Beweis. a) Die Funktionen f; : (—¢,¢) = R, g;(t) = f(zo + te;) ist bei t = 0 differenzierbar
und hat dort ein lokales Extremum. Also gilt D, f(zo) = ¢’(0) = 0.

b) Nach Teil a gilt jedenfalls D f(zg) = 0. Nehmen wir an, da8 (D; D; f(x¢)) nicht negativ

semidefinit ist. Dann existiert ein y € R™ mit |y| = 1 und

((DiD;f(0))y,w) > 0.
Da f zweimal stetig differenzierbar ist, existiert ein & > 0 so, daf}
<<DiDjf(x))y,y>>0 firalle x € A mit |z — 9| <4

Damit folgt aus dem Taylorschen Satz fiir alle ¢ € (0, d]:

flo+ty) = flzo)+0+ > %Daf(xo + Ity)tlelye
laj=2

1 m
= flzo)+35 > 2D D; f(xo + Ity)min
ij=1

= f(@o) + 5 (DD f(wo +910))w.y) > Flao)

im Widerspruch zur Voraussetzung, dafl bei xg ein lokales Maximum vorliegt. |

Satz 4.5 (Hinreichende Bedingung fiir Extremum) Sei A C R™ offen, f € C?(A,R),

xo € A. Gilt Df () = 0 und ist die Hesse—Matriz (Di Djf(.iC())) negativ definit (po-

ivj::lv"'vm

sitiv definit), so hat f bei xg ein strenges lokales Mazimum (strenges lokales Minimum,).
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Beweis. Sei Df(zg) =0 und (Di Djf(.iC())) negativ definit. Es gilt also

m
Z D;D;f(zo)nin; <0  firalle y € R™ mit |y = 1.
ij=1

m
Da die Einheitsshpére in R™ kompakt ist, nimmt die stetige Funktiony — >~ D; D; f(x0)n:in;
ij=1

dort ihr Maximum an, und der Wert in diesem Maximum ist notwendig negativ, d. h. es exi-

stiert ein A > 0 mit

m
> DiDjf(zo)min; < —A  firalle y € R™ mit [y =1.
ij=1

Da alle D; D; f(-) stetig sind, existiert ein § > 0 mit

A
‘DiDjf(x)—DiDjf(xO)‘Sw fir ze€A mit |z — x| <9,

also

Y DiDif(z)mn; = Y DiDjf(zo)mm + Y (Dz‘ D;f(z) — D; Djf(xo))nmj

1,j=1 1,j=1 4,j=1

A
2
- _)\+mW _§<0

fiir alle x € A mit |x — 2| < § und y € R™ mit |y| = 1. Fiir alle y € R™ und diese z gilt also

m
Z D; D; f(x)nin; < 0.
ij=1

Damit folgt aus dem Taylorschen Satz fiir p =1 und fiir z € A mit |z — x| < 0

f@) = flxo) = > iDafGCo +J(z — 960))(90 — )"

=2

= % Z D; Djf<x0 +9(z — 960))(& —&,0)(& —&o) <0,

ij=1
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d.h. f hat in x ein striktes lokales Maximum. (Entsprechend zeigt man im anderen Fall,

daf ein striktes lokales Minimum vorliegt.) [ |

Wir wenden nun diese Uberlegungen auf ein einfaches Beispiel an:
Beispiel 4.6 Auf A = R? sei
fz,y) =zt +y* — 4cPzy (mit ¢ >0).

Offensichtlich ist f beliebig oft stetig differenzierbar, also sicher in C?(R?, R). Die im folgenden
bendtigten Ableitungen sind

le(.CC, y) = 4.283 - 4023/5 D%f(.CC, y)
Dof(z,y) = 4y> — 4c*z, D3f(z,y) = 12y
2

Lokale Extrema sind nur méglich in den Punkten (z,y) € R? mit

le(xay) = Dgf(.iC,y) =0,

in diesem Fall also

x3—02y:0, y?’—czxzo.

Die erste Gleichung liefert y = ¢~22?; Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt
¢ %2? —cr =0, baw. Fax(cP2®-1)=0
mit den (reellen) Losungen z; = 0 und 23 3 = +c. Insgesamt erhalten wir:

(z1,91) = (0,0), (z2,92) = (¢,¢), (3,¥3) = (—¢, —0).

Nur in diesen drei Punkten brauchen wir die Hesse-Matrix (Di D;f(z, y)) zu untersuchen.
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Fiir (z,y) = (z1,y1) = (0,0) gilt

(omuse0)= (L )

Diese Matrix ist weder positiv noch negativ definit. Das erkennt man einerseits daran, daf}
sie die Eigenwerte 44c? hat. Man sieht es aber auch durch Ausrechnen der quadratischen

Form fiir die Vektoren (1,1)" und (1, —1) (dies sind gerade die Eigenvektoren):

(e o)) () ee
(e () () =5

Folglich kann dort kein Extremum vorliegen.

Fir (x,y) = (x2/3ay2/3) = (:l:ca :|:C) gilt

12¢2  —4c? o (3 -1
(DiDjf(-fCQ,?nyQ,?))): a2 102 ) "%\, 5 )

Diese Matrix ist positiv definit. Das erkennt man daran, da die Eigenwerte 8¢? und 16¢?

sind. Man kann aber auch direkt die quadratische Form nach unten abschéitzen:

3 -1 a a B 3a—0b a
-1 3 )\b)'\b// \\-a+30) \b
= 3a? — 2ab+ 3b? > 3(a® + b?) — a® — b? = 2(a? + b?)
> 0 fir (a,b)#0.
Also liegen bei (¢, ¢) und (—c¢, —c) strenge lokale Minima vor. Es gilt

f(£e, +c) = —2ct.

Fiir alle anderen (z,y) € R? gilt

Fay) 2wttt - 2Pa -2y = (2 - )+ (- ) - 2k
= —2¢4 falls 2% = ¢y% = 2,

> —2ct in allen anderen Fallen.
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AuBerdem gilt fiir die in der vorletzten Formelzeile ausgeschlossenen Punkte mit z2 = 32 = ¢?

f(c,—c) = f(—=c,c) = 6c* > —2¢*.
Somit ist klar, da8 f in (z,y) = (£c, £c) seine ,,globalen“Minima hat; weitere Extrema liegen

nicht vor.

Auf der Geraden x = y = t erhélt man
f(t,t) = 2t* — 4c*t%;
diese Funktion hat ein lokales Maximum in ¢ = 0 und auflerdem (die bereits gefundenen)

Minima in t = =+ec.

Auf der Geraden x = —y =t erhélt man
f(t, —t) = 2t* + 4c*t?;

diese Funktion hat ein globales Minimum in ¢t = 0 (und sonst kein Extremum). O

4.4 Ubungsaufgaben

4.1 Eine Funktion f : R™ — R heifit konvez, wenn fiir alle z,y € R™ und « € [0, 1] gilt
flz+aly —2)) < f(z) +a(f(y) — f(z))

a) f ist genau dann konvex, wenn die Menge {(z,2) € R™ xR : z > f(z)} ,oberhalb des

Graphen von f“ konvex ist.

b) Ist f: R™ — R konvex, so ist die Menge A := {z € R™ : f(z) < 0} konvex (d.h. mit

zwei Punkten liegt auch deren Verbindungsstrecke in A).

c) Ist f: R™ — R zweimal stetig differenzierbar und ist die Matrix (D;D;f(z)) positiv

definit fiir alle x € R™, so ist f konvex.

4.2 Sei A={v=(6,8) R 2P =+ <1}, F: AR, f(a) = (1—[a]})!/? (setat
man &3 = f(&1,&) fiir z = (£1,&) € A, so beschreibt f die obere Hélfte der Einheitssphére

in R?). Man bestimme das Taylorpolynom Ty 3(z) der Ordnung 3 fiir den Entwicklungspunkt
0.
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4.3 Welche Kantenldngen hat ein Quader mit dem Volumen 1, wenn die Oberfliche ohne

die Grundfliche minimal sein soll? (Minimaler Materialverbrauch fiir eine Kiste ohne Deckel.)

4.4 Sei A= {(&,&) e R?: —1 <& <1,-1< & < 1}. Man bestimme den maximalen und

den minimalen Wert der Funktion f : A — R, f(&1,&2) = €2 + &2 — &6 + & (man beachte
den Rand von A).

4.5 Sei A C R™ offen, f: A — R, zweimal stetig differenzierbar (Af Z 52 f)

a) Gilt Af >0, so hat f in A kein lokales Maximum.

b) Ist f: A — R stetig und gilt Af =0in A (d.h. f ist harmonisch in A), so nimmt f
sein Maximum (Minimum) auf den Rand A\ A an. Anleitung: fiir g(x) = f(x) + k~1&}
gilt Af > 0.
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5.1 Kurven

Anschaulich ist eine Kurve (speziell in R?) ein Gebilde, das in einem Zug (d.h. ohne abzu-
setzen) gezeichnet werden kann. Fiir mathematische Zwecke, aber auch fiir Anwendungen,

insbesondere in der Physik, ist natiirlich eine prézisere Definition nétig:

Als einen Weg v in R™ bezeichnen wir eine stetige Abbildung v : I — R™, wobei I =
[a, b] ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall ist (in einigen Situationen werden wir auch

unbeschrénkte Intervalle zulassen),

Y=y ym) Vi I—=R (G=1,...,m).

(Stellen wir uns das Intervall [a, b] als Zeitintervall vor, so beschreibt ~y(¢) eine Bewegung in
R™.)

Zwei Wege ~ : [a,b] — R™ und 7 : [@,b] — R™ heiBen dquivalent, v ~ 7, wenn es eine
strikt wachsende stetige Funktion ¢ : [a, b] — [d, 0] gibt mit

v(t) = F(p(t)) fiir alle t € [a,b], bzw. F(s) = v(p '(s)) fiir alle s € [a, b].

Bei zwei dquivalenten Wegen wird also die gleiche Punktmenge in gleicher Weise durchlaufen
(d.h. u.a., daBl ggf. die gleichen Punktmengen mehrfach durchlaufen werden.). Es ist offent-
sichtlich, daB hierdurch eine A quivalenzrelation definiert wird: Es gilt v ~ 7, aus 71 ~ 72
folgt y2 ~ 1; aus 1 ~ 2 und 2 ~ 73 folgt v1 ~ ~s.

Jede Aquivalenzklasse I' von Wegen beziiglich dieser Aquivalenzrelation (d.h. die Menge

aller Wege, die zu einem Weg v dquivalent sind) heiit eine Kurve. Die verschiedenen Wege

einer Aquivalenzklasse I' nennen wir auch Parameterdarstellungen der Kurve T

Eine Kurve I" heiit geschlossen, wenn fiir eine (und damit fiir jede) Parameterdarstellung
v gilt y(a) = v(b), d. h. wenn Anfangspunkt und Endpunkt zusammenfallen. " heifit doppel-
punktfrei, wenn eine/jede Parameterdarstellung v injektiv ist (mit der méglichen Ausnahme
v(a) = v(b), falls I" geschlossen ist). I" heifit (stetig) differenzierbar, wenn es eine (stetig) dif-
ferenzierbare Parameterdarstellung « gibt. I' heifit glatt, wenn es eine stetig differenzierbare
Parameterdarstellung gibt mit ~/(¢) # 0 fiir alle ¢ € T (tatséchlich geniigt es hierfiir, dafl es zu

jedem z auf der Kurve eine Parameterdarstellung -y gibt mit y(¢) = x fiir ein geeignetes ¢, die
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in einer Umgebung U von ¢ stetig differenzierbar ist mit v'(s) # 0 fiir s € U; insbesondere am
Beispiel der Neil’schen Parabel werden wir sehen, dafl die Existenz einer stetig differenzier-
baren Parameterdarstellung nicht reicht, um ,,Glattheit“ der Kurve im anschaulichen Sinn

zu gewahrleisten).

Beispiel 5.1 (a) Der Kreis mit Radius 7 um den Nullpunkt in R?:
(i) 1 mal durchlaufen
71 :[0,27] = R?, t s (rcost, rsint),
(ii) k mal durchlaufen
vk 1 [0,2k7] = R%,  t— (rcost,rsint),
oder (dazu dquivalent)
A 1 [0,27] = R%, t s (rcoskt,rsinkt).

(b) Fiir a,v € R™ wird durch
y:R—=>R™ t—a+tv

eine Gerade beschrieben, die mit der ,,Geschwindigkeit“ |v| durchlaufen wird.

(¢) Fiir r > 0 und ¢ € R wird durch
v:R—=R3 tr (rcost,rsint,ct)

eine Schraubenlinie mit Ganghdhe 2cm beschrieben.

(d) Ist f: I — R eine stetige reellwertige Funktion, so ist
vr: T = RE s (L, £(1)

ein Weg (der Graph von f); ist f stetig differenzierbar, so ist die durch ~; beschriebene
Kurve in jedem Fall glatt, denn es ist 7/(¢) = (1, f'(¢)) # 0 fiir alle ¢ (auch dann, wenn
f(t) = 0 sein sollte). Die Beispiele aus Teil (a) zeigen, dafl natiirlich nicht jede Kurve
als Graph darstellbar ist (in der Regel ist dies aber stiickweise méglich, vgl. §23).
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Fassen wir, wie schon oben erwéhnt, ¢ als die Zeit auf, so ist v/(to) die (vektorielle) Momen-
tangeschwindigkeit zur Zeit to. Die Geschwindigkeit (genauer der Betrag der Geschwindigkeit)

ist also

1/2

)] = { 310}

Ist 7/(to) # 0, so wird durch den Vektor
1Y/ (to)| 724/ (to) = Tangentialvektor im Punkt ~(to)

die Richtung der Kurve im Punkt 7(¢9) beschrieben; insbesondere hat also eine glatte Kurve

in jedem Punkt «y(¢y) eine wohldefinierte Richtung.

Nach Definition der Ableitung ist die Gerade
g:R—=R™,  ty(to) +7'(to)(t — to)
die einzige Gerade mit der Eigenschaft

1
t—to

(v(t)—g(t)) = 0 fiir t = tg.

Eine Kurve T" heifit stickweise glatt, wenn es eine Parameterdarstellung v : I — R™
gibt und #y,t9,...,tk_1 mit @ = tg < t1 < tg < ... < tg_1 < tp = b so, dafl ’y\[t]._ht].]
stetig differenzierbar ist mit +/(s) # 0 fir s € [t;_1,¢;] (j = 1,...,k); dabei sind in den

Randpunkten t;_1 bzw. ¢; die rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung gemeint.

Beispiel 5.2 (a) Die Neil’sche Parabel wird beschrieben durch
iR = R2 ts (£2,1%).

Sie kann als Graph der Funktion (z als Funktion von y)

fi:R=>R, fi(s) = (\3/5)2
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aufgefait werden, oder als Vereinigung der Graphen der Funktionen (y als Funktion

von x)

fitlo,00) = R, fi(s) == —(v/5)%, fals) = (V5)*.
. Bei 4(0) = (0,0) liegt eine Spitze vor. Es kann deshalb keine stetig differenzierbare

Parameterdarstellung geben, die in diesem Punkt eine von 0 verschiedene Ableitung

hat. Die Parameterdarstellung

(t, t3/2) fiir t > 0,

- 2
7 : R — R”, tl—>{(_t’_(_t)3/2) furt <0

zeigt jedoch, dal die Kurve stiickweise glatt ist.

Die Parameterdarstellung
v:R = R2 te (83,1)

erweckt den Eindruck, dafl die dadurch dargestellte Kurve nicht glatt sein koénnte

(7'(0) = (0,0)). Tatséchlich ist eine hierzu dquivalente Parameterdarstellung
R R tes (t,1),

der man sofort ansieht, dafl es sich um ein Gerade handelt, die natiirlich glatt ist

(5'(#) = (1, 1)).

Sind 1 : I1 — R™ und 79 : Is — R Parameterdarstellungen von zwei Kurven I';y und

[y mit y1(t1) = v2(t2) fiir geeignete t1 € I, ty € Io mit v (¢1) # 0 und ~5(t2) # 0, so ist der
Schnittwinkel 9 der Kurven I'y und T’y in 7y2(¢1) = 72(t2) definiert durch

/ /
9 — arc cos <71(t1),72(i2)>"
1

1) la(t)

wobei arccos = (cos [jp )" ist. (Fiir m = 2,3 ist dies der Winkel im Sinne der Elementar-

geometrie zwischen den beiden Tangenten, 0 < 9 < 7.)
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5.2 Kurvenlinge

Wir wollen nun versuchen, die Lénge einer Kurve I' zu definieren. Sei v : I = [a,b] — R™

eine Parameterdarstellung von I’
Zia=thy<t1 <...<th_1<t,=b

eine Zerlegung des Intervalls I = [a, b]. Die Lénge des durch die Punkte (o), v(t1), - . -, Y(tn-1),
v(tn) erzeugten Polygonzuges ist

Ly(Z) = Ly(to, - - -, tn) = Z [y (i) —y(ti-1)l-

Die Kurve I' mit einer Parameterdarstellung «y heifit rektifizierbar mit Lange Lr (man schreibt

dafiir auch |T'|), wenn
Ly :=sup {LW(Z) : Z Zerlegungen von I} < 0o

gilt; wenn I nicht rektifizierbar ist, sagt man auch, I' habe unendliche Lénge.

Die Rektifizierbarkeit bzw. die Lange Lt hingen nicht von der Wahl der Parameterdar-

stellung ab; sind v und %4 dquivalente Parameterdarstellungen, vy =4 o ¢, soist Z : a =ty <
... < t, = b genau dann eine Zerlegung von I, wenn Z : @ = ¢(tg) < ... < ¢(t,) = b cine

Zerlegung von T ist.

Tatséchlich kann man die Lange Ly (bzw. oo, falls I' nicht rektifizierbar ist) als Limes
von Folgen (L,(Z,)) mit geeigneten Zerlegungsfolgen (Z,) bestimmen. Dazu sei die Feinheit

der Zerlegung Z :a =1ty < ... < t, = b definiert durch
n(z) = maX{\tj —ti—1|:j=1,.. .,n}.

Satz 5.3 Sei I' eine Kurve mit Parameterdarstellung v : I = [a,b] — R™. Ist (Z,) eine
Zerlegungsfolge von I mit n(Z,) — 0 fiir n — oo, so gilt:

~ Ly(Z,) — Lr, falls T' rektifizierbar ist,

~ Ly(Zy,) — oo, falls T nicht rektifizierbar ist.
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Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen: Zu jeder Zerlegung Zy und jedem e > 0 existiert ein

d > 0 so, daB fiir jede Zerlegung Zp und jede Zerlegung Z mit Feinheit n(Z) < § gilt
L,(2) > L,(Z) - =

Sei N die Zahl der Zerlegungspunkte von Zy (das entspricht oben der Zahl n — 1). Da ~
gleichmiBig stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit |y(s) — y(¢)| < €/2N fiir |s — t| < J. Sei nun
Z eine Zerlegung mit Feinheit n(Z) < §, Z' die Zerlegung, die man erhilt, wenn man zu
Z die Zerlegungspunkte von Z; (als hochstens N Stiick) hinzunimmt. Dann ist jedenfalls
L,(Z") > Ly(Zy). Da hochstens N Zerlegungspunkt mit jewseils zwei Intervallen der Lénge
< ¢ zur Zerlegung Z hinzugenommen wurden, gilt andererseits L~ (Z) > L,(Z') —2Ne/2N =
L (Z") —e > Ly(z) — €. Das ist die gewiinschte Ungleichung. [ |

Beispiel 5.4 Wir betrachten

’ , (0,0) fiir ¢ = 0,
70 = RS () =9 (4 ¢sinm/26) fiir ¢ £ 0.

Die hierdurch definierte Kurve ist nicht rektifizierbar, denn fiir
to=0,t;={2n—j)+ 1} firj=1,....,n—1, t, =1
gilt

n—1

1 )
————— — o0 fiir n — oo.

Lo(to,- . 1) > :
(f0r s ) 2(n—j)+1

J=1

Man konnte vielleicht glauben, daf3 dies daran liegt, dafl v in 0 nicht differenzierbar ist. Das
ist aber nicht der Fall, denn die Kurve
. ~ (0,0) fur t =0,
:0,1] —» R?, 3(t) =
¥:101] () {(t,tQSint_z) fiir t # 0

ist in 0 differenzierbar (allerdings nicht stetig differenzierbar), aber ebenfalls nicht rektifizier-

bar (Beweis!). O
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Satz 5.5 Jede stetig differenzierbare Kurve I ist rektifizierbar. Fiir jede stetig differenzier-
bare Parameterdarstellung v : [a, b] — R™ gilt

b b m L
o= [l = [{ e} a

a

Beweis. Ist a = tg < t1 < ... < tp_1 < t, = b eine Zerlegung von I, so gilt fiir jedes
Ee{l,...,n}

m

() = (Be-0)] = { 2. <7J(tk) - ’Yj(tk—l))Q}l/Q

7j=1
(Mittelwertsatz der Differential- und Integral-Rechnung)

{jf:l [Vﬁ‘(Tj,k)(tk - tk—l)r}l/g (mit 7% € (te-1,tk))
= -t Sy

(Wiéren alle 755 (j = 1,...,m) gleich einem 73, so wire der Beweis hier schon fertig, denn
die Aufsummation der Terme wiirde eine Riemannsumme fiir das Integral f; |v(t)| dt zur
Zerlegung a = tg,t1,...,t, = b liefern.) Andererseits gilt nach dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung, da |7/(t)| stetig ist, mit 7, € (tx—1, t)

m

[ ol = - ol ) = - {3 im0}

th—1 j=1

1/2

Die Funktionen v} sind auf [a, b] gleichméBig stetig, d. h. es gilt

e

Vm(b—a)

Waihlen wir die Zerlegung so fein, daf ¢ — tx_1 < d gilt, so folgt also

Ve > 036 > 0 so, daB |v;(s) — 7i(t)] < fir |s—t|<dund j=1,...,m.

it =t~ [ 1Ol

-t St} {Fior]”
(wegen (\96\ —ly|| < | —y| fir 2,y € R™)

< (k- tk—l){ jil (’)’}(Tj,k) - ’yg(Tk))Q}l/z

< (e — tk_l){jil 771([)67:@)2}1/2 ), . :
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Summation iiber k = 1,...,m liefert:

b m
/ € —
Ly(to, t1, - - -, tn—1,tn) —/a 1y (t)\dt‘ < kgl(tk —tk—l)b_ =5

d.h. L, (to,t1,- -, tn) konvergiert bei Verfeinerung der Zerlegung gegen fab |/ (¢)| dt.

(Fiir einen anderen Beweis vgl. z. B. Endl-Luh, Analysis II: Ist L,(a,t) die Linge der
Kurve von vy(a) bis ¥(t), so ist L,(a, -) stetig differenzierbar mit Ableitung |y(t)|.) |

Beispiel 5.6 Die Zykloide beschreibt die Bahn eines Punktes auf der Peripherie eines Krei-
ses vom Radius 1, der auf der x—Achse abrollt. An einer Skizze erkennt man leicht die

folgende Parameterdarstellung:
v:R = R2 s (t—sint,1 — cost).

Offenbar ist v stetig differenzierbar mit

7' (t) = (1 - cost,sint),
Y (#)*> = (1—cost)?+sin’t
t t t t t
= 2—200st:2{sin2— + cos® = —cos2—+sz'n2—} = 4sin® -
2 2 2 2
/ 1
Y@ = 2lsing]

Die Liange des Kurvenstiicks mit Parameterdarstellung ’)"[0’271—] ist somit

27 iy

t
L= /2\ sini\ dt = 4/sinudu =38.
0 0
Es ist iiberraschend und bemerkenswert, daf§ diese Kurvenlénge ganzzahlig ist. (]

Hiufig ist es giinstig, Kurven in R? in Polarkoordinaten darzustellen, Radius (= Abstand

vom Nullpunkt) als Funktion vom Winkel ¢:

= r(p).
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In rechtwinkligen Polarkoordinaten erhilt man daraus die Parameterdarstellung

() = (r(p) cose, () sinee),

und, falls r(-) differenzierbar ist,

Y(p) = (r’(w) cosp — () sing, () sing + r(p) COS(@O)),

() = {(r'(gp) cosp — () sinso)z + (r’(w) sing + r(¢p) cos @)2}1/2

1/2

= {r@? +r(o}

Damit folgt:

Satz 5.7 Ist ¢ +— r(p) eine stetig differenzierbare Darstellung einer Kurve in R? in Polar-

koordinaten, so gilt fiir die Linge der Kurve I fiir o zwischen a und b

Diese Formeln fiir die Kurvenldnge lassen sich natiirlich sofort auf stiickweise stetig diffe-

renzierbare Kurven iibertragen.

5.3 Kriimmung ebener Kurven

Fiir die geometrische Gestalt einer glatten Kurve I' in der Néhe eines Punktes der Kurve ist
auBer der Richtung in diesem Punkt auch die ,, Anderungsgeschwindigkeit“ der Richtung ge-
messen an der Weglénge interessant (also Richtungsénderung pro Liangeneinheit des Weges;
nicht Richtungsénderung pro Zeiteinheit, was natiirlich von der Wahl der Parameterdarstel-

lung abhingen wiirde).

Ist die Richtungsénderung (gemessen im Bogenmafl) pro Lingeneinheit des Weges iiber
ein Wegstiick konstant = k, so beschreibt dieses Wegstiick offenbar ein Stiick einer Kreislinie
mit Radius r = 1/k. Dieser Kreis liegt links von der Kurve (man beachte, daf§ die Kurve eine

Richtung hat), wenn x > 0 ist; er liegt rechts von der Kurve, wenn x < 0 ist.
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Sei also v : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung mit +/(t) # 0,
a(t) der Winkel zwischen der Richtung der positiven z—Achse und der Richtung v(t) :=
|7 (t)|~14/(t) der Kurve im Punkt v(); es gilt also (mod =)

/
t
arctan 7?( ), falls ~1(t) # 0,
o 71(t)
) ()
1 /
arccos , falls v5(t) # 0
SHOME

Daraus ergibt sich, wenn v zweimal stetig differenzierbar ist, fiir die Winkeldnderung pro

Zeiteinheit im ersten Fall

o/ (1) = 1 YV21(t) = va(t) _ g (8)v1(t) — 1 (£)a(t)
1+ (y()/71(1))? m(t)? [y (8)[? ’

und im zweiten Fall erh&lt man das gleiche Resultat. Da wir aber die Winkeldnderung pro
Léngeneinheit des Weges haben wollen, miissen wir zusédtzlich durch die Geschwindigkeit

|7/(t)] dividieren. Damit folgt fiir die Krimmung einer zweimal stetig differenzierbaren Kurve

() = 22010 =150 _ %O ® = 1wt
(@) (M (8)? +5(1)%)%

Mit r(t) = k(t)~! laBt sich damit leicht in jedem Punkt der Kurve der Krimmungsradius

berechnen.

5.4 Kurvenintegrale

Zur Motivation denken wir uns einen Korper, der unter der Einwirkung eines Kraftfeldes
(Vektorfeldes) k : R? — R3 eine glatte Kurve I' mit einer stetig differenzierbaren Parameter-
darstellung v : I — R? durchlduft. Wir wollen die durch das Kraftfeld geleistete Arbeit beim
Durchlaufen der Kurve bestimmen. Dazu betrachten wir eine Zerlegung des Zeitintervalls

I=labl:a=1t <t <...<th1 <ty =>. Diein dem ,kleinen® Zeitintervall [tx_1, tx]
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geleistete Arbeit ist (mit ¢ € [ty_1,tx]) ,ndherungsweise” gleich

(KO, (8) = A(te1))
= <k(7(t2))a m (’)’(tk) — ')’(tk—l)) >(tk —th_1)

(Mittelwertsatz der Differential- und Integralrechnung
mit tjirx € (tk—la tk))

= SO 0~ i)

= SO )
3

+ 3 KO ) (3 05) = (80 ) (= t10)
= (kYD) 7' (E) )t = i)
3
+ 30 KO )) (3 (05) = (80 ) (1 — ti)

Die in dem Zeitintervall [a, b] geleistete Arbeit ist also ,,ndherungsweise“ gleich

IRCICICARUCANCES

k=
+

[y

e
NgE

I
—
i

ks (r () (v ) = 2360 ) (= tha)-

Da die ’yg gleichméfig stetig sind, strebt hier der zweite Summand gegen 0 wenn die Feinheit

der Zerlegung gegen 0 geht. Der erste ist eine Riemannsumme fiir

/ (k20,70

a

und strebt somit, unabhingig von der Wahl der Zerlegungen und der Stiitzstellen ¢;, bei

Verfeinerung gegen diesen Wert.

Wir definieren deshalb fiir eine stetig differenzierbare Kurve I' mit stetig differenzierbarer
Parameterdarstellung v : I — R" das Kurvenintegral des stetigen Vektorfeldes k : R™ — R™
langs der Kurve I" durch

(k)7 (1)) dt.

—
=
&
5
Il
—
i
5
oy
+
Y
o
3
&
5
3
Il
Se—_
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Aus den Uberlegungen, die zur Definition gefithrt haben, folgt, da dieses Kurvenintegral von

der Wahl der (stetig differenzierbaren) Parameterdarstellung unabhéngig ist: Ist 4 : I—-Rm™

eine zu ~ dquivalente Parameterdarstellung, v = 4 o ¢, so ist

(Be-1)), 3(0) = A(E))
(B (3007 1)) ), 167 ) = 77 (B))
(R(tr-1), (1) = (tx1) )

M=
S
=
3

=11

i
I

mit ¢, = ¢~ (), d. h. eine Ndherungssumme fiir 4 148t sich gleichzeitig als Niherungssumme

fiir v auffassen.

Ist T eine glatte Kurve, so kann auch die Kurvenldnge als Kurvenintegral iiber ein ge-
eignetes Vektorfeld definiert werden: Ist v eine Parameterdarstellung mit v'(t) # 0, so ist

offenbar

b

b “1(y
= [ron= [ a7 - / o

a

das ist das Kurvenintegral iiber das Tangentialfeld (das allerdings nur auf der Kurve I" selbst

definiert ist).

Alle diese Uberlegungen lassen sich natiirlich ohne weiteres auf stiickweise glatte Kurven

iibertragen.

Sei V: R™ — R stetig differenzierbar, & : R™ — R™ ein Vektorfeld. Gilt k(z) =
grad V (z), so heifit V' ein Potential von k, k ein Gradientenfeld mit Potential V. (In der
Physik verlangt man meist k(z) = —grad V(z).)

Sei k : R™ — R™ ein Vektorfeld, A C R™ offen. Man sagt, das Kurvenintegral von k ist
(in A) wegunabhdingig, wenn das Kurvenintegral des Vektorfeldes k lings aller (stiickweise)
glatten Kurven (in A) mit gleichem Anfangs— und Endpunkt den gleichen Wert hat; oder
gleichbedeutend: wenn das Kurvenintegral iiber alle geschlossenen Kurven (in A) verschwin-
det.

Satz 5.8 Sei A C R™ offen, k : A — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt: k ist genau

dann ein Gradientenfeld, wenn das Kurvenintegral von k in A wegunabhdngig ist.
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Beweis. = : Sei k = grad V' mit stetig differenzierbarem V : R™ — R. Dann gilt
[r@ra = [ (o)) a= [ 3 Dvemm
r

_ /%V(fy(t)) & = V((b) - V(v(a)),

a

d.h. das Integral hingt nur vom Anfangs— und Endpunkt von I' ab und ist somit wegun-

abhingig.

< : Sei zg € A fest. Da das Kurvenintegral wegunabhéngig ist, kénnen wir definieren

V(z) = /k(z) d

'y

mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Kurve I'; von zp nach z fiir jedes x € A, das
von zg aus auf einer Kurve erreichbar ist (das ist eine Zusammenhangskomponente von A;
das Verfahren kann so auf jeder Zusammenhangskomponente, unabhingig von den anderen
Zusammenhangskomponenten, durchgefiithrt werden). Der so definierte Wert hiingt nach Vor-
aussetzung nicht von der Wahl der Kurve I'; ab. Es bleibt zu zeigen, dafl D;V (z) = k;(z)
gilt fiir j = 1,...,m. Da A offen ist, ist fiir z € A und hinreichend kleines h auch z +te; aus

A fiir alle ¢ zwischen 0 und h und j =1,..., m. Also gilt

DY) = Jim (ViEn &+ h bn) V()

1
= 1' — —
lim h{ /FHM. k(z)dz s k(z)dz}
J

(mit einer beliebigen Kurve I' von x nach = + he;,

z.B. mit y(t) = x + te; fiir t € [0, h])

1 I
— lim - —lim = | k(6. &t b
h%hl‘k(Z)w hli)I(l)h 0 k](fla 553+ta 55 )dt
- kj(x)’

d.h. V ist ein Potential von k. [ |
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Bemerkung 5.9 Bei einer Bewegung auf einer geschlossenen Kurve in einem Kraftfeld mit
Potential (Gradientenfeld) wird bei einem vollen Umlauf keine Arbeit geleistet (ein solches

Feld wird deshalb auch als konservativesFeld bezeichnet).

Beispiel 5.10 Das Vektorfeld
k:R? =R k(x) = (&, &)

besitzt kein Potential, denn offensichtlich verschwinden die Kurvenintegrale (z. B.) iiber Krei-
se um den Nullpunkt nicht (Nachrechnen; das Integral iiber einem Kreis um 0 mit Radius r
in positiver Richtung ist —27r2). — Man kann dies aber auch ohne diese Rechnung sehen:

Wire ndmlich
k(z) = gradV(z) = (D1 V (z), DoV (z))

mit einer stetig differenzierbaren Funktion V', so wire (da k stetig differenzierbar ist) V' 2

mal stetig differenzierbar und es wiirde gelten
Dyko(x) — Doki(x) = D1 DoV (z) — Do D1V (z) = 0.
Tatsédchlich ist aber
Dika(z) — Doky(z) = —1 — 1= —2 #£0.
Der Ausdruck D jko(z) — Doki(z) wird als Rotation des Vektorfeldes k bezeichnet. Wir

werden spéter mehr dariiber erfahren (vgl. Kapitel 10), insbesondere, dafl es sich dabei um

so etwas wie eine Wirbeldichte handelt. O
5.5 Ubungsaufgaben
5.1 Man berechne die Lange einer Wirkung der Schraubenlinie
v :[0,27] = R3, ~(t) = (rcost, rsint, tc)

a) mit Hilfe der Formel aus dem Satz 5.5,

b) elementargeometrisch.
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5.2 Die Kardioide (Herzkurve) hat in Polarkoordinaten die Darstellung
r(p) =a(l+cosp) fiir 0 < p <27, a>0.

Man skizziere den Verlauf dieser Kurve und berechne ihre Linge. (Das Integral [(1 +

cos ¢)'/2 dp kann man z. B. mit Hilfe der Substitution ¢ = arccost berechnen.)

5.3 Die Kurve f: R — R2 f(t) = (e cost, e sint) heifit logarithmische Spirale.

a) Man skizziere die Kurve und stelle sie in der Form ,,¢ Funktion von r*.

b) Man zeige, dafi die Einschrankung der Kurve auf den Parameterbereich (—oo, 0] endliche

Lénge hat und berechne sie.

c) Man zeige, daf die logarithmische Spirale jeden Kreis um den Nullpunkt in genau einem

Punkt schneidet und berechne den Schnittwinkel.
5.4 Man zeige, dal das Vektorfeld f : R? — R?
a) f(z,y) = (y,y — x) kein Potential besitzt,

b) f(z,y) = (y,z — y) ein Potential besitzt und gebe eines an.

5.5 Fiir eine stetige Funktion g : (0, 00) — R sei
[ R™M{0} = R™, f(z) = g(|a|)=.
a) Man zeige, daf f ein Potential besitzt.
b) Man berechne ein Potential fiir das Vektorfeld f(z) = || *z.
¢) Man berechen die Difergenz von f und zeige, dal f genau dann divergenzfrei ist, wenn
g(t) = ct™™ gilt.
5.6 a) Man skizziere das Vektorfeld in R?\{0}
k(z) = |z (&, —&1), = € R\ {0}
und zeige, dafl es kein Potential besitzt.

b) Auf R2\{(&1,0) : & < 0} ist k durch ein Potential darstellbar.
Anleitung: Man glaube zunichst die Behauptung, setze z.B. V(1,0) = 0, bestimme V'
auf der positiven £;—Achse durch Integration und auf allen Kreisen um Null (ohne den

Punkt auf der negativen {;—Achse) durch Integration lings dieses Kreises.
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6 Umkehrfunktion und implizit definierte Funktion

6.1 Umkehrfunktion

Es sei zundchst an den 1-dimensionalen Fall erinnert: Ist f : I — R stetig und streng
monoton, so hat f eine stetige Umkehrfunktion (Inverse) f=! : f(I) — I. Ist zusitzlich f

differenzierbar in x¢ und gilt f'(zo) # 0, so ist f~! an der Stelle yo := f(zo) differenzierbar

mit

1

Fiagy P2 (7 0) = gy

Ist f stetig differenzierbar mit f’(x) # 0 fiir alle x € I, so ist auch f~! stetig differenzierbar.
(Die strenge Monotonie von f folgt z. B. aus der stetigen Differenzierbarkeit von f und f'(z) #
0 fiir alle z € 1.)

In diesem Abschnitt wollen wir dieses Resultat auf Funktionen mehrerer Variablen verall-
gemeinern. Der Begriff der Monotonie 148t sich offenbar nicht ohne weiteres verallgemeinern.
Dagegen gibt es eine sinnvolle Verallgemeinerung von ., f'(x) # 0%, wie wir am folgenden

Spezialfall erkennen: det Df(x) # 0.

Beispiel 6.1 Sei L eine m x m—Matrix, a € R™, f die affine Funktion
f:R™ =S R™ f(z)=a+ Lz.
Offenbar ist f in jedem z € R™ differenzierbar mit konstanter Ableitung D f(z) = L, denn
es gilt
f(z) = a+Lz=a+ Lx+ L(z— )
= F(@)+ L(z — ) + pal2) mit pu(2) = 0;

man kann aber auch leicht die partiellen Ableitungen von f explizit berechnen. Da y = a+ Lz
genau dann fiir alle y eindeutig nach z auflésbar ist, wenn L invertierbar ist, z = L~ (y — a),

ist f genau dann invertierbar, wenn L invertierbar ist, und es gilt
LR S R™, Yy =L (y—a)=b+ L 'y mit b= —L 'a.

In diesem elementaren Fall ist also f genau dann invertierbar, wenn D f(z) invertierbare
Matrix ist. O
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Da eine differenzierbare Funktion f : A — R™ mit A C R™ in der N&he von zg durch die

affine Funktion
Fxo :R™ — Rma Fxo(x) = f('xO) + Df(.CC())(.TJ - '7;0)

sehr gut approximiert wird, liegt es nahe, dafl f in der N&he von zy umkehrbar ist, wenn die

Matrix Df(zg) invertierbar ist: annidhernd sollte also fiir y nahe f(x) gelten

FH ) ~ Fl(y) = (Df (o))~ (y — f(0)) + @o;

die Ableitung von f~! bei xq sollte also (Df(z))~! sein. (Da die Approximation nur lokal
gut ist, ist allerdings auch zu erwarten, dafl diese Aussage nur lokal gilt; genau das ist die

Behauptung des folgenden Satzes.)

Wir benutzen die folgende Ausdrucksweise: Ist zg € A C R™, so heifit U eine offene
Umgebung von zy in A, wenn U offen ist mit g € U C A (es gibt also eine ganze Kugel um

xo, die noch in U liegt); im Falle A = R™ nennen wir U einfach eine offene Umgebung von

Q-

Satz 6.2 (Umkehrfunktion) Sei A C R™ offen, f : A — R™ stetig differenzierbar,
xo € A, yo:= f(zo), Df(xg) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung U von xy in

A und eine offene Umgebung V' von yg so, dafl
f:U—=V

bijektiv ist und D f(z) fir alle x € U invertierbar ist. Die Umkehrabbildung g == (f|v) ! :
V' — U ist stetig differenzierbar mit

Dy(f(x)) = (Df(x))~" firzcU
bzw.

Dg(y) = (Df(g(y)))~" firy e V.
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Beispiel 6.3 Wie schon oben angemerkt wurde, ist nicht zu erwarten, dafl die Aussage des
Satzes (insbesondere die Invertierbarkeit von f) global gilt. Dies soll durch folgendes Beispiel

belegt werden: Sei

A=R)\{0} CR?, f(&1,&) = (& — &3,26&).

Dann gilt

26 —252)

Prn &)= (252 21

det Df (€1, &) = 4(€7 + €3) # 0 fiir z € A.
Trotzdem ist f nicht injektiv, denn es gilt fiir alle x € A

f(=&1,—&2) = f(&1,&2)-

(Setzt man z = &; + is, so ist offenbar f(£1,&2) = (Re 22, Im 22), d. h. es handelt sich bei f

um die Darstellung der komplexen Quadrierung in R2.) U

Beweis von Satz 6.2. Da A offen ist, und f stetig differenzierbar, existiert ein § > 0 mit
U := Ks(xog) C A und 2

|IDf(z) — Df(zo)| < %‘Df(xg)_l‘ =\ fiir x € A mit |z — x| < do.

Wir werden zeigen: Mit diesem U und V' := f(U) gilt die Behaauptung des Satzes.

D f(x)ist invertierbar firez € U: Fir alle x € U und y € R™\{0} gilt (dabei benutzen
wir, daf fiir eine invertierbare Matrix L gilt |y| < |L~!||Ly| bzw. |Ly| > |L7|Y|y|)
IDf@)yl = |Df(wo)yl ~ |Df(@)y ~ Df(wo)y

> | Drao) |l — 5| DA |l

O T

2dabei ist fiir eine m x m-Matrix L mit |L| die ,,Operatorennorm“ von L gemeint, |L| := sup{|Lz| : = €
m m 1/2
R™,|z| <1}. Esgilt z.B. [L| < 3 |€s;] und |L| < { > |€i]-|2} ; insbesondere ist |L| klein, wenn alle a;;
i,j=1 4,j=1

klein sind.
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d.h. fir x € U ist Df(z) invertierbar.

f ist auf Uingektiv: Fiir x € U schreiben wir f in der Form
f(z) = Df(zo)x + F(x) mit F(z) := f(x) — Df(xo)x.

Dann gilt fiir alle z, 2’ € U mit = # 2’ (wieder benutzen wir |Ly| > |L~!~ty|)

() — f(@')| = [ Df (z0)(x — 2') + F(z) — F(2')]
| Df (o) (z — 2)| — [F(x) — F(2')]
[Df(z0) ™! Ha —a’| = [DF(§)]]w — 2|

= 2Xz —2'| = [Df(§) — Df(xo)l|z — 2|

> 2z — 2| — Az —2'| = ANz —2'| > 0.

AV

Also ist f|y injektiv.
Damit ist jedenfalls f : U — V bijektiv.

V st offen: Dazu zeigen wir: Ist
/ / ! / / )\ !
y =f()eV=yFfU),d§:=§—|z' —x, €:€($)::§5,

so ist K.(y') € V, d. h.: zu jedem z € K (y') gibt es ein € U = K;(zp) mit f(z) = z.

A
Wegen |z —y/| <e = 55’ gibt es ein r < ¢ mit |z —¢/| < 57

Wir betrachten die Hilfsfunktion
VK (2) = Ry, x> |f(x) — 2%

Gesucht ist also ein z € K,.(z') C U mit f(z) = 2z, d. h. mit ¢(z) = 0; da ¢ nicht negativ ist,
ist dies ein Minimum von ). — Da 1 auf K, (') stetig ist, nimmt es dort sein Minimum an; es
ist zu zeigen, daB dieser minimale Wert 0 ist. Fiir 2 auf dem Rand von K, (2'), d. h. |[z—2'| = r,

gilt
@) = 1f@) 2= {If@) — Fa] -~ o}

A2 A 2 1
{o—a1=5r} = {pr—5r} =2

AV
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Andererseits gilt im Mittelpunkt 2’ von K, (z')
1 2 1
V() = () — o = f ol < (2ar)" = T2

Also nimmt v sein Minimum im Innern der Kugel K,(z') an, etwa in Z € K,(z’). Dann mufl

aber gelten
_ A < ~ 2
0 = grady(z) = (, DjZ\fk(x)—zk\ ,)
k=1

= (...,zz D; fi (%) (fr(Z) — 21), - - ) = 2(Df(#))"(f(%) - 2).
k=1

Da Df(%) invertierbar ist, gilt dies auch fiir (Df(Z))?, und somit ist f(Z) = 2, d. h. ¥ ist das

gesuchte z mit z = f(z). Damit ist bewiesen, dafl V' offen ist.

Es bleibt schlieflich nur noch zu zeigen g := (f|y) ™! ist in yo = f(xo) differenzierbar
mit Dg(yo) = Df(xo) ': (O.E. kénnen wir uns auf zo beschréinken, da jedes x € A als
Ausgangspunkt gewéhlt werden kann.) Fiir y € R™ mit |y| < £ (¢ wie oben) gilt

9(yo+vy) =xz0+2x €U = Ks(xp).

Wegen
y = f(zo+z) —yo = f(z0 + ) — f(=0)
folgt aus den obigen Uberlegungen
91 M| bawe. [a] < Syl
AuBlerdem gilt (da f in z¢ die Ableitung Df(x) hat)
y — Df(zo)x = f(x0 + ) — f(z0) — Df(20)2 = @f.20(x0 + ),

Df(z0) 'y — x = Df(z0) ¢t (20 + )
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mit

1
m@f,xo(ﬂco +z) — 0 fir z — 0.

Damit erhalten wir

l9(yo +y) — 9(yo) — Df(z0) "yl = [(zo + ) — m9 — Df (o) 'yl

= |z — Df(z0) 'yl = | Df(20) ' ¢ a0 (w0 + 7))

< [ Df(x0) " H¢f.20(z0 + )|
mit
1 _ 1 —1,1%fa0(0 + 7))
o D (0) Ml o (o + 2)| < 5| Df (o) ~HFFE—R 0
|y A |z
fiir y — 0 (was mit z — 0 gleichbedeutend ist). Also gilt
9(yo +y) = 9(yo) + Df (20) ™'y + g4 (30 + )
mit
1 ,
ms%,yo (Yo +y) — 0 fiir y — 0,
d.h. g ist in yo = f(xo) differenzierbar mit Dg(yo) = Df(z)*. |

6.2 Implizit definierte Funktionen

Ist g : R? — R eine ,verniinftige“ (z.B. stetig differenzierbare) Funktion, so wird durch die

Nullstellenmenge von g
M= {(x,y) eR?:g(z,y) = 0}

in vielen Fillen eine Kurve in R? beschrieben. So ist z. B. fiir g(z) = 2% +y* — 1 die Menge M
gerade die Einheitskreislinie. Da sich Kurven in der Regel (zumindest stiickweise) als Graphen

darstellen lassen, kommt man zu der
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Frage: Gibt es eine Funktion f : U — R (mit U C R) so, dal der Graph von f die Menge
M beschreibt? In anderen Worten, kann die Gleichung g(x,y) = 0 (wenigstens lokal) nach y
aufgelost werden, y = f(x) mit g(z, f(z)) = 07

Offensichtlich gilt: M ist sicher dann der Graph einer (allerdings nicht notwendig stetigen

und iiberall definierten) Funktion f, wenn die Funktion

gz Yy — g(x,y)

fiir jedes x streng monoton ist; denn dann gibt es fiir jedes z hochstens ein y mit g,(y) =

g(z,y) = 0. — Dies gilt aber schon fiir so einfache Funktionen wie die oben genannte

g(z,y) =2 +y* -1

nicht global. Offenbar 148t sich aber die Einheitskreislinie stiickweise als Graph von stetig

differenzierbaren Funktionen darstellen, ndmlich

y = £V1-22fir —1<z<1,
x = +y1—-9y2fir —1<y<l.

Bevor wir den allgemeinen Fall studieren, geben wir den Satz fiir den bisher betrachteten

einfachen Fall in R? an, da hier die Situation geometrisch noch leicht erfaBbar ist.

Satz 6.4 Sei A C R? offen, g € C1(A) = C1(A,R) (dem Raum der stetig differenzierbaren
Funktionen auf A mit Werten in R),

(w0,y0) € M := { (w,y) € A: g(x,y) = 0}, Daglao, o) #0.
Dann existieren offene Intervalle U,V C R mit

o €U, yoeV, UxVCA
und eine stetig differenzierbare Funktion f: U — V so, daf

Mn(UxV)=T¢ (= Graph von f :={(z, f(z)):x € U})
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gilt, und

Dig(z, f(x))

Df(z) = f'(2) = - Dag(z, f(x))

fir x € U.

Die Funktion f heifit eine durch g implizit definierte Funktion (wie schon bemerkt, gewinnt
man sie formal durch Auflosen der Gleichung g(x,y) = 0 nach y; aber selbst wenn diese

Auflésung nicht explizit moglich ist, erlaubt die obige Formel die Berechnung der Ableitung).

Beweis. Wegen Dag(zo,yo) # 0 und der Stetigkeit von Dog existiert ein Rechteck U x V

um (g, yo) mit
Dog(z,y) # 0 fir (z,y) € U x V.

Deshalb gibt es (vgl. obige Uberlegung) zu jedem x € U héchstens ein y € V mit g(z,y) = 0,
d.-h. M n (U x V) ist Graph einer Funktion f. Die Tatsache, da} f auf einem ganzen
Intervall erklart und differenzierbar ist, werden wir im folgenden Satz allgemeiner beweisen.
Wenn wir die Differenzierbarkeit von f als bekannt annehmen, ist es leicht, f’ zu berechnen:
Fir h(z) := g(z, f(x)) gilt offensichtlich hA(z) =0, also (mit k(x) := (z, f(z)))

0 = h'(z)= Dh(z) = Dg(k(z)) Dk(x)
= ((Dugla, f(2)), Daglar, (@), (1, f'(2)))
= Dyg(z, f(z))+ f(z) Dag(z, f(z)).

Hieraus folgt die gewiinschte Formel. |

Korollar 6.5 Sei A C R? offen, g: A — R stetig differenzierbar mit

gradg(z,y) #0 in M := {(z,y) € A: g(z,y) = 0}.

Dann ist M endliche Vereinigung von Graphen stetiger Funktionen f;, zum Teil y als Funk-

tion von x, zum Teil x als Funktion von y.
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Beweis. In jedem (zg,yo) € M ist Dig(zo,yo) # 0 oder Daog(zo,yo) # 0. Deshalb gibt
es ein ganzes Rechteck U x V um (z,yo) mit Dig(z,y) # 0 oder Dag(x,y) # 0 fiir alle

(z,y) € U x V und somit eine Funktion f : U — V oder f:V — U mit M N (U x V) =T
oder MN(UXxV) = I‘J;l (wobei F;l aus I'p, durch Vertauschen der Komponenten entsteht).

In konkreten Fallen ist in der Regel klar, dafl sich M durch endlich viele solche Rechtecke
iiberdecken 148t; im allgemeinen Fall folgt dies aus dem Satz von Heine-Borel 2.15 (vgl. auch
Satz 9.6). [ |

Satz 6.6 (Implizite Funktionen) Sei A C R™™ offen, g € C*(A,R") (dem Raum der
stetig differenzierbaren Funktionen auf A mit Werten in R"™); die Punkte aus R™*" schreiben

wir im folgenden in der Form

(.CC,y) = (‘Ela"'agmanla---ann)'

FEs sei
Dlgl(xay) s Dmgl(xay)
Ll(xay) = (Dng(xay))]’:ll’f; = s
Dlgn(x,y) v Dmgn(xay)
Dm+1gl (-75’ y) s Dm—l—ngl(xa y)
Lo(z,y) = (Dpmtjgi(z,9))ij=1,.n = : ’ :
Dm+1gn($, y) s Dm—l—ngn(gf'a y)
und somit
Dy(a,y) = (Li(e.y) La(e.y)).
Fiir ein

(z0,50) € M 1= {(,y) € A glw,5) = 0}

sei die Matriz La(xo,yo) invertierbar.

Dann existieren offene Mengen U C R™ und V. C R™ mit

(xo,90) eUxV C A
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und eine stetig differenzierbare Funktion f: U — V mit

MnN (U xV) =Tt = Graph von f,
Df(z) = —La(x, f(x)) " L(z, f(x)).

Vorbemerkung zum Beweis: In der Ndhe von (xo, yo) gilt mit ,grofiler Genauigkeit“

9(x,y) ~ g(z0,y0) + L1(x0, yo)(z — o) + L2(Z0, Y0) (¥ — vo)-

Die Auflssung der Gleichung g(z,y) = 0 nach y in der Néhe eines Punktes (xg,yo) mit

g(zo,yo) = 0 sollte also moglich sein, wenn die Gleichung

L1 (o0, yo) (% — x0) + La2(z0, %0) (¥ — %0) =0

nach y auflgsbar ist. Dies ist genau dann moglich, wenn Lo(zg, yo) invertierbar ist; die Losung

ist
f(z) =y =1yo — La(zo,y0) ' L1(z0, yo)(z — z0),

und als Ableitung (insbesondere im Punkt z) erhalten wir
Df(z) = La(z0,30) " L1 (20, Yo)-

Beweis. Wir definieren die folgenden Hilfsfunktionen
G ASR™ (z,y) & (z,9(x,y)),
g1 R™ = R™™ z (2,0) (Injektion),
py @ R™ SR (2,9) =y (Projektion).

Im folgenden sei E,,, die m—dimensionale Einheitsmatrix ist, 0, , die m—zeilige und n—spaltige

Nullmatrix. Damit gilt offensichtlich

DG — ( By O )
0,40 B L1($0,y0) LQ(anyO) ’

det DG(zg,y0) = det La(zo,y0) # 0

da Lo(xo,y0) invertierbar ist. Also gibt es eine Umgebung von (zg,yo) in A, ohne Ein-

schrankung in der Form U; x V wahlbar mit offenen Umgebungen U; und V' von zy bzw.
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Y0, 0, daB G : Uy x V — R™T™ eine stetig differenzierbare Inverse (G|y,xv)~! hat; wegen
G(zo,90) = (70, 9(z0,%0)) = (20,0) ist (G|uxv)~! jedenfalls auf U x {0} definiert fiir eine
geeignete Umgebung U C U; von zg in R™.

Wir zeigen, daf3
fi=proGloj: U=V
die gewiinschte Funktion ist:

— ji1 bildet U auf U x {0} ab, z — (z,0),
— G~ ! bildet U x {0} in U x V ab, (z,0) — (z,y) mit g(z,y) = 0,
— po bildet U x V nach V ab, (z,y) — y, wobei fiir die hier in Frage stehenden (z, y) das
y die Eigenschaft hat, daf g(z,y) = 0 ist.
Insgesamt bildet also f jedes x € U auf das y € V ab, fiir das g(z,y) = 0 gilt; wir haben also
die gesuchte Funktion von f auf einer Umgebung U von xq ,,explizit“ dargestellt.

Nun bleibt nur noch die Ableitung zu berechnen:

Df(x) = Dp2(G " (1 () ) DG~ (s (@) Dj ().

Der erste und der letzte Faktor sind einfach zu berechnen,

Dps(-) = (on,m En) Dj; = ( Em ) .

On,m

Den mittleren Faktor erhalten wir aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz 6.2). DG(z, y)
haben wir bereits oben angegeben (wobei fiir (zg,yo) jetzt (z,y) zu setzen ist). Man sieht
leicht, daf} gilt

Em Om,n

it L= Li(z,y),
L2_1L1 L2_1 ) mi J J(x y)

(D6 = (

also, mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion,

DG (j1(x)) = DG (,0) (DG(G_l(x,O)))_l

_ (DG(JC,f(JC)))_l = ( Em omn

it M, = L.(z, f(z)),
i ) mit M= LG f(e)
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und damit erhalten wir

E 0 E
Df(z) = (On,m En) —nI m—’q "
—My "My M, On,m
E
= <0n,m En) (—M_?Ml) :—M2—1M1
2

= —Lo(z, f(z)) " Li(z, f(z)).

Das ist die behauptete Formel. |

Im folgenden Abschnitt verwenden wir dieses Resultat zur Beschreibung von Hyperflichen

in R™. In diesem Fall ist n = 1 und an die Stelle von m im obigen Satz tritt m — 1.

6.3 Ubungsaufgaben

6.1 Man zeige, daf3 die Abbildung

fiR2 SR f(z,y) = (v + 42y +27)

1
in {(z,y) € R? : |(z,y)| < Z} umkehrbar ist und berechne die Ableitung von f~! in (0,0).

(Man benutze “U” aus dem Beweis des Satzes iiber die Umkehrfunktion.)

6.2 Sei A C R™ offen und f : A — R™ (n < m) stetig differenzierbar. Hat D f(z) fiir jedes
x € A den Rang n, so ist f(A) offen. (Der Spezialfall n = 1 wurde in Aufgabe 3.5 behandelt,

wéhrend der Fall n = m unmittelbar aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion folgt.)
6.3 Sei A C R? offen, z: A — R sei so, daB

3z(z,y)2 —x #0

fir alle (z,y) € A
waﬁ—xd%w—y—O}

gilt. Man zeige, daf} z die partielle Differentialgleichung

2y (32 — ) + 322+ =0

0 9 90
erfilllt (dabei ist 2z = (%c@_yz = B_y%'z)
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6.4 Man zeige, dafl das Gleichungssystem
z? +y2 —-222 = 0,
2?2 4+22+22 = 4
fiir hinreichend kleine = durch positive Funktionen y(z) und z(z) aufgelést werden kann und

berechne ohne explizite Auflsung y' (in Abhéngigkeit von x und y(z)) und 2’ (in Abhéngig-

keit von x und z(z)).
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7 Hyperflichen in R™ und bedingte Extrema

7.1 Hyperflichen in R™
In R™ wird durch
M :={xeR™:g(z)=0}

eine Hyperfliche (Dimension = m — 1) definiert, wenn g : R™ — R stetig differenzierbar ist

mit
grad g(z) # 0 fiir alle z € M.

Ist o = (o1, - - -5 &om) € M und z.B. D,,g(zo) # 0, so 148t sich nach Satz 6.6 ein Stiick von

M um xg als Graph einer Funktion

bm =hm(1y .o Emo1) (hpm: B — Rmit Bc R™)

schreiben und es gilt fir j =1,...,m —1

ng(£1, EEEE) Sm—la hm(éla EEEE) gm—l))
Dmg(‘fla e -agm—la hm(‘fla SRR fm_1)) '

Djhm(él, ceey Sm—l) - _

Entsprechendes gilt, wenn D;g(z¢) # 0 ist fiir ein j = 1,...,m — 1. Die gesamte Menge M

148t sich aus solchen Teilstiicken zusammensetzen.
Beispiel 7.1 Fiir g(x) = 2 + €2 + €2 — 1 ist
M = {z € R : g(x) = 0} die Einheitssphdire in R?;

offenbar gilt grad g(z) = 2z # 0 fiir alle z € M. Es gilt z. B.

§3 = h3(&1,62) = £4/1 - £ — &3
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und somit fiir j = 1,2

_ Djg(&, &, +V/1 -6 - &)
D39(‘£15£25:|: 1_5%_53)

Djhs(é1,&2) =

(Wegen Dkg(nla 2, 773) = 277k fir k = 15 25 3)

2¢;

21— €&

= F

Im Fall des obigen Beispiels, wo hg explizit bekannt ist, konnen die Ableitungen natiirlich
(sogar etwas schneller) direkt aus der Darstellung von hg berechnet werden. Der wesentliche
Vorteil der allgemeinen Aussage ist, dafl unter sehr schwachen Bedingungen ein solches hg

existiert, und daf} dies stetig differenzierbar ist.

Sei M eine (zunéchst beliebige) Teilmenge von R™, oy € M. Wir sagen der Vektor z € R™
steht in xo senkrecht auf M, wenn z in xzy senkrecht auf jeder in M liegenden (im Punkt z()
differenzierbaren Kurve durch z( steht (d.h. senkrecht auf dem Tangentialvektor in zy an
jede Kurve in M durch z(; in etwas anderer Sprechweise: senkrecht auf dem Tangentialraum

an M in xg).

Satz 7.2 Sei A C R™ offen, g : A — R stetig differenzierbar,
M={zecA:g(x)=0}, z90e M, gradg(zo)#0.
Ein Vektor z € R™ steht genau dann in xg senkrecht auf M, wenn ein A € R existiert mit

z = Agradg(zg) (i.a. Worten, wenn gilt z € L{grad g(zo)}).

Beweis. Wir zeigen im folgenden:

(i) gradg(zo) steht in xy senkrecht auf jeder in z( differenzierbaren Kurve in M durch zg

(d.h. grad g(=zo) steht in xy senkrecht auf M),

(ii) der Raum der in z¢ senkrecht auf M stehenden Vektoren ist hchstens 1-dimensional.
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Insgesamt folgt damit die Behauptung.
(i) Sei v : [a,b] — M stetig mit y(c) = x¢ fiir ein ¢ € (a,b), v differenzierbar in ¢. Dann

gilt g(y(t)) =0 fiir t € [a, b] und somit

0= %9(7@)) = Dg(v(¢)) Dy(¢) = (grad g(wo), ¥'(¢)),

t=c

d.h. grad g(z¢) steht in zy senkrecht auf .

(ii) Ohne Einschrédnkung ist M in einer Umgebung von z als Graph einer stetig differen-

zierbaren Funktion darstellbar, etwa in der Form
bm = hm(€1,. . &m1) (B B — Rmit BC R™1).

Weiter sei 0.E. zg = 0 = (0,...,0). Wir betrachten fiir hinreichend kleines ¢ > 0 die m — 1

Kurven durch zg

1 o [—&e] = R™ t— (£,0,...,0,hy,(t,0,...,0)),

Ym—1 : [—&¢e] = R™, t+—(0,...,0,t, hpn0,...,0,t)).
Diese sind offenbar differenzierbar mit den Tangentialrichtungen (Ableitungen) in xg

7v1(0) = (1,0,...,0, D1h(0,...,0)),

v 1(0) = (0,...,0,1, Dy 1h(0,...,0)).

Da diese m — 1 Tangentialvektoren linear unabhéngig sind, kann es (bis auf einen Faktor)

hochstens einen Vektor geben, der auf allen senkrecht steht. |

Der folgende Satz enthiilt den vorhergehenden als Spezialfall

Satz 7.3 Sei A C R™ offen,

g; : A — R stetig differenzierbar,

MJ:{xeAgJ(.CC):O} } fﬁrj:l""ak,

k
M := () Mj, zo € M,
j=1

{ gradg;(zo) : j=1,..., k} linear unabhdngig.
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Ein Vektor z € R™ steht genau dann in xg senkrecht auf M, wenn gilt

z € L{ gradg;(zo) : j =1, .. .,k}.
Beweis. In Analogie zum vorhergehenden Satz beweisen wir:

(i) Jedes z € L{ gradg;(zo) : j =1, .. .,k} steht in z¢ senkrecht auf M,

(ii) der Raum der Vektoren, die in z( senkrecht auf M stehen, ist hochstens k—dimensional.

Wegen dim L{ gradg;(zo) : j =1,.. .,k} = k folgt damit die Behauptung.

(i) Jeder Vektor grad gj(zo) steht in zg senkrecht auf M; und somit auf M C M;. Da dies

fiir alle j gilt, steht jedes z € L{ gradg;(zo) : j =1, .. .,k} in xg senkrecht auf M.

(ii) Da {grad gj(zo) 17 =1,.. .,k} linear unabhingig ist, hat die Matrix

Digi(zo) ... Dmgi(o)
: den Rang k.

Digr(z0) ... Dmgr(o)

Durch Umnumerierung der Koordinaten (von z) kann man also erreichen, daf§ die Matrix

Dim—k+191(z0) ... Dmgi(zo)

invertierbar

Dm—kt19k(0) ... Dmgr(zo)

ist. Damit ist die Voraussetzung des Satzes tiber implizierte Funktionen (mit m —k, k statt

n, m) erfiillt fir
fiRM=RORE S RE g (gi(@), . gk(@)),

und ein Stiick der Menge M = {x e R™: f(x) = 0} um x¢ kann als Graph geschrieben

werden:

(Em—tits- - &m) =h(€1, .. 6mg) (h: B — RF mit B c R™™).
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Damit kénnen wir (fir hinreichend kleines € > 0) m — k Kurven in M durch zp angeben

(0.E.sei wieder zp = 0):

v o [—&e = R™  tw (0,...,0,h(0,...,0)),

Ym—k : |[—&,¢] = R™ ¢t~ (0,...,0,¢h(0,...,0,t))
mit den m — k linear unabhéngigen Tangentialvektoren in x¢y = 0

v1(0) = (1,0,...,0, D1h(0,...,0)),

Yr—i(0) = (0,...,0,1, Dyp_h(0,...,0)).

Also kann es hochstens k linear unabhingige Vektoren geben, die in zy auf M (d.h. auf
71(0),...,7),_,(0)) senkrecht stehen. |

7.2 Bedingte Extrema

Sei A C R™ offen, M C A, f : A — R, g € M. Man sagt, f nimmt in zy ein lokales

Minimum auf M (bedingtes lokales Minimum) an, wenn ein § > 0 existiert mit
f(z) > f(xp) fiir alle x € M mit |z — x| < 0.

Entsprechend definiert man lokales Mazimum auf M (bedingtes lokales Mazimum) oder all-

gemeiner bedingte lokale Extrema.

Im Unterschied zu friither suchen wir also nicht Extrema in bezug auf die offene Menge A,
sondern in bezug auf die Menge M C A. Diese ist i.allg. (insbesondere im folgenden) nicht
offen, so daB8 die frither entwickelten Methoden (vgl. Abschnitt 4.3) nicht mehr anwendbar
sind. Wir suchen Extrema unter der zusétzlichen Bedingung x € M, weshalb man von

bedingten Extrema spricht.

Im folgenden entwickeln wir eine Methode zum Auffinden von Extrema unter Bedingungen

der Form

xeM:{xeRm:gj(x):Ofiirj:I,...,k}.
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Satz 7.4 (Lagrange—Multiplikation) Sei A C R™ offen,
g; : A — R stetig differenzierbar,
} firj=1,... k,
M; = ix € A:gj(x) =0}
M= M;, z0€M,
j=1
{ gradg;(zo) : j=1,..., k} linear unabhdngig.

Ist f : A — R stetig differenzierbar und hat f in xg ein bedingtes lokales Extremum auf M,
so gibt es reelle Zahlen A1, ..., A\ mit

k
grad f(zg) = Z)\j grad g;(zo) (d. h. grad f(zo) € L{ gradg;(zo) : j=1,.. ,k})
j=1

(die Zahlen \; heiflen Lagrange-Multiplikatoren ).

Beweis. Ist v : [a,b] — M eine (in zy) differenzierbare Kurve in M durch zg, v(c) = zq fiir

ein ¢ € (a,b), so hat die Funktion
h: [aa b] — R, h(t) = f(FY(t))
in ¢ ein lokales Extremum. Da h in ¢ differenzierbar ist, gilt also

0 =R(c) = (grad f(v(c)),(c)),

d.h. grad f(xzo) = grad f(y(c)) steht in g = y(c) senkrecht auf . Da dies fiir alle ~ gilt,

steht grad f(z¢) in z¢ senkrecht auf M. Damit folgt die Behauptung aus dem vorhergehenden
Satz. |

Um Punkte x¢ zu finden, in denen mdglicherweise bedingte Extrema vorliegen, hat man

also das (nichtlineare) Gleichungssystem

gj(zo) =0 j=1,...,k (k Gleichungen)

k
grad f(xzo) = > Ajgradg;(zo) (m Gleichungen)
j=1
nach zo = (o1, - - -, &om)s A1, - - -, A aufzulésen (wobei wir uns allerdings in der Regel fiir die
Lagrange-Multiplikatoren nicht interessieren). Es handelt sich also um k + m Gleichungen

fiir £ + m Unbekannte; wir haben somit eine gute Chance, dafl das System lésbar ist.
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Beispiel 7.5 In A =R? sei g(x) = €2 + €2 — 1, also
M = {x eR?: €242 = 1} die Einheitskreislinie.

Wir wollen die Extrema der Funktion

f(z) =& +2&

auf M bestimmen. Das zu lésende Gleichungssystem ist
5% + ‘E% -1 = 05

(grad f(z) — Agradg(@) = ) (1,2) = A(261,26) = 0,

Aus (2) folgt A # 0 und

1 1
‘51 - ﬁa 52 = X
Einsetzen in (1) liefert
1 1 5 1
- 1= 2% =+_-/5.
e e 0, A 4’ A 2\/5
Einsetzen in (3) ergibt
1 2
=+, LH=2—.
&1 NG 13 7

Die Funktionswerte in diesen Punkten sind

12 5
f(j:%,jzﬁ) :iﬁzi\/gwiQ,Q?)G....

95

Da die lineare Funktion f auf der Kreislinie M sicher ein (striktes) Maximum und Minimum

hat, liegt also in (%, %) das Maximum und in ( — %, —%) das Minimum auf M vor. [J
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Beispiel 7.6 In A = R? sei

gie) =G+ -1, g@)=a+&,
also ist

M:{xeR?’:g%Jrg%—l:o, §1+§2:0}

der Schnitt

— eines Zylindermantels mit Radius 1 lings der £&s—Achse und

— einer Ebene senkrecht zur £1—€2—Ebene durch die Winkelhalbierende im 2.und 4.Qua-

dranten
Wir wollen die Extrema der Funktion
flx) =& —&

auf M bestimmen. Das zu lésende Gleichungssystem ist

‘E% + ‘E?% -1 =0, (1)
‘51 +£2 = 05 (2)
(1,-1,0) — Ai(261,0,265) — Aa(1,1,0) = 0. (3)

Aus der 2.Komponente von (3) folgt

Ao = —1

und somit aus der 1.Komponente von (3)

A #0.

Damit folgt aus der 3. Komponente von (3)

£ =0.
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Aus (1) folgt dann
g=1, & =41,
und somit aus (2)
§2=F1l.
Die Funktionswerte von f in diesen Punkten sind
F(£1,¥1,0) = £2.
Es liegt also in (1, —1,0) das Maximum und in (—1,1,0) das Minimum der Funktion f auf

M vor, da auch hier offensichtlich ist, dafl f auf M ein (striktes) Maximum und Minimum
hat. O

7.3  Ubungsaufgaben

1
7.1 Welcher Punkt der Fliche z = x2 + 32 liegt dem Punkt (1,1, 5) am néchsten?

7.2 Welche Kantenlidngen hat ein Quader mit Volumen 1 und minimaler Oberfliche?

7.3 Man bestimme den in die Einheitskugel in R™ einbeschriebenen Quader mit dem

groften Volumen.

7.4 Welche Kantenldngen hat ein Quader mit Volumen 1 und minimaler Summe der Kan-

tenléngen?

7.5 Man l6se Aufgabe 4.3 mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren nochmals: Welche Kan-
tenldinge hat ein Quader mit dem Volumen 1, wenn die Oberfliche ohne die Grundfliche

minimal sein soll?

7.6 Fiir einen trapezformigen Kanal ist die Fliche Q des Querschnitts vorgegeben.

a) Wie miissen die Basisbreite a, die Hshe h und der Neigungswinkel a der Béschung

gewahlt werden, damit die Benetzungsfliche minimal wird?
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b) Wie sieht es aus, wenn die Benetzungsfliche méoglichst grofl sein soll?

c) Unter der Annahme, daf§ pro Flicheneinheit der Benetzungsfliche 2 mal so viel ver-
sickert wir pro Flécheneinheit der Oberfliche verdunstet, minimiere man den Fliissig-

keitsverlust.

7.7 Man bestimme das Maximum und das Minimum der Funktion f(z,y) = (z — 1)% 4 ¢?
im Bereich {(z,y) € R? : g(z,y) = 0} mit g(x,y) = 22 + y? — 4. Dabei bestimme man die
Extrema auf dem Rand auf drei verschiedene Arten:

— mit Hilfe geometrischer Uberlegungen,
— mit Hilfe der Lagrange—Multiplikatoren,

— durch Elimination einer Variablen.
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8 Das Riemannintegral in R™

8.1 Definition des Riemannintegrals

Wir betrachten (zunéchst) beschrdnkte Funktionen f : I — R auf einen Intervall (Quader)

in R™
I:{xeRm:aigfigbifﬁrizl,...,m}.

Mit Z bezeichnen wir Zerlegungen von I in Teilintervalle
Qj:{xeRm:ajiggigbﬁ fﬁrizl,...,m} G=1,...,n=n(2)),

die sich hochstens in Randpunkten, Randlinien, Randfldchen, ... iiberschneiden diirfen; I =

UQ;. Zu jeder solchen Zerlegung definieren wir die Untersumme bzw. Obersumme zu f durch
Sy() = Y 1Q;linf{f(x): 2z € Q;},
J
Sz(f) = Y 1Qjlsup{f(z): 2 € Q;},
J

m

wobei |Q;| := [] (bji—aj;) das Volumen von Q; ist; in diesem Sinne haben die Schnittmengen
i=1

der @; stets das Volumen 0.

Damit kénnen wir das Unterintegral und das Oberintegral von f definieren durch

/ (2 do = s5up 55 (7) bow. / f@) de = inf Sy(f),

wobei inf und sup iiber alle Zerlegungen Z von I zu erstrecken sind.

Die beschrinkte Funktion f: I — R heifit Riemann—integrierbar, wenn gilt

[r@a= [ s
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Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung Z gibt, fiir
die Sz(f) — S,(f) < € gilt (Riemannsches Integrabilititskirterium). Man definiert dann das

Riemannintegral durch

[r@ = [f@a = [f@a- [ 1w

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, lassen wir den Integrationsbereich weg.

Ist f : I — R stetig, so ist es offensichtlich Riemann—integrierbar: Da f gleichmifig
stetig ist, kommen sich bei hinreichen feiner Zerlegung die Ober— und die Oper— und die

Untersumme beliebig nahe. Mit Satz 8.2 wird diese Aussage verallgemeinert.

Wie in R! kann das Integral einer Riemannintegrierbaren Funktion auch mittels Riemann-

summen berechnet werden:

Ist D := {Q1,...,Qn;21,...,2,} eine Zerlegung von I in Teilintervalle Q1, ..., @, mit
Stiitzstellen x; € Q;, so heifdt

Rp(f):=>_1Qslf(x;)

die zu D gehorige Riemannsumme (deren Wert also nicht nur von den (); abhéngt, sondern

auch von der Wahl der Stiitzstellen x;). Als Feinheit der Zerlegung D bezeichnen wir

np := max{ Durchmesser von Q; : j =1,...,n}.

Satz 8.1 (Riemannsummen) Ist f : I — R Riemann—integrierbar, so gilt fiir jede Folge
(Dy) von Zerlegungen mit Stiitzstellen, fiir die np, — 0 gilt, p, (f) — [ f(z) dx.

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen: Zu jeder Zerlegung Z und jedem ¢ > 0 gibt es ein
0 > 0 so, dafl fiir jede Zerlegung D mit Feinheit np < § gilt

S7(f) —e <Rp < Sz(f) +e.

Sei F' = F(Z) die Gesamtfliche (= (m — 1)—dimensionales Volumen der Begrenzungsfléichen

der Intervalle von Z, D eine Zerlegung mit Stiitzstellen der Feinheit np < % =: J (mit



8.1 Definition des Riemannintegrals 101

C := sup{|f(x)|: € I}). Wihlen wir fiir D’ die Zerlegung, die sich durch Ubereinanderlegen

von Z und D ergibt; in den Intervallen von D’, die auch in D vorkommen, w#hlen wir die
alten Stiitzstellen, in den neu entstehenden Intervallen kénnen beliebige Stiitzstellen gewéhlt
werden. Das Gesamvolumen der neu entstehenden Intervalle ist auf Grund der Feinheit der

Zerlegung D offenbar < F'¢. Damit folgt (da D’ eine Verfeinerung von Z ist)
Sz(f) < Rop(f) <Rp(f)+2C-Fé < Rp(f) +e,
Sz(f) = Rp(f) = Rp(f)—2C-Fé = Rp(f) —e.

Insgesamt folgt die gewiinschte Ungleichung. |

Damit ergeben sich sofort die zu erwartenden Eigenschaften des Riemannintegrals:

— Positivitit: Ist f > ¢, so gilt [ f(z)dx > c|I|. Insbesondere gilt [ f(z)dz > 0 falls
f>0gilt, [ f(z)dz >0 falls f > ¢ > 0 gilt auf einem Teilintervall @ mit |Q| > 0.

— Linearitit: [(af(z)+bg(z))dr =a [ f(z)dz +b [ g(z) dz.
— Sind f, g : I — R Riemann—integrierbar, so ist auch fg Riemann—integrierbar.
— Sind fp(n € N) Riemannintegrierbar und gilt f,, — f gleichmifig, so ist auch f

Riemann-integrierbar und es gilt [ f,,(z)dz — [ f(x) dz.

Eine Menge N C R™ heifit eine Jordan—-Nullmenge (Menge mit dem Jordan—-Maf 0),
wenn zu jedem € > 0 endlich viele Intervalle existieren, deren Vereinigung N enthilt, und

deren Gesamtvolumen < ¢ ist.? Man sieht leicht:
— Jede endliche Menge ist Jordan—Nullmenge,
— jede beschrénkte Menge mit (nur) endlich vielen Hiufungspunkten ist Jordan—Nullmenge,

— ist A ein Intervall in R™~1, h: A — R stetig differenzierbar, so ist

M= {xeRm (1, Emet) € A, §m:h(§1,...,§m_1)}

eine Jordan—-Nullmenge (man kann sie in eine Vereinigung von, beziiglich &,,, beliebig
flachen Quadern einschlieBen). Da auch endliche Vereinigungen von Jordan—Nullmengen
wieder Jordan—Nullmengen sind, sind die im letzten Abschnitt betrachteten Hyper-

fldchen in der Regel Jordan—Nullmengen.

3Im Gegensatz dazu heifit eine Menge N C R™ eine Lebesgue—Nullmenge, wenn zu jedem & > 0 abzéhl-
bar viele Intervalle existieren, deren Vereinigung N enthélt, und deren Gesamtvolumen < ¢ ist (d.h. deren

Volumina summierbar sind mit Summe < €.
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Satz 8.2 Ist f : I — R beschrinkt und auferhalb einer Jordan—Nullmenge stetig, so ist f

Riemann—integrierbar.*

Beweis. Zu e > 0 sei O, die Vereinigung endlich vieler offener Intervalle, die die Unstetigkei-
ten von f enthalten und ein Gesamtvolumen < e haben. In der abgeschlossenen Restmenge
A; =T\ O; ist f stetig, also gleichmé&Big stetig. Die iiber A. erstreckten Ober— bzw. Unter-
summen kommen sich also bei geeigneter Wahl der Zerlegung beliebig nahe. Ist C' die Schranke
fir f, so betrdgt der Unterschied zwischen Ober— und Untersumme auf O, héchstens 2Ce.
Folglich kommen sich Ober— und Untersumme (auf ganz I) beliebig nahe, d.h. f ist inte-
grierbar. |

Sei A eine Teilmenge von R™ . Ein Punkt x € R™ heifit ein Randpunkt von A, wenn in
jeder Umgebung von z (oder Kugel um z ) mindestens je ein Punkt aus A und aus R™ \ A
liegt. Offensichtlich ist  genau dann Randpunkt von A, wenn es Randpunkt von R\ A ist.
Die Menge 0A der Randpunkte von A wird als Rand von A bezeichnet. Man mache sich an
Beispielen den Begriff klar!

Die charakteristische Funktion x 4 einer Teilmenge A von R™ ist definiert durch

1 firxeA,
xa(z) ==

0 firzeR™\A.

Satz 8.3 Sei A C R™ beschrinkt. Die charakteristische Funktion x s von A ist genau dann
Riemann—integrierbar, wenn 0A eine Jordan—Nullmenge ist. Man sagt dann A ist Jordan—
mefbar und definiert das Volumen (bzw. das Jordan-Ma83) von A durch

A= [xa@ .

Der Beweis von ,<* folgt direkt aus obigem Satz, da die Randpunkte von A genau die
Unstetigkeitspunkte von x 4 sind. Den Teil ,,=“ wollen wir hier nicht beweisen; er spielt im

folgenden keine Rolle.

4Tatsichlich gilt: Eine Funktion ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie auflerhalb einer Lebesgue—
Nullmenge stetig ist.
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Ist f: I — R Riemann-integrierbar und A C I Jordan—mefibar, so definiert man

[ @@ = [xa@i@)dr.
A I

Wenn eine Funktion f : R™ — R auflerhalb eines (geeigneten) Intervalls I verschwindet und

iiber I integrierbar ist, schreiben wir auch einfach [ f(z)dx statt [, f(z)dz.

8.2 Berechnung m—dimensionaler Integrale

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie m—dimensionale Integrale explizit berechnet werden
konnen.

Satz 8.4 (Satz von Fubini) Sei I wie oben, f : I — R sei Riemann—integrierbar.

a) Es gilt
bm ba by
/f($)d$ _// f(élaf%"'agm)dfl d‘£2'-'£ma
I am az ay

falls die auf der rechten Seite vorkommenden 1-dimensionalen Integrale existieren (als Rie-
mannintegrale). Die Integrationsreihenfolge ist beliebig vertauschbar, genauer: Die obige Glei-

chung gilt fiir jede Integrationsreihenfolge, fiir die alle Integrale auf der rechten Seite existie-
ren.

b) Auf die Einschrinkung ,falls die auf der rechten Seite vorkommenden Integrale exi-

stieren® in Teil a kann verzichtet werden, wenn man die iterierten Integrale entweder alle als
Unterintegrale oder als Oberintegrale versteht.

Bemerkung 8.5 Daf} die ,,iterierten Integrale“ i.allg. nicht existieren miissen, erkennt man
leicht an folgendem Beispiel. Sei

f:I:=10,1 x [0,1] = R,
1 falls & # 1, & beliebig,
f(&1,&) =4 1 falls & = %, &1 rational ,

0 falls & = %, & irrational.
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Dann ist f {iber I integrierbar mit Integral 1. Fiir §» = 5 L existiert das Integral fo (&1, %) d¢;
nicht; dagegen gilt

1 1

ﬁﬂmn //mwm@®—jma

0 0 0

Natriilich kann f so modifiziert werden, daf} es endlich viele £&; und &5 gibt, fiir die das Integral

iiber & bzw. £ nicht existiert.

Beweis von Satz 8.4. a) Fiir charakteristische Funktionen von Intervallen ist die Behaup-
tung offensichtlich richtig (nachrechnen); die iterierten Integrale existieren. Das gilt auch fiir
Treppenfunktionen. Fiir jede Zerlegung Z = {Q1, ..., Q,} von I definieren wir die Treppen-

funktionen

fye) = inf{f(y):y € Q;}

— fir x€Qj;, j=1,...,n.

fz(z) = sup{f(y):y € Q;}
Dann gilt, falls die iterierten Integrale iiber f existieren (zweite Formelzeile),

/f()m lfw (b e e
I_Z.CC = am...al J7 &1L 58m 1--- m

IN

bm b1
/ f&y oy ém)dér. .. A,

1

< /a:n :172(51,-- Em)dér .. /fz

Fiir eine geeignete Folge (Z;) von Zerlegungen gilt
/f dx%/fdx/fzk dx—>/fdx fir k— 0.

Also gilt

m

/ )dx = / /ffl,..,gm)df...dfm.
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Da die Integrationsreihenfolge bei Treppenfunktionen vertauschbar ist, folgt auch die

Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge, soweit die iterierten Integrale existieren.

b) Dies ergibt sich sofort aus

bm b1 bm b1 xbm xb1 bm by _
[ AT Y VY S A e
am al *QAm *aq am al am al

Die iterierten Unter— bzw. Oberintegrale sind also gleich dem m—dimensionalen Integral. W

In RPT? = RP x R? mit p,q > 1 werden (Jordan-mefbare) Integrationsgebiete hiiufig wie

folgt beschrieben, wobei wir € RP™? in der Form (y, 2) mit y € R? und z € R? schreiben:
A={z=(y,2) eRPT:yc A, 2 € B},
wobei A’ und B, Mengen in RP bzw. R? sind.

Satz 8.6 Sei A wie oben Jordan—-mefbar und f : A — R diber A Riemann—integrierbar.
Dann gilt

[@a= [ [ s

falls die iterierten Integrale auf der rechten Seite existieren (bzw.: wobei die Integrale auf der

rechten Seite beide als Ober— oder Unterintegrale zu verstehen sind).

Beweis. Sei A C I = Q1 x @2, wobei ¢; und Q2 Intervalle in R? bzw. R? sind. Dann gilt

[ e = [xa@iea- | 1 / Xaly (0,2 dys

- /1/2XA/(y)XBy(2)f(ya2)dydz

= [oww [ swawa= [ [ ae

wobei fiir die iterierten Integrale die iiblichen Anmerkungen gelten. |
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Speziell in R? stellt man A hiufig in der Form

A={z=(£,8&) €R? a1 <& < by, ¢(&) <& <y(&)},

oder als Vereinigung solcher Mengen dar (wobei eventuell die Rollen von &; und &, vertauscht

sind). Dann gilt im gleichn Sinn wie im Satz formuliert

fo- [ [

Beispiel 8.7 Sei A die rechte Hélfte des Einheitskreises, f(z) = &. Wir wollen [, f(z)dz
berechnen. Offensichtlich ist

A—{xeRzzos&31,—\/1—5%3523\/1—5%}

also
1 V1-g 1 V18
/f(x)dx—/ fldfzdfl—/fl dép d&;
A 0 _ ice =
; 2 3/2i11 9
- [a1-ga--3(1-¢)"] -5
0

Damit ist der Schwerpunkt diese Halbkreises bei {3 = 0 und & = 2/3 dvidiert durch die
Fliache (=Gesamtmasse) 7/2, also 4/37 ~ 0.42. O

Entsprechende Uberlegungen sind in R™ méglich, wenn A z. B. die Form
A= {x ER™ : (€1...,6m 1) € Am_1 C R™L,
m(€ss- s Em-1) < bm < (€1, Em1) |
hat, wobei u. U. A,,,_1 entsprechend dargestellt werden kann. Beispiel: Wir betrachten

K, = {xeRm:\x\Sr}:{xeRm:ff—i—...—i—ffn_l—i—ffngrQ}

)
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- {xeRm;§%+...+§fn_1§r2,

(- — & )<< (P - - )

= {xeRm -2 < g §r2,—(r2—£%)1/2§£2 < (7'2—5%)1/2,...,
- — )<< (P - - )V

Damit kann also z. B. das Integral iiber die Einheitskugel K3, in R3 geschrieben werden in

der Form

V=& /P66
[ ywas = /_r/\/ﬂ_g/\/r B

8.3 Transformationsformel (Substitutionsregel)

Fiir die explizite Berechnung von Integralen ist hdufig die folgende Transformationsformel

(Substitutionsregel) niitzlich:

Satz 8.8 (Transformationsformel) Seien A, B C R™ Jordan-mefibar, ¢ : A — B ste-
tig differenzierbar und surjektiv (evtl. bis auf eine Jordan—Nullmenge), es gebe eine Jordan—
Nullmenge N C A so, dafl ¢ in A" = A\ N eine stetig differenzierbare Inverse hat. Eine

Funktion f : B — R ist genau dann Riemann—integrierbar, wenn f o ¢ : A — R Riemann—

integrierbar, und es gilt

/f ) dz = /f ))| det De(y)| dy.

Vorbemerkung zum Beweis. Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist ¢(N) wieder eine Jordan—
Nullmenge (Beweis!). Wir kénnen also in A auf die Menge N und in B auf die Menge ¢(N)
verzichten, d. h. es geniigt, die obige Gleichung mit A’ statt A und B’ = B\ ¢(N) statt B
zu beweisen; es ist dann ¢ stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Inversen. — Zum

Beweis bendtigen wir die folgenden Hilfssétze.

Hilfssatz 8.9 Ist L eine invertierbare reelle m x m—Matriz, so gibt es orthogonale m x m—
Matrizen Uy und Uy und eine Diagonalmatriz D = diag(d1,...,dy) mit d; > 0 fir j =
1,...,m so, daf gilt L = U1 DUs.
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Beweis. L*L ist symmetrisch und invertierbar mit positiven Eigenwerten d2, ..., d>2,. Also

gibt es eine orthogonale Matrix U so, dafl gilt:

L*L=U"'D?*U, UL*LU'=D mit D =diag(dy,...,dpn).
Mit Uy ;= LU 'D ' und Uy := U gilt dann

UiU, = (DU (Lu'DYY =D 'DD ' = D 'pD*D 1 =1,
d.h. U; und U, sind orthogonal, und mit

U,DUy = (LU*D™Y)DU = L(U'D™'DU) = L

folgt die Behauptung. ° |

Hilfssatz 8.10 Fiir jede Jordan—mefSbare Menge M C R™ gilt:

a) Fir jedes a € R™ ist auch M +a = {zx+a:x € M} Jordan-mefbar mit |M +a| = |M|;

das Jordan—Maf$ ist translationsinvariant.
b) Ist D = diag(dy,...,dn), soist auch DM = {Dzx : x € M} Jordan—mefba mit |DM| =
m
[ M] T |dj]-
j=1
c) Ist U eine orthogonale Matriz, so ist auch UM = {Ux : v € M} Jordan—mef$bar mit
[UM| = |M]|.

d) Ist ¢ eine invertierbare affine Abbildung, ¢(x) = a+ Lz, mit einer (invertierbaren) Ma-
triz L, so ist auch ¢(M) = {p(x) : x € M} Jordan-mefbar mit |p(M)| = |M||det L| =
|M|| det Dé|.

% Alternativ zu diesem Beweis kann man |L| := U~ 'DU definieren. Es gilt dann |L|> = L*L und ’|L|m’ =

(|L|z,|L|z) = {|L|*z,z) = (L*Lz,z) = |Lz|*. Also wird durch V : |L|z ~ Lz eine unitéire Abbildung V'
definiert, mit der gilt L = V|L| = VU™'DU.
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Beweis. a) Offensichtlich ist |Q + a| = |Q| fiir jeden Quader Q. Damit folgt die Translati-
onsinvarianz der Ober— und Unterintegrale, also auch der Integrierbarkeit und des Integrals;

mit xps ist also auch xpr4, integrierbar mit gleichem Integral, also |M + a| = |M].

b) Da xas Riemann-integrierbar ist, gibt es zu jedem £ > 0 Wiirfel Q(li), .. .,Qﬁ? in M
und Q(la), e %‘Z), die M iiberdecken mit

<e.

3o
j=1

-3y
j=1

Da DQ;Q) bzw. DQgi) Quader sind, deren i-te Kantenldnge jeweils gegeniiber der von an)

bzw. Qgi) mit d; multipliziert ist, folgt die Behauptung.

c) Das orthogonale Bild jedes Quaders und jeder Kugel ist offenbar (da die Randmen-
ge eine Jordan—Nullmenge ist) Jordan-mefbar (es handelt sich um einen verdrehten Qua-
der bzw. wieder um eine Kugel). Sei Qg irgendein fester Quader (z.B. der Einheitswiirfel):
[UQo| = a|Qo|. Wegen Teil a und Teil b gilt dann fiir jeden Quader in R und somit (vgl. Be-
weis von Teil b) fiir jede Jordan—meBbare Menge M: |[UM| = a|M|. Es bleibt zu zeigen, daf
a = 1 gilt. dies erkennt man aber sofort bei Anwendung auf eine Kugel um 0, die unter U

auf sich abgebildet wird.

d) Dies ergibt sich durch Zusammensetzen der Teile a, b und c. |

Hilfssatz 8.11 a) Sei A C R™ eine offene Menge, Q C A ein Quader in R™, und
¢ A — R™ stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Inverser. Dann ist ¢(Q)

Jordan—mejbar mit

16(Q)] = /Q | det D(z)| da.

b) Dies gilt fiir jede Jordanmefbare Teilmeng C von A, d. h.:

(0] = [ 1aet Do@)|de, (0= [ Jaet Do)
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Beweis. Es geniigt offenbar, Teil a zu beweisen. ¢(Q) ist Jordan—mefibar, denn der Rand

von ¢(Q) besteht aus Hyperfldchenstiicken.

Nehmen wir an, da8 |¢(Q)| > [ | det D¢(z)| dz gilt. Dann gibt es ein € > 0 mit
Q

16(Q)] > /Q | det Dg(a)| dz + £]Q].

Durch Halbieren der Kantenldngen zerlegen wir ) in 2™ Quader. Unter diesen muf} einer

sein, wir bezeichnen ihn mit Q!, fiir den gilt

6@QY)] > / | det Dé(x)| e + €[ QY.

1

Iterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wir eine Folge (QF) von ineinander geschachtelten

Quadern, deren Kantenlinge das 2~%—fache der Kantenlinge von @ sind, mit

k 1
%Z@/Qk\dethb(x)\dx—i—a

fir £ € N. Da die QF einen gemeinsamen Punkt z( enthalten, o. E. kénnen wir annehmen,
dafl dieser gleich 0 ist, gilt mit L := Dg(0)

lim inf \qﬁ(Qk)\

1
> lim —k/ | det Do(z)|dr + e = |det L| +¢. (%)
k—oo |QF| Q*

Andererseits folgt aus der Differenzierbarkeit von ¢
|p(x) — ¢(0) — Lx| < |x|d(|z|) mit d(r) =0 firr —0 ()
(0.E. sei §(-) wachsend).

Sei Qg der Quader mit Zentrum 0, der durch entsprechende Verschiebung von ) entsteht,
Qo := LQoy, also nach Hilfssatz 8.10 Q| = |Qo| = \ég\/det L. Dann gibt es eine Folge (zy)

mit 2, € 27%Qy so, daB

Q" =z +27%Q
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gilt. Wegen 0 € QF gilt |x| < 27%d, also |z|d(z) < 27%d§(27%d), fiir alle z € QF. Mit
A :={x e R™:d(z, A) < e} folgt also aus (xx)

$(Q) = ol +27%Q0) C $(0) + Lay + (27%Qo)-,

= ¢(0) + Lzy + Tk@ﬂ)dé(z—kd),

also |p(QF)| < 2_km\(©0)d5(2_kd)\ und, wegen 6(r) — 0 fir r — 0,

k 9—km|( _ 0 _
[#(@Q5)] 27 Qaseral _ N @assaral

Q= 27mQo |Qol

Das ist ein Widerspruch zu (*).

Entsprechend zeigt man, daB |¢(Q)| < [|det D ¢(x)|dz nicht gelten kann. Hier wird
Q

benutzt
$(Q%) D ¢(0) + Ly, + (27°Q0) -, 16(QF) > 27" (Q0) _us2-ra)|

mit M_, :={z € R™ : d(z,R™\ M) > ¢}. ]

Beweis von Satz 8.8. Aus Hilfssatz 8.11b folgt die Behauptung fiir Treppenfunktionen:

LMWF;M%F;nAWwamm
Z/ o z))| det Do(z)| dz = /1( (z)| det D ()| dw

Daraus ergibt sich die Behauptung fiir beliebige Riemann—integrierbare Funktionen, da sie
sich zwischen Treppenfunktionen mit beliebig kleiner Integraldifferenz einschliefen lassen.
Insbesondere folgt die Integriebarkeit von f(¢(-))| det D(-)].

Aus der Integrierbarkeit von f o ¢|det D¢| folgt umgekehrt die Integrierbarkeit von f
wegen f(x) = f(¢(¢7"(x)))| det Dp(¢"(x))|| det Do~ ()]. u
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8.4 Polarkoordinaten

Wir wenden dieses Resultat nun auf Polarkoordinaten in R? undR3 an:

Beispiel 8.12 Polarkoordinaten in R?: Die Abbildung

é: [0,00) x [0,27) — R2,
¢(r,p) = (rcosp, rsinyp)

ist stetig differenzierbar mit

cose —rsing
singp rcose

Do(r,¢) = (
det Do(r, p) =rcos?p+rsin®p =r.

¢ ist offenbar surjektiv und mit der Jordan—Nullmenge
N:{(O,go):0§g0<27r}

ist ¢ auf (0,00) x [0,27) = [0,00) x [0,27) \ N injektiv.

Zum Beispiel bildet ¢ die Menge
A= {(r,gp): 0<r<R, 0§g0<27r}
auf die Kreisscheibe mit Radius R
B:KQ’R:{.CCERQi‘LC‘ SR}

ab. Also ist

/f(x)dx _ /f(rcosgp,rsingp)rd(r,gp)

K2,R A

R 27

= /r/f(rcosgp,rsingp)dgp dr.

0 0
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Ist f nur von r abhingig, f(z) = f(|#|) (sphiirisch symmetrisch), so folgt

R

R
- [rstoy - i

0

R
/ ldx—QW/rdr—sz
Ko r s

Damit ergibt sich fiir die Fldche der Kreisscheibe mit Radius r U
Beispiel 8.13 Polarkoordinaten in R?: Wir betrachten die Abbildung

¢ : [0,00) x [0,27) x [0, 7] — R3,
o(r,p,9) = (rcospsind, rsinpsind, rcos ).

Offenbar ist ¢ stetig differenzierbar mit

cospsingd —rsinpsind  rcosp cos
Do(r,p,9) = | sinpsind rcospsind rsinpcosd |

cos VY 0 —rsind

und durch Entwicklung nach der letzten Zeile
det Do(r, p,9) = cosd(—r?sin® psind cos — r? cos? p sin 1 cos )
— rsind(r cos? ¢ sin® ¥ + r sin? p sin® )
= —r?sindcos’ ¥ — r’sind¥sin®’¥ = —r?sind,

|det do(r, ¢, 9)] = r’sind.
¢ ist offenbar surjektiv, und mit der Jordan—Nullmenge

N = {(0,<p,q9): 0< ¢ <2m, 0319377}

U{(r,ap,O): 0<r < oo, 0§g0<27r}

U{(r,gp,w): 0<r< oo, 0§g0<27r}

ist ¢ auf [0,00) x [0,27) x [0,7] \ N injektiv. O
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Zum Beispiel bildet ¢ die Menge

A:{(T,sm?): 0<r<R, 0§g0<271’,0§19§7r}
auf die Kugel

B:K&R_{xeRg:\x\gR}

ab. Es ist also

| fe)as

Ks,r
= / f(rcos sin®d, rsin @ sind, r cos ¥)r? sin 9 d(r, @, 9)

R 2r

= /7'2//f(rcosapsim?,rsingpsinﬁ,rcosﬁ)sinﬁdﬁdgpdr.
0 0 0

Ist f nur von r abhingig, f(z) = f(|#|) (sphirisch symmetrisch), so folgt

™

R R
= [ r22n f(r) sinddd dr = 4r TQf(T) dr
[*=] /

R
4
/ 1dx = 471'/7’2(217’ = §7TR3
0

K3 r

und somit fiir das Volumen der Kugel mit Radius R. #

Beispiel 8.14 Wir wollen das Integral {iber einen Kegel K} der Hohe h iiber einem Kreis
mit Radius r berechnen:

K = {2eR:0<g<n\Jg+g<r—go}

= JzeR*:0<&<h 0< |G <r -8 ;
h

0< J61 < /(1 —&/h)? — & = 0(62,€) |
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Es ist also

r(1-¢€3/h)  po(€2,€3)
d.T — 9 9
/I<r,h f(z) / /r(l e /_g(&@) f(&1,82,&3) d§1 A6z dS3

h
= / / J(&1,62,&3) d(€1,62) dés
0 J{|(61,€2)I<r(1-€3/h)}

Ist f nur von o = |(£1, &)| abhingig, f(z) = f(|(&1,£2)]), so folgt (vgl. Beispiel 8.12)

h . h r(1—€s/h) _
—/0 /Kw(l_gs/h) F(I(&1, &2)]) d(&r, &) dés —/0 277/0 f(o)dodss.

Ist f nur von & abhingig, f(x) = f(&3), so folgt

= /Oh F(&) /Kz,r(l—gg/h) d(&1, &) dés = /Oh f(£3)7r7'2<1 - %)Qdfg.

Speziell erhalten wir fiir das Volumen des Kegels K, p

5_3 _ 1 5_33‘h 1 o
/rhldx /71'7' 1 dgg — g h(l h) o =zmrh.

Wie bei den vorhergehenden Beispielen kénnen wir eine Parameterdarstellung des Kegels

verwenden:

¢ :[0,2w) x [0,7] x [0, h] = R3,
¢<<p, 0,&) = (o(1 - %) cos p, o(1 — %) Sinso,f)-

Es gilt

det Dé(p, 06) = —o(1— é) sin” ¢ — o(1 — %)20082 ¢ =o(1- %)2,
21
KQ,rf(x)dx N / / / ) cosp, (1~ %)Sinw,f)g(l - %)Qd(% 0,€).
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Ist speziell f nur von £ abhingig, f(z) = f(£), so gilt

= m? [ O - )
0
1 €ah 1
Vol — ar?h(1- S 3‘ 2
olumen 37" ( h) . =37 h,

wie wir dies bereits oben erhalten hatten. Die Berechnung des Integrals {iber eine Funktion,

die nur von ¢ = [(&1, &2)| abhéngt, ist in dieser Darstellung nicht so einfach. O

8.5 Uneigentliche Integrale

Analog zu unseren Untersuchungen in R! definieren wir uneigentliche Integrale in R™: Das
Integral [ 4 f(z) dz heifit uneigentlich, wenn der Integrationsbereich und/oder die Funktion
f unbeschrénkt sind/ist. Das uneigentliche Integral wird als Limes von Integralen iiber be-
schrinkte Bereiche A, , auf denen f Riemann-integrierbar (also insbesondere beschrinkt)

ist, erkldrt; dabei muf} natiirlich der gesamte Integrationsbereich ausgeschopft werden:

A= U Ay, (evtl. bis auf Jordan—Nullmengen).

n

Die Folge (A;,) nennen wir eine Ausschopfung der Menge A.

Wir sagen, das uneigentliche Integral [, f(x)dz existiert, wenn lim, o fAn f(z) dz exi-

stiert (falls f das Vorzeichen wechselt, kann die Existenz von der Wahl der Ausschépfung
abhéngen; bei positiven (bzw.negativen) Funktionen ist dies nicht der Fall (Beweis!), und

nur diesen Fall werden wir im folgenden betrachten).

Beispiel 8.15 In R™ (m > 1) untersuchen wir das (fiir & > 0 bei z = 0 uneigentliche)
Integral

1

— dz acR).
[Gre (@e®)
Kgr
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Fiir A,, betrachten wir Kp \ K/, oder allgemein A. = Kp \ K, fir e — 0, d.h. wir haben
zu untersuchen

1
lim —

R
—dz = lim Fm/ pmolma gy
e—0 Kr\K. ‘.7,“ e—0 e

firm—a #0,

Inr firm-—-—a=0,

£

wobei F,,, die Oberfliche der Sphire mit Radius 1 in R™ ist. Der Limes existiert genau dann,

wenn m — « > 0 ist; dann gilt

1 F,,
/ ——dz = ———R™* fir a<m.
Kgr

|| m— o
Das uneigentliche Integral existiert genau dann, wenn o < m ist. O

Beispiel 8.16 In R™ (m > 1) untersuchen wir (bei co) das uneigentliche Integral

Fir A,, wihlen wir K,, \ Kr oder allgemeiner A; = K, \ K fiir s — 0o, d.h. wir haben zu

untersuchen
1 S
lim Tz dz = lim Fm/ rml-a s
5= Jg \Kp || 500 R
,,,m—a s f" 0
— irm—a #0,
= lim F,,
§—00 s .
Inr firm-a=0.
R

Dieser Limes existiert genau dann, wenn m — o < 0 ist; dann gilt

/ Ldac: Fm R™“ fir a>m.
R\ K g || a—m

Das uneigentliche Integral existiert genau dann, wen o > 0 ist. O
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8.6 Parameterabhingige Integrale und Zerlegung der Eins

Wir diskutieren die Frage der Differenzierbarkeit bzw. der Differentiation parameterabhéngi-
ger Integrale nach dem Parameter. Der Einfachheit halber werden wir nur Integrale beziiglich

einer Variablen betrachten.

Satz 8.17 (Differentiation parameterabhiingiger Integrale) Sei f : R? — R ste-

tig und besitze eine stetige partielle Ableitung nach der zweiten Variablen, g,h: R — R seien

stetig differenzierbar. Dann gilt:

b

mmE/mmm—jmmmm,

h(y) h(y)
wh%/mwwwwmmwm+/mmmm,

9(y) a(y)
q h(y) h(y)
@a@/mmw—wwwmw¢@mwm+/mmmm.
9(y) a(y)

Beweis. Zuniichst gilt offensichtlich nach dem Hauptsatz der Differential-und Integralrech-

nung

& [fene = 1y ()

und, durch explizite Berechnung der Differentialquotienten

z

d z
d—y/f(x,y)dx = }{L}r%% (f(z,y+h)— flz,y) dx

a

z y+h

1
= lim — D
hgr%)h// of(x,t) dt dx
a y
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y+h 2

%%E//Dgfxt )de dt = /Dgf(x,y)dx.

(a) Dies folgt aus (ii) mit z =b.

(b) Mit k(y) := (h(y),y), l(z,w):= [ f(z,w)dr folgt

= De(k(y)) Dk(y)

= ((Ditlh(y). v). Dat(h(y). ), (K5 (w) ks(v)) )
(mit (i) fiir D1¢ und (ii) fir Dof)

h(y)

= <(f(h(y),y), / sz(x,y)dx),(h’(y),l)>

h(y)

~ W0+ [ Dyt

(c) Wird analog zu (b) bewiesen.

(d) Mit der Zerlegung

h(y) c h(y)
9(v) 9(y) ¢
ergibt sich die Aussage (d) aus (b) und (c). |

Satz 8.18 (Zerlegung der Eins) Sei K C R™ kompakt, {O1,...,0,} eine Uberdeckung
von K aus (endlich vielen) Jordan—mef$baren offenen Mengen. Dann gibt es beliebig oft stetig
differenzierbare Funktionen @1, ..., pn(€ C5°(R™)) mit

Zn:gpj(x)—l fir zeK, pj(x) =0 fir x¢O;.
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(Das entsprechende gilt fiir eine unendliche, jedoch lokal endliche, Uberdeckung.)

Beweis. Fiir jedes 6 >0und j =1,...,n sei
O? = {x €0j:|lzr—y|>0d firalle ye Rm\Oj}

(das ist die Menge der Punkte von O;, die vom Rand von O; einen Abstand > ¢ haben).
Offenbar ist O? offen.

n
Es gibt eine > 0so,da8 K C O° := | 0325 gilt. Dies folgt leicht daraus, dal {O° : ¢ > 0}
j=1
eine offene Uberdeckung von K ist; es gibt also eine endliche Teiliiberdeckung {051, ..., 0%},
mit € := min{e; : j = 1,..., k} folgt die Behauptung.

Sei nun fiir jedes € > 0

1 y
e fir || < e,

0 fir |z| > €

ve(z) =

und ¢ so, daB} [ p.(z)dr =1 gilt. Fiir

X; = charakteristische Funktion von O5 (j=1,...,n),
n
Xo = charakteristische Funktion von R\ U 05
j=1

definieren wir

pj(x) = /%(w —y) x;(y) dy (1=0,1,...,n).

Dann gilt (vgl. Satz 8.17a)

1 in O3,
@; € CP(R™) mit @j(x) = fir j=1,...,n,
0 auBerhalb O;
n
1 inR™ | 0,
@o € C*°(R™) mit @o(z) = j=1
. | n 2
0 in O° =Uj; OF°.
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Also ist >, @(x) # 0 fiir alle z € R™. Definieren wir

pj(x) = {Z @k(x)} @j(x) fir j=1,...,n,
k=0

so folgt die Behauptung des Satzes. |

8.7 Ubungsaufgaben

8.1 Sei A C R™ beschrinkt, A" die Menge der Hiufungspunkte von A, A” die Menge der

Héufungspunkte von A’. Ist A” endlich, so ist A eine Jordan—Nullmenge.

8.2 In Fortsetzung von Aufgabe 8.1 sei AUt die Menge der Hiufungspunkte von A fiir
j>2.Ist A®) =0 fiir ein k € N, so ist A eine Jordan-Nullmenge.

8.3 Sei P ein reelles Polynom vom Grad r > 0 in m Variablen. Fiir jede kompakte Teilmenge
K CR™ und jedes A € R ist

M:={zxe K:P(x)= A}

eine Jordan—-Nullmenge.

Anleitung: O. E. A = 0, Induktion nach r, Induktionsverankerung r» = 1. Beim Indukti-

onsschritt ist (z. B.) zu zeigen:
a) No={z € K: P(z) =0, grad P(x) = 0} ist eine Jordan—Nullmenge.
b) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, daf
N, :={zx € K:P(z) =0, |grad P(z)| < ¢}
in der Vereinigung K. endlich vieler Intervalle mit Gesamtvolumen < ¢ enthalten ist.

c) NI :=Mn(K\K,) ist eine Vereinigung endlich vieler Hyperfliichen.

8.4 Man gebe eine Riemann—integrierbare Funktion an, deren Unstetigkeitspunkte keine

Jordan—Nullmenge bilden.
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8.5 Der Schwerpunkt eines homogenen Korpers B in R3 ist gegeben durch

%(/xd(x,y,z),/yd(x,y,z)a/Zd(x’y’z))’

B B

wobei Vi das Volumen des Korpers B ist. Man berechne den Schwerpunkt der oberen Halfte
der Einheitskugel.

8.6 Man bestimme den Schwerpunkt des Kegels iiber dem Halbkreis { (&1, &) : & > 0, €2 +
€2 < r} mit der Spitze in (0,0, h).

8.7 Man berechne das Volumen und den Schwerpunkt der oberen Hilfte des Ellipsoids
z
S+ 5+ 5 =1 (a,b,¢>0)

mit Hilfe der Transformation

xr=arsind¥cosy, y=>brsindsing, 2z =crcos?.

8.8 Man berechne

() A= /exp(—\x\Q)dx, (b) _ /exp(—tQ)dt.
R? e

Anleitung: Man zeige A = B2.

8.9 Man berechne

™ ™

/ /Smydy dx .
Y

0 T

8.10 1. Man skizziere die Archimedische Spirale
r(p)=¢ fir 0<p<2rm

(und mache insbesondere das Verhalten der Kurve im Nullpunkt deutlich).
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2. Man berechne die Fliche, die durch die Archimedische Spirale und das Intervall [0, 27]
auf der z—Achse begrenzt wird. Anleitung: Man kann das Flichenstiick als Bild des
Dreiecks ((0,0), (27,0), (27, 27) der (¢, r)-Ebene darstellen.

8.11 Fiir welche o, 8 € R, 8 < 1, existiert das Integral

/\x\_o‘ dz

A
mit A = {o €R™ 6 >1,8+...+&, <&

8.12 Ist f : R™ — R iiber jede kompakte Teilmenge von R™ \ {0} Riemann—integrierbar
(z.B. stetig in R™\ {0}), und gilt

a) |f(z)] < |z[7* mit @ < m, so existiert das uneigentliche Integral fKR f(z)dx und ist
unabhéngig von der Ausschépfung.

b) |f] < |z|7* mit a > m, so existiert das uneigentliche Integral me\KR f(z)dz und ist

unabhéngig von der Ausschépfung.

8.13 Man berechne den Schwerpunkt des Kegels iiber dem Halbkreis {(&1, &) € R? @ & >
0, €2 4 ¢€2 < r} mit Spitze in (0,0, h).

8.14 Fiir m > 3 sei

¢m 1 [0,00) x [0,27) x [0,7] x ...x [0,7] > R

-~

m—2 mal
P (r, 0,01, ..., Om—2) = (rcosgsind; ...sind,,_o, rsinpsindy . ..sintd,_o
rcostsinds...sindy,_a,...,7rcosVpy_3sin ¥y, o, rcos ¥py_2)

(m—dimensionale Polarkoordinaten).

a) ¢, ist surjektiv; die Einschrankung auf (0, 0co) x [0, 27) x (0,7) X ...x (0, 7) ist injektiv.

b) Fiir m = 4 berechne man die Funktionaldeterminante det D¢y (r, ¢, 91, 92).
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c) Mit dieser Parameterdarstellung berechne man das Volumen der Kugel mit Radius R

in R%.

8.15 Das Trdgheitsmoment eines Korpers K mit Dichte ¢ : K — R in bezug auf eine
Drehachse g ist Ty := [} o(z) d(x, g) dz, wobei d(z,g) der Abstand des Punktes z von der
Achse g ist.

Man berechne das Trégheitsmoment einer homogenen Kugel mit Dichte ¢ und Radius r

um eine Achse durch den Mittelpunkt.

8.16 Zwei gerade Kreiszylinder mit gleichem Radius R liegen so, dafl ihre Achsen sich
senkrecht schneiden. Man bestimme das Volumen der innerhalb beider Zylinder liegenden

Menge.

8.17 Sei A eine Jordan—mefbare Menge in RP*? (besonders interessant ist der Fall p = 1)
mit A C {(y,2) € RP x R? : y € @Q} fiir ein geeignetes Intervall  C RP. Die Schnitte
Ay :={z € R?: (y,z) € A} seien Jordan-mefbar in R?. Dann ist die Funktion @ — R,

y = |A,| integrierbar, und es gilt Cavalierisches Prinzip

1A —/ 1A, dy.
Q

Anleitung: Vgl. Satz 8.6
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9 Oberflichenintegrale; der allgemeine Satz von Stokes

Im folgenden definieren wir Integrale iiber Hyperflichen (insbesondere Kurven in R? und
Flichen in R3) und beweisen den grundlegenden Satz iiber den Zusammenhang zwischen
Volumen— und Oberflichenintegral ( in R! ist dies der Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung, der eine Beziehung zwischen dem Integral der Funktion f iiber ein Intervall
und den Randwerten einer Stammfunktion F' von f herstellt, bzw. zwischen den Randwerten

einer Funktion f und dem Integral der Ableitung f’ iiber das Intervall).

9.1 Oberflichenintegrale

Wir nehmen im folgenden zunéchst an, dafl eine Hyperfliche M beschrieben wird durch:
M = {x: (y,2):y € A,z:h(y)} (AcR™

mit einer stetig differenzierbaren Funktion
h:R™ 15 AR,

wobei es natiirlich keine Rolle spielt, da8 hier z(-) fiir die letzte Komponente steht.

Das Integral einer (zunichst stetigen) Funktion f : M — R iiber die Fliche M denken
wir uns, im Sinne von Riemannsummen, definiert als Grenzwert von Summen {iber Terme

der Form

(Fliche eines kleinen Fléchenstiicks in M) x

(Funktionswert von f in einem Punkt dieses Fléchenstiicks).

Es diirfte bequemer sein, dieses , Integral“als ein Integral iiber die ,,ebene“Fliache A, die Pro-

jektion von M auf R™~ !, zu definieren; dabei sind natiirlich die entsprechenden Flichenstiicke

mit einem Faktor, der die Neigung des Flichenstiicks auf M gegeniiber A beriicksichtigt, zu
multiplizieren: dieser Faktor ist nach Pythagoras (1 + | grad h(y)|?)'/2. Damit kommen wir

zu der Definition

| 1) dota) = [ hw) (14 eradn)P) s
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dabei soll ,, do(z)“ andeuten, dafl es sich um ein Oberflichenintegral handelt.

L&t sich M nicht als ganzes als Graph darstellen, so gehen wir zumindest davon aus, daf3
man M in kleinere Teile zerlegen kann, die sich als Graphen darstellen lassen, und definieren
das Integral stiickweise. (Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 6.6), in Verbindung
mit dem in 26.2 bewiesenen Satz von Heine-Borel, ist dies z. B. dann der Fall, wenn M mit

Hilfe einer stetig differenzierbaren Funktion g : R™ — R beschrieben wird durch
M = {x eR™:g(z) = 0} mit gradg(z) # 0 fir x € M.

Wie kann man nun das Oberflichenintegral berechnen, wenn M in einer beliebigen Para-

meterdarstellung gegeben ist?

Dazu betrachten wir zundchst die durch die Darstellung als Graph erzeugte spezielle

Parameterdarstellung von M

GRS AR, o(y) i= (1,0) = (m1y -1, b)),

Mit diesem ¢ gilt (einfache Rechnung!)

Dibily) - Dm1éaly coo
Do) = | f =l o . 1 |
Diédm(y) ... Dpm—16m(y) Dih(y) ... Dm_1h(y)

1+ | gradh(y)|* = 3072, [ det Dl (y)|? =: Gy(y)
mit
o) = (41, .- .,qAbj, ooy Om) (dasist (¢1,...,¢m) ohne j—te Komponente),
also

/Mf<x> do(z) = /A F(6)Go) /2 dy,

G(-) heifit die Gramsche Determinante von D¢. Diese Bezeichnung geht darauf zurtick, daf§
nach einem Satz der Linearen Algebra gilt (vgl. G. Fischer: Lineare Algebra, vieweg studium,

Grundkurs Mathematik; Determinanten—Multiplikationstheorem)

-----
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das ist die Gramsche Determinante der m Vektoren { D1¢(y), ..., Dn¢} vgl.z. B. B.Walter:
Analysis II, §8.8. Die folgenden Uberlegungen kénnten entsprechend mit dieser Darstellung

von Gy(-) durchgefiihrt werden. (Die Parameterdarstellung nennt man reguldr in y, wenn

Gg(y) # 0 ist; dies wird zunéchst keine Rolle spielen, vgl. auch Abschnitt 10.4)

Wir zeigen nun die Unabhéingigkeit des zuletzt angegebenen Integrals von der Wahl der
(stetig differenzierbaren) Parameterdarstellung. Da jede Darstellung als Graph als eine spe-
zielle Parameterdarstellung betrachtet werden kann, ergibt sich damit gleichzeitig die Un-

abhingigkeit der Integrale von der Wahl der Darstellung als Graph.

Satz 9.1 Sei M wie oben gegeben. Ist 1) : B — M(B C R™™ 1) eine beliebige stetig differen-

zierbare Parameterdarstellung von M, so gilt

/ f(z) do(x /f 1/2dz

Die angegebenen Formeln fiir das Oberflichenintegral liefern also fiir alle Darstellungen als

Graph bzw. fiir alle Parameterdarstellungen den gleichen Wert.

Beweis. Wie eben gezeigt wurde, gilt

/f ) do(z /f ()2 dy

(Substitution k = ¢ Lot : B— A; auf Grund der speziellen Struktur
von ¢ gilt offenbar k(y) = <w1(y), .. .,¢m_1(y)), d.h. k ist eine stetig

differenzierbare Variablentransformation)

= [ £(60:(2)) Galh(2)) "/ ot D(:)]
= [ swEn{ 3 (aet Do Ee) } et DR
_ /Bfw(z)){i(det Do) (k(2)) det Dk(z))z}l/zdz

(det DoY) (k(2)) det Dk(z) = det {D¢(j>(k(z)) Dk(z)}
= det D(¢) 0 k)(z) = det D(¢") 0 ¢ 0 4h)(2)



128 9 OBERFLACHENINTEGRALE; DER ALLGEMEINE SATZ VON STOKES

(qﬁ o ¢! o(z) ohne j-te Komponente)

D(qﬂ ) ohne j-te Komponente) = det Dy (2 ))

/Bfw {Jf; (det DyD(z }1/2 dz

~ [ f@E6u) e

womit die Behauptung bewiesen ist. |

Die Formel zur Berechnung von Oberflichenintegralen, die eine Darstellung von M als
Graph zu Grunde legt, ist in der Regel besonders einfach auszuwerten. Wir werden deshalb

im folgenden meist diese Darstellung benutzen.

Wir betrachten einige Beispiele. Zunichst in R?; Hyperflichen in R? sind natiirlich Kur-
ven. Ist eine Kurve I in R? als Graph dargestellt, z = h(y) fiir a < y < b, so erhalten wir mit

der ersten Definition

/f ) do(z /f ) ds(z /fy, (1) V1 + W ()? dy,

wihrend wir mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Parameterdarstellung ¢ : [a, b] — R?

aus der zweiten Darstellung erhalten

/f ) do(z /f VOO + b0 dt.

Beispiel 9.2 Fiir Kreislinie Sp, mit Radius » um 0

h:[—r,r] =R, h(y)=+/r2—2
f(z)do(z) = /r f<y’ 7’2—y2) 14 22/

S1,r —r
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Integration iiber f(-) = 1 liefert dies den Kreisumfang 2 7 r(r* — y?)~12dy = 777; es sei

dem Leser iiberlassen, die Integration auszufiihren, auf dem folgenden Weg geht es allerdings

einfacher.

Andererseits erhalten wir aus der Parameterdarstellung
¢:[0,27] = R, ¢(t) = (rcost,rsint), Gy(t) =r?,
von 51, fiir das Integral die Formel

27
f(z) do(z) = f(rcost,rsint)rdt.
S1,r 0

fiir den Kreisumfang f027r rdt = 2mr. O

Ist eine Fliche M in R? als Graph dargestellt, z = h(y) fiir y € A C R?, so erhalten wir

mit der ersten Definition

/ f(z) do(z / F(y, h(y))v/I & Di(y)® + Dahl(y)? dy.

Ist die Fliche M in einer beliebigen stetig differenzierbaren Parameterdarstellung ¢ : R? D

A — R3 gegeben, so erhalten wir aus der zweiten Definition

/f ) do(z /f ()2 dy

/ f(qb(y)){(qubl(y) Daga(y) — Da2g1(y) D1¢2(y))2
A

+ <D1¢2(y) Dep3(y) — Daga(y) D1¢3(y))2

+ (D163(4) D261 () — Dads () Dion(w))} .

Beispiel 9.3 Fiir das Integral iiber die Kugeloberfiiche Sz, mit Radius 7 um 0
h: Ky =R h(y) =£/12 = [yl?,

2
[ @t = [ o) e

/ (y, Vr? W) %dy

] /r{ (5 VP=ToR) 1 (0 =V =T s
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Integration iiber f(-) =1 liefert Kugeloberfliche 2 [ r(r? — |y|?) 12 dy.
Andererseits hat S>, die Parameterdarstellung

¢:[0,2n] x [0,7] = R3,  é(p,0) = <rcosg0sin19,rsingpsinﬁ,rcos 19)

mit der Gramschen Determinante

—rsin sin ¢ rcosgpcosﬁ) }2

Gt ) = {aer

. ’19 . ’19 2
—i—{det (rcosgosm 7 sin ¢ cos )}

0 —rsind

{ ( —7rsin? ) }2
det
—r s1ng0s1n19 7 Ccos @ cos ¥

rcosesing  rsingcost

4

= r*q(—sin 2 psin® cos ¥ — cos? gpsmﬁcosﬁ)

+ (— cos psin® 9)? (—singpsinQﬁ)z}

4

= 74 sin? 9 cos? ¥ + cos? @ sin? ¥ + sin? p sin 19}

{
= 7'4{ sin? ¥ cos® ¥ + sin® ¥ sin® 19} = rtsin®¥

(das ist vielleicht nicht ganz iiberraschend, vgl. Beispiel 8.13). Daraus ergibt sich fiir das
Integral tiber S,

27
f(z)do(x) = / f(rcos sin®d, rsin @ sin ¥, r cos ¥)r? sin 9 dy do.
52,1" 0 0

Fiir die Kugeloberflache folgt also fow f027r r2sind d¢ dd = 4nr2. O

Beispiel 9.4 Als weiteres Beispiel betrachten wir den Kegelmantel M, des Kegels der
Hohe h iiber dem Kreis mit Radius 7: Als Graph dargestellt haben wir (wobei, um eine

Verwechslung mit der Héhe h(-) zu vermeiden jetzt g(-) statt h benutzt wird)

h
g(y) =h— |yl fir y € R? mit |y| < r,

‘/Mr,h f(z)do(z) = /|y|<r f(y, h— ﬁ‘y‘) (1 n 2_2)1/2 N

m h
= h—;\y\) dy

y|<7’
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Speziell erhalten wir fiir die Oberfliche dieses Kegelmantels

\/r2 2
F(M,)) = / ldo(x)—ri—i_h/ 1dy
Mr,h r |

y|<r

/7T 112
B i sl 7r? = /12 + h2mr = nrL;

r

man beachte, daf§ hier L := +/r2 + h2 die Linge der Mantellinie ist wihrend 27r der Kreis-
umfang ist, d. h. es gilt Mantelfliche = % (Lénge der Mantellinie) x (Kreisumfang), wie man

dies aus der Elementargeometrie kennt.

Betrachtet man statt dessen die Parameterdarstellung

¢ :[0,7] x [0.27] = R®, ¢(0,9) = (0cosep, osing, h(1 — o/r))

mit

. 2 . 2 . 2
sin cos cosp —psin cosp —psin

Gylo,0)* = det( LA G TR OO et , voTesmy
—h/r 0 —h/r 0 sinp pcosy

h 2 h 2
= (—Q cos (p) + (g— sin (p) + 0%(cos? ¢ + sin? )
r r

= PREr 4 g? = L2022,

Also gilt

/Mmh f() do(z) = /0 ' /0 " H(6(0,9))Gylo, 9) dpdo
_ / ' / " locosg, osing, h(1— o/r) 2 dp o

Speziell fiir erhdlt man f =1

r 2
L
F(M,) = / / —ngo do = nrL.
0 Jo r

wieder die Oberfliche des Kegelmantels. (]
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9.2 Der allgemeine Satz von Stokes

Als Vorstufe fiir den allgemeinen Satz von Stokes beweisen wir den

Satz 9.5 Sei Q ein Intervall in R™,
Q:{xeRm:ajSfjgbjfﬁrjzl,...,m}.
Wir schreiben @ in der Form Q = A X [am, by,] mit
A:{yeRm_l ta; <n; < b filrjzl,...,m—l}.
Mit einer stetig differenzierbaren Funktion h: A — R sei
M := {(y,h(y)) ‘Y € A} und Q= {(y,im) €Q:ém = h(y)}-
a) Fir jedesy € A, d.h. (y,h(y)) € M, ist

n(y, h(y)) = i{l + | grad h(y)\Q}_I/2 (Dlh(y), <oy Di_1h(y), —1)

die beziiglich Q@ duflere Normale auf M im Punkt (y, h(y)).

b) Ist f: Q — R stetig differenzierbar mit f(x) =, 0 in der Nihe des Randes von @, so

gilt, wobei n;(-) die j—te Komponente von n(-) ist,

/QDjf(x)dx _ /M F@)ny (@) do(a) firj = 1,...,m.

(Das entsprechende Resultat gilt, wenn in der Darstellung von M die k—te Komponente (1 <
k < m) als Funktion der ibrigen m — 1 Komponenten aufgefafit wird.)

Beweis. O.E. betrachten wir nur den Fall, wo in der Definition von € das >-Zeichen und in
n(y, h(y)) das +—Zeichen stehen; der Leser fiithre selbst die Modifikationen fiir den anderen
Fall durch.
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a) Wir kénnen M auch schreiben in der Form

M = {(y,&n) € R™: g(y, &n) = 0} mit 9(y, &m) := h(y) — -

Dann wissen wir, daf}

gradg(y, h(y) = (Dih(y), - Dm-1h(y), 1)

die (nichtnormierte) Normale auf M im Punkt (y, h(y)) ist in die Richtung zeigt, wo g > 0
ist, d. h. &, < h(y); d.h. beziiglich Q nach auflen. Damit folgt die Aussage iiber n(y, h(y))

durch Normierung.

b) Es bleibt die Integralformel zu beweisen. Wir unterscheiden zwei Fille:

Jj=m:
| Dus(e) s - //h Do (3 6)dtdy = [ { F0) = £ 1)
(da f(y,t) =0 fiir ¢ nahe by,)
= —/f(y,h(y))dy
A
-1/ /
=~ [ $hw) {1+ lgradn) P} {1+ [radhw)l} " ay
A '
=—nm (y,M(y))
(nach Definition des Oberflichenintegrals)
= / f(z)nm,(x) do(x).
7 <m:

bm
| Dis@ra— [ | DSy

(Differentiation parameterabhingiger Integrale, Satz 8.17 )

bm
= [ {D [ st £ ) Do)}
A h(y)

(wegen A = A’ x [aj,b5], y= (¥, n;))

-/ / /h( £ ) dt oy ' + /A £y, h(y)) Dih(y) dy
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b b
- / { / ' by, t) dt — fy'a51) dt} dy'
A’ h(y’ ,b;) h(y',a;)
" /A £y, h(y)) Dih(y) dy

(ins erste Integral gehen nur Werte von f auf dem Rand von €2 ein)

~1/2 1/2
= 0+ [ 1.0 D {1+ |gradh)?) {1+ |pradh)?} " ay
—n; (9,h(v))
- / f(@)n; (@) do(x).
M
Damit ist die Formel fiir alle j bewiesen. |

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes und des Satzes von Heine-Borel (Satz 2.15) sind

wir nun in der Lage, den allgemeinen Satz von Stokes zu beweisen.

Satz 9.6 (Allgemeiner Stokesscher Satz) Sei Q eine beschrinkte offene Menge in
R™ mit stetig differenzierbarem Rand M = 0. Ist n(x) fir jedes x € M die beziiglich
Q duflere Normale auf M im Punkt x und f : QU M — R stetig differenzierbar, so gilt fiir

j=1,....,m
[ D@ = [ s v,

Beweis. Fiir jedes x € QU M sei Q, ein offenes Intervall so, daf3

entweder (), N M als Graph darstellbar ist,
oder Q. N M = (.

Dann ist {Q, : © € QU M} eine offene Uberdeckung der kompakten Menge Q U M. Also

geniigen endlich viele Q1 := Qg,, ..., Qn 1= Qz, um 2 zu iiberdecken.

{©1,...,pn} sei eine zur Uberdeckung {Q1, . .., Q,} gehorige Zerlegung der Eins (vgl.Satz
8.18 ). Dann gilt (wegen Y, px(z) =1 fiir alle z € QU M)

[ D= [ Dj(];goku)f(x))dx - | Dier@rsia)

(da @i f(z) = 0 auBerhalb von Q)

n

-3 /Q o, Dile@ )
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Wir untersuchen die einzelnen Integrale und unterscheiden dazu zwei Félle:

QrC N (d.h. QkﬂM:(D):

| Dia@ie)a= [ D)
QNQy Qk

B /% /: D;(pr(x) f(z)) d&; da’

.

= 0 (da ¢rf(z) =0 am Rand von Qy)

) {Spk(x/’ bj)f(x/’ bj) - Spk(x/a aj)f(x/a aj)} dz’
= /M () f(z)nj(z) do(z) (da pr(xz) =0 auf M).

Qx N M ist als Graph darstellbar: ein & als Funktion h der iibrigen m —1 Koordinaten; QN Qy
ist dann die Menge der Punkte aus Qr mit § > oder § < h(&1,...,&-1,&41, - -&m)): Mit
Satz 9.5 folgt also

| Die@f@)d= [ o) @il dofe)
QNQx QrNM
(da @g(z)f(z) = 0 am Rand von Q)

= /M oi(x) f(x)n;(z) do(x).

Insgesamt erhalten wir also

ADM@M—i

_Aﬁmmm@m,

n

DWWMW@—Z/mmmmmwm

QNQx 1M

womit der Satz bewiesen ist. [ |

Eine genaue Durchsicht der obigen Beweise zeigt, dafl die Aussage des allgmeinen Sto-
kesschen Satzes auch dann gilt, wenn der Rand von 2 gewissen Ecken und/oder Kanten hat.
Bei Bedard iiberlegt man das am besten fiir den Einzelfall, da es schwierig und auch nicht

lohnend ist, eine moglichst allgemeine Form des Satzes anzugeben.
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Als Anwendung betrachten wir den Auftrieb eines in eine inkompressible Fliissigkeit ein-
getauchten Korpers. Die physikalische Aussage, die wir dabei benutzen ist: in einer Tiefe ¢
unter der Oberfliche der Fliissigkeit herrscht ein Druck pro Flicheneinheit von to, wobei
o die Dichte der Fliissigkeit ist (und zwar ist dieser Druck unabhingig von der Lage des
Flichenstiicks). Dazu kommt natiirlich noch der evtl. an der Oberfliche herrschende Druck,
der aber, wie man leicht sieht, keinen Beitrag liefert; ebenso spielt es keine Rolle, wie tief der

Korper unter der Oberfléche ist, sofern er nur vollstindig eingetaucht ist.

Satz 9.7 Der Auftrieb eines (glatten) Korpers K in einem fliissigen oder gasformigen Me-
dium ist (unabhingig von der Form des Kdrpers und der Eintauchtiefe) gleich dem Gewicht
der durch den Korper verdringten Menge des Mediums; die Kraft wirkt senkrecht nach oben

(hat also keine horizontale Komponente).

Beweis. Wir gehen von der physikalischen Annahme aus, dafl die spezifische Dichte des
Mediums nur von &3 (der senkrechten Komponente) abhingt, o(x) = 9(£3) (bei einer inkom-

pressiblen Fliissigkeit hat man konstantes p, was den Beweis kaum vereinfacht).

Der Druck in einem Punkt mit 3—ter Komponente &3 ist also

0
p(x) = p(&s) = p(0) + /g a(t) dt.

In einem Punkt z der Oberfliche M des Korpers mit duerer Normale n(x) wirkt auf einer
Fliacheneinheit der Oberfliche also die die Kraft p(x)n(z). Damit folgt firr die j—te Kompo-

nente der insgesamt auf den Koérper wirkenden Kraft k:

kj = /M{—P(x)nj(x)} do(z) = — /M B(€3)nj(x) do(z)
(allg. Stokesscher Satz mit f(x) = p(x))

{—fKDjﬁ(fs)dx—O fiir j = 1,2,
— [ D3p(&3) dz = [ 6(&3) dz = G(K) fiir j =3

Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. |
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9.3 Integrale auf allgemeineren Mannigfaltigkeiten

Sei A C R* mit k < m eine offene Jordan-mefbare Teilmenge, ¢ : A — R™ stetig differen-

zierbar,

PUL-T8) (y) = (% (¥), - -a%(y)) 1<ji<jp<...<jp<m.

Dann ist die Gramsche Determinante von ¢ definiert durch

o 2
Go)= > (det Dglriil(y));
1<51<g2<...<Jp <m
es folgt wieder aus der Linearen Algebra, daf gilt (vgl. G. Fischer: Lineare Algebra; Determi-

nanten—Multiplikationstheorem)

Go(y) = det (((Di(y): Didy)))i-t.t)-

Ist Gg(y) # 0 fiir alle y € A, d.h. ¢ ist reguldr, so heifit das Bild M = ¢(A) eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit (allgemeiner ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ein Gebilde,
das stiickweise in dieser Form dargestellt werden kann; fiir die Parameterdarstellungen ¢, ¥
von zwei Teilstiicken mufl dann ¢! o v, dort wo es definiert ist [d.h. auf dem Schnitt der
Wertebereiche von ¢ und ] stetig differenzierbar sein mit det D(¢~! 04)(y) # 0, Vertrdglich-

keit der ,lokalen Karten“.) Das Integral einer (z.B. stetigen) Funktion auf M wird definiert
durch

/Mf<x> do(z) = /A F(6()Goly) "/ dy.

Der Faktor G (+)'/2 steht hier, weil er gleich dem Volumen des durch die Vektoren Dy ¢(-), .. .,
Dy.¢(+) aufgespannten Parallelflachs ist, dem differentiellen Bild des Einheitswiirfels im Punkt
y € A C RF. 6 Wie in Abschnitt 26.1 kann die Unabhingigkeit dieses Integrals von der

6Sind x1,...,zx linear unabhiingige Vektoren in R™, {ei1,...,ex} eine ONB in L{z1,...,zx}, z; =
Zle cjie; fiir j =1,...,k, so gilt fiir das Volumen V des durch zi,. ..,z aufgespannten Parallesflachs

c11 e Cik 5 Ci1 P Clk 5 C11 tee Ck1
v o= (det Do ):(det Do )(det Do

2
Ck1 -+ Ckk Ck1 *°+ Ckk Cik " Ckk)

) det(Zc:ucu ZCUCM)det<<m’m> <m17mk>).

' (Tr, ®1) o+ (Tk,Th)
Sewen Y CriChl
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Parameterdarstellung bewiesen werden.

Beispiel 9.8 Kurve in R™: In diesem Fall ist A ein Intervall [a, b] und

Go(y) = D &)

1<j<m

LS 1/2

[ st = [ 6w {>sw?)

Jj=1

Dies ist das bereits bekannte Integral {iber eine Kurve, vgl. S. 128. Fiir beliebige m hatten
wir das bisher nicht betrachtet, auler im Fall f = 1, wo wir die bereits bekannte Formel fiir

die Kurvenlinge erhalten (vgl. §22). O

9.4 Ubungsaufgaben

9.1 Man stelle die Oberfliche der Sphiire mit Radius r in R? in Polarkoordinaten dar und
berechne damit die Oberfliche (als Integral iiber die Funktion f =1).

9.2 Man berechne die Gramsche Determinante fiir die Polarkoordinatendarstellung der
Fléche

2 2 2

¢y z
AP
{@uer: 54045

9.3 Man berechne die Oberfliche der Einheitsspéhre in R* nach dem Vorbild von Beispiel
9.2 und 9.3.
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10 Die klassischen Integralsitze von (Gauf, Green und Stokes

10.1 Die Siatze von Gaufl und Green

Die beiden Sitze dieses Abschnitts sind einfache Folgerungen aus dem allgemeinen Satz von
Stokes. Es sei hier {2 eine offene Teilmenge von R™ mit einem stetig differenzierbaren Rand

M = 00 wie dies z.B. in Satz 9.6 vorausgesetzt wurde.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : Q@ — R™ ist die Divergenz definiert durch
m
div f(x) :== Z D;fi(x).
j=1

Der folgende Satz liefert eine anschauliche physikalische Deutung der Divergenz.

Satz 10.1 (Gaufischer Divergenzsatz) Sei Q C R™ offen mit stetig differenzierbarem
Rand M; fir jedes x € M sei n(zx) die normierte beziiglich Q dufere Normale auf M im
Punkt x. Dann gilt

[ div ey e = [(4(@),n(a)) dofo).

Q M

Bemerkung 10.2 a) Dieser Satz stellt offenbar die direkte Verallgemeinerung des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung in R! auf den R™ dar (fiir ein Intervall [a, b]
zeigt die duBere Normale n(z) in a nach links, in b nach rechts, ist also in a negativ, in b

positiv).

b) Fait man das Vektorfeld f als Geschwindigkeitsfeld einer Stromung in R™ auf, so gibt
offenbar (f(z),n(z)) den Fluf pro Flicheneinheit durch ein ,kleines* Fléchenstiick von M
um den Punkt z von € nach R™\Q an. Das Integral auf der rechten Seite gibt also den
gesamten FluBl von  durch M nach R™\Q an. Da dies entsprechend fiir Teilgebiete von 2
gilt, kann (nach Grenziibergang fiir immer kleinere Volumina) div f(z) als Quellendichte des

Vektorfeldes f aufgefait werden; das Integral auf der linken Seite stellt dann die gesamte
Quellenstdrke des Vektorfeldes f in 2 dar.
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Beweis von Satz10.1. Durch Anwendung von Satz 9.6 auf f; statt f erhalten wir

/dwf )dz = Z/ij )dz = Z/fj z)n;j(z) do(x)

J=1q J=1;

|3 o) dote) = [ (7(2),n(z) dofa),

M =1 M

was zu beweisen war. [}

Beispiel 10.3 In R™ betrachten wir das Vektorfeld
f:R™ =S R™  f(zx) ==

Dann gilt

div f(z ZDxJ ilzm
j=1

Waihlen wir z.B.

Q = K, » Kugel mit Radius » um 0,
M = S,,—1, Sphére mit Radius r um 0,

so folgt fiir V(K,,,) = Volumen von K,,, und O(S,,_1,) = Oberfliche von S,,_1, aus
obigem Satz mit f(z) =z

V() = [ ma= [dvi@a= [ (1)) v

Km,r Km,r Sm—lﬂ"

= / rdo(x) = rO(Sm-1r)-

Sm—l,r
Dies bestétigt insbesondere die folgenden bekannten Formeln:

m=2 V(Ky,)=mnr} O(S,)=2nr.

4
m=3: V(Ks3,) = 5777'3, O(Sy . )4mr?.
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Als weiteres Beispiel betrachten wir

m = 4: Nach unserer Regel iiber iterative Integration (Satz 8.4 )gilt

T

V(Ky,) = /ldx—/ / 1dx/dt_/V<K37(r2_t2)1/2) dt
—-r K

-r
Ky, 3,(r2—2)1/2

T

4
— §7T /(7'2 — t2)3/2 de.

-

Mit der Substitution

= SO(T) mit (Y2 [—g, gi| — R, QO(T) = TSinT, SOI(T) = rCcosST
erhalten wir also *
/2
4
V(Ksr) = 5777'4 / cost T dr
—7/2
4 4{(1 3 +3 ) +3}7r/2
= = - — in —
37rr 4cos T 8cos7' sinT 8T a2

4 y3m 3my 1 5y
B 3FT{82+82}_27TT'

Mit obiger Formel ergibt sich daraus (vgl. auch Aufgabe 9.3)

4
O(Ss,) = ;V(KM) = 2723,

"Dabei benutzen wir
/COS4TdT: /cos3 cosrdr:cos?’rsinr+3/cos2rsin2rdr
3 . 2 4

= cos Tsmr—l—3/cos TdT—3/COS Tdr
1 . 3

= Zcos?’rsmr—l— Z/cos2rd7'

= 1cos?’TsinT—l—écosrsinr—l—ésin27'd7'

T4 4 4
1 . 3 . 3 3

= Zcosgrsmr—l— Zcosrsmr—l—z/ld —Z/cos2rd7'

= 1cos‘°’7'sin7'—|—§cos7'sin7'—|—§7'
T4 8 8
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Formeln fiir Volumen der Kugeln und Oberflichen der Sphéren beliebiger Dimension findet

man z. B. in O.Forster: Analysis 3, Beispiel 5.7. O

Der folgende Satz ist besonders niitzlich beim Umgang mit dem Laplaceschen Differenti-

alausdruck A =300, Djz.

Satz 10.4 (Greensche Formel) Seien Q C R™ offen mit stetig differenzierbarem Rand
M, f,g: QUM — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

[ {f@29(2) - (a1@)g(a) s

Q
— /M{f(x)<grad g9(z), n(x)> - g(w)<grad f(z), n($)>} d(z).

(Dabei ist (gradh(z),n(x)) =:,0h(x)/On(x)“ fir x € M die Richtungsableitung von h in
Richtung der duferen Normalen auf M, kurz die Normalableitung von h auf M.)

Bemerkung 10.5 Dieses Resultat entspricht der 1-dimensionalen Formel

Beweis von Satz 10.4. Mit Hilfe des Divergenzsatzes (Satz 10.1) folgt

[ {#@29(2) - (a1@)g(a) s

Q
= /div {f(x) gradg(z) — g(z) gradf(ac)} dr
Q
= / {<f(x) grad g(z), n(ac)> — <g($) grad f(x), n($)>} do(z).
Das ist die gewiinschte Gleichung. |

Besonders wichtig ist der folgende Spezialfall der Greenschen Formel:
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Korollar 10.6 Sind f und g wie im Satz 10.4 und gilt auflerdem f(z) = g(x) = 0 auf M
(oder f(x) =0 und grad f(z) = 0, oder g(z) = 0 und gradg(xz) =0), so folgt

[ {#@29() - g@)as@) as—o.

Q

10.2 Der klassische Satz von Stokes in der Ebene

Wir beweisen hier zuniichst den klassischen Stokesschen Satz im Spezialfall der Ebene R2.

Den entsprechenden Satz im Raum R? werden wir im folgenden Abschnitt beweisen.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f :  — R? (2 C R?) definieren wir die Rotation
rot f(z) := D1 fo(z) — D2 f1().

(Wiirde man f als Vektorfeld in R? betrachten, das nicht von &3 abhiingt mit f3(z) = 0, so
wire dies gerade die dritte Komponente der Rotation von f, vgl. Abschnitt 10.3; allerdings

wéren in diesem Fall die anderen beiden Komponenten gleich Null.)

Satz 10.7 (Stokesscher Satz in der Ebene) Sei Q) ein Gebiet in R? stetig differen-
zierbarer Randkurve M = T, die so orientiert sei, daff Q links von I' liegt (Umlauf um Q
entgegen dem Uhrzeigersinn; mathematisch positiv) v : [a, b] — R2, y(a) = v(b).

Ist f : QUT — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so gilt

b
[rotf@)as = [ 7wy dgr + fao) e = [{16:0)70))

Q

Beweis. Mit dem GauBschen Satz (angewandt auf fo mit 7 = 1 und auf f; mit j = 2)

erhalten wir

/fOtf(UC)dx = /(lez(x)— D2f1(x)) dz
Q

Q

_ / {h@)n(@) - fil)na(@) } dofa)

M
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= [ {000, ()i

M

b

= [{(50@)126@). (= 6 ©)m60)) O] d

a

Der Vektor (—mna(x),ni(x)) entsteht aus dem duBeren Normalenvektor n(z) = (n1(z), na(z))

durch Drehung um 90° = 7/2 entgegen dem Uhrzeigersinn, ndmlich durch Anwenden der

Matrix
0 -1 _ [ cos 5 —sing
1 0 sin % cos % '

Also ist ( — na(z),n1(x)) der Tangentialvektor im Punkt z an die Kurve I', und zwar in

Richtung der Orientierung von I'. Folglich kénnen wir wie folgt weiterrechnen:

b b
= [ (0w QEQ‘ Mol = [ {fo),@) d.
Das ist die behauptete Gleichung. .

Betrachtet man speziell ein Vektorfeld f mit rot f(z) = 1, z.B. f(z) = (—£2,0) oder
(0,&1) oder %(—fg, &1), so liefert der obige Satz eine Formel fiir die Fldche, ausgedriickt durch
das Kurvenintegral von f tiber die Randkurve (vgl. Aufgabe 10.3).

10.3 Der klassische Satz von Stokes im R3

Wir denken uns jetzt eine (,krumme“) Fliche F in R® dargestellt als Graph iiber einem
ebenen Flichenstiick F im R2. Den allgemeinsten interessierenden Fall kann man sich aus
solchen Flichenstiicken zusammengesetzt denken (dopelt auftretende Kurvenstiicke heben
sich dabei im Integral weg, da sie in unterschiedlichen Richtungen durchlaufen werden). Sei

also

F={(&&h6,6) eR: (61,6) € P
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mit einer stetig differenzierbaren Funktion h : F — R. T sei die Randkurve von F', 5 : [a, b] —

R2, wobei F' wieder links von r liege. Dann ist die Randkurve I' von F' gegeben durch

vila, bl > B (1) = (50, h(G0)).

Weiter sei n(z) die beziiglich {3 nach oben zeigende Normale auf F' im Punkt z € F. (Damit

kann die ,,Orientierung“der Fliche F' und der Randkurve I" auch ohne Bezug auf Fund T wie
folgt beschrieben werden. Schreitet man aufrecht im Sinne der Normalen n(z) in Richtung
der Kurve I" voran, so liegt F' links. So verstanden darf n(z) auch nach unten zeigen; dann

wére auch die Orientierung der Randkurve zu &ndern.)

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : A — R3 sei die Rotation von f definiert
durch

rot () = ( Dafs(x) = Dsfo(x), Dafi(x) = Difs(), Difa(e) = Dafi(a)).

Wie schon oben angemerkt, entspricht die dritte Komponente gerade der Rotation in R2. Mit

diesen Vereinbarungen gilt

Satz 10.8 (Stokesscher Integralsatz in R® ) Seien F' und T wie oben, f : FUT — R?
stetig differenzierbar (d.h. f ist auf einer offenen R3-Umgebung von F UT stetig differen-

zierbar). Dann gilt

/<rotf(x),n(ac)>do(x) = /f1($) dé1 + fo(z) d§2 + f3(x) dés

F

= [{sam)w)a.

a

(Im Beweis tauchen an einer Stelle zweite Ableitungen von h auf, d.h. es wird eigentlich
benutzt, daff h zweimal stetig differenzierbar ist. Durch geeignete Approximation folgt die

Aussage aber auch fiir stetig differenzierbares h.)

Beweis. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

[ {rern.v) a

T
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b
= [ {#(30:bG(2), (310 34(0), Dib(3(©)7(6) + Dab(Ge)35(0)) ) e
b

I
Q\
=
=
/N
3
—~
o~
S~—
>
—
2
—~
o~
SN—
N—
"
N
—_~
—~
o~
S~—
+
e
/N
3
—~
=
>
—
2
—~
o~
=
N
"
N
N~
—~
o~
=

(Satz von Stokes in der Ebene)

_ / rot k(€1 &) (€1, &)

F

— /{%(fg(fl,éz,h(fhiz))+fg(fl,fz,h(fl,fz))D2h(51’52))

7
_9

<f1(£1, 2, h(1,62)) + f3(&1, &2, h(&1, &2)) Dih(&y, 52)) } d(&1, &)
082

= /{D1f2(£1,52,h(€1,52)) + D3 fa(&1, &2, h(&1,&2)) Dih(€1,62)
F

+D1f3(61, €2, h(§1,€2)) D2h(&1, &2)

+Dsf3(&1, &2, (&1, €2)) Dih(&1, &2) Doh (&1, €2) (*)
+f3(&1, &2, h(&1, €2)) Di Dah(&1, &2) (t)
—Daf1(&1, &2, (&1, &2)) — Dsfi(&rs &2, M1, €2)) Dah(&, &2)
—Dafs(61, &2, h(&1,€2)) Dih(&1, &2)

— Dsf3(&1, &2, h(&1, &2)) D2h(&r, §2) Dih(&1, &2) (*)

~ folErs €2, h(£162)) Dy D1h<51,52>}d<51,52> 0
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(die Zeilen mit (%) bzw. (f) heben sich weg)

_ /{Oxﬁ@@zm&&»—Dﬁﬁh&h@fm)4

F

- ( D2f3(£1a 525 h(fla 52)) - D3f2(£1a 525 h(fla 52))) Dlh(éla 52)

~(Dafu(6r, €2, (61,62) — Difal6r, 2,61, 2))) DahlEr, &) | dler &)

= [ {rotf(er, o er, &), (- Dab(er, €0, ~ Duh(6r, €2, 1) dn,

F
(wegen M = {z e R3: g(z) := & — h(£1, &) = 0} ist

(= Dih(€1, &), ~ Doh(€1, ), 1) = V1 + [ gradh(€r, &)Pn(Er, &2, b6, €2)) )

= / <I‘Ot f(fla 525 h(fla 52))’ n(éla 525 h(fla 52))>\/1 + ‘ gradh(éla 52)‘2 d(fl, 52)

F

— /<rotf(x),n($)>d0($)a

F

womit der Satz bewiesen ist. [ |

Bemerkung 10.9 Das Kurvenintegral iiber die (geschlossene) Randkurve I" von F' liefert
die Arbeit die geleistet wird, wenn sich ein Kérper unter Einwirkung des Kraftfeldes f langs
I" bewegt; man nennt dieses Integral die Zirkulation des Feldes f ldngs der geschlossenen
Kurve I'. Der Stokessche Satz besagt, dafl die Zirkulation von f lings I' gleich dem Fluf3
des Feldes rot f durch die Fliche F' ist. Da der Stokessche Satz auch fiir alle Teilstiicke

von F' entsprechend gilt, kann man rot f(-) als die Wirbeldichte (Zirkulationsdichte) von f

bezeichnen.

10.4 Wegunabhingigkeit von Kurvenintegralen

Uber das Resultat von Satz 5.8 hinaus (Wegunabhiingigkeit des Kurvenintegrals genau dann,
wenn das Vektorfeld ein Gradientenfeld ist) beweisen wir hier zwei weitere Kriterien fiir die
Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals eines Vektorfeldes, die i.allg. wesentlich einfacher zu
verifizieren sind. Wir betrachten zunichst Vektorfelder im gesamten Raum R™ (m = 2,3)

und weiter unten auf gewissen Teilmengen; abschlieBend werden wir dann den Fall beliebiger

Dimension m > 2 betrachten.
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Satz 10.10 Sei f : R™ — R™ (m = 2 oder 3) stetig differenzierbar. Das Kurvenintegral

von f ist genau dann wegunabhingig, wenn gilt rot f(z) = 0.

Beweis. =: Ist das Kurvenintegral von f wegunabhéngig, so wissen wir aus Satz 5.8, daf} gilt
f(z) = grad V (z) mit einer stetig differenzierbaren Funktion V : R™ — R (Potential von f).
Da f selbst wieder stetig differenzierbar ist, ist V' tatsdchlich zweimal stetig differenzierbar

und man rechnet leicht nach (im Fall m = 2 steht hier nur die dritte Komponente)
rot f(z) = rotgradV(z)
= <(D2 D3 — D3D2)V(x), (D3 Dy — Dy D3)V(z), (Dy D2 — Dy Dl)V(x))
= 0.

<: Wir nehmen an, daf rot f(z) = 0 gilt. Seien ; zweimal stetig differenzierbare Parame-

terdarstellungen von I'; wegen (i = 1,2) mit gleichen Anfangs— und Endpunkten,

¢(s,t) := (L= s)m(t) + s72(0).

Offenbar ist ¢ stetig differenzierbar mit ¢(0,¢) = v1(¢) und ¢(1,t) = y2(t). Wir kénnen ¢ als
Parameterdarstellung einer Flache F' in R3 auffassen, deren Rand T" gleich I'; — 'y ist (damit

ist die Orientierung von F', und somit die Normale n(-), festgelegt). Also gilt

/_/in:fj(x)dfj _/...—/<rotf(x),n(ac)>do(x) =0,

AT

da rot f(z) verschwindet. [ |

Im folgenden sei 2 C R™ offen. Wir nennen zwei stetig differenzerbare Kurven I'y und
T’y in 2 homotop beziiglich 2, wenn sie gleiche Anfangs— und Endpunkte haben und wenn es

eine stetig differenzierbare Funktion
¢ :[0,1] X [a,b] = Q

gibt mit ¢(s, a) = vi(a), ¢(s,b) = 7;(b) fiir alle s und

y(:) = ¢(0,-) ist eine Parameterdarstellung von I'y,

v2(-) = &(1,-) ist eine Parameterdarstellung von I'y.
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In diesem Sinne haben wir im Beweis des obigen Satzes gezeigt, dafl beziiglich Q) = R™ alle

Wege mit gleichen Anfangs— und Endpunkten homotop sind.

Eine offene Teilmenge 2 C R™ heifit einfach zusammenhdingend, wenn zwei beliebige ste-
tig differenzierbare Kurven in (2 mit gleichen Anfangs— und Endpunkten beziiglich 2 homotop
sind (d. h., wenn man die eine Kurve durch ,glattes Verbiegen“in die andere iiberfiihren kann,

ohne dabei Q zu verlassen und Anfangs— und Endpunkte zu verschieben).

Satz 10.11 Sei m = 2 oder 3 und Q C R™ offen und einfach zusammenhdingend, f :
Q — R™ stetig differenzierbar. Dann gilt: Das Kurvenintegral von f ist in ) genau dann

wegunabhdngig, wenn gilt rot f(x) = 0 fiir alle = € Q.

Beweis. =: wie oben (fiir diese Richtung wird ,einfach zusammenhéngend“ nicht benutzt).

<: L#uft ebenfalls wie oben, wenn man fiir ¢ die durch die Homotopie der beiden Wege

gegebene Funktion verwendet. |

Ein vollig entsprechendes Resultat kann elementar mit nur wenig mehr Aufwand fiir
beliebige Dimension, sogar ohne Verwendung des Satzes von Stokes, direkt bewiesen werden;
dabei werden die Resultate dieses und des vorhergehenden Kapitels nicht ben6tigt. Aufler
Kenntnisse iiber Kurvenintegrale wird nur die Differentiation parameterabhéngiger Integrale

benotigt.

Satz 10.12 Sei Q € R™ offen und einfach zusammenhdingend, f :  — R™ stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt: f ist genau dann ein Gradientenfeld (und somit das Kurvenintegral

wegunabhdngig), wenn die folgende Integrabilitdtsbedingung erfillt ist:

0

0
v 8§f() foj = =—fi(z) firj,k=1,...,m, x € A.

0¢;

Beweis. a) Sei zg € Q und K(zg,79) eine offene Kugel um z, die ganz in Q liegt. Wenn
f tatséchlich der Gradient eines Potentials V' ist, dann muf} sich V' bei vorgegebenem Wert
V(zg) durch das Kurvenintegral von f léings einer beliebigen Kurve von zp nach z in Q
berechnen lassen. Wir definieren deshalb V' : K (zg, ro) — R durch

1 m

/ (zo + t( x—xo)),x—xo>dt—/2fj($o +t(z — 20)) (&5 — &o,5) dt
0

0 J=1
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d.h. V(z) ist das Kurvenintegral von f (dessen Wegunabhingigkeit wir noch nicht kennen)
iiber die geradlinige Verbindung von zp nach z. V ist offensichtlich stetig auf K (x¢,r) und

nach Satz 8.17a (Differentiation parameterabhéngiger Integrale) gilt

J=1

v = | { Sty + tz — 20)) (& — o) + fulo + 1 — xo>>} d
0

(Integrabilitdtsbedingung: f;r = fr.;)

= / {thk,j(xg +t(z — 20)) (& — o,5) + fru(xo +t(x — 900))} de
o =l

{t< grad fr.(zo + t(z — x0)),x — x0> + fr(zo + t(x — .CC()))} dt

Il
o

= /%{tfk(xg—i—t(x—ﬁco))}dt
0
— {tfk(xo +t(x—x0))}‘l:; = fi(z).

Also ist V' auf K(zg, o) ein Potential von f; nach Satz 5.8

b) Wir zeigen nun, dafl das Kurvenintegral von f iiber geschlossene Kurven in 2 ver-
schwindet (d.h. es ist in © wegunabhingig): Sei I' eine beliebige geschlossene Kurve in Q. Da
Q einfach zusammenhingend ist, gibt es eine glatte Fliche M in 2, deren Randkurve I' ist
(man kann sich M als das Gebilde vorstellen, auf dem I" stetig differenzierbar zu einem Punkt
zusammengezogen werden kann, ohne dabei €2 zu verlassen). Nun denken wir uns die Fliche
M in so kleine ,,Dreiecke“ zerlegt, dafl jedes dieser ,,Dreiecke® in einer Kugel enthalten ist,
die ganz in 2 liegt. Nach Teil a verschwinden die Kurvenintegrale iiber jedes dieser Dreiecke.
Also verschwindet auch das Integral iiber I' (da sich I' als Summe iiber alle , Dreieckswege*
auffassen l&8t, wobei alle innerhalb I' liegenden Strecken in beiden Richtungen durchlaufen

werden, sich also wegheben). u
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10.5 Ubungsaufgaben

10.1 Sei S die Oberfliiche der Kugel mit Radius R um den Nullpunkt in R3, n(z) die duBere

Normale von S in z. Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

(6.8 00wt

S
Ergebnis: %T(RS.
10.2 Mit Hilfe des Stokes‘schen Satzes berechne man das Kurvenintegral von
k(z) = (252, —251,2515:3)

iiber die Kurve v : [0, 27] — R3, ¢+ (cost,sint, 5).

Ergebnis: —8.

10.3 1. Sei Q ein Gebiet in der Ebene, v die Randkurve von € (so, da§  links von ~
liegt), v : [a,b] — R?. Dann ist die Fliche F(£2) des Gebietes Q gleich der Hélfte des
Kurvenintegrals des Vektorfeldes k(z,y) = (—y, z) iiber v, d. h.

1 1 p
5 [Faaa = [{Cnbmo). /o)

¥ a

F(Q)

2. Man berechne die Flidche unter einer Periode der Zykloide (vgl. § 5 der Vorlesung).
Ergebnis: 37.
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