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1 Metrische Riaume und Topologie

1.1 Metrische Riaume

Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — [0, 00) heifit eine Metrik (Abstands-

funktion) auf X, wenn gilt
(M1) d(z,y) =0 z =y (Positivitit),
(M2) d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X (Symmetrie),
(M3)  d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2) fir alle z,y,z € X (Dreiecksungleichung).

(X,d), die Menge X versehen mit einer Metrik d, heifit ein metrischer Raum.

Beispiel 1.1 Sei X = R™ oder X eine Teilmenge von R™ (m € N).

m 1/p
x~—y~p} fir 1 <p < oo,
e = L5 vl
max{|z; —y;|:j=1,...,m} firp=oo.

Es ist offensichtlich, daf die d,, die Eigenschaften (M1) und (M2) erfiillen. Fiir p = 1, 2
und oo ist auch (M3) leicht zu beweisen:

p=1di(z,2) =37 [z; — 2| <305 {lzj —yi| + ly; — 1} = di(z, y) + di(y, 2).

p = 2: Es gilt do(z,y) = |z — y|, wobei | - | die euklidische Norm in R™ ist; mit der
Dreiecksungleichung fiir | - | folgt

do(z,2) = |z — 2| < |z —y| + |y — 2| = da(z,y) + da(y, 2).

p=00: dool(z,2) max{|z; —z;| : j=1,...,m}

IN

max{|z; —y;| + |y; — 2| :7=1,...,m}

IN

max{|z; —y;| :j=1,....m}+max{ly; — 2| : j=1,...,m}
= doo(T,y) + doo(y, 2).
Den Beweis von (M3) fiir 1 < p < 2 und 2 < p < oo wollen wir hier iibergehen; er

wird in § 4 (im Zusammenhang mit der Untersuchung der ¢,-Rdume) nachgeholt, vgl.
Aufgabe 4.9. O
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Beispiel 1.2 Sei X eine beliebige Menge. Durch

0 firz =y,
d(z,y) =
(zy) {1 fir x #y
ist eine Metrik auf X definiert, die diskrete Metrik. O

Satz 1.3 a) Istd eine Metrik auf X, f: [0,00) — [0, 00) zweimal stetig differen-

zierbar mit
f(0)=0,f(s)>0 wund [f"(s)<0 fir s>0
(es geniigt auch: f(0) =0, f'(s) >0) und f’ fallend fir alle s > 0), so ist

e(z,y) = fld(z,y))
ebenfalls eine Metrik auf X.

b) Ist d eine Metrik auf X, so ist auch

_ _d(zy)
e(x,y) := T dy)

eine Metrik auf X (man beachte, daff gilt e(x.y) < 1 fir alle z,y € X ).

Bewets. a) (M1): Wegen f(s) > 0 fiir s > 0 gilt e(z,y) = 0 genau dann, wenn

d(z,y) = 0 gilt, also genau dann, wenn z = y gilt.
(M2) ist offensichtlich.

(M3) Mit Hilfe der Eigenschaften von d und f folgt

e(r,2) = fld(z,2)) < fld(z,y) +d(y, 2))

d(z,y)+d(y,z) d(y,z)
— fd(z,y) + / F(6)dt < fld(z,y)) + / 7(t) dt
d(z,y) 0

= fld(z,y)) + fd(y, 2)) = e(x,y) + e(y, 2).

b) folgt offenbar aus Teil a. |
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1.2 Topologie

Sei X eine Menge. Eine Topologie T auf X ist eine Familie von Teilmengen von X mit

den Eigenschaften
(T1) 0T und X € T,

(T2) der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus 7T ist wieder aus T,

(T3) die Vereinigung von beliebig vielen Mengen aus 7T ist wieder aus 7.

Die Mengen aus 7 werden als die, beziiglich der Topologie T, offenen Mengen be-
zeichnet. (X;7), die Menge X versehen mit der Topologie T, heiit ein topologischer

Raum.

Besonders einfach ist es, mit Hilfe einer Metrik eine Topologie zu erzeugen. Dazu

definieren wir in einem metrischen Raum (X, d) zunéchst die Mengen
K(.’L"E) = Kd(x75) = {y €X: d(l‘,y) < 5}7
F(x75) = Fd(x75) = {y €X: d(l‘,y) < 5};

sie heiflen die ,, offenen” bzw.  abgeschlossenen® e—Kugeln um x (wir werden sehen, daf
diese Kugeln beziiglich der durch die Metrik d erzeugten Topologie tatséchlich offen

bzw. abgeschlossen sind).

Die durch die Metrik d erzeugte Topologie Ty wird definiert durch:
A€ Ty < zujedem z € A existiert ein € > 0 mit K(x,e) C A.
Wegen K (z,0) C K(z,¢) fiir § < ¢ kann in dieser Definition K (z,¢) durch K(z,¢)
ersetzt werden.

Sei ¢ > 0. Fiir jedes y € K(x,¢) und jedes n < e — d(z,y) gilt K(y,n) C K(z,¢).
Also ist K(z,¢) aus T3, d.h. K(z,¢) ist tatséchlich offen beziiglich 7. Dies gilt auch
fir e =0, da K(z,0) = 0 gilt.

Zwei Metriken d und e auf X heiflen dquivalent, wenn sie die gleiche Topologie
erzeugen. Sie heiflen gleichmdafig dquivalent (bzw. uniform dquivalent), wenn ein ¢ > 0

existiert mit

1
—d(z,y) <e(z,y) < cd(z,y) fir alle z,y € X.
c
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Satz 1.4 a) Seid eine Metrik auf X, e eine gemdfy Satz 1.3 erzeugte Metrik (d. h.
e= f(d), 2. B. e=d/(1+d)), so sind d und e &quivalent,

b) Die Metriken d, (1 <p < oo) auf R™ (vgl. Beispiel 1.1) sind dquvivalent.

Beweis. a) Dies folgt unmittelbar aus der Definition von 7; und 7., wenn man
beachtet

Ki(x,8) = K.(x,¢) fiir e = f(6) bzw. § = f*(e).
b) Es gilt do, < d, < m'/Pd,, fiir 1 < p < co und somit

Ka (z,m™'78) € K4 (x,6) C Ka(x,9).

Sei (X,7T) ein topologischer Raum, z € X. Eine Teilmenge U von X heifit eine
Umgebung von x, wenn eine offene Menge A (d.h. A € T) existiert mit z € A C U.

Speziell ist in einem metrischen Raum (X, d) die Menge U genau dann eine Umge-

bung von z, wenn ein £ > 0 existiert mit Kq(x,¢) C U.

Satz 1.5 Sei (X,T) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X ist genau
dann offen (d.h. A € T ) wenn A Umgebung jedes Punktes von A ist.

Bewets. Nach obiger Definition der Umgebungen eines Punktes ist klar, daf jede
offene Menge Umgebung jedes ihrer Punkte ist. — Sei umgekehrt A Umgebung jedes
Punktes von A, B die Vereinigung aller offenen Teilmengen von A; B ist also selbst
offen und B C A. Da zu jedem x € A eine offene Menge A, existiert mit x € A, C A,
folgt andererseits A C B. Also ist A = B offen. [ |

Ein topologischer Raum (X, 7") heifit separiert oder hausdorffsch, wenn zu je zwei
Punkten = # y aus X disjunkte Umgebungen U, und U, von = bzw. y existieren. (Man

sagt dann auch: (X, 7)) erfiillt das zweite Trennungsaziom. Das erste Trennungaziom
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fordert: Zu je zwei Punkten = # y aus X existiert eine Umgebung U, von z, die y nicht
enthélt. In dem hier besonders interessierenden Fall der topologischen Vektorrdume

sind diese beiden Trennungsaxiome dquivalent, vgl. z. B. Beweis von Satz 2.5).

1
Offensichtlich ist jeder metrische Raum (X,d) separiert: Mit ¢ := §d(x,y) gilt
K(z,e)N K(y,e) = 0.

Sei (X, T) ein topologischer Raum, Y C X. Dann ist (Y, 7y) mit
Tr={BcY:34eT mit B=4ny}
ebenfalls ein topologischer Raum. Die Topologie 7Ty heifit die durch 7 auf Y induzierte

Topologie.

Sind 77 und 73 Topologien auf X, so heifit Ty feiner als 75 (oder Ty gréber als Tp),
wenn gilt 71 O 7Ts.

Auf jeder Menge X gibt es eine feinste und eine gribste Topologie:

(i) die feinste Topologie T; besteht aus allen Teilmengen von X, d. h. jede Teilmenge
von X ist offen, jede Menge U C X mit x € U ist eine Umgebung von z,

(ii) die grobste Topologie 7, besteht nur aus ) und X, d.h. nur () und X sind offen,

die einzige Umgebung von z ist X.

Es ist leicht zu sehen, daf} die feinste Topologie durch die diskrete Metrik (Beispiel
1.2) erzeugt wird; sie heifit auch die diskrete Topologie.

1.3 Stetige Abbildungen

Seien (X, 7Tx) und (Y, 7y) topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge aus Y eine offene Menge in X ist, d. h.

BoffeninY = f}B):={r€ X : f(z) € B} offen in X.

Nach dieser Definition ist die Stetigkeit eine globale Eigenschaft; der folgende Satz

erlaubt es, die Stetigkeit lokal zu untersuchen:
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Satz 1.6 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume. Eine Abbildung f : X — Y
ist genau dann stetig, wenn fir jedes x € X gilt: zu jeder Umgebung V wvon f(z)
ezistiert eine Umgebung U von x mit f(U) C V. (Diese letztere Figenschaft nennt
man Stetigkeit im Punkt ).

Bewets. =: Sei V eine Umgebung von f(x). Dann existiert eine offene Menge B in
Y mit f(z) € B C V. Da f stetig ist, ist auch f~!(B) offen in X und z € f~(B).
Also ist U := f~}(B) eine Umgebung von z mit f(U) C V.

<: Sei B offen in Y. Ist z € f~!(B), so ist B eine Umgebung von f(z). Also exi-
stiert eine Umgebung U von x mit f(U) C B, und somit z € U C f~!(B); d.h. f~1(B)
ist Umgebung von z. Da dies fiir alle z € f~!(B) gilt, ist f~'(B) offen. [ |

Offensichtlich ist eine Topologie 77 auf X genau dann feiner als eine Topologie
Tz auf X, wenn id : (X,7,) — (X, 7T2) stetig ist. Die induzierte Topologie auf einer
Teilmenge A von (X, 7)) ist die grobste Topologie, fiir die die Einbettung A — (X, 7T)
stetig ist.

Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Die Folge (z,) aus X konvergiert gegen x €
X, x, — x, wenn fiir jede Umgebung U von z ein N € N existiert mit =z, € U
fir n > N. (Nur wenn dies notig erscheint, sagt man , konvergiert beziiglich 7 und
schreibt ,,z,, 7, xt.)

Sei (X, T) ein topologischer Raum, z € X. Die Familie aller Umgebungen von z
bezeichnen wir mit I/, . Eine Familie B, von Umgebungen von x heifit eine Umgebungs-
basis von x, wenn zu jedem U € U, ein B € B, existiert mit B C U. Natiirlich ist U,

selbst eine Umgebungsbasis.

Der Raum (X,7) erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaziom, wenn jeder Punkt eine

abzahlbare Umgebungsbasis besitzt.

Jeder metrische Raum (X, d) erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom: Die Familie

{Kq4(z,1/n) : n € N} ist eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z.

Eine Abbildung f : (X, Tx) — (X, 7Ty ) heifit folgenstetig, wenn gilt

z, — 2z in (X,Tx) = f(z,) — f(x) in (Y,Ty).
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Satz 1.7 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume, f: X —Y.

a) Ist f stetig, so ist f folgenstetig.

b) Erfillt (x,Tx) das erste Abzihlbarkeitsaziom, so folgt umgekehrt die Stetigkeit

von f aus der Folgenstetigkeit.

Beweis. a) Sei z, — z in X, V eine Umgebung von f(z). Dann existiert eine
Umgebung U von z mit f(U) C V. Wegen z,, — z existiert ein N € N mit z,, € U fiir
n > N, also f(z,) € V firn > N ,d.h. f(z,) — f(z).

b) Wir nehmen an, dafl f nicht stetig ist. Dann existiert ein x € X und eine
Umgebung V von f(z) so, daf fiir jede Umgebung U von z gilt f(U) ¢ V. Sei {U, :

n € N} eine abzéhlbare Umgebungsbasis von z,

Dann ist auch {f]n :€ N} eine Umgebungsbasis von z, und es gilt U, D (~]n+1. Wegen
f(U,) ¢ V existiert fiir jedes n € N ein x,, € U, mit f(z,) € V, d.h. f(z,) 4 f(z).
Andererseits existiert zu jeder Umgebung U von x ein N € N mit

U,cUyCcU firalle n>N,

also xz, € U fiir n > N, x,, — x. Somit ist f nicht folgenstetig. ]

In einem metrischen Raum (X, d) gilt offenbar z,, — x genau dann, wenn d(z,, z) —
0 gilt. Damit folgt das

Korollar 1.8 Sind (X,d) und (Y,e) metrische Riume, so sind folgende Aussagen

dquivalent:

(i) f: X =Y ist stetig,

(i) Ve € X Ve >0 30=0(z,e) >0 so, daff gilt: d(z,y) < = e(f(x), f(y)) <e,
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(i1i) d(zp,z) -0 = e(f(xn,), f(z)) — 0.

Satz 1.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum, y € X, A C X, A # 0. Dann sind die

Funktionen

fy(x) = d(z,y),
fa(z) = d(z,A) :=inf{d(z,y):y € A}

stetig.

Beweis. Wir zeigen tatsichlich

[fy(@) = fy(2)] < d(z,2),  |fa(z) = fa(2)| < d(z, 2).

Die erste Behauptung ist ein Spezialfall der zweiten (kann aber mit Hilfe der Dreiecks-

ungleichung leicht direkt bewiesen werden, Ubung).

Fiir jedes € > 0 existiert ein y. € A mit

d(z,ye) < d(z,A)+e.
Also gilt

d(z,A) <d(z,y.) <d(z,z) +d(z,y.) < (d(z,z) +d(z,A)) +e.
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt

d(z,A) <d(xz,A)+d(z,z) also d(z,A)—d(z,A) <d(z,z).
Entsprechend gilt natiirlich

d(z,A) <d(z,A) +d(z,x) also d(z,A)—d(z,A) <d(z,x),
und somit

ld(z, A) —d(z, A)| < d(z,x).
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1.4 Abgeschlossene Mengen, abgeschlossene Hiille

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen, wenn
ihr Komplement EA = X\ A offen ist. Die Mengen () und X sind also (unabhéngig von

der Topologie) stets offen und abgeschlossen.

Die abgeschlossene Hiille (auch Abschlieffung) A einer Teilmenge A von X ist der
Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen B von X, die A enthalten. A ist abge-

schlossen, denn
(4 = [{n{B:AC B, B abgeschlossen} }
- u{ [{B:ACB,B abgeschlossen}}
= u{C:[4>C Coffen}

ist offen (als Vereinigung von offenen Mengen). Insbesondere ist die abgeschlossene
Hiille von A die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt.

Satz 1.10 Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn A die Grenzwerte aller in X konver-

genten Folgen aus A enthdlt.

b) A ist die Menge der Grenzwerte der in X konvergenten Folgen aus A.

Beweis. a) =: Sei A abgeschlossen, (x,) aus A, x, — x. Wir nehmen an: = ¢ A. Da
X\ A offen ist, existiert eine Umgebung U von z mit U C X\A. Wegen z,, — z gilt
dann z, € U C X\A fiir grofie n; das ist ein Widerspruch zu z,, € A.

«: A enthalte die Grenzwerte aller in X konvergenten Folgen aus A. Wir nehmen
an, dal A nicht abgeschlossen ist, also X\ A nicht offen. Dann existiert ein z € X\ A
so, daB fiir jede Umgebung U von x gilt U ¢ X\ A, d.h. UN A # . Also existiert fiir
jedes n € N ein z, € K(z,1/n) N A. Fiir diese Folge gilt z,, € A und z,, - z € X\A

im Widerspruch zur Voraussetzung.

b) Da A eine abgeschlossene Menge ist mit A D A, enthilt A nach Teil a) die Grenz-
werte aller in X konvergenten Folgen aus A. Sei nun x € A. Wire x nicht Grenzwert
einer Folge (x,,) aus A, so gibe es ein ¢ > 0 mit K(z,£)NA = (). Also wire A enthalten
in der abgeschlossenen Menge X\ K (z,¢); damit gilt dann auch A C X\ K (z,¢), im
Widerspruch zur z € A. [ |
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Korollar 1.11 In einem metrischen Raum (X, d) ist K(z,¢) abgeschlossen.

Beweis. Ist (z,,) eine Folge aus K (z,¢) mit x,, — y € X. Dann gilt (vgl. Satz 1.9)

d(z,y) = lim d(z,z,) <,
n—oo
also y € K(z,¢). Nach Satz 1.10 a ist also K (x,¢) abgeschlossen. (Wir iiberlassen es

dem Leser, alternativ hierzu die Offenheit von [ K (z,€) zu beweisen.) n

Bemerkung 1.12 In den meisten metrischen Réumen gilt zwar K (z,¢) = K(x,€)
fiir jedes € > 0. Im allgemeinen st dies jedoch falsch. Betrachten wir z. B. eine aus
mindestens zwei Punkten bestehende Menge X mit der diskreten Metrik d (vgl. Beispiel
1.2), so gilt fir jedes v € X

K(z,1) = K(z,1) = {2} # X = K(z,1).

1.5 Kompakte Mengen

Ein separierter topologischer Raum (X,7) heifit kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung U von X eine endliche Uberdeckung enthilt. Eine Teilmenge K von X heifit
kompakt, wenn K als topologischer Raum mit der durch 7 induzierten Topologie kom-
pakt ist, d. h. wenn jede (in X) offene Uberdeckung U von K eine endliche Uberdeckung
enthalt.

Jede endliche Menge ist offensichtlich kompakt.

Satz 1.13 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) separierte Topologische Riume, (X, Tx) kom-
pakt und f : X —'Y stetig. Dann ist f(X) kompakt in (Y, Ty).

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von f(X) in Y. Da f stetig ist, ist f~'(U)
offen fiir jedes U € U, d.h. {f1(U) : U € U} ist eine offene Uberdeckung von X. Da
X kompakt ist, existieren Uy, ..., U, € U mit

n

Xcl|Jfwy, aso f(X)c|JUs

j=1
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Also enthilt U eine endliche Uberdeckung, d.h. f(X) ist kompakt. |

Ein topologischer Raum (X, 7") heifit folgenkompakt, wenn jede Folge (z,) aus X
eine in X konvergente Teilfolge enthédlt. Ein metrischer Raum (X, d) heifit total be-

schrdnkt, wenn zu jedem € > 0 endlich viele x1, . . ., x,, existieren mit X = Uj_, K (z;,¢).

Satz 1.14 Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) X ist genau dann kompakt, wenn X folgenkompakt ist.
b) Ist X kompakt, so ist X total beschrinkt.

Beweis. a) =: Sei X nicht folgenkompakt, d.h. es gibt eine Folge (z,,) aus X, die
keine konvergente Teilfolge enthilt, d. h. fiir jedes z € X existiert ein e(z) > 0 mit

K(z,e(x))N{x, :n € N} ist endlich.

{K(z,e(x)) : © € X} ist eine offene Uberdeckung von X, die aber keine endliche
Uberdeckung enthalten kann, da sonst {x, : N € N} endlich wire. Also ist X nicht
kompakt.

«: Sei X folgenkompakt, U eine offene Uberdeckung von X.

(o) Es existiert ein § > 0 so, da fiir jedes x € X ein U, € U existiert mit
K(z,0) C U,.

Beweis von (a): Wir nehmen an, dafl kein solches ¢ existiert. Dann gibt es fiir jedes
n €N (6 =1/n) ein z,, € X mit

K(:cn, %) ¢ U fir jedes U €U.

Da X folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (z,,) mit z,, — x € X. Es gilt dann
x € U fur ein geeignetes U € U. Da U offen ist existiert ein ¢ > 0 mit K(x,e) C U.
Wegen z,, — z ist z,, € K(z, %) fiir £ > k; und somit K(xnk,nljl) Cc U fir k > ks.
Das ist ein Widerspruch zu unserer Annahme.
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(B) Zu jedem 6 > 0 existieren endlich viele 1, ..., z, mit |J K(z;,d) = X.
j=1

Beweis von ((3): Wir nehmen an, daf§ dies nicht gilt. Dann kann man induktiv eine

Folge (z,,) aus X definieren mit
d(xj,xn+1) > ¢ fir j=1...,n,
fiir alle n € N. Diese Folge enthélt keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur

Folgenkompaktheit von X.

Wihlen wir nun § > 0 nach («) und zu diesem § die 2, ..., z, nach (8). Zu jedem
x; gibt es nach (a) ein U; € Y mit K(x;,0) C U;. Damit folgt

n n

X = UK(ZIZ'J,é) C UUj,

j=1 j=1
d.h. U enhilt eine endliche Uberdeckung; X ist also kompakt.

b) Fiir jedes ¢ > 0 ist {K(x,¢) : € X} eine offene Uberdeckung von X. Da X
kompakt ist, gibt es also endlich viele z1, ..., 2, mit X = |J K(zj,¢). [ ]
j=1

Satz 1.15 Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

Beweis. Sei X kompakt, A C X abgeschlossen, U eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist 4 U{X\A} eine offene Uberdeckung von X; diese enthélt eine endliche Uber-

deckung. Also reichen endlich viele Mengen aus U zur Uberdeckung von A. [ |

1.6 Vollstindige metrische Rdume, der Satz von Baire
Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum (X, d) heifit eine Cauchyfolge, wenn zu
jedem ¢ > 0 ein N € N existiert mit d(z,, z,,) < € fir n,m > N.

Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge aus X in
X konvergent ist. Z.B. ist R™ beziiglich der in Beispiel 1.1 angegebenen Metriken
vollstandig.

Der folgende Satz ist fiir viele Anwendungen wichtig.
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Satz 1.16 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X,d) ein metrischer Raum,
f: X — X eine Kontraktion, d. h. es existiert ein v < 1 mit d(f(x), f(y)) < ~vd(z,y)
fiir alle x,y € X. Dann hat f genau einen Fixpunkt.

Beweis. FEzistenz: Fiir ein beliebiges 79 € X sei x,,,1 := f(x,) fiir n € Ny. Dann gilt

d(Tpi1, Tn) < Yd(Tp, Tp-1) < ... <A d(x1, 20).
Also gilt fiir p,q € N mit p < ¢

d(zp, Tg) < d(Tp, Tps1) + ... + d(Tg-1,74) < d(xo,xl){’yp + ot 'Yq_l}-

Dies wird beliebig klein fiir hinreichend groe p und ¢; also ist (z,,) eine Cauchyfolge,
d. h. es existiert ein x € X mit x,, — z. Wegen f(z) = lim,, 0 f(2n) = limy, 00 Tpi1 =

x ist dies ein Fixpunkt.

Eindeutigkeit: Sind a, b Fixpunkte, so gilt

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < yd(a.b).

Wegen v < 1 ist dies nur moglich, wenn d(a,b) = 0 gilt, also a = b. |

Bemerkung 1.17 Es geniigt in obigem Satz nicht d(f(z), f(y)) < d(z,y) vor-
auszusetzen. In X = [—o0,0] hat f(x) = = — expx keinen Fixpunkt, obwohl wegen
0< fl(x) <1gilt|f(z)— f(y)] < |z —y|. (Der Eindeutigkeitsteil des Satzes gilt auch

in dieser Situation unverédndert.)

Beispiel 1.18 Ist f(x,y) stetig und erfiillt eine Lipschitz—Bedingung beziiglich y
(If(z,y) — f(z,y)] < Lly — ¢'|), so ist das AWP

Y = f(z,y), w(zo) =10

auf [zg — 1/L,zo + 1/L] eindeutig 16sbar. Durch Umschreiben des Problems in

y(z) = yo + / " f(t () dt
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erkennt man, dafl gerade die Fixpunkte der Abbildung
FiF@)a) =+ [ ftuod
Zo

gesucht sind. Sei nun 0 < a < 1/L .Fiir x € [zg—a, zo+a] und y, z € C([zo—a, xo+a])
gilt

/ {Fu) - £ a0) @

Zo

< /IL|y(t) —z(t)|dt < max{|y(x) —z(z)| : x € [z —a,xo—i-a]}.

Zo

|F(y(2)) = F(2(2))] =

F ist also eine Kontraktion in dem vollsténdigen metrischen Raum C([z — a, ¢ + a).
0

Satz 1.19 (Satz von Baire) Sei(X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, (A;)
eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen aus X mit X = U2, A;. Dann enthdlt
mindestens ein A; eine offene Kugel K(x,0). (Man sagt auch, dafi ein vollstindiger
metrischer Raum von zweiter Kategorie ist, weshalb dieser Satz auch als Bairescher

Kategoriensatz bezeichnet wird.)

Beweis. Wir nehmen an, daf kein A; eine Kugel enthélt. X\ A, ist offen und nicht

leer. Also existieren

1
<y und z; € X\A; mit K(z1,7m1) C X\A4;.

Auf Grund unserer Annahme ist K (1, %) ¢ As, d.h.

K (x4, %) N (X\A2) ist offen und nicht leer.

Also existieren

ry <272 und xy mit K(zy,1y) C K(zy, %) N (X\As).

Auf Grund unserer Annahme ist K (o, %) ¢ As, d.h.

K (x4, %) N (X\A3) ist offen und nicht leer.
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Also existieren
r3 <27 und x3 mit K(zz,r3) C K(xs, %) N (X\A43),

Usw. ...

Dies liefert Folgen (x,) aus X und (r,) aus (0, 00) mit

rn <27 und K(zp,7mn) C K(2h-1, MT—1) N (X\A,).

Fiir jedes n € N gilt also
xn € K(zn,r,) firalle n> N,

d.h. (z,) ist eine Cauchyfolge. Da X vollstandig ist, existiert ein x € X mit z, — =.
Es gilt fiir allen € N

T—n) C K(xp,rn),

7€ K(2pi1,7n41) C K(2n, 5

also x € X\ A4, fiir alle n € N, im Widerspruch zu X = UA,,. |

Dieser Satz wird bei der spéateren Untersuchung linearer Operatoren zwischen Ba-

nachrdumen eine entscheidende Rolle spielen (vgl. Kap. 7).

Satz 1.20 a) Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig.

b) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, A C X. A ist genau dann abge-

schlossen, wenn der metrische Raum (A, d) vollstindig ist.

c) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. X ist genau dann kompakt, wenn
X total beschrinkt ist.



20 1 METRISCHE RAUME UND TOPOLOGIE

Beweis. a) und b) kénnen dem Leser iiberlassen werden.
c) =: Wurde bereits in Satz 1.14 bewiesen.

<: Nach Satz 1.14a) geniigt es, die Folgenkompaktheit von X zu beweisen. Sei (z,,)
(z (j+1 ))

eine Folge aus X. Wir definieren induktiv Teilfolgen von (x,,) mit

A A 2
(2D )ner D (@ e wnd - d(a” ) < fir jlmeN.
J

Die Folgen (x%o) = (zn), (xﬁll)), (@Y )) seien bestimmt. Wegen der totalen Beschrénkt-
heit von X gibt es

k

1
e X it X=||J|K .
21y, 2% € mi LJl (Zg,j+1)
1
Also enthélt (z )) eine (unendliche) Tellfolge (xn g+t )) die ganz in einem Kz, ?)
J

liegt. Offensichtlich gilt d(z¥™", 20 < -

fiir alle /,m € N.
]+1

Die Diagonalfolge (xﬁln)) ist offensichtlich eine Cauchyfolge, also eine konvergente

Teilfolge der vorgegebenen Folge (z,,). [ ]

1.7 Erzeugung von Topologien aus Umgebungen, Produktto-

pologie

Wir haben in Abschnitt 1.3, ausgehend von einer vorgegebenen Topologie T auf X
(d. h. den sogenannten offenen Mengen), die Umgebungen der Punkte x € X definiert.
Wir wollen nun umgekehrt aus den Umgebungen (bzw. Umgebungsbasen) der Punkte
von X die Topologie konstruieren. Dazu ist es wichtig zu wissen, welche Eigenschaften
eine Familie von Mengen erfiillen muf}; damit sie ein Umgebungssystem (bzw. eine

Umgebungsbasis) bildet.

Sind U, die Familien aller Umgebungen von z € X, so gilt:

(i) z € U fur jedes U € Uy,

(ii) sind U,V € U,, soist UNV € U, (d.h. U, ist ein , Filter*),
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(ili) ist U e Uy und V D U, so ist V € Uy,

(iv) ist U € U,, so gibt es ein V € U, mit U € U, fiir jedesy € V.

Fiir die Umgebungsbasen B, von x € X gilt entsprechend:

(i) z € U fiir jedes U € B,,

(ii’) sind U,V € B,, so existiert ein W € B, mit W C UNV (B, ist ,, Filterbasis“),
(iv’) zu jedem U € B, gibt es ein V € B, so, dal zu jedem y € V ein W € B, existiert

mit W C U.

(Die Eigenschaften (i), (ii), (iii), (i’) und (ii’) sind klar; in (iv) wéhlt man fiir V' z. B.
eine offene Menge mit z € V' C U; in (iv’) wihlt man ein in dieser offenen Umgebung
enthaltenes V' € B,.)

Satz 1.21 Sei X eine Menge.

a) Fir jedesz € X seild, eine Familie von Teilmengen von X mit den Figenschaften
(i), (i), (i1i) und (iv). Dann gibt es genau eine Topologie T auf X, fir die U,
die Umgebungssysteme von x € X sind. T ist gegeben durch

AeT & Vee AJU e, mit U C A.

b) Fiir jedes © € X sei B eine Familie von Teilmengen von X mit den Figenschfa-
ten (i), (ii') und (iv’'). Dann gibt es genau eine Topologie T auf X, fir die B,
Umgebungsbasen von x € X sind. T ist gegeben durch

AeT & Vre A3JU € B, mit U C A.

Beweis. a) Falls es iiberhaupt eine Topologie gibt, fiir die die 2, Umgebungssysteme
sind, mufl 7 nach Satz 1.5 gegeben sein durch (Eindeutigkeit)

AeT &Vre AJU e, mit U C A.

Dieses 7T erfiillt offenbar die Eigenschaften einer Topologie. Jedes U € U,, ist auf Grund
der Konstruktion Umgebung von x in der Topologie 7 Ist W die Menge aller y mit
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U €U, soist W C U; zu jedem y € W existiert nach (iv) ein V,, € U, mit U € U, fur
jedes z € V,; also ist V, C W und somit W € U, fiir jedes y € W, d.h. W € T und

somit U eine 7-Umgebung von x.

Sei umgekehrt U eine 7T—Umgebung von z, d. h. es existiert eine Menge A € T mit
x € A C U. Nach Definition von 7 enthélt A ein V € U,. Wegen V C A C U und
Eigenschaft (iii) ist also U € U,.

b) Nimmt man zu B, alle Obermengen von Mengen aus B, hinzu, so erhilt man
ein System U, mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii) und (iv). Hierzu gibt es genau eine

Topologie T, die man offenbar auch durch
AcT &Vre AU eB, mit UCA

definieren kann, so, dafl U, die Umgebungssysteme sind. Fiir jedes x ist dann offenbar

B, eine Umgebungsbasis. [ |

Seien (Xj,7;) topologische Réume (j = 1,...,n). Fir jedes z = (z1,...,2,) €
[T X; sei
j=1

B, = {JﬁlUIj U, €U |,

wobei U,; das Umgebungssystem von z; € X ist. B, erfiillt die Eigenschaft (i’), (ii’)

und (iv’). Nach Satz 1.17 gibt es also genau eine Topologie T auf [] Xj, fiir die die B,
j=1
Umgebungsbasen von = = (z1,...,x,) sind:

AeT Vo= (z1,...,20) €A s €Uy, mit [T, C A

J=1

Diese Topologie auf [ z; wird als die Produkttopologie der Ty, ..., T, bezeichnet, kurz

T=Tix...xT,.
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Offensichtlich ist die Produkttopologie gerade so konstruiert, dafl sie die schwéchste
Topologie auf dem Produkt ist, fiir die die Projektionen

(HXJ7T)_>(XI€777€)7 (x177xn)'_>xk (k:177n)
j=1

stetig sind.

Sind (X;,d;) (j = 1,...,n) metrische Rdume, so wird die Produkttopologie auf
[1X; erklart durch die Metrik

ex(z,y) =Y _ d;(x,y;)
j=1

fir z = (21,...,2,) € [[ X1, y= (v1,.--,yn) € [[Y;, denn es gilt

H de(xj7 %) C Kel(x78)77

J=1

Kel(x7maxgj) - H de(x75)‘
J

Offensichtlich kann die Produkttopologie auch erzeugt werden durch die Metriken

n 1/
{ Z dj(:cj,yj)p} : fiir 1 < p < o9,
ep(w,y) = 7=t )
mfx{dj(xj’yj)} fiir p = oo.

1.8 Ubungsaufgaben

1.1  a) Seiend,, (m € N) Metriken auf X. Dann ist auch d := Y, 27"d,,/(1+d»)
eine Metrik auf X.

b) Seien d,, und d wie in a). Dann gilt: (x,) konvergiert gegen z beziiglich d genau

dann, wenn dies beziiglich jeder der Metriken d,, gilt.
c) Sei X = C(R) der Raum der auf R stetigen Funktionen,
d(f; 9) = max{[f(t) —g(¥)] : [t[ <m}  (meN,f,gecCR));
d sei wie in a) erklart. Ist f(t) = > ant" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

00, so gilt fi — f beziiglich d fiir fy(t) = > ant".

n<k
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1.2 Sei T eine Topologie auf X.

a) Ist 7 separiert, so ist jede endliche Menge abgeschlossen.

b) 7T ist genau dann separiert, wenn jeder Punkt gleich dem Durchschnitt aller seiner

abgeschlossenen Umgebungen ist.

1.3 In R sei 7 die Familie der Teilmengen A fiir die gilt: Zu jedem x € A existiert
ein ¢ > 0 mit [z, +¢) C A.
a) T ist eine Topologie auf R.
b) Man charakterisiere

«) die konvergenten Folgen in (R, 7T),
B) die stetigen Funktionen f : (R, 7) — R.

1.4 a) Auf [0,27) ist durch

d(z,y) = min{|x —yl, |z —y+2n|,|lxr —y— 27r|}
eine Metrik erklart (geometrische Deutung am Einheitskreis).

b) Man charakterisiere die stetigen Funktionen f : ([O, 27), d) — R.

1.5 Seien X,Y topologische Riume, f: X — Y.

a) f ist genau dann stetig, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge B C Y das
Urbild f~!(B) in X abgeschlossen ist.

b) Sei f stetig.

a) Fir jede Teilmenge A C X gilt f(A) C f(A).
B) Im allgemeinen gilt nicht:
(i) f(A) = f(A),
(ii) fiir jede abgeschlossene (offene) Menge A C X ist f(A) abgeschlossen
(offen).
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1.6 Seien (X, 7x) und (Y, Ty) topologische Riume.

(a) Ist Tx die feinste Topologie auf X (die diskrete) oder Ty die grobste Topo-
logie auf Y, so ist jede Abbildung f : X — Y stetig

(b) Ist Tx die grobste Topologie und 7y separiert, so sind nur die konstanten
Abbildungen f: X — Y stetig.

1.7 (a) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, f : X — X eine isometri-
sche Abbildung (d.h. d(f(z), f(y)) = d(z,y)). Dann ist f bijektiv.
Anleitung: Man zeige: Gibt es ein x, das nicht im Bild von f liegt, so enthalt
die Folge =1 = f(x¢),...,Tn+1 = f(zn),... keine konvergente Teilfolge.

(b) Die Aussage von Teil a) gilt nicht, wenn (X, d) nicht kompakt ist

1.8 (a) Seien d, e uniform dquivalente Metriken auf X, d. h. es gilt
d(z,y) < ce(z,y), e(x,y) <cod(z,y) firalle z,ye X.

Dann sind die durch d und e erzeugten Topologien gleich und (X, d) ist

genau dann vollstédndig, wenn (X e) vollsténdig ist.
(b) Sei d eine Metrik auf X, e eine Metrik auf Y. Dann sind
(w1, 72) + e(y1, y2) firp=1
dp((x17y1)7(x27y2)) = {d(xbx?)Q +6(y1,y2)2}1/2 ﬁil‘p: 2
maX{d(x17x2)7e(y17y2)} ﬁil‘p =0
Metriken auf X x Y und je zwei davon sind uniform &dquivalent.

1.9 Auf R ist durch
d(z,y) = |arctan x — arctan y|

eine Metrik definiert. Die hierdurch erzeugte Topologie stimmt mit der iiblichen

Topologie auf R iiberein. (R, d) ist aber nicht vollstandig.

1.10 Zwei Metriken sind genau dann dquivalent, wenn beziiglich beider Metri-

ken die gleichen Folgen konvergent sind.

1.11 Sind (X, Tx) und (Y, 7y) kompakte topologische Réume, so ist auch das
topologische Produkt (X x Y,7Tx x Ty ) kompakt. (Das gilt dann auch fiir Pro-
dukte von endlich vielen kompakten R&umen. Nach dem Satz von Tychonoff
(vgl. z.B.Schubert: Topologie) gilt dies auch fiir Produkte aus beliebig vielen

kompakten Réumen.)
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1.12 Seien (X,d) und (Y, e) metrische Rdume, X sei kompakt, f : X — YV
bijektiv und stetig (nach Satz 1.13 ist dann auch Y kompakt). Man zeige, da8
auch f~! stetig ist.
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2 Topologische Vektorriaume, lokalkonvexe Raume

2.1 Topologische Vektorrdume

Eine Topologie 7 auf einem Vektorraum X iiber K (K = R oder C) heifit mit
den linearen Operationen vertrdiglich, oder kurz eine Vektorraumtopologie, wenn
die beiden Abbildungen

A: XxX — X, (z,y) — z+y,

M: KxX — X (a,x) — ax

stetig sind. Dabei ist K mit der iiblichen Topologie versehen, X x X und K x X

mit der jeweiligen Produkttopologie.

(X,T), den Vektorraum X versehen mit einer Vektorraumtopologie 7, nennt

man dann einen topologischen Vektorraum.

Satz 2.1 Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, v € X,a € K\{0}. Dann
sind die Abbildungen

Ay X =X, e —x+v, und M,: X —- X, v+ ax

Homdoomorphismen (d. h. sie sind stetig, bijektiv und haben eine stetige Inverse).

Beweis. A,: Wegen der Stetigkeit von A gibt es zu jeder Umgebung U von

x 4+ v Umgebungen U, von x und U, von v mit
y+welU fir yeU, und weU,
also insbesondere
y+ovelU firalle yeU,.

Das ist die Stetigkeit von A,,. Die Abbildung A, ist offensichtlich bijektiv, (A,) ™ =

a_,, und A_, ist ebenfalls stetig (Beweis wie fiir A,).

M.,: Wegen der Stetigkeit von M gibt es zu jeder Umgebung U von ax Umge-

bungen U, von z (in X) und U, von a (in K) mit

bye U fir yeU,belU,,
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also insbesondere
ay € U fir alle y e U,.

Das ist die Stetigkeit von M,. Auch M, ist bijektiv, (M,)™" = M,-1 ist stetig. B

Damit erhalt man leicht

Satz 2.2 Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum, v € X, a € K\{0}.

(a) Die folgenden Aussagen fir B C X sind dquivalent:
i. B ist offen.
ii. B+v={x+v:z e B} ist offen.
iii. aB = {ax : © € B} ist offen.
(b) Die folgenden Aussagen fir U C X sind dquivalent:
i. U ist eine Umgebung von 0 € X (Nullumgebung),

1. U + v st eine Umgebung von v,

12. alU ist eine Nullumgebung.

Beweis. a) Dies folgt aus der Stetigkeit von A, und M, mit Hilfe der Definition
der Stetigkeit.

b) Dies folgt aus der Stetigkeit von A, und M, mit Hilfe der Charakterisierung
der Stetigkeit durch Umgebungen. [ |

Dieser Satz besagt: Wenn wir von einer Vektorraumtopologie die Nullumgebun-
gen kennen, dann kennen wir alle Umgebungen und damit die Topologie ins-
gesamt; natiirlich geniigt es dafiir, eine Nullumgebungsbasis zu kennen. Aber,
welche iiber Satz 1.21 hinausgehenden Eigenschaften mufl eine Familie von Teil-
mengen von X erfiillen, damit sie eine mit den linearen Operationen vertragliche

Topologie erzeugt? Diese Frage wird durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz 2.3 Fine Familie B von Teilmengen eines Vektorraumes X ist genau
dann eine Nullumgebungsbasis einer Vektorraumtopologie auf X, wenn gilt:

(TL 0) 0 € U fiir jedes U € B; zu U,V € B existiert ein W € Bmit W CUNV,
(TL 1) fir jedes U € B existiert ein V€ B mit V+V C U,
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(TL 2) fir jedes U € B existiert ein V- € B mit aV C U fir alle a € K mit
la] <1,
(TL 3) jedes U € B ist absorbierend (auch ausgeglichen), d. h. fiir jedes x € X

ezistiert ein ¢ > 0 mit ax € U fir jedes a € K mit |a| < c.

Beweis. =: (TL0) gilt fiir jede Umgebungsbasis des Punktes 0 (Filterbasis).
(TL 1) Dies ist die Stetigkeit von A im Punkt (0,0) € X x X.

(TL 2) Aus der Stetigkeit von M im Punkt (0,0) € K x X folgt: Fiir jedes
U € B existiert ein ¢ > 0 und ein W € B mit bW C U fiir alle b € K, |b| < e. Fiir
V :=eW folgt hieraus: aV = aeW C U fiir alle ¢ € K mit |a| < 1.

(TL 3) Wir nehmen an, dafl ein U € B nicht absorbierend ist. Dann existiert ein
x € X und eine Nullfolge (a,,) aus K mit a,x ¢ U fiir alle n € N. Wegen a,z — 0
(Folgenstetigkeit von M) ist dies ein Widerspruch.

<=: Fiir jedes z € X sei B, = {U + z : U € B} als Umgebungsbasis von z
gewahlt. Die Eigenschaften (i'), (ii’) und (iv’) aus Abschnitt 1.7 sind offensichtlich
erfiillt (insbesondere folgt (iv') aus (TL 0)).

Es ist zu zeigen, dal A und M beziiglich der hierdurch erzeugten Topologie T
auf X stetig sind.

Stetigkeit von A: Sei U eine Umgebung von x + y. Dann existiert ein U’ € B mit
x+y+ U CU. Nach (TL 1) existiert ein V € B mit V +V C U, also

@+ +@y+V)=(@+y) +(V+V)C(z+y)+U CU.
Stetigkeit von M: Sei U eine Umgebung von ax. Dann existiert ein U’ € B mit
ax+U" C U. Sei n € Nso, daf |a| < n gilt. Durch iterative Anwendung von (TL
1) findet man ein V' € B mit

Vit .4V U (n+2 Terme).
Nach (TL 2) existiert ein V" € B mit

cV'cV'  firalle ceK mit e <1.

Nach (TL 3) existiert ein m € N mit

1
—z eV’
m
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1
Damit erhalten wir fiir |a — b < — y ez + V"
m

by = ar+(b—a)z+(b—a)(y—z)+aly—x)

1 a
= ar+[(b—a)m]—x+(b—a)(y — ) +n[—(y — )],
m n
1 1" 1 !
b—am<1l,—zx eV’ = [(b—a)ym]—zecV’,
m m
b—a|<l,y—zecV" = b—a)ly—z)eV
|a| " a ! a !
—<ly—zeV = —(y—z)eV = n—(y—z)enV,
n n n
also
by € ax+V'+ V' +nV' C ax+V' +...+V" (n+2 Terme)
C ax+U CU.
Damit ist auch die Stetigkeit der Multiplikation bewiesen. [ |

Eine Teilmenge U des Vektorraumes X heifit kreisformig, wenn fiir jedes x € U
und a € K mit |a| <1 gilt az € U.

Satz 2.4 Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. Dann besitzt (X, T) eine

Nullumgebungsbasis aus kreisformigen Mengen. (Wir werden deshalb im folgen-

den meist voraussetzen, dafs die verwendeten Nullumgebungsbasen aus kreisformi-

gen Mengen bestehen.)

Beweis. Nach (TL 2) bilden die kreisférmigen Mengen

U= |JoU (UeB)

lal<1

eine Nullumgebungsbasis. [ |
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2.2 Erzeugung von Topologien durch Halbnormen

Die géingigste Methode, auf einem Vektorraum eine mit linearen Operationen
vertrégliche Topologie zu erkléren, ist die mit Hilfe von Normen oder Halbnormen.

Eine Funktion
p: X —[0,00)

heifit eine Halbnorm auf X, wenn gilt

(N1) plaz) =lalp(z) firz € X,a € K (positiv homogen),
(N2) plx+y) <plx)+py) firz,y € X (Dreiecksungleichung),
Eine Halbnorm p heif3t eine Norm, wenn zusétzlich gilt

(N3) px)=0=2=0 (Positivitdt).

Wegen (N 1) gilt fiir jede Halbnorm: p(0) = 0; fiir eine Norm gilt also p(z) =
0 & 2 = 0. Normen werden im folgenden meist mit || - || bezeichnet; falls eine

Unterscheidung verschiedener Normen nétig ist, werden Indices verwendet.

Auf einem Vektorraum X sei eine Familie

{pa : @ € A}

von Halbnormen gegeben. Mit Hilfe der Kugeln
K(a,e) :={r € X :py(z) < e}

wird eine Nullumgebungsbasis wie folgt definiert:

n
U(al,...,Qn;€1,...,6n) = ﬂK(aj,sj) fir neNay,...,a, € Ae1,...,e, > 0.
j=1

Es ist sehr leicht zu sehen, dafl dieses Mengensystem die Eigenschaften (TL 0)
— (TL 3) einer Nullumgebungsbasis einer Vektorraumtopologie erfiillt. Es wird
also hierdurch eine mit den linearen Operationen vertrégliche Topologie auf X

erzeugt. Die Nullumgebungen dieser Basis sind offensichtlich kreisférmig.

Satz 2.5 Die durch die Familie {p, : a« € A} von Halbnormen erzeugte To-
pologie ist genau dann separiert, wenn zu jedem x € X\{0} ein o € A existiert
mit po(x) # 0. Insbesondere ist jede durch eine (oder mehrere) Normen erzeug-
te Topologie separiert. — Fin topologischer Vektorraum X, dessen Topologie

durch eine Norm || - || erzeugt wird, heifst ein normierter Raum, (X, || - [|).
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Beweis. =: Ist die durch {p, : a € A} erzeugte Topologie separiert, so

existiert zu jedem x # 0 eine Nullumgebung U(ay, ..., an;€1,. .., &,) mit
x @ U(o,...,0n;€1,...,6n).

Also gilt
Pa,(7) > €; fiir mindestens ein  j € {1,...,n}.

Insbesondere ist po; () # 0 fiir dieses j.
<=: Sei pya(z) # 0. Dann hat die Nullumgebung

U:= {y € X :pa(y) < %pa(x)}

offenbar die Eigenschaft
O+U)N(z+U) =0,

d.h. 0 und x haben disjunkte Umgebungen. [ |

Ein topologischer Raum heifit metrisierbar, wenn die Topologie durch eine Metrik

beschrieben werden kann.

Satz 2.6 Sei (X, T) ein separierter topologischer Vektorraum, dessen Topolo-
gie durch eine hochstens abzdhlbare Familie {p,} von Halbnormen erzeugt wird.
Dann ist (X, T) metrisierbar; die Metrik kann translationsinvariant gewdhlt wer-
den, d.h. es gilt d(x,y) = d(x + z,y + 2) fir alle z,y,z € X.

Bemerkung 2.7 Die gleiche Aussage gilt fiir jeden topologischen Vektorraum
mit abzdhlbarer Nullumgebungsbasis (erstes Abzihlbarkeitsaziom), vgl. G.Kothe:

Topologische lineare Rdume, 15.11.

Beweis von Satz 2.6. Offensichtlich erfiillen d,(z,y) := p,(z — y) die Eigen-
schaften einer Metrik bis auf die Eigenschaft ,d,(x,y) = 0 = = = y“. Man zeigt
leicht (vgl. Satz 1.3 und Aufgabe 1.1), da§ dann auch

d(z,y) = ZQ‘”M _ ZQ—nM
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diese Eigenschaften hat. Da (X, T') separiert ist, existiert nach Satz 2.6 zu z # y

ein n mit p,(z —y) > 0, also ist
d(z,y) >0 fir = #y,

d. h. d ist eine Metrik.

Offenbar gelten die Inklusionen

EA
K,(0,2-" min —2
4(0, meHEj

)CﬂK(pj,gj) fir alle n e N,eq,...,e, >0,
ji

N K(p;, %) C Kq4(0,¢) fiir alle &> 0,n mit 27" < g
j=1

d.h. die Metrik d und die Familie von Halbnormen {p,} erzeugen die gleiche
Topologie auf X. [ |

Eine Teilmenge A eines Vektorraumes X heifit absolut konvezr, wenn gilt
z,y€ Ao +16] < 1= ax+ Py € A.

Eine Menge A ist offenbar genau dann absolut konvex, wenn sie konvex und

kreisformig ist.

Ein topologischer Vektorraum X heifit lokalkonver, wenn er eine Nullumgebungs-

basis aus absolut konvexen Mengen besitzt.

Da die angegebene Nullumgebungsbasis einer durch Halbnormen erzeugten To-
pologie offensichtlich aus absolut konvexen Mengen besteht, ist die durch Halb-

normen erzeugte Topologie stets lokalkonvex. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.8 Die Topologie auf einem lokalkonvezen Raum (X,T) kann durch

Halbnormen erzeugt werden.

Beweis. Sei {U, : a € A} eine Nullumgebungsbasis in (X, 7") aus absolut kon-

vexen Mengen. Fiir jedes U, definieren wir das zugehorige Minkowski—Funktional

Pa(z) :=1inf{c > 0: 2z € cU,}.
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Die p, sind Halbnormen:

(N1)  palaz) = inf{c>0:ax € cU,}
= inf{lalc>0:2 € cU,}

= Ja|-inf{c > 0:z € cU,} = |a|pa(x).

(N2)  palz+y) = inf{c>0:2+yecU}
< inf{d+e:d>0,e>0,z € dU,,y € eU,}
= inf{d>0:2 € dU,}+inf{e >0,y € U,}
= Pa(@) + paly)-

Wegen (vgl. Aufgabe 2.2)
Uy C{r € X :pa(z) <1} C (14 ¢)U, fir >0,

erzeugen die Halbnormen p, (a € A) die gleiche Topologie wie die Umgebungs-
basis {U, : a € A}. |

2.3 Stetige lineare Abbildungen zwischen topologischen

Vektorraumen

Wir wenden uns nun erstmals dem zentralen Gegenstand der Funktionalanaly-
sis zu, den stetigen linearen Abbildungen von einem topologischen Vektorraum
(X, Tx) in einem topologischen Vektorraum Y, 7y; dabei ist insbesondere auch
der Fall Y = K (versehen mit der iiblichen Topologie) interessant, man spricht

dann von stetigen linearen Funktionalen.

Der folgende Satz besagt, dafl es fiir den Nachweis der Stetigkeit einer linearen

Abbildung geniigt, die Stetigkeit im Nullpunkt allein zu untersuchen.

Satz 2.9 Seien (X, Tx) und (Y,Ty) topologische Vektorriume. Eine lineare
Abbildung L : X — Y ist genau dann stetig, wenn sie im Nullpunkt stetig ist,
d. h. wenn es zu jeder Nullumgebung V in Y eine Nullumgebung U in X gibt
mit LU C V' (natirlich kann man sich dabei auf die Elemente entsprechender

Nullumgebungsbasen beschrdnken).
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Bewets. =: Offensichtlich.

<: Seix € X; wir zeigen, dafl L in x stetig ist. Dazu sei W eine Umgebung von
Lz, d.h. V :=W — Lz ist eine Nullumgebung in Y. Da L in 0 stetig ist, existiert
eine Nullumgebung U in X mit LU C V. Dann ist U := U 4 z eine Umgebung

von x mit
LU=LU+LxCV +Lz=W.

Damit ist die Stetigkeit von L in x bewiesen. [ |

Fiir den Fall, da8 die Topologien auf X und Y durch Halbnormen definiert sind,
bringen wir den vorhergehenden Satz in eine Form, die in der Regel leicht explizit

nachpriifbar sein diirfte.

Satz 2.10 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Vektorriume, deren Topo-
logien durch Halbnormen {p, : « € A} bzw. {qp : B € B} erzeugt sind. Dann ist
eine lineare Abbildung L : X — Y genau dann stetig, wenn zu jedem 3 € B eine
endliche Menge Ag C A und ein Cz > 0 existieren mit

qs(Lx) < Cgmax{p.(z) : € Ag}  firalle z e X.

Korollar 2.11 (a) Ist die Topologie auf Y durch eine Norm ||-|| erzeugt, so
ist L genau dann stetig, wenn eine endliche Menge Ay C A und ein C' > 0

existieren mit
|Lz|| < Cmax{p,(z) : a € Ao} fir alle = € X.

(b) Sind die Topologien auf X und Y durch Normen || - |1 und || - ||2 erzeugt,

so ist L genau dann stetig, wenn ein C > 0 ezistiert mit

|Lz||2 < C|z|1 fir alle z € X.

Beweis von Satz 2.10. =: Sei L stetig, d.h. zu jeder Nullumgebung der

Form
Us={y€Y qs(y) <1} in Y
gibt es eine Nullumgebung

Uloa, ... amser, .. 60) i={r € X 1po,(z) <g; fir j=1,...,n} in X
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mit
LU(oq,...,an;€1,...,6,) C Up.

Fiir jedes z € X sei

K(z):= 1rna;><{pa].(:v)8l cj=1,...,n}

J

Dann gilt offenbar

€ K(z)U(a,...,an;€1,...,6n) = Ulay,...,an; K(z)eq, ...

also

Lx € L(K(x)U(al, e o P ,sn)) C K(x)Ug,

@p(Lr) < K(z)= max{pa].(x)g cj=1,...,n}

J

1
< max{py,(z):j=1,...,n}max{—:j5=1,...,
EA

j
Das ist die gewiinschte Behauptung mit
1
Ag=A{a1,...,0,} und Cg=max{—:j=1,...,n}.
€j

<=: Sei U eine Nullumgebung in Y, d. h.
U D) U(ﬁl,...,ﬁn;é‘l,...,é‘n) = ﬂK(ﬁuEz)

Nach Voraussetzung gilt

43, (L2) < Cg, max {paa(: a € Ay, },
also Lz € K(f;,¢€;), fur

Lz € ﬂ K(a;,e/Cg)
und somit z € U sicher dann, wenn x € V' gilt mit

V= ﬂ ﬂ (0y,ei/C,).

=1 OLEAﬁ

Da dieses V' eine Nullumgebung in X ist, ist L stetig.
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2.4 Vektorraumtopologien auf K™

Auf K™ wird iiblicherweise die Topologie betrachtet, die durch die euklidische
Metrik

m

1/2
da,y) = { Y loi—ulP} T fir @ = (@ mn)y = G ),

j=1

bzw. die euklidische Form

m 1/2 )
|z|| = {Z|x3|2} fir (z1,...,2m)
j=1

erzeugt wird. Wir bezeichnen sie kurz als die euklidische Topologie £ auf K™.

Auch die anderen in Beispiel 1.1 definierten Metriken erzeugen offensichtlich diese
Topologie. Da sie durch eine Norm (z. B. die euklidische) erzeugt wird, ist sie nach

Abschnitt 2.2 mit den linearen Operationen vertréglich. Es gilt sogar:

Satz 2.12 AufK™ g¢ibt es nur eine mit den linearen Operationen vertrdgliche
separierte Topologie, die euklidische Topologie &.

Beweis. Sei T eine mit den linearen Operationen vertrigliche separierte Topo-

logie auf K™. Es ist also 7 = £ zu beweisen.

a) T C £: Esist zu zeigen, dafl jede T-Umgebung auch eine E-Umgebung ist.
Dafiir geniigt es zu zeigen, dafl jede T—Nullumgebung eine £-Kugel um 0 enthélt
(denn diese bilden eine Nullumgebungsbasis der E-Topologie).

Sei U eine T-Nullumgebung. Da es eine Basis von kreisférmigen 7-Nullumgebungen

gibt (Satz 2.4), gibt es eine kreisférmige 7—-Nullumgebung V' mit
V+...+4VCU (m  Terme).

Zu jedem Einheitsvektor e; = (d;5)j=1,..m gibt es (da V absorbierend ist) ein

7777

a; > 0 mit
ae; €V furalle a€K mit |af <a;.
Fiir by, ..., by, mit > [b;]? <1 folgt also

min{a;,:i=1,...,m bje; = bjmin{a; :t1=1,...,mpe; e V4+...+V CU,
V) J J
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d.h. U enthélt die E-Kugel um 0 mit dem Radius min{a; : ¢ =1,...,m}.

b) £ C T: Wir zeigen zuerst:
(i) Es gibt eine kreisformige 7-Nullumgebung, die keinen (nichttrivialen) Teil-

raum von K™ enthalt.

Beweis von (i): Hierfiir geniigt es offenbar zu zeigen: Ist U eine kreisférmige
Nullumgebung, die hochstens k—dimensionale Teilraume enthélt (k > 0), so gibt
es eine kreisformige Nullumgebung, die hochstens (k— 1)-dimensionale Teilrdume
enthélt. Sei also U eine kreisformige Nullumgebung, die hochstens k—dimensionale
Teilrdiume enthélt. Dann existiert eine kreisféormige Nullumgebung V; mit Vi +
Vi C U. Dieses Vi enthilt hdchstens einen k—dimensionalen Teilraum: Wéiren
H, und H, zwei verschiedene k-dimensionale Teilréume mit H; C Vi, so wére
H := Hy + Hj ein mindestens (k + 1)—-dimensionaler Teilraum mit H C V3 +V; C
U.

Sei also H dieser k—dimensionale Teilraum mit H C Vi, € H\{0}. Dann exi-
stiert eine kreisférmige Nullumgebung W mit ¢ W (hier wird benutzt, da§ T
eine separierte Topologie ist). Die Nullumgebung V := V; N W enthélt hochstens

(k — 1)—dimensionale Teilrdume.

(ii) Sei U eine kreisformige 7—Nullumgebung, die keinen Teilraum enthélt, V'
eine kreisformige 7-Nullumgebung mit V' 4V C U. Dann existiert ein o so, daf§
V in der £-Kugel um 0 mit Radius ¢ enthalten ist. (Die £&-Kugel mit Radius r
enthilt also die 7-Umgebung gV, womit die Behauptung bewiesen ist.)

Beweis von (ii): Wir nehmen an, daf§ es kein solches o gibt. Dann gibt es eine
Folge (y,,) aus V mit ||y,|| /oo (|| - || = euklidische Norm). Die Folge (x,) mit

o = llynll " yn
ist beschrénkt,enthélt also eine E-konvergente Teilfolge mit (z,, )
Ty sz mit x#0(|z] = 1).
Nach Teil a ist T die schwéchere Topologie, d. h. es gilt dann auch
Daraus folgt, , da ||y,, | eine Nullumgebung ist

Tp, €T+ |lyn |71V filr £> ().
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Da V kreisformig ist, folgt hieraus fiir £ > max(k, ¢(k))

T € Tny + Yn |7V = 10ne | g + U171V
CHYn 17V A Ny 17V C My [TV + V) C Y, |71,
also

Y llz €U fiir keN.

Wegen ||yn, || — oo ist dies ein Widerspruch zu der Voraussetzung, da8 U keinen
Teilraum enthélt. u

Korollar 2.13 Auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum gibt es nur eine

Vektorraumtopologie.

Beweis. Sei dim X = m. Dann gibt es einen (algebraischen) Isomorphismus J
von X auf K™. Sei T eine Vektorraumtopologie auf X. Wir definieren 7" auf K™
durch

UeT <<= U=JU mit UET.
Man sieht leicht ein, dafl 7' eine Vektorraumtopologie auf K™ ist. Da es auf K™

nur eine Vektorraumtopologie gibt, und da 7 durch 7" eindeutig bestimmt ist,

ist damit die Behauptung bewiesen. [ |

2.5 Ubungsaufgaben

2.1 Das Minkowski—Funktional einer absolut-konvexen Menge U ist genau

dann eine Norm, wenn U keinen nicht—trivialen Teilraum enthélt.

2.2 Sei U eine absolut—konvexe Menge, p,, das zugehorige Minkowski—Funktional.
Dann gilt U C{z € X : py(x) <1} C (1 +¢e)U fiir e >0.
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2.3 Sei K = {zr € R™ : |z| < r} mit einem r > 0,D(K) der Raum der
beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R™, die aulerhalb K verschwinden.

Die Topologie auf D(K) werde durch die Normen
£l = sup{|D* f(z)] : = € K,|]a <n}  (n € No),

bzw. durch die Metrik

d(f,9) == 27" Ilf = gl + If = glla) ™"

beschrieben.

(a) Fiir jeden Multiindex « ist die Abbildung D* : D(K) — D(K) injektiv und
stetig.

Im folgenden sei m = 1.

(a) Man bestimme den Wertebereich der Abbildung D : D(K) — D(K), f —
I
(b) Der Wertebereich von D ist abgeschlossen und hat Codimension 1 (Hyper-

ebene).
2.4 Der Raum D(K) aus Aufgabe 2.3 ist vollstindig.

2.5 Eine Teilmenge A eines topologischen Vektorraumes heifit beschrdinkt,
wenn es zu jeder Nullumgebung U ein A > 0 gibt mit A C AU; sie heifit re-
lativ kompakt, wenn A kompakt ist.

(a) Jede (relativ) kompakte Teilmenge eines topologischen Vektorraumes ist be-

schrankt.

(b) Im Raum D(K) aus Aufgabe 2.3 ist jede abgeschlossene beschrénkte Men-
ge kompakt (jede beschrénkte Menge relativ kompakt); ein topologischer

Vektorraum mit dieser Eigenschaft heifit ein Montel-Raum.
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3 Lineare Funktionale, der Satz von Hahn-Banach,

schwache Topologie

3.1 Der topologische Dualraum

Satz 3.1 Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Vektorriume tiber K. Die
Menge der stetigen linearen Abbildungen von X nach Y bildet, versehen mit den
tblichen linearen Operationen, einen K—Vektorraum. — Speziell gilt dies fir die
stetigen linearen Abbildungen von X nach K (die stetigen linearen Funktionale
auf X ); der Raum der stetigen Funktionale auf (X, Tx) wird als der topologische
Dualraum X* = (X, Tx)* bezeichnet.

Bewers. Fiir stetige lineare Abbildungen L, M von X nach Y und a € K ist zu
zeigen, dafl auch aL und L + M stetig sind.

ali: Ist a =0, so ist aL die Nullabbildung, also sicher stetig. Sei also a # 0. Zu
jeder Nullumgebung V in Y existiert eine Nullumgebung U in X mit LU C V,
also aL(a™'U) C V; da auch a7'U eine Nullumgebung in X ist, ist also aL stetig.

L + M: Zu jeder Nullumgebung V' in Y gibt es eine Nullumgebung V' in Y mit
V' + V' C V und Nullumgebungen U; und U, in X mit

LU, C V' und MU, C V/,
also
(L+M)(UhNUy) CV' +V' CV.

Da auch U; N Us eine Nullumgebung in X ist, ist also L + M stetig. [ |

In diesem Abschnitt interessieren wir uns insbesondere fiir stetige Funktionale.
Das néchste Beispiel zeigt, daf es nicht auf jedem topologischen Vektorraum von

Null verschiedene stetige lineare Funktionale gibt:

Beispiel 3.2 Auf X := C[0,1], dem Raum der stiickweise stetigen Funktio-

nen auf [0, 1] sei

; 1/p
1fllp == |f(z)[Pdey  mit 0 1.
{0/ x } <p<
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Wir benutzen diese Schreibweise, obwohl || - ||, fiir die hier betrachteten p < 1
keine Norm ist (dies ergibt sich aus dem Inhalt dieses Paragraphen, kann aber

auch leicht direkt nachgewiesen werden; Aufgabe 3.4).

Durch
U.={feC01]:|flE<e}t (>0)

wird eine Nullumgebungsbasis einer Topologie 7, gegeben (TL 0), (TL 2) und
(TL 3) sind trivial.

(TL 1): Wir zeigen U, jop+1 + U jortr C Ue. Aus f, g € Uy jop1 folgt

£ 49l = [1r+gPar< [{26P+ i2gP)ao

g
= [ lgyar <2t =

d.h. f+geUl..

Offenbar hat 7, eine abzéhlbare Nullumgebungsbasis, was aber hier nicht benétigt

wird.

Wir zeigen, dafl jedes von Null verschiedene lineare Funktional auf X beziiglich
7, unstetig ist. Sei also F' ein lineares Funktional auf X, fo € X, F(fy) = 1. Fiir

s € [0, 1] definieren wir

() = fo(z) f?r 0<z<s,
0 firs<az <1,

fP) = folx) = V().

Wenn s von 0 nach 1 lduft, wéchst || Fo [P stetig von 0 bis || fol[5. Also existiert
ein ¢t € (0,1) mit

1
1 2
11 = 15208 = Sl ol
Es gilt
0> Lo s
|F(f, |2§furj:10der2.
Sei f1 =2 ft(J ) mit diesem j. Dann gilt

POl = 1und || Al = 220 £215 = 227 follb.
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Verfédhrt man mit f,, entsprechend, usw., so erhélt man eine Folge (f,,) aus X mit
[F(fa)] > 1 und || fu][2 = 2"® V]| fo[2 — 0 fix n — oo,

also f, —0, aber |F(fn)] > 1+ 0, d.h. F ist nicht stetig.

(Mit Hilfe des Lebesgue-Integrals [vgl. §5] kann analog zu LP(0,1) mit p > 1
[vgl. §7] auch L?(0,1) mit p < ldefiniert werden; C[0,1] ist dicht in L?(0,1))
beziiglich dieser Topologie und die obige Konstruktion zeigt, dal auf L?(0,1)

kein von 0 verschiedenes stetiges lineares Funktional existiert.) O

Satz 3.3 Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum. Eine Halbnorm p auf X

1st genau dann stetig, wenn sie im Nullpunkt stetig ist.

Bewets. —>: Offensichtlich.

<=: Sei p stetig in 0, d. h. fiir jedes ¢ > 0 existiert eine kreisférmige Nullum-
gebung U in X mit p(z) < ¢ fiir alle z € U. Wir zeigen die Stetigkeit bei einem
beliebigen x € X: Fiir y € x + U sind y — 2 € U und (da U kreisférmig ist)
x—yeU,also

p(x) =plz —y+y) <plx—y)+ply) <e+ply)
ply) =py —z+z) <ply —x) +p(r) < e+ p(x),
ip(z) — p(y)| <e,

d. h. p ist stetig im Punkt x. |

Der folgende Satz, der die topologischen Vektorrdume mit nicht—trivialen stetigen
linearen Funktionalen charakterisiert, kann erst mit Hilfe des Satzes von Hahn—
Banach (Abschnitt 3.2) vollstéindig bewiesen werden (Implikation (ii) = (i)).

Satz 3.4 Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

() es existiert ein nicht—triviales stetiges lineares Funktional auf X (d. h. es gilt
(X, T) #{0}),

(ii) es existiert eine nicht—triviale stetige Halbnorm auf X,
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(iii) es existiert eine von X verschiedene absolut konvexe Nullumgebung in X.

Bewets. (i) = (iii): Sei F ein nicht-triviales stetiges Funktional auf X. Dann

ist
U:={zxeX:|F(zx) <1}

— absolut konvex: fir z,y € U,a,b € K mit |a| 4+ |b] < 1 gilt |F(ax + by)| <
alF(z)| + bl F(y)| <1,

— eine Nullumgebung: U = F~ "z € K: |2] < 1},

— won X verschieden: Ist F(xq) # 0, soist |F(2F (xo) xo)| = 2, also 2F (zo) txo ¢
U.

(iii) = (ii): Sei U # X eine absolut konvexe 7—Nullumgebung in X,
pu(z) :=inf{\ € [0,00) : z € AU}

das zugehorige Minkowski—Funktional (vgl. Beweis von Satz 2.8). Wegen
pu(z) <efirxzeelU

ist py stetig. Es existiert ein o € X\U, also mit py(xg) > 1, d.h. py ist nicht

trivial.

(ii)= (i): Diesen Teil beweisen wir im Anschlufi an den Satz von Hahn-Banach
im folgenden Abschnitt. |

3.2 Der Satz von Hahn—Banach

Bei der Konstruktion stetiger linearer Funktionale wird es auflerordentlich niitz-
lich sein, stetige lineare Funktionale auf einem Teilraum zu stetigen linearen Funk-
tionalen auf dem gesamten Raum fortzusetzen (wobei man Eindeutigkeit in der

Regel nicht erwarten darf, vgl. auch 7). Hierzu ist folgender Satz niitzlich:
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Satz 3.5 (Fortsetzungssatz von Hahn Banach) Sei X ein Vek-
torraum, p eine Halbnorm auf X, Y ein Teilraum von X, Fy ein lineares Funk-

tional auf Y mit
|Fo(z)| < p(z) fir alle x €Y,

Dann ezistiert ein lineares Funktional F auf X mit

F(z)= Fy(z) fir alle x € X (d.h. F ist Fortsetzung von Fp),

|F(z)| < p(x) fir alle z € X.

Beweis. a) Sei zuerst X ein reeller Vektorraum.

(o) Wir zeigen zunéchst: Jedes auf einem echten Teilraum 7" von X definierte
lineare Funktional f mit |f(z)| < p(z) besitzt eine (echte) Fortsetzung f; auf
C

einem Teilraum 77 von X mit 7" # T und

|f1(x)] < p(z) fiir alle z € Ty.

C
Sei 1 € X\T, Ty := L{T, z1 }(L{. ..} := Lineare Hiille von {...}), also T' # Tj.

Eine Fortsetzung f; von f muf} auf 7 zwangsldufig die Form
filr+az) = f(x) +Aafirze T,ae R

haben. Es stellt sich lediglich die Frage, ob A € R so gewahlt werden kann, dafl

fiir alle Elemente aus T die gewiinschte Ungleichung gilt.

Aus der Voraussetzung iiber f folgt fiir y,z € T"

f(z) = fy)
—f(y) —p(y + 1)

f(z—y) <p(z —y) < p(z +21) + ply + 71),
—f(Z) +p(2 +£171),

IN

also

A= ilelg{—f(y) =Py +an)} < mf{—f(2) +p(z +21)} = A
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Wahlt man nun A € [A, A2](# 0), so gilt fiir

a>0: ah < ad<af- f(%x) —|—p(§x +m)) = —f(@) +pl + am),

a<0: ah < ak<af- f(éx) —p(%x—l—xl)) — () + |a|p(%x 4+ o)
= —f(z) +p(z +az),

a=0: a\ = 0<—f(x)+p(z)=—f(x)+p(z+ax1).

Also gilt in jedem Fall fiir z =z + ax; € T}

fi(2) = f(2) + aX < p(2).

Anwendung dieser Ergebnisse auf —z liefert
—fi(2) = fi(=2) < p(—2) = p(2),
insgesamt also
|f1(2)| < p(z) fir alle z € T7.

m/2
Um den Teil (§) des Beweises zu fiihren, bendtigen wir einige neue Begriffe und

das Lemma von Zorn. Eine Menge M heifit halbgeordnet beziiglich einer Ord-
nungsrelation <, wenn gilt:

(O1) a<afiralleac M,
(O 2) aus a < b < cfolgt a < c,
(O 3) aus a < bund b < a folgt a=b

(man beachte: nicht fiir jedes Paar a,b € M muf} eine der Beziehungen a < b
oder b < agelten), Eine Teilmenge N von M heiit (total) geordnet, wenn fiir
jedes Paar a,b € N eine der Beziehungen a < b oder b < a gilt. Ein Element
a € M heifit eine obere Schranke einer Teilmenge R von M, wenn fiir jedes r € R
gilt » < a. Ein Element m € M heifit ein mazimales Element in M, wenn aus
m < a, a € M folgt a = m (d.h., wenn es kein ,echt grofieres“ Element in M
gibt.

Satz von Zorn (vgl. z. B. E. Kamke: Mengenlehre) Besitzt in einer halbgeord-
neten Menge jede geordnete Teilmenge eine obere Schranke, so existiert (minde-

stens) ein mazimales Element.
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Damit kénnen wir den Beweis von Satz 3.5 fortsetzen:
(B) Sei F die Menge aller Fortsetzungen f von Fj mit
|f(z)] < p(x) fir alle z aus dem Teilraum D(f), auf dem f definiert ist.
Offenbar ist F beziiglich der Ordnungsrelation
s, C 1 f1 C fa <= fo Fortsetzung von f;

halbgeordnet. Ist Fy eine total geordnete Teilmenge von F, so ist offensichtlich

f mit D(f) := U D(f) und f(z) = f(z) fir z € D(f)

feFo

eine obere Schranke von Fy. Nach dem Satz von Zorn existiert also ein maximales
Element F' in F. Aus («) folgt, dal F' auf ganz X definiert ist (denn sonst wére

es nicht maximal).

b) Sei jetzt X ein komplexer Vektorraum. X kann auch als reeller Vektorraum
aufgefafit werden (gleiche Punktmenge, gleiche Addition; es ist aber nur die Mul-

tiplikation mit reellen Zahlen erlaubt). Dann ist
Vo(z) := Re Fy(z) (xeT)
ein reell lineares Funktional auf 7™

Vo(azx) = Re Fy(ax) = Re (aFo(z)) = aRe Fy(z) = aVp(z) (a € R),

Vo(z +y) = Re (Fo(z) + Fo(y)) = Vo(2) + Vo(y);

und es gilt
Vo(2)| < [Fo(z)| < p(x) fiic z € T.

Nach Teil a) existiert eine reell lineare Fortsetzung V' von V; auf ganz X mit
|V (z)|] < p(x) fir alle z € X.

Wir definieren

F(z):=V(z)—iV(ix) firx € X
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und zeigen abschlieflend, daf3 F' alle gewiinschten Eigenschaften hat:

F' ist Fortsetzung von Fy: Fir x € T gilt

F(z) = V(z)—iV(iz) = Re Fy(z) —iRe Fy(iz) = Re Fy(z) — i Re (iFp(z))

= Re Fo(x) +ilm Fy(x) = Fo(x).
F' ist komplex linear: Fir z,y € X gilt
Flx+y) = V(z+y)—iV(ix+iy) =V(z)—iV(ix)+ V(y) — iV (iy)
= F(x)+ F(y).
Firz=a+1 € C und z € X gilt
F(zz) = F(ax+ibx) = F(ax)+ F(ibx)
= V(ax) —iV(iax)+ V (ibz) — iV (—bx)
= a(V(x) —iV(iz)) —ib(iV (iz) — V(z))
= aF(x)+ibF(z) = zF(x).
Es gilt |F(x)| < p(z) fir alle x € X: Fiir jedes x € X existiert ein ¢ € R mit
|F(z)] = e%F(z)= F(e*z) = Re F(e'x)
= V(e"z) < p(ex) = p(2).

Damit kénnen wir nun auch den noch fehlenden Teil des Beweises von Satz 3.4
nachtragen:

(ii) = (i): Sei p eine nicht-triviale stetige Halbnorm auf (X,7), o € X mit
p(zo) # 0. Wir definieren

Fo: L{zo} — K, Fy(azg) = ap(xy) (a € K).
Dann gilt offenbar
|Fo(z)| = p(x) fur alle z € L{z}.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein lineares Funktional F' auf ganz X

mit
F(z) = Fy(z) fir z € L{zo},
|F(z)| <p(z) firzeX.

Da p stetig ist, ist auch F' stetig; wegen F'(xo) = p(xo) # 0 ist F' nicht—trivial. B
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3.3 Schwache Topologien

Sei X eine Menge, F' eine Menge von Funktionen auf X. Man sagt, die Funktionen
aus F' trennen die Punkte von x, wenn zu je zwei Punkten x,y € X,z # y ein
f € F existiert mit f(x) # f(y). Ist X ein Vektorraum iiber K und F' eine Menge
von linearen Funktionalen, so ist dies dquivalent mit: Zu jedem z € X\{0}
existiert ein f € F mit f(x) # 0. (Sei dies der Fall und z,y € X,z # y. Dann

existiert ein f € F mit f(z —y) # 0, also f(z) # f(y).)

Satz 3.6 Ist (z,T) ein separierter lokalkonvever Raum (z. B. ein normierter
Raum), so trennen die stetigen linearen Funktionale auf (X,7T) die Punkte von
X.

Beweis. Nach Satz 2.8 gibt es eine Familie {p, : « € A} von Halbnormen,
durch die die Topologie T erzeugt wird; die p, sind offensichtlich 7—stetig. Sei
x € X \ {0}. Da die Topologie T separiert ist, existiert nach Satz 2.5 ein a € A
mit p,(x) # 0. Wir definieren

Fo: L{z} - K, Fylazx):= apa(z).
Dann ist Fy ein auf L{z} definiertes lineares Funktional mit
Fo(z) < po(z) fur alle z € L{z}.

Dieses kann unter Erhalt dieser Ungleichung zu einem Funktional F' auf ganz X

fortgesetzt werden. Da p, stetig ist, ist auch F' stetig und es gilt F'(z) #0. ®

Sei (X, T) ein topologischer Vektorraum fiir den die stetigen linearen Funktionale
die Punkte trennen (dies gilt z. B. dann, wenn (X,7) ein separierter lokalkon-
vexer Raum ist). Die schwache Topologie T (X*) auf X wird definiert durch die

Nullumgebungsbasis
U(fi,..o, foser-,en) ={z e X |fi(z) <efirj=1,...,n}(f; € X", &; > 0).

Da die Abbildungen = +— |f;(z)| Halbnormen sind, ist klar, daf§ hierdurch eine
separierte lokalkonvexe Topologie erkléart wird. Auf Grund der Definition ist klar,
dal 7(X*) die schwichste Topologie auf X ist, fiir die alle f € X* stetig sind.

Sie ist schwécher als die urspriingliche Topologie 7 (oder gleich dieser).
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Satz 3.7 Fiir jede Topologie T mit T(X*) C T C T ist der Dualraum von
(X,T) gleich dem Dualraum von (X, T).

Beweis. Wegen T(X*) C T C T gilt offenbar
(X, T(X")" € (X, T)" C (X, T)"

Andererseits ist nach Konstruktion jedes beziiglich 7 stetige Funktional auch
stetig beziiglich 7 (X*) und somit

(X, T) C (X, T(X))".

Bei der Untersuchung linearer Funktionale ist hiufig aus das folgende rein alge-

braische Lemma niitzlich.

Hilfssatz 3.8 Sei X ein Vektorraum. f, fi,..., f. seien lineare Funktionale
auf X mit

n

(YN (f;) € N(f).

j=1

Dann ist f eine Linearkombination von fi,..., f,.

Beweis. Sei F: X — K" definiert durch F(z) := (fi(z),..., fu(x))). Dann ist

n

N(F) = N(f;) € N(f)-

j=1

Also gibt es ein g : K" — K mit f = g o F’; z. B. kann man auf R(F') definieren
g(F(z)) = f(z) und linear auf K" fortsetzen. Mit ¢; := g(e;) ist dann fiir alle
reX

fl@) = g(F@) = g( > Hilwe;) = D ef @)
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Ganz analog zur schwachen Topologie auf X kann eine lokalkonvexe Topologie
T(X) auf dem Dualraum X* = (X,7)* erkldrt werden durch die Nullumge-

bungsbasis
U(x1, ..., Tn; €1, .. 6n) ={F € X*: |F(z;)| <gjftir j=1,...,n}z; € X,g; > 0).

Diese Topologie wird auch als die schwache x—Topologie bezeichnet.

Jedes x € X erzeugt durch
X"—=K, F— F(x)

ein lineares Funktional auf X*. Die schwache x—Topologie ist offenbar die schwéchste

Topologie auf X*, fiir die diese Funktionale stetig sind.

3.4 Ubungsaufgaben

3.1 (a) Auf einem endlichdimensionalen topologischen Vektorraum ist jedes

lineare Funktional stetig.

(b) Sei (X,|| - ||) ein normierter Raum, zy,...,z, € X linear unabhingig,

ai,...,on € K. Dann gibt es ein f € X* mit f(z;) = o, fir j=1,...,n.
3.2 Auf R? seien die Normen || - ||; und || - || definiert durch

(o122l = ol + Joal, (@1, 2) oo = max { ], |22l }.

Auf dem 1-dimensionalen Teilraum D = L{e;} sei das lineare Funktional Fj
definiert durch Fy(ce;) = c.

(a) Es gilt |Fo(z)] < ||z||1 = ||z]| fiir alle x € D.
(b) Man bestimme alle Fortsetzungen G bzw. H von F, auf ganz R? mit
|G ()] < [z[ly baw. [H(z)] <[]l
fiir alle 7 € R2.
3.3 (a) Sei X ein Vektorraum, F' ein lineares Funktional auf X. Dann gibt

esein y € X mit X = N(F) + L{y}, wobei N(F') der Nullraum von F ist,
N(F):={ze€ X : F(z) =0}.
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(b) Ein lineares Funktional F' auf einem normierten Raum (X, | - ||) ist genau

dann beschrénkt (stetig), wenn der Nullraum N (F') abgeschlossen ist.

Der Stoff der folgenden Aufgaben wird in Kapitel 6 ausfiihrlicher behan-
delt.

3.4 Man zeige, da8 die in Beispiel 3.2 benutzten ,p-Normen“keine Normen
sind. (z. B. gilt fiir

1 im0, 3)
f@y=4 127 g@)=1-f()
0 in [5,1],

die Dreiecksungleichung nicht.)

3.5 Sei C§°(R™) der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen

auf R™ mit kompaktem Trager

(a) Es gilt
CE(R™) = U{D(Q) : Q C R™ offen und beschrénkt}
= UD({:CER’”: |x|<n})

neN

(fiir D(Q2) vgl. Aufgabe 2.3).
(b) In C§°(R™) wird durch

U := Konvexe Hiille von U Un,

wobei die U,, Nullumgebungen in D({x e R™: |z| < n}) sind, eine Nul-
lumgebungsbasis einer lokalkonvexen Topologie definiert. (Die konvexe Hiille
einer Menge A ist der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten.)
C§°(R™), ausgestattet mit dieser Topologie, wird mit D(R™) bezeichnet.

(c) Ein lineares Funktional auf D(R™) ist genau dann stetig, wenn die Ein-

schrankung auf D(Q) fiir jedes offene und beschrinkte (2 stetig ist.

(d) Fur (f,) und f € D(R™) gilt f, — f genau dann, wenn eine kompakte
Teilmenge K C R™ existiert mit supp f,, C K fiir alle n und D*f,, = D*f

gleichmafig fiir alle a.
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3.6 Sei S(R™) der Schwartzsche Raum der schnell-fallenden Funktionen, d.h. f :
R™ — Cliegt in S(R™), wenn f beliebig oft stetig differenzierbar ist und zu jedem

Multiindex o und jedem p € N ein C,, existiert mit
| D f(x)|(1 + |z|)P < Cy, fiir alle x € R™.

(a) Auf S(R™) wird eine lokalkonvexe Topologie definiert durch die Normen
[lla = max {|D°f(z) < (1+[2])" : [a] < n, 0 € R" |
(b) Es gilt D(R™) C S(R™) und die Einbettung ist stetig.

(c) Fur (fx) und f aus S(R™) gilt fx — f genau dann, wenn fiir jeden Multi-
index o und jedes n € N gilt:

(14 |z|)"D* fr(x) = (1 + |z|)"D* f(x) gleichmé&Big in R™.

3.7 Sei £(R™) der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen
auf R™ (ohne Bedingung an das Verhalten im Unendlichen).

(a) Durch die Halbnormen

pulf) = max {D*f(@)| : |a] < n, Jo| <n}
wird auf £(R™) eine lokalkonvexe Topologie definiert.
(b) Es gilt S(R™) C £(R™) und die Einbettung ist stetig.
(c) Ist F ein stetiges lineares Funktional auf £(R™), so existiert ein n € N mit
F(f)=0fir f € ER™) mit f(z) =01in {x € R™ : |z| < n}.

(d) Fir (f,) und f auf E(R™) gilt f,, — f genau dann, wenn fiir jeden Multiin-
dex «a gilt: D*f,, konvergiert lokal gleichmafig gegen D f.

3.8 (a) Esgilt
ER™* c S(R™)* € D(R™)*™.
Man bezeichnet

(i) die Elemente von D(R™)* als Distributionen auf R™,
(ii) die Elemente von S(R™)* als temperierte Distributionen,

(iii) die Elemente von E(R™)* als Distributionen mit kompaktem Trdager (vgl.
Aufgabe 3.7¢).
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(b) Sei X einer der Raume D(R™), S(R™), E(R™), und ¢ : R™ — Cstetig. Dann
ist
F(H) = [ o) (o) da
a) in D(X)*,

(@)
(B) in S(X)*, falls |p(z)| < C(1 4+ |x|)P gilt fiir ein C' > 0 und ein p € N,
() in £(X)*, falls ¢ kompakten Tréger hat.

(c) Man tiberlege sich Bedingungen an die Folgen (¢,) aus C, (z,) aus R™ und

(cvn,) von Multiindices so, daf§

= Z cn D f ()

auf D(R™), S(R™) oder E(R™) stetig ist.

3.9 Sei X einer der Rdume D(R™), S(R™), E(R™). Fiir F' € X* definiert man
die Ableitung D*F durch

(D°F)(f) = (~1)*F(D*)) fir f € X.

(a) Es gilt D*F € X*; die Abbildung D* : X* — X* ist stetig beziiglich der

schwachen x—Topologie.
(b) Ist F(f) = /go(x)f(x)dx (vgl. Aufgabe 3.8b) mit einer |a| mal stetig

differenzierbaren Funktion ¢, so gilt (D*F)(f) = /(Dago(x))f(x) dz.



95

4 Normierte Riume und Banachraume

4.1 Einige Begriffe

Wir erinnern zunéchst an einige bereits bekannte Tatsachen: Ein Vektorraum X
iiber K ausgestattet mit einer Norm || - || heiit ein normierter Raum (X, | - ||).
Die hierdurch erzeugte (Norm-)Topologie 7)., kann beschrieben werden durch
die Metrik

d(z,y) = [l —yl|.
Eine Nullumgebungsbasis fiir 7. ist gegeben durch
U={zeX:|z|<e}, e>0.

Eine Abbildung f von (X, ||-||) in einen topologischen Raum ist genau dann stetig

, wenn sie folgenstetig ist (Satz 1.7).

Eine lineare Abbildung L von (X, ||-||) in einen topologischen Vektorraum (7', 7y ) =
(Y, | - ||) ein normierter Raum, so ist L genau dann stetig, wenn L beschrdnkt ist
(Korollar 2.10b), d. h. es gibt ein C' > 0 mit

|Lz|| < Cljz]| fir alle z € X.

Eine Teilmenge von (X, || - ||) ist genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt
ist (Satz 1.13).

Ein normierter Raum (X, ||-||) heiit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge konver-

gent ist; ein vollstdndiger normierter Raum wird als Banach—Raum bezeichnet.

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes (X, 7)) heifit dicht in X), wenn
A = X gilt. Ist (X, 7T) ein metrischer Raum (z. B. ein normierter Raum), so gilt
dies nach Satz 1.10b genau dann, wenn zu jedem z € X eine Folge (z,) aus A
existiert mit z,, — x; gleichbedeutend hiermit ist: zu jedem ¢ > 0 existiert ein
y € A mit d(z,y) < e. — Zum Beispiel sind die rationalen Zahlen dicht in R,

die Menge der Punkte in R™ mit rationalen Koordinaten ist dicht in R™.

Eine Teilmenge A eines topologischen Vektorraumes (X, T') heifit total, wenn die
lineare Hiille L(A) (das ist die Menge der endlichen Linearkombinationen von
Elementen aus A) dicht ist. Zum Beispiel ist die Menge A der m Einheitsvektoren

aus R™ total in R™ (in diesem Fall ist sogar L(A) = R™, nicht nur L(A) = R™).
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Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn es eine abzéhlbare dichte Teilmen-

ge gibt.

Satz 4.1 Jede Teilmenge eines separablen metrischen Raumes (X, d) ist sepa-

rabel.

Beweis. Sei {r, : n € N} dicht in X, A C X. Weiter sei J die Menge der Paare
1

(n,m) € N, fiir die ein y € A existiert mit d(x,,y) < —. Fiir jedes (n,m) € J
m

withlen wir ein yum € A d(@p, Ynm) < % Die Menge B := {ynm : (n,m) € J}
ist abzéhlbar. Wir zeigen, da8 B D A gilt: Sei x € A. Da {z,, : n € N} dicht
in X ist, existiert eine Folge (ny) aus N mit d(x,,,z) < X insbesondere ist also
(ng, k) € J fiir jedes k € N und es gilt

2
A(Ynks ) < d(Yngks Tny,) + d(xp,, ) < z — 0.

Satz 4.2 Ein topologischer Vektorraum ist genau dann separabel, wenn es eine

abzdihlbare totale Teilmenge gibt.

Beweis. =: Dies ist offensichtlich, da eine dichte Menge auch total ist. <=: Sei
A abzéhlbar, L(A) = X. Ist L.(A) die Menge der Linearkombinationen von A
mit rationalen Koeffizienten, so ist offensichtlich L,(A) = L(A) = X. Da L,(A)

abzéahlbar ist, ist also X separabel. [ |

4.2 Einfache Beispiele

Beispiel 4.3 K™ (R™ oder C™): Wir wissen aus Satz 2.11, daf8 es auf K™ nur
eine Vektorraumtopologie gibt. Hieraus kann man folgern, daf§ fiir zwei beliebige

Normen | - ||; und || - ||z auf K™ stets Konstanten C; und Cy existieren mit

-1 < Cillzlls, |lzllz < Collz|l: fiir alle z € K™. *
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Jede || - |[;-Nullumgebung muf eine || - ||o~Nullumgebung enthalten, d. h. z. B.
{z eK™: [lzfy <1} D {z e K™ : [lzfls < 0} (> 0);

aus ||z||2 < o folgt also ||z|; < 1 und somit
[l < 07" fll2-

Das ist die erste Ungleichung mit C; = o~ !. Entsprechend folgt die zweite Un-
gleichung. Zwei Normen, die die Beziehung (x) erfiillen, heifien dquivalent. Aqui-
valente Normen haben offenbar die gleichen Cauchy—-Folgen und die gleichen kon-

vergenten Folgen.

Da K™ beziiglich der euklidischen Topologie vollsténdig und separabel ist, folgt
dies hiermit fiir jede Vektorraumtopologie auf K™. Mit Korollar 2.12 folgt dies
sogar fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum. U

Beispiel 4.4 (Cla,b], |- ||oo)- Sei

Cla, b] der Raum der auf [a, b] stetigen Funktionen,
[ flloo := max{|f(z)| : z € [a, b]}.

(Cla,bl, || - |loo) ist vollstindig: Der Beweis der Vollstandigkeit eines normierten
(oder metrischen) Raumes kann fast immer nach dem folgenden Schema in drei

Schritten durchgefiithrt werden: Sei (f,,) eine || - ||oc—Cauchyfolge aus Cla, b].

(i) Konstruktion des Limes (man gewinnt auf eine meist etwas heuristische Wei-
se einen Kandidaten fiir den Grenzwert der vorgegebenen Cauchyfolge; erst die
Schritte (ii) und (iii) zeigen tatséchlich, daf§ dies der Limes der Cauchyfolge ist):
Da (f,) eine || - |[cc—Cauchyfolge ist, existiert zu jedem € > 0 ein N € N mit

|fu(z) — fin(z)| < € fiir alle n,m > N,z € [a, b)].

Also ist (f,(z)) eine Cauchyfolge in C fiir jedes x € [a,b], d.h. es existiert ein
f(z) € C mit f,(z) — f(x).
(ii) Es gilt f € Cla,b]: Wir haben

() fir jedes € > 0 existiert ein N € N so, dafi fiir alle x € [a, b] gilt

fv@) = F@)| < 5
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(B) da fn stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit
€ :
|[fx(z) = fw(y)l < 3 fiir 2,y € [a,b] mit [z —y| < 4.
Damit folgt

|f(x) = F(y)]

IN

[f (@) = (@) + [fv(@) = fn(w)] + | fn(y) = )]

< 3% = ¢ fiir z,y € [a, bjmitlx — y| < 4,
d.h. f ist stetig.

(iii) Es gilt || fn — flleo = 0 fiir n — oo: Aus (i) folgt fiir n > N und m — oo

fale) = f@)] = lim |fo(@) — fon(a)] < < firr alle z € [a, b,

d.h. || fo — flloc = 0 fir n — oc.

(Cla,bl, || - lo) ist separabel: Nach dem Weierstraischen Approximationssatz ist
die (abzéhlbare) Menge der Monome {1, z, z%, ...} total in C|a, b] beziiglich || || -
Mit Satz 4.2 folgt die Behauptung. O

Besonders deutlich wird dieses Verfahren an dem folgenden etwas ausgefallenen

Beispiel.

Beispiel 4.5 (C*[a,b], | - ||k.a)- Es sei

C**la,b] = Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen,
deren k—te Ableitung holderstetig mit Exponent « ist
(k} € Ng,a € [0, 1]),

| |f®) (z) — F® (y)|
’ |z —yl

£l = sup { 1)), 17/ @), 1F (@) g€ lat ety

(Ck[a,b], || - lk.a) ist vollstindig: Sei (fy) eine || - ||z.o—Cauchyfolge.
(i) Fiir £ = 0,...,k sind (f\”) offensichtlich || - ||s—Cauchyfolgen, d.h. es gibt

stetige Funktionen £ mit
£ — £ gleichmiBig in [a,b],¢=0,..., k.

(ii) f := f1 liegt in C*[a,b]: Fir £=1,... k gilt

FE @) = £ () + / ' FO(#) dt.
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Wegen (i) kann der Grenziibergang n — oo durchgefiihrt werden und liefert
FE1(g) = -1 (g) + / PO dt fie £ =1, k,

d.h. f = f%ist k-mal stetig differenzierbar und es gilt f© = fl fir ¢ = 1,... k.
Da (f,) eine || - ||x,o—Cauchyfolge ist, gibt es ein C' mit

Also ist f € C**[a,b).
(iii) Es gilt || f — fulle,a — 0: Fiir jedes e > 0 gibt es ein N € N mit || f, — fin|lk.a <

e fiir n,m > N. Zusammen mit (i) folgt

I fo = Fllta = sup{|fa(z) — f(@)],...,[fP(2) — fP(2)],
z =y fP () — [P (y) — (f”“)(x) - f(’“>(y))| tx,y € [a,b], 2 # y}
< lim sup{|fu(2) = f(2)],... 2,y € [0, 8], 2 # v}
< e fiirm > N,

also || fn, — fllk,a — 0 fiir n — oo. O

Beispiel 4.6 (H,(D),| - 1) Es sei

H;(D) = Raum der auf der offenen Einheitskreisscheibe D in

C holomorphen Funktionen mit / |f(z +dy)|d(z,y) < oo,
D

1l = / @+ iy)ld(z, ).

(H1(D), || - ||1) ist vollstindig: Sei I', die Kreislinie um 0 mit Radius r (positiv
1
orientiert). Fiir jedes n € (0, 5), z€Cmit [z <1—-2npund r e (1—mn,1) gilt

f(2) = (2m) / (€ — 2 ' f(6) d,

Ty
2 2

f(2)] < (2m)~H(r - IZI)‘l/If(Te“")ITdSOS (27T77)_1/|f(7“6“")|7“d30-

0
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Integration beziiglich r tiber (1 —n, 1) liefert fiir alle z mit |z| <1 — 2p

[f(2)] < (2mn)~ / |f(z +dy)ld(z,y) < 2mn) [ £

Wendet man diese Ungleichung auf die Differenz f,, — f,, zweier Folgenglieder

einer || - |[j—Cauchyfolge an, so folgt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein N mit
| fu(2) = f(2)| < € fiir n,m > N, |2] < 1-2n.

1
Da dies jedes n € (0, 5) gilt, folgt: (f,) konvergiert in jedem Kreis um 0 mit
Radius kleiner als 1 gleichméflig. Dieser Limes f ist (wie man aus der Funk-

tionentheorie weify) wieder holomorph.

Es bleibt zu zeigen || f, — f|l1 — 0 (insbesondere f € Hy(D)): Zu jedem € > 0
gibt es ein N mit || f,, — fim||1 < € fiir n,m > N. Also gilt fiir jedes n € (0, 1) und
n>N

[ Intatin - et il = tm [ 1h )~ falo i)

(z,y)|<n (z,y)|<n

lim [ [fo(z +1y) — fn(z +1y)|d(z,y) <e.

m— o0
D

Da dies fiir jedes n € (0,1) gilt, folgt f, — f € Hi(D) und ||f, — f|l < e fiir
n > N. [l

Beispiel 4.7 (C[a,b],| - |l1), der Raum C|[a, b] mit

T —/|f<x>|dx.

Es ist leicht zu sehen, dafl ||f]|; eine Norm auf C|[a, b] ist. Wegen || f|l1 < (b —
a)||flls ist jede ||-||cc—Cauchyfolge auch || - ||;—konvergent, d. h. auch (C|a, b], ||-||1)
ist separabel. Aber es gilt:

(Cla,bl, || - |l1) ist nicht vollstindig: Die Folge

. 1
0 fira<z<c——,
n
' (2) = 1 1
In(@) nx—c+—) firc——<z<g,

n n
1 firc <z <b.
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mit einem ¢ € (a,b) ist eine || - ||;—Cauchyfolge, denn fiir n < m gilt
C C 1
o= fulli =" | [ful2) = fm(2)|de < [ 1dz=—.
c—1/n c—1/n

Wir nehmen an, daf ein f € Cfa, b] existiert mit || f, — f|| — 0. Fiir jedes € > 0
gilt

[ @) = n@lde = [ 1@ x>,

also fiir n — oo

0= c/_slf(x)l da.

Da f stetig ist, folgt hieraus f(z) =0 in [a, ¢ — €] fiir jedes € > 0, und somit
f(z) =01in [a,c).

Entsprechend folgt
f(z) =1in [e,b)].

Das ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von f.

(Ganz entsprechende Uberlegungen gelten fiir || f||, = {/ |f ()P dz}/P mit 1 <

p < o0o; wir werden in § 6 sehen, dafl dies auch Normen sind.) O

4.3 (,~R&aume, Holdersche Ungleichung fiir Reihen

Die /,~Raume sind Rédume von Folgen aus K.
p=o00: loo = {(:cn) s sup |x,| < oo}, |%]| 0o := sup |zn|.

Offensichtlich ist £, mit den iiblichen linearen Operationen ein K—Vektorraum

und || - || ist eine Norm /.
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U ist vollstindig: Sei (™) = ((z]*),) eine || - ||oo—Cauchyfolge in /o, Dann ist

m

fiir jedes n (2),, eine Cauchyfolge in K, d.h. es gibt ein x, mit 2] — z,, fiir

m — oo. Fiir jedes € > 0 existiert ein NV € N mit
2™ — 2t < ||2™ — 2% < € filr n, ¢ > N,m € N.
Daraus folgt

sup |z, < sup )|+ e < |2V + ¢,
n n

d.h. es gilt (z,,) € . Fiir m > N und ¢ — oo folgt

|2™ — z||oo = sup |z]' — z,| < e, also 2™ — x.
n

U ist nicht separabel: Die Menge M der 0—1-Folgen ist iiberabzéhlbar und fiir
z,y € M, z # y gilt ||z — y|l.c = 1. Dann kann es aber keine abzihlbare dichte
Teilmenge geben (vgl. Aufgabe 4.4).

pelloc): b= {(@): Y lwal” <o}, ol = {3zl 7.

¢, ist ein Vektorraum: die einzige nichttriviale Tatsache ist hierbei: Aus z,y € ¢,

folgt x 4+ y € ¢,. Dies ergibt sich aus

Sl tual < D0 {2l + 2ml}
= 2p{Z|xn|p+Z|yn|p} < 0.

| - |l ist eine Norm auf £p: Dabei ist nur die Dreiecksungleichung nicht-trivial.

Um sie beweisen zu kénnen, bendtigen wir die Holdersche Ungleichung.

. . 1 1
Satz 4.8 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € [1, 00| mit —+5 =
1, dabei sind auch die Fillep = 1,q = oo und p = 00, ¢ = 1 zugelassen. Firx € ¢,

und y € 4, ist die Folge (zny,) € {1 und es gilt

Yzl < llzllylle.

Zum Beweis benotigen wir das
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. 11 _
Lemma 4.9 Seien p,q € (1,00) mit =+ ==1,a >0 und b > 0. Dann gilt
p q

1 1
ab < —aP + —b?
b q

Bewets. Wir zeigen zunichst fiir 0 < o < 1, ¢ > 0, d > 0 die Ungleichung
d' < ac+ (1 —a)d.

Fiir ¢ = 0 und ¢ = d ist die Ungleichung trivial. Sei also 0. E. 0 < ¢ < d. Aus
dem Mittelwertsatz folgt

&= = 1-a)(d—c)¢ *mitc<é<d
< (I—-a)(d—c)c ™.

Multiplikation mit ¢* ergibt

Ad* <c+(1-a)(d—c)=ac+ (1—a)d.

| =

1
Wenden wir die hiermit bewiesene Ungleichung an auf o = —, 1 —a =
p

d = b?, so folgt die Behauptung des Lemmas. [ |

Beweis von Satz 4.8. DieFillep =1, ¢ = oo und p = oo, ¢ = 1 sind trivial.
Sei also 1 < p, ¢ < 00. Ist x = 0 oder y = 0, so ist die Ungleichung (Gleichung!)
offensichtlich. Ohne Einschrankung kénnen wir also z # 0 und y # 0 annehmen.

Anwendung von Lemma 4.9 auf a = ||| [zn| und b = ||yl yn| ergibt

_ 1o 1,
(I llpllylle) " zayal < Il zal” + gl gl

Durch Summation iiber n folgt

D lzayal = lzlpllylle D (lllpllylle) ™ l2nyal

IN

1, . 1o
HprHqu{;Hpr”HxHi + gHquqHyHZ} = llzllpllylle:
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Satz 4.10 (Minkowski—Ungleichung) Fir 2,y < ¢, gilt die
Minkowski-Ungleichung, Dreiecksungleiching,

Iz +yllp < llzllp + Iyl (p €[, 00).

Beweis. p=1und p = oo sind offensichtlich (fiir p = co haben wir dies bereits
oben benutzt). Sei also 1 < p < co. Dann gilt wegen der Holderschen Ungleichung

o+ 9l = D" lan +val” < 3 {loallan + 9l + Iyl + 9l |

1/p 1/q 1/p 1/q
< Xl } T e wal @ L bl D a4l

= (llzlly + 1glly) = + g2/ (wegen (p — 1)g = p),
I+ ylly = Iz + gl = lally + gl

l,(1 < p < o0) ist vollstindig: Sei (z™) eine || - ||,~Cauchyfolge in ¢,. Dann ist

fiir jedes n (z),, eine Cauchyfolge in K, d.h. es gibt ein z,, mit 2" — z,, fiir

m — oo. Fiir jedes € > 0 existiert ein NV &€ N mit
m 4 .
_ < 0> N.
|z™ — 2|, < e fiir m, > N

Daraus folgt fiir jedes K € N

K K
m P __ 1 m 2 p p
E |z)" — x| fhmE lzyt — x,|P < eP,
l—o0
n=1 n=1

also auch

o0
D la @l < e
n=1

d.h. es gilt (z,) € ¢, und ™ — z fiir m — oo.

0,(1 < p < 00) ist separabel: Die Menge der Einheitsvektoren ist abzéhlbar und
total in £,,.

1 1

Aus der Holderschen Ungleichung folgt, daff jedesy € 4, (= + - =1fiir 1 <p <
P q

00, ¢ = oo fiir p =1, und ¢ = 1 fiir p = o0) ein stetiges lineares Funktional

Fyily =KoY 2y,

erzeugt mit || F,|| < ||y|l,- Es ist leicht zu zeigen, dal sogar || F,| = |lyll, gilt;
mehr dazu in § 6 und § 10.
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4.4 Beschriankte lineare Operatoren und Funktionale

Seien (X, | - ||x) und (Y,| - ||y) normierte Rdume (wenn keine Verwechslung
moglich ist, lassen wir den Index X bzw. Y an den Normen weg). B(X;Y) ist
der Raum der beschrinkten (stetigen) linearen Operatoren von X nach Y (auf
ganz X definiert). Durch

lAll = sup {J|Az] 12 € X, |lz]) <1}

— inf {C Az < C|lz| tiir alle z € X}

wird auf B(X;Y') eine Norm definiert: ||A|| > 0 ist offensichtlich auf Grund der

Definition.
(N1)  [ad] = sup{[ladz|:ze X, [z] <1}
= |a|sup{[|Az[|: x € X, [|z]| <1} = [a][[A].
(N 2) |A+ B|| = sup{||Az+ Bz|:z € X, ||z|| < 1}
< sup{||Az|| : z € X, ||z|| < 1} +sup{||Bz| : z € X, ||z| < 1}
= [[A|l + [|B]|-

(N 3) Aus ||A|| =0 folgt ||Az|| = 0 fiir alle z € X, also A = 0.

Offensichtlich gilt auBlerdem

|Az|| < [|All||z] fir alle x € X
und

IAB|| < [IA[l[|BII;
letzteres folgt aus

[ABz|| < [[Al[l|Bz]| < Al Bl|=]-

Satz 4.11 Ist (X, |- ||x) normiert und (Y, ||-|ly) ein Banachraum, so ist auch
(B(X,Y),||-||) ein Banachraum. Speziell ist (X, || - ||x)* stets ein Banachraum.
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Beweis. Nur die Vollstéindigkeit ist noch zu beweisen. Sei (4,,) eine Cauchyfolge
in (B(X,Y),| - ||). Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit

|Anz — Apz|| < €|z fiir n,m > N und alle z € X.

Also ist (A,x) fiir jedes z € X eine Cauchyfolge in (Y, || - |ly), d. h. es existiert ein
y € Y mit A,x — y; wir definieren Az := lim A,x. Die Abbildung A : X — Y

ist offenbar linear und es gilt
|Az|| = lim || Apz|| < C|lz||, d.h. A € B(X;Y)

(da (A,) eine Cauchyfolge ist, existiert ein C' mit ||A4,| < C fiir alle N). Fiir
n > N und m — oo folgt

|Anz — Az|| = lim || Az — Anz|| < ellz]],
|A, — A|| < e fiir n > N,

also |4, — A|| — 0. O

Bemerkung 4.12 Zur Berechnung der Norm eines Operators A € B(X,Y)

bzw. eines F' € X* ist folgende Aquivalenzaussage niitzlich:

1A =C < (i) ||Az| < CJz| fir alle z € X (d.h. ||A]| < C);
(ii) es existiert eine Folge (z,) aus x € X\{0} mit

lim || Azp||||z.] 7 > C d.h. ||A|| > C).

Statt (ii) gelingt es héufig sogarzu zeigen: Es gibt ein x € X \ {0} mit ||Az|| =
Cll]l-

Beispiel 4.13 A:C[0,1] — C[0,1], Af(x) = zf(z).
Wir untersuchen A in Bezug auf die Normen || - ||, fiir 1 < p < co. In jedem Fall
gilt offensichtlich

[Afllp < ], fiir alle f € C[0,1];

insbesondere ist A € B(C|0, 1)) := B(C|0, 1], C|0, 1]).
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p =oo: Ist f € C|0,1] so, daB max |f(z)| = |f(1)] ist, so gilt

|4 f oo = max {2 f(@)] : 0 < & < 1} = [F()] = [/

also ||A]| > 1 und somit ||A| = 1.

1
1<p<oo: Sei|fnllp =1mit f,(z) =01in [0,1 — —]. Dann ist
n

14slh = { [lef@par” > 0= Dilgl, = 0= -1,
0

also gilt auch in diesem Fall ||A| = 1. O

4.5 Teilrdume, Produktriume, Quotientenridume

Aus vorgegebenen normierten oder Banach—R&umen konnen auf verschiedenen
Arten neue normierte Rdume konstruiert werden. In Abschnitt 4.4 lernten wir
bereits B(X;Y) und B(X;K) = X* kennen, den Raum der stetigen linearen
Abbildungen von X nach Y bzw. von X nach K; ist Y ein Banachraum, so ist

B(X;Y) ebenfalls ein Banachraum; insbesondere ist X* stets ein Banachraum

In diesem Abschnitt lernen wir noch drei weitere Verfahren zur Konstruktion

neuer Raume kennen (in Abscnitt 4.6 werden wir dann noch die Vervollsténdigung

behandeln).

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum, 7" ein Teilraum (Untervektorraum) von X.
|| - || ist natiirlich auch auf 7" eine Norm und somit ist (7| - ||) ein normierter
Raum.

Satz 4.14 Sei (X, | -||) ein Banachraum, T ein Teilraum von X. T ist genau

dann abgeschlosen, wenn (T, | - ||) ein Banachraum ist.

Beweis. =: Sei (z,,) eine Cauchyfolge in (7', ||-||). Dann ist (z,,) eine Cauchyfolge
in (X, | -|]); also existiert ein € X mit x,, — z. Da T abgeschlossen ist, gilt
zel.

<: Sei (z,) eine Folge aus Tz, — = € X. Dann ist (x,) eine Cauchyfolge in
(T, - ||) und somit in T" konvergent, d.h. z € T. 0



68

4 NORMIERTE RAUME UND BANACHRA UME

Seien (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Radume. Das Produkt X x Y, d.h. die
Menge der Paare (z,y) mit x € X und y € Y wird durch

(z,y) + (@ y) = (e +2"y+v), alz,y) = (az,ay)

zu einem Vektorraum. Mit

I, )l = llzllx + [lylly

wird auf X x Y eine Norm definiert , also (X x Y, || - ||) zu einem normierten

Raum. Die Normen

(=l + lyl)> - fir 1<p < oo,

max{|[z]|x, [lylly}  firp=oo

Izl = {

sind offenbar dquivalent zu || - ||.

Satz 4.15 Die Riume (X, ||| x) und Y, ||-|ly) sind genau dann Banachriume,

wenn (X x Y, || -||) ein Banachraum ist.

Beweis. =: Tst ((xn,yn)) eine Cauchyfolge in (X x Y, || -||), so sind (z,) und
(yn) Cauchyfolgen in (X, || - ||x) bzw. (Y,]| - ||y), d-h. esgibt x € X und y € Y
mit z,, — x und y, — y. Dann gilt aber auch (z,,y,) — (z,y).

<«: Sei (z,,) Cauchyfolgein (X, ||-||x), o € Y. Dann ist ((:cn, yo)) eine Cauchyfol-
gein (X x Y| ]), d. h. es gibt ein z € X und ein gy € Y mit (z,,v0) — (z,%0),
also z, — z (und natiirlich auch g = yo). Entsprechend zeigt man, daf§ Y

vollstandig ist. O

Sei X ein Vektorraum, 7" ein Teilraum von X. Durch x ~p y < z —y € T wird
offenbar eine Aquivalenzrelation auf X erklart (fiir alle  gilt  ~¢ x; aus z ~7 y
und y ~7 z folgt x ~p z; aus x ~p y folgt y ~7 x). Mit & bezeichnen wir die zu

= gehorige Aquivalenzklasse. Durch

—

1+ 3o =o1+ T2, aly=ax; (zj € X, a € K)

wird die Menge der Aquivalenzklassen zu einem Vektorraum. Dieser wird als

Quotientenraum X /T bezeichnet.

Satz 4.16 Sei (X, ||-]|) ein normierter Raum, T ein abgeschlossener Teilraum

von X.
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(a) ||Z|| := inf{||z]| : 2 € &} ist eine Norm auf X/T.
(b) Ist X ein Banachraum, so ist auch (X/T,| -||) ein Banachraum.

(c) Die Abbildung X — X/T, x+ & hat die Norm 1.

Bewets. a) Natiirlich ist ||Z| > 0

(N1 lazl = [laz]| = inf{[|z]| : 2 € (ad)}

= if{flaz]| : = € &} = alll&])

(N2)  z+gll = lo+yll =nt{]z]: 2 cz+y}
nf{[(u+ )l : v e i, veo}

< inf{|lul| + |[v]| s w € Z,v € §} = ||| + |9].

(N 3) Ist ||Z|| = 0, so existiert eine Folge (z,) aus & mit 2z, — 0. Da T abgeschlos-
sen ist, ist auch £ = x + T abgeschlossen, also 0 € x + T'. Das ist nur moglich,
wenn z € T ist, also & = 0 € X/T.

b) Sei (2,) eine Cauchyfolge in (X/T, || - ||). Dann existiert eine Teilfolge (Z, )

mit

|30 — &, || < 27F fiir n > ny,
also speziell

|Zrpsy — Tng |l < 27k,

Nach Definition der Norm auf X /T existiert fiir jedes k € N ein y;, € Ty — Ty,
mit ||yx]| < 27F. Deshalb ist Yy konvergent; sei y := > yr. Wegen

1@+ k) = 9l < [l + -+ ) —

ist dann auch Y g konvergent gegen g,

'%nk-s-l_'%m:('%nz_'%m)"i_"'"i_(:inkﬂ_i'nk)::g1+"'+§k_>@?

Tnpyr 7 Y + T, .
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Da (&) eine Cauchyfolge ist, gilt dann auch fiir die gesamte Folge

Tn = Y+ T,

4.6 Vervollstindigung metrischer und normierter Rdume

Oft ist es niitzlich zu wissen, dafl jeder metrische Raum (normierte Raum) X als
ein dichter Teilraum eines vollstdndigen metrischen Raumes (Banach-Raumes X
aufgefaBt werden kann. Ein solcher Raum X wird als Vervollstindigung von X

bezeichnet.

Satz 4.17 Sei (X,d) ein metrischer Raum (X, | -||) ein normierter Raum).
Dann existiert ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter vollstandiger metri-
scher Raum (X, d) (Banachraum (X,|||-]|])) so, daf X zu einem dichten Teilraum
von X isomorph ist. (Als Isomorphie wird hier eine bijektive Abbildung bezeichnet,
die im Fall des metrischen Raumes die Abstinde erhdlt, im Fall des normierten

Raumes linear ist und die Norm erhilt.)

Beweis. Konstruktion von X: Sei zunéchst X die Menge der Cauchyfolgen
in X. Wir sagen zwei Cauchyfolgen (z,) und (y,) sind dquivalent, wenn gilt
d(Tp, Yn) — 0 bzw. ||z, —yn|| — 0. Mit [(2,)] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse,
die die Cauchyfolge (z,) enthilt. X sei die Menge der Aquivalenzklassen aus
X. Im Falle des normierten Raumes X sind die Vektorraumoperationen auf X
definiert durch

[(@n)] + [(wn)] = [(&n +yn)l,  al(za)] = [(azn)].

Schlie3lich definieren wir

d([(zn)] + [(yn)] = lim d(zn, yn) bzw.
Gl = lim [z,

Es ist leicht zu sehen, da diese Definition von der Wahl der Reprisentanten

unabhéngig ist und dafl hierdurch eine Metrik bzw. eine Norm definiert wird.
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Wir betten X in X ein durch

E: X — X,z [z,

wobei [z] die Aquivalenzklasse der gegen X konvergenten Folgen ist. Offenbar gilt

d(Ez, By) = d(z,y), bzw. |[|[Ez|]| = |[=].

E(X) ist dicht in X und im Vektorraum-Fall ist F linear: Sei & = [(z,)] € X.

Dann gilt offenbar [z,,] — &, denn

d([#m), 2) = d([zm], [(xn)] = 1i7?1d(xm,xn) — 0 fiir m — oo, bzw.

farm] = Z[|| = lim ||z — @[] — 0.

X ist vollstindig: Sei (%) eine Cauchyfolge in X. Da E(X) dicht ist, existiert fiir
jedes k ein zp € X mit |||Zx — [zk]||| < — (wir betrachten von jetzt ab nur noch
den Fall des normierten Raumes X; fiir metrische Rdume geht es entsprechend).

Wegen

lox =zl = [lllze] = ]l
< [llfza] = Zelll + 1128 = Zelll + (120 — [zl
< g adl+ 5
k 1
ist (1) eine Cauchyfolge in X, also [(z;)] € X und
IT(zn)] = Zelll < ([[(zn)] = ][] + [l [2x] = Z4ll

1
lim ||z, — x| + 7 0 fir £ — oo,

A\

d.h. T — [(z,)] fiir & — oo.

Wir zeigen nun noch, dafl zwei Vervollstandigungen X und X 1somorph sind.
Seien £ und E die entsprechenden Einbettungen, d.h. E(X) ist dicht in X,
E(X) ist dicht in X. Dann ist EE~" eine Isomorphie von E(X) auf E(X). Wir

zeigen, dafl EE~! 7u einem Isomorphismus von X auf X fortgesetzt werden kann.

Sei & € X. Dann existiert eine Folge (z,) aus X mit E(z,) — , also ist

EEY(E(z,)) = E(z,) eine Cauchyfolge in X,

A~

E7N(B(za)] = &, ||zl = [I12]]l



72 4 NORMIERTE RAUME UND BANACHRA UME

Wir definieren V : X — X durch
Vzi:=z.

V erhilt offenbar die Norm.
V(X) ist vollstindig: Ist (&,) eine Cauchyfolge in V(X), so ist V~'Z, eine
Cauchyfolge in X, also konvergent, V1%, — &, 2, — VI € V(f( ).

Wegen E(X) C V(X) ist V(X) dicht in X, also (da V(X) vollstéindig ist) not-
wendig gleich X , d.h. V ist ein Isomorphismus von X auf X , X und X sind

isomorph. [ |

4.7 Ubungsaufgaben

4.1 Sei (X, | -]|) ein normierter Raum 7' ein abgeschlossener Teilraum, N ein

1-dimensionaler Teilraum, TN N = 0.
(a) Ist (x, + 2n)(z,, € T, € N) eine in X konvergente Folge aus T + N, so sind
() und (z,) konvergent.

(b) Ist M ein endlich dimensionaler Teilraum von X, so ist T+ M abgeschlossen
(Induktion nach dim M).

(c) Teil b) gilt i. allg. nicht, wenn M ein abgeschlossener unendlichdimensionaler

Teilraum ist.

Anleitung: In ¢; wihle man
1

T = {(:cn) i Lo, = 0 fiirn € N}, M = {(:cn) Loy = —Top_q fUr N € N}.
n

4.2 Sei (X, |- |) ein normierter Raum, 7' ein abgeschlossener Teilraum vom
X, T+ X.

(a) Ist z € X\T, so gibt es ein stetiges lineares Funktional F' auf LT,z mit
|F'=1und F(x) =0 fiur z € T. (Man benutze Aufgabe 4.1a).

(b) Zu jedem delta < 0 gibt es ein z € X mit ||z|| = 1 und d(z,T) := inf{||x —
yll:yeT}>1-0.

(c) Genau dann sind alle beschrédnkten Mengen in X relativ kompakt, wenn X

endlichdimensional ist.
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(d) Ist T" endlichdimensional, so gilt Teil b) auch mit ¢ = 0.

4.3 Man zeige die Behauptung von Aufgabe 4.2b (Rieszsches Lemma) direkt.
Anleitung: a) fir y ¢ z\T ist d :=inf{||ly —z|| : 2 € T} <0 .
b) Es existiert ein z € T' mit ||y — z|| < 135
¢) z = ||y — z|| *(y — 2) hat die gewiinschte Eigenschalft.

4.4 Ein normierter Raum (X, | - ||) ist genau dann nicht separabel, wenn es

eine itberabzdhlbare Teilmenge A von X und ein a > 0 gibt mit ||z — y|| > a fiir
r,y€e Az F#y.

(a) Der Raum (C'(R), || - || der stetigen beschrénkten Funktionen auf R mit
| flloo :=sup{|f(z)| : z € R} ist ein Banach-Raum.
(b) (C(R), | - |loo) ist nicht separabel

Anleitung: Man zeige, daf £, als Teilraum aufgefalt werden kann.

4.5 Sei ¢y bzw. ¢ der Raum der Nullfolgen bzw. der konvergenten Folgen x =

(Zn)nen mit der Norm ||z||o := sup{|z,| : n € N}.

(a) cop und ¢ mit dieser Norm sind Banachraume. Es gilt ¢ = ¢+ L{(1,1,1,...)}.

(b) Die stetigen Funktionale F' auf ¢y sind gegeben durch
)= % futat fo lim o, mit f = (fu)uess € 4(N), [ £ = 1F]].

neN
(c) Die stetigen Funktionale F' auf ¢ sind gegeben durch

F(x) = ;anxn mit f = (fu)nen, € (N), [|f]l = [[F]]

Bemerkung. Die abgekiirzte Aussage c* = ¢ = {1 ist also miverstandlich.

4.6 (a) Es gibt ein F € ¢ mit F(z) = limz, fir alle z € ¢ (vgl. Aufgabe
4.6).

(b) Nicht jedes stetige lineare Funktional auf ¢, 1a8t sich durch ein f € /¢,

darstellen.

4.7 Eine Teilmenge B eines Vektorraumes X heifit eine algebraische Basis
(auch: /Hamelsche Basis), wenn B linear unabhingig ist (d.h. jede endliche
Teilmenge ist linear unabhéngig) und L(B) = X.

(a) Jedes maximale linear unabhéngige System in X ist eine algebraische Basis.
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(b) Mit Hilfe des Zornschen Lemmas (vgl. Abschnitt 3.2) beweise man, dafl jeder

Vektorraum eine algebraische Basis besitzt.

4.8 (a) Eine algebraische Basis eines Banachrumes X ist endlich oder iiberabziihl-

bar.
Anleitung: Die Existenz einer abzidhlbaren Basis liefert zusammen mit dem

Satz von Baire: dim X < oo.
(b) Es gibt normierte Rdume mit abzahlbarer algebraischer Basis.

(c) Zwei algebraische Basen eines Vektorraumes haben die gleiche Méchtigkeit.

4.9 Man zeige, dafl d,(1 < p < 0o) aus Beispiel 1.1 Metriken sind.

1 1
4.10 Seil<p<oo,—+-=1.
b q
(a) Fiir die unendliche Matrix (@mnm)n,men gelte Gnm = bpmCpm mit
> |bpm|? < b9 fiir alle n,

> |enm [P < ¢ fiir alle m.
n

Dann wird durch Az := (3 @4nm®m)nen ein Operator A € B({,) erzeugt mit
JA] < be. :
(b) Die Matrix (an,) mit
{ n~! firm <n,
0 sonst

erzeugt einen beschrinkten Operator A in £y mit ||A| < v/6 (tatsichlich gilt
1Al = 2).
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5 Lebesguesche Integrationstheorie

5.1 Pramafle und Nullmengen

Sei X eine beliebige Menge. Eine Familie R von Teilmengen von X heifit ein

Mengenring in X, wenn gilt

0 €R,aus A, BeRfolgt AUB€Rund A\ B(:=AN[B)eR
(dann gilt auch: ANB=A\ (A\ B) € R).
Zum Beispiel ist in R™ die Familie der Mengen, die sich aus endlich vielen

Quadern zusammensetzten, gelegentlich Figuren genannt, ein Mengenring (da-

bei diirfen die Quader auch entartet, d. h. niedrigerdimensional sein).

Sei R ein Mengenring in X. Eine Funktion p : R — [0, 00) heifit ein Pramaf§ auf
(X,R), wenn gilt:
aus A, € R (neN), A,NA,=0firn#m, UA, € R

folgt u(lJ An) = > u(Ay) (o—additiv).

Speziell gilt also: (@) = 0; aus A, B € R, ANB = () folgt u(AUB) = u(A)+u(B).

(Man beachte, daf§ hier (im Gegensatz zu spiter beim Maf) stets vorausgesetzt
wird, da§ A := U, A4, € R ist.)

Beispiel 5.1 In R™ sei u(A) := Volumen von A, fiir jede Figur A in R™. A lif}t
sich darstellen als disjunkte Vereinigung von Quadern; p(A) ist die Summe der
Volumina dieser Quader (niedrigdimensionale Quader haben dabei das Volumen
0). Dieses p heifit das Lebesguesche Pramaf, hdufig mit A bezeichnet. OJ

Beispiel 5.2 Fiir ¢ : R — R rechtsstetig! und nicht fallend sei

p((a; b)) = p(b=) = pla), p({a}) = pla) = pla—).

!Man kann ohne weiteres auf die Rechtsstetigkeit verzichten, wenn man definiert u((a,b)) =

o(b—)—p(a+), p({a}) := p(a+)—¢p(a—), allerdings ist dann ¢ durch p nicht mehr eindeutig bestimmt.
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Jede Vereinigung von endlich vielen (abgeschlossen, offen, halboffen) Intervallen
148t sich als disjunkte Vereinigung von Intervallen der Form (a, b) und {a} schrei-
ben; damit 148t sich p(A) fiir jede Teilmenge A von R definieren, die Vereinigung
von endlich vielen Intervallen ist. Dieses p heifit ein Lebesque—Stieltjes Pramaf.
O

Der Nachweis der o—Additivitdt erfordert hier, wie in fast allen konkreten Féllen,

einige Miihe. Fiir Beispiel 5.2 wird in Aufgabe 5.1 eine Anleitung gegeben.
Sei p ein Pramaf auf (X;R). Eine Teilemnge N von X heifit eine u—Nullmenge,

wenn zu jedem e > 0 eine Folge (A,,) aus R existiert mit
N C UA" und Z,u(An) <e.
Jede Teilmenge einer y—Nullmenge ist offenbar eine py—Nullmenge.

Satz 5.3 Die Vereinigung von abzihlbar vielen u—Nullmengen Ny, ist eine p—
Nullmenge.

Beweis. Fiir jedes k € N gibt es Folgen (AF),, aus R

mit Ny C U A% und Z,u(AfL) <e-27M
also UNk C UAfL und Z,u(AfL) <e.
k k.n k.n

Zum Beispiel ist in R™ jeder Punkt, und damit jede abz&hlbare Menge eine p—

Nullmenge beziiglich dem Lebesgueschen PréamaSf.

Man sagt, eine Eigenschaft in X gilt u—fast tberall (u—f.1.), wenn es eine p—
Nullmenge N in X gibt so, daf die Eigenschaft fiir alle z € X \ N gilt, z. B.

f(x) =g(x), f(x) > g(z), fulx) = f(x) fir n—oo0,... pAf .
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5.2 Integrale fiir Elementarfunktionen

Eine Funktion f : X — C heif}t eine R—FElementarfunktion, oder Elementarfunk-
tion (beziigl. R), wenn endlich viele Ay, ..., A, € Rund ¢y, ..., ¢, € C existieren
mit A, N A; =0 fiir i # j und

c; firz e Aj,

f(x)_{O fir z € X \ J4;.

Diese Funktionen bilden einen Vektorraum E(X,R) iiber C. Im obigen Beispiel
(X =R™, R = Familie der Figuren in R™) sind dies die Treppenfunktionen.

Fiir R-Elementarfunktionen definieren wir das u—Integral durch

[ @ duta) = [ faui=3" ciuta)

Obwohl die Mengen A; durch f nicht eindeutig bestimmt sind, ist dieses Integral
eindeutig definiert. Offensichtlich ist das Integral

linear, d. h. /(af—l—bg)d,u—a/fd,u—l—b/gd,u,

positiv, d.h. aus f > 0 folgt /fd,u > 0.

Es gilt
’/fd“’ - ’ZW(AJ > lejlu(A /|f|du,
und somit
’/(f—i-g)d,u’§/|f+9|d,u§/(|f|—|—|g|)d,u—/|f|du+/|g|d/i.
Also ist

1l = / /()| du(z)

eine Halbnorm auf E(X,R).

Im folgenden sagen wir: Eine Folge (f,) von Funktionen X — C konvergiert
pu—fast gleichmdflig gegen eine Funktion f : X — C, wenn es zu jedem € > 0 eine
Folge (A7) aus R gibt mit

Z,u(Ai) <e und f(z) = f(r) gleichmifigin X \ UA%
k k
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Z.B. ist fn(x) = 2™ auf [0,1] A\fast gleichméflig gegen 0 konvergent fiir das
Lebesguesche Pramafl \.

Satz 5.4 Sei (f,) eine || - ||1~Cauchyfolge in E(X,R). dann gilt
(a) Es gibt eine Funktion f : X — C und eine Teilfolge (fn,) von (f.) so, dafs
qgilt
fon () = f(x) pu—fast gleichmdfig (insbesonderep—f. i.).
(b) Sind (gr) und (hy) zwei u—f. i. konvergente Teilfolgen von (f,), so gilt

gr(z) — hi(z) =0 pfid

Beweis. Sei (fn,) so gewiihlt, daf gilt
o = Faneal| <3751 fiiralle k€N.
Mit g (2) := [fr, (%) = frpp (€)] sei:

M, — {x € X :golz) > 2—k—1} eR, Ny:=|JM.
>k

Dann gilt

J(My) < 281371 = (g)kﬂ’ PNTUAES Y (—)Hl — 0 fir k— oo,

d.h. > ge(z) ist fiir jedes k € N gleichmiBig konvergent in ENk; dort ist also
(fn,(z)) gleichméBig konvergent, d. h. (f,,) ist u—fast gleichméBig konvergent.

b) Es gelte gr(x) — g(x), kp(z) — h(x) p—f. . Es ist zu zeigen: g(z) = h(z)pf. i.
Offenbar ist (p,) = (g1, h1, g2, ha, ...) eine || - ||;—Cauchyfolge in E(X,R). Eine
Teilfolge (py, ) gemaB Teil a kann hiervon so gewéhlt werden, dafl die Folgenglieder
mit ungeradem Index aus der Folge (gx), die mit geradem Index aus der Folge

(h) entnommen sind.

Es gibt eine p~Nullmenge N und eine Funktion f : X — C mit p,, (z) — f(2)
fir z € X \ N. Dies gilt natiirlich dann auch fiir die Teilfolgen mit ungeraden
bzw. geraden k; andererseits gibt es Nullmengen N; und N, so, daf§ diese in
X \ Ny bzw. X \ N, gegen g bzw. h konvergieren. In X \ (N; U Ny U N) gilt
also g(z) = f(z) = h(x); da N; U Ny U N eine Nullmenge ist, folgt hiermit die
Behauptung. [ |
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Satz 5.5 (a) Sind A, A; (j € N) aus R und A C UA;, so gilt u(A) <> u(A;).
(b) Ist (fn) aus E(X,R) mit f,(z) \ O p—f d., so gilt || fn|[1 — O.

Beweis. a) Mit A} = Ay, A, = A, A gilt A = UAN A
1 n+1 ~ J J
J:

(disjunkt), also wegen der o—Additivitat von p

A =D AN A <D p(A)) <D p(A)).

b) Wegen 0 < /fn+1 dp < /fn dp < /f1 dp ist (fy) eine || - ||;—Cauchyfolge.
Nach Satz 5.4 a konvergiert also (f,,)u—fast gleichméBig gegen 0. Fiir jedes € > 0
existiert eine Folge (A4;) aus R mit > p(A;) < € und f, — 0 gleichméBig in
X\ (UA;). W&hlt man ng so, dafl

folz)<e fur n>mne und =z € X\ (UA;),

so folgt fiir n > nyg

[ fallt = /fnd,u < ,u({x € X : fu(z) >5}) max f; —i—s,u({x € X: fi(z) # 0})
< e(maxfi +p({e € X : filx) £0}),

also || f|l1 — 0. |

Satz 5.6 Sei (f,) eine || - |1 -Cauchyfolge in E(X,R), die p—fast tiberall kon-
vergiert. Dann gilt: f,(x) = 0 p—f. i. < || fulli = 0.

Beweis. <: (f1,0, f2,0,...) ist ebenfalls eine || - ||;~Cauchyfolge. (f,,) und (0)
sind f. ii. konvergente Teilfolgen, die gegen f(x) := lim f,(x) bzw. 0 konvergieren.
Nach Satz 5.4b gilt also f(z) =0 p-f. .

=: Annahme: || f,||1 # 0 (z.z. es gilt nicht: f,(x) - 0 p-f 1.).
O, E. f, > 0 (sonst betrachte man |f,| statt f,) und || f,,|[1 = ¢ > 0. Sei (n;) eine
Teilfolge von N mit

1

2 2 j j+1
anlHl > §C7 an] - fn]-+1H1 < 56(5) = —C(—) .
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Die Folge (f;) mit

fi() = min(fy, (2), ..., f, (2))

ist nicht wachsend mit

fj 2 fn1 - |fn1 - fn2| T e s T |fn]-_1 - fn]'|7
HfjHl = /fjdru > anlHl - anl - fn2H1 e T anj_1 - fnjHl
2 1 1

2 §C—§C:§C.

Also gilt || f;|l # 0, und nach Satz 5.5b gilt somit nicht f;(z) — Opf. ii. Wegen
Jn, > f; folgt hieraus: es gilt nicht fo(z) =0 pf.ii. |

Korollar 5.7 (a) Sind (f.), (ga) ||-|1—-Cauchyfolgen in E(X, R) mit f,(x)—
g(x) = 0 p—f ., so folgt

| [a= 0] < o= gl = 0, fulls = lgull 0.

(b) Ist (fn) eine || - ||1-Cauchyfolge in E(X,R) mit lim f,(x) >0 p—f. d., so
folgt

lim / fandu >0 entsprechend fir , < ).

Beweis. Da mit (f,) und (g,) auch (f,, — g») eine || - ||;—Cauchyfolge ist, folgt
aus Satz 5.6 || fo — gull — 0. Mit )anul - Hgnulj < Ifn — gnll1 folgt auch die

zweite Behauptung.

b) gn(x) := max{0, f,(z)} ist eine || - ||;—Cauchyfolge mit f,(z) — gn(z) = 0 pu—
f.ii. Mit Teil a folgt hieraus

lim/fnd,u—lim/gnd,u20 (da gn > 0).



5.3 Integrierbare Funktionen 81

5.3 Integrierbare Funktionen

Eine Funktion f : X — C heifit u—integrierbar, wenn eine || - ||;—Cauchyfolge in
E(X,R) existiert mit f,(x) — f(z)u—f.i. Man definiert dann das pu—Integral:

/f(:c')d,u(:c) —/fdu:—lirxzn/fnd,u.

Aus Korollar 5.7 folgt die Findeutigkeit dieser Definition und die Positivitit des
Integrals. Die Linearitdt iibertragt sich beim Grenziibergang. Mit f ist auch

| f|p—integrierbar und mit der Positivitat folgt

[1s+alduns [an+lahdn= [ 11+ [lglan

Bemerkung 5.8 Ist f : I — R Riemann-integrierbar, so ist es auch Lebegue—
integrierbar mit gleichem Integral. Sind f und | f| iiber R™ uneigentlich Riemann—
integrierbar, so sind sie Lebesgue-integrierbar mit gleichen Integral (Beweis 7!).
Die Menge der p—integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen wir mit £ (X, p).
L1(X, p) ist ein komplexer (ggf. reeller) Vektorraum. || f||1 = / |f] dp ist eine

Halbnorm auf £4(X, p), aber i.allg. keine Norm. Der folgende Satz macht deut-
lich, daB8 abgesehen von der Tatsache, dal || - ||; keine Norm ist, £(X, pu) die
,» Vervollstdndigung“ von E(X,R) beziiglich || - ||; ist.

Satz 5.9 Ist (f,) eine | - ||1-Cauchyfolge in Li(X,u), so gilt: Es gibt ein
f € Ly(X,u) mit /fd,u = lim/fn dp und eine Teilfolge (fn,) mit fr, (z) —
f(z)u—fast gleichmafsig.

Bewets. Aus der Definition der p—Integrierbarkeit und mit Satz 5.4 folgt: Fiir
jedes n € N existiert ein h,, € F(X,R) und eine Folge (A}), aus R mit

Ifo =Rl 277 Y~ (A7) < 27" und |fu(@) = hu(z)] < 27" in X\ | J A7,
4 4

Offenbar ist (h,,) eine || - ||;—Cauchyfolge in E(X,R). Hieraus ergibt sich ebenfalls
mit Satz 5.4: Es existiert ein f : X — C, und eine Teilfolge (h,,) so, dafl fiir
jedes € > 0 eine Folge (A4,) aus R existiert mit

Z,u(Aq) < eund hy, (z) — f(x) gleichméBig in X \ U A,
q

q
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Also gilt f,, (x) — f(z) gleichmé&Big in X \ {(U A)UCU UA?)} Da dies fiir

q n>N £

alle ¢ > 0 und n € N gilt, folgt

[, (@) = f(x)p—fast gleichméBig (insbes.uf. 1i.).

lim/fnd,u—lilin/fnkdu—ligl/hnkdu—/fd,u.

und somit

5.4 Grenzwertsitze

Satz 5.10 (Beppo Levi) Ist (f,) aus £1(X, p) mit fo(z) < fuia(z) und
/ fodp < C fir alle n (monotone Folge mit beschriankter Integralfolge), so
ezistiert ein f € L4(X, p) mit

ful@) = F(@)p-f. i und / fodp — / £ du.

Bewezs. Aus/fn du < /fn+1 du < Cund/|fn—fm|d,u = /fnd,u—/fm du
fiir n > m folgt, dal (f,,) eine || - |[;—Cauchyfolge ist. Mit Satz 5.8 folgt hieraus
die Behauptung. [ |

Satz 5.11 (a) Sind f,g € L1(X, ) reellwertig, so folgt min(f, g), max(f,g) fi, f- €
L(X, ).

(b) Mit f € L(X,pn) gilt auch Re f, Im f € L1(X, p).

Beweis. a) Zu f,g seien (f,), (gn) die || - [;—Cauchyfolgen gemif8 Definition
der p—Integrierbarkeit. Dann ist auch (min(f,,g,)) eine || - |[;—Cauchyfolge mit
min( fy,, gn)(z) — min(f, g)(x)uL. i.; also ist min(f, g) € L£1(X, 1). Entsprechend
fir f1 =max(f,0) und f- = (—f)+.

b) Ist (f,) eine ||-||;—Cauchyfolge fiir f, sosind (Re f,,)), (Im f,) ||-|[i—Cauchyfolgen
fiir Re f bzw. Im f. [ |
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Satz 5.12 (Lebesgue, Satz von der dominierten Konvergenz)
Gilt f, € L1(X, p) firn € N, |fo(2)| < g(z)—f. G4. mit einem g € L1(X, p), fulz) —
f(z)—f 4. (f i. konvergente Folge mit integrierbarer Majorante ), so folgt

f e Li(X, ), /fdu—li;n/fndu-

Beweis. Es gilt

Gn = supq fn, fat1,.. .} = lilgnmax{fn, oy frtk )

Mit Satz 5.10a) folgt max{fy,,..., fatk} € L£1(X, 1) und Satz 5.9 (B. Levi) liefert
gn € Li(x,p). Auf die nichtwachsende Folge (gn)(/ gndp > —/gd,u) kann
ebenfalls Satz 5.9 (B. Levi) angewandt werden:

gn(@) N f(z) pti,  feLli(X,p), /gn du — fdp.

Mit h,, := inf{f,,...} folgt entsprechend /hn dp — /fd,u. Wegen h,, < f, <

gn ergibt sich /fn du — /fd,u. [ |

Satz 5.13 (Lemma von Fatou) Gilt f, € £i(X,p) firn € N, f, >
0, / fadp < C und f, — fu—f d. (f i. konvergente positive Folge mit be-
schrankter Integralfolge), so folgt

feLiX,p), /fdugli%inf/fndu.

Bewets. Mit h,, = inf{f,, fos1,...} gilt hp(z) 2 fx)pf. i Aus by, < fork
(n,k € N) folgt

/hn du < lilrrhinf/fnjq€ dp = lirr}cinf/ fedp < C.
Mit Satz 5.9 (B. Levi) ergibt sich also

feLy(X,n) und /fd,u—lim/hnd,uglirr%cinf/fkd,u.
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5.5 Meflbare Mengen und Funktionen, Mafle

Zur Vereinfachung nehmen wir im folgenden an, da8 (X, u) o—endlich ist, d. .
es gibt eine Folge (X,,) aus R mit X = UX,,.

Eine Funktion f : X — C heit u—mefbar, wenn eine Folge (f,) aus E(X,R)
existiert mit f,,(x) — f(x) p—f. . (Im nicht c—endlichen Fall miiite man definie-
ren: f heifit y—mefibar, wenn in jedem A € R die Funktion f p—f.i. Limes von
Elementarfunktionen ist. Wir iiberlassen es dem Leser, sich die im folgenden noti-

gen Modifikationen zu iiberlegen. In den Anwendungen spielen nicht o—endliche
MafBle kaum eine Rolle.)

Satz 5.14 Ist f p-mepbar, g € L1(X, ) und |f(z)] < g(x) pf. 1., so ist
f S El(X7 :u)

Beweis. Sei f, € E(X,R) mit f,(z) — f(x)uf. ., dann gilt

fo = max{ - g,min{fn,g}} € Ly(X, p) (Satz 5.10)
und
falw) = fle) pti,  |ful <9
Daraus ergibt sich die Behauptung mit Satz 5.11 (Lebesgue). [ |

Satz 5.15 (a) Sind f, gu-mefbar, so sind auch f-+g, f-g, g, |fl], ... u—mefbar.

(b) Ist fou—mefbar (n € N) und f,(x) — f(z)u—f. ., so ist auch fu—mefbar.

Beweis. a) Offensichtlich.

b) Es geniigt offenbar, reellwertige Funktionen zu betrachten.Seien X,, disjunkte
Mengen aus R mit X = UX,. Fiir h(z) = (n’u(X,))™* fir z € X, gilt h €
L1(X, ) und h(z) > 0 fiir alle z € X. Dann ist

h(z) fn(z)

MEERTACHE p—meBbar, |g,(x)| < h(z),

gn(x) =
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und somit g, € £1(X, u) (Satz 5.14). Es gilt

_ h(=@)f(=)
gn(T) = g(7) = (@) + |f (@) l9(z)| < h(x)

hg
h —|g|

also g € £1(X, ) und somit f = p~mefbar. |

Eine Menge A C X heif3t u—mefbar, wenn die charakteristische Funktion x4 pu—
mefbar ist. Mit A ist offenbar auch EA p—mefibar. Das Pramafl y wird (ohne,
daf wir dafiir eine neue Bezeichnung einfithren) auf die p—mefbaren Mengen

ausgedehnt durch:

o0 sonst.

J(A) = {fXAd,u falls x4 € L1(X, p),

Satz 5.16 (a) Sind A, p-mefbar mit A,NA,, =0, soist|JA, p-mepbar
und es gilt p(U An) = 3 u(An).

(b) Sind A, pu-mefbar mit A, O Apy1 und ist u(A,) < oo fir ein n, so ist
NA, pu-mefbar und es gilt p(()A,) = lim p(A,).
n n—oo

Beweis. Zunichst gilt

(a) XU™, 40 < XUAn> XU, 40 /" XUAn = 22 XAn-

Hieraus folgen die Mebarkeitsaussagen sofort. Die Aussagen iiber die Mafle fol-

gen aus den Grenzwertsétzen. |

Eine Familie A von Teilmengen von X heifit eine 0—Algebra in X, wenn gilt:

0 e A aus Ae Afolgt [ A€ A und
aus A, € A (n € N) folgt (J A, € A.

Eine Abbildung p : A — [0, 00| mit der Eigenschaft:

aus A, € A(n € N), A, N An =0 fir n #£m
folgt pw(lJAn) =>  u(A,) (o—additiv)
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heifit ein Maf auf (X,.A). (X, A, u) oder kiirzer (X, p) wird als Mafiraum be-
zeichnet.

Satz 5.15 besagt, daf (X, A,, n) = (X, 1) ein Mafiraum ist, wenn A, die Familie
der p—meBbaren Mengen ist.

Satz 5.17 FEine Teilmenge N von X ist genau dann eine u—Nullmenge, wenn
sie u—mef$bar ist ist p(N) = 0.

Beweis. =:Ist N eine py—Nullmenge, so ist x p—f. 1. gleich der Nullfunktion,
also xy € L£1(X, 1) und somit N p—meBbar mit u(N) = [ x du = 0.

<: Sei N p—mefBbar mit u(N) = 0. Dann ist (ny,) eine nicht—fallende Folge aus
L1(X, p) mit [ nxydp = nu(N) = 0 (also beschrénkter Integralfolge). Also ist
nyy Mt 1. konvergent. Da die Folge aber nur auflerhalb von NV konvergiert, ist
N eine p—Nullmenge. u

Ein Maf3 heilt vollstindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge mefibar ist. Die

hier konstruierten Mafle sind also stets vollsténdig.

Ist AC X p—mefibar, so definiert man

/fd,u:—/XAfd,u falls xaf € L1(X,p) ist.

A

Fiir AN B = () gilt dann offenbar.

A/fdquB/fdu— /fdu-

AUB
Satz 5.18 Sei f: X — R. f ist genau dann p-mefbar, wenn M, := {x € X :

f(z) > ¢} fir jedes c € R pu—mef$bar ist (entsprechend fir > ¢, < ¢, < c).

Beweis. «<: Sei M. p—meBbar fiir jedes ¢ € R. Dann sind auch die Mengen
{reX: flz)<ty=X\M, M(st)={reX:s<f(x)<t}

p—mefibar. Damit sind die Funktionen

fulz) = { k- fiir w € M((k—n~' kn™?) fiic k= —n? + 1,...,n?

0 sonst
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p—mefbar und es gilt f,(z) — f(x) fiir alle z € X.

=:Seio.E. ¢ =1 (sonst ist f—c+1 statt f zu betrachten). g := min {1, max{0, f}}
ist p—mefbar und es gilt ¢"(x) — xar(z) fir n — oo und alle z € X; also ist
Xum, p—meBbar. [ |

5.6 Produktmafle und der Satz von Fubini—Tonelli

Seien Rx, Ry Mengenringe in X bzw. Y, ux, uy PramaBe auf X bzw. Y. Die
Mengen A x B mit A € Rx, B € Ry erzeugen einen Mengenring Rx X Ry in
X x Y. Durch

p(U(A; x By)) =Y pux(A;)puy (B;) fir A; € Rx, Bj € Ry, Aj x BjN Ay x By =
wird ein Mafl p in X X Y erzeugt (Produktmaf).
Hilfssatz 5.19 Ist N C X x Y eine u—Nullmenge, so ist
Nx = {x e X:{yeY:(zry)e N} istnicht py-Nullmenge }

eine px—Nullmenge, d.h. fir px—fast alle x ist {y € Y : (z,y) € N} eine py -
Nullmenge.

Beweis. Sei N eine y~Nullmenge. Dann existieren (Beweis!)

Cr = Ap X Bk(Ak € Rx, Br € Ry) mit

N Cc UCk, > u(Ck) < oo, jedes z € N ist in oo vielen Cj, enthalten.
k k
Aus
S [ dinx [ o i = YAy (B) = (G < o
k

folgt: Die Folge

(ZXAz(x)/XBz d:uY> in E(X?RX)

n
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ist nicht fallend mit beschrénkter Integralfolge. Also existiert eine y—Nullmenge

FX mit
ZXA[(SU)/XB[d,uy <oo in X\ Fy.
¢
Es geniigt also Nx C Fx zu zeigen: Sei xp € X \ Fx. Dann gilt

Z/XA[(l’o)XA[(y) dpy (y) < .

Ist y € Y so, dal (zg,y) € N gilt, so ist (z9,y) in oo vielen Cy = A X By
enthalten, d. h. die Folge

(Z X 4,(%0) X B, (y)) ist divergent.
=1 n

Da die zugehorige Integralfolge (iiber y) beschrinkt ist, ist die Menge der y € YV
mit (zg,y) € N eine puy—Nullmenge; also ist 2o ¢ Nx, d.h. Nx C Fx. [ |

Satz 5.20 (Fubini-Tonelli) Es gilt: f € £i(X x Y,pu) <= f ist u-
mefbar, |f(z,-)| ist fir px—f. a. x € X py—integrierbar, und
[ 15wl dur(w) falts | (e y-integrierbar,
F(z):=
e
0 sonst

ist ux —integrierbar. (Die Aussage ,——= “ wird als Satz von Fubini bezeichnet, die

Aussage <= als Satz von Tonelli.)

Es ist dann auch / f(z,y)duy (y) px—integrierbar und es gilt
Y

/fdu—/{/f(x,y)duy(y)}dux(x)-

X Y

Entsprechendes gilt, wenn die Rollen von x und y vertauscht werden. Fiir f €

L1(X XY, p) ist die Integrationsreihenfolge vertauschbar.
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Bewets. =: Ist f € £1(X x Y,pu), so existiert eine || - [|;—Cauchyfolge (f,)
aus E(X XY, Rx X Ry), mit f,(z,y) — f(z,y) wp-f. i Dabei kénnen wir o. E.

annehmen
fn(x7y) :Zhj(x7y) mit ZHh’JHl < 0o0.
j=1 J=1

Nach Satz 5.17 existiert eine pux—Nullmenge N; mit

(1) folz,y) = f(z,y) fir py—fa, zeX\DMN.
AuBerdem gilt offenbar, da die Behauptung fiir Treppenfunktionen gilt

@) (X [ ldi) | st i-Couchytolge in (X Ry)
jzly

n

und
(2) /fn(x,y) duy (y) ist | - [[i—Cauchyfolge aus E(X,Rx).
Y

Es existiert eine ux—Nullmenge N; so, dafl die Folge aus (2') in (X \ N2) konver-
giert, also ist

(3) (fu(z,-)) einel| - ||;—Cauchyfolge in E(Y,Ry) fir x € X \ No.

Aus (1) und (3) folgt

@) f@) € LY my), / Fulr,y) duy (3) / F () duy (y) fitr 2 € X\ (Ny U Vo).

Aus (2) und (4) folgt

J{ [ t@nde)}doxt) = tim [ { [ 5o, duor) } dux(o) =
= hm/fnd,uxXMY_/fdMXXMY_/fdM-
Anwendung dieses Resultats auf | f| liefert die Aussage iiber F'.

=: Seien A, € Rx,B, € Ry mit A, C A,+1, B, C Bpi1, X =UA,, Y =UB,,

x, falls |f(z,y)| <n und (z,y) € A, X By,
Folony) = {f( y) |f(z,y)] ()
0 sonst.
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Dann folgt:

fn € El(X X Y? px X NY)? |fn|) /l’ fn(x?y) — f(x,y),
/|fn|dMX XMY‘/{/|fn|dMY}dMX S/{/|f|dMY}dMX < oo (Fubini),
|f] € L1(X XY, ux X puy) B.Levi,

feLi(X xY,ux x py) (da f-mefbar ist).

Fiir das durch das Lebesguesche Pramafl erzeugte Integral (das Lebesgue—Integral)

in R bzw. R™ schreiben wir kurz

/ﬂmmmmn/ﬂmw“wm (z1,. /‘!/fmww,nmyumw

5.7 Absolut stetige Funktionen, partielle Integration

Eine Funktion F' : R — C heilt absolutstetig (beziiglich dem Lebesgue-Ma$),
wenn es eine iiber jedes beschrinkte Intervall Lebesgue—integrierbare (lokal inte-

grierbare) Funktion f : R — C gibt mit
/ f(t) fiir c <z,

/f t)ydt fir x < ¢

(z,c)

f heifit die (Lebesque—) Ableitung von F'. — Jede stetige differenzierbare Funktion
ist absolut stetig; die klassische Ableitung und die Lebesgue—-Ableitung stimmen

fast iiberall iiberein.

Satz 5.21 (Partielle Integration) Sind F,G : R — C absolut stetig
und f, g ihre Lebesque—Ableitungen, so qilt fiir c,x € R

/F@gom—n@m@—F@G@—/j@Gtm
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Beweis. Es gibt Folgen (f,,), (g,) von Treppenfunktionen so, daf fiir jedes be-
schrénkte Intervall I gilt

/|fn |dt—>0/|gn ()] dt — 0.

Dann konvergieren

F.(t)=F(c) + /fn(s) ds, Gu(t) =G(c) + /gn(s) ds

lokal gleichméBig gegen F' bzw. GG. Da die gewiinschte Gleichung fiir f,, g,, Fy., Gp,
statt f, g, F, G gilt, folgt die Behauptung durch Grenziibergang. [ |

5.8 Beispiel einer nicht Lebesgue—meflbaren Teilmenge von
R

In den Anwendungen spielt natiirlich das Lebesguesche Mafl A auf R und R™
die grofite Rolle. Offenbar sind sehr viele Funktionen Lebesgue-integrierbar, also
sind auch sehr viele Teilmengen von R bzw. R™ ebesgue-mefibar. Da es durchaus
nicht—trivial ist, nicht Lebesgue—meflbare Funktionen bzw. Mengen zu konstruie-

ren, wollen wir hier noch ein Beispiel vorstellen.

Sei X = [0, 1). Zwei Punkte x,y € [0, 1) nennen wir dquivalent, x ~ y, falls z —y
rational ist (dies ist eine Aquivalenzrelation!). Hierdurch wird X in Aquivalenz-
klassen zerlegt (x,y sind genau dann aus zwei verschiedenen Aquivalenzklassen,
wenn x — y irrational ist).

Sei M C X eine Teilmenge von X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein
Element enthéilt (Auswahlaxiom). Fiir jedes r € Qg := QN [0, 1) sei

M, = {x—l—r(modl) [T € M} (speziell ist My = M).

Es ist nun leicht zu zeigen, daf§ M nicht Lebesgue—mefibar ist.

Wir nehmen dazu an, dal M Lebesgue-mefibar ist. Dann gilt

() AMM)=0  oder (B) ANM) > 0.
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Wir benutzen im folgenden die offensichtliche Tatsache, dafl das Lebesgue-Mafl A
translationsinvariant ist, \(A) = M(x+ A) fiir jede Lebesgue—mefibare Menge und
jedes x € R (vgl. Aufgabe 5.8). Es gilt also A\(M,.) = A\(M) fir alle r € Q. Wegen
M, N M, = fir r # s und Urer M, =[0,1) folgt mit Hilfe der c—Additivitat

im Fall (a) A([0,1)) = > A(M,) =0,
reQ
im Fall (8) A([0,1)) = > A(M,) = oo,
reQ
das ist in beiden Féllen ein Widerspruch zu A(]0,1)) = 1. Also ist M nicht
Lebesgue—meBbar.

Damit ist yj; ein Beispiel einer nicht Lebesgue-mefibaren Funktion.

5.9 Ubungsaufgaben

5.1 Man zeige, daB das Lebesgue-Stieltjes Primaf (vgl. Beispiel 5.2) o—additiv
ist.

Anleitung: Man benutze z. B. die folgenden Beweisschritte:

(a) Zu jedem Intervall I und jedem ¢ > 0 gibt es ein offenes Intervall J mit
I C Jund p(J) < p(l)+e. Ist I ein abgeschlossenes Intervall und (I,,) eine
disjunkte Folge von Intervallen mit I = U1, so gilt p(I) = > u(ly,).

(b) Beweis der Behauptung mit Hilfe von Teil b.

5.2 Man zeige: Sind f : R™ — C und |f| im Unendlichen uneigentlich
Riemann-integrierbar, so ist f Lebesgue—integrierbar.

5.3 Sei f : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Ist / fdz = 0 fiir jedes Intervall

1
I C [a,b],s0gilt f(x) = Ofast tiberall. (Es geniigt auch, offene oder abgeschlossene
Intervalle zu benutzen).

Anleitung: Man benutze z. B. die folgenden Beweisschritte:

(a) / gf dz = 0 fiir jede Treppenfunktion g,

(b) /A fdz = 0 fiir jede Lebesgue-meBbare Teilmenge A von [a, b],

(c) ist h : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar, h > 0 f. . und / hdu = 0, so gilt

[a,b]
h(z) =0 f. 1.
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5.4 (a) Zu jeder Familie von Teilmengen einer Menge X gibt es eine kleinster
o—Algebra, die diese Familie enthélt. Die auf diese Weise aus den offenen
Mengen des R™ erzeugte Familie ist die Borelsche o—Algebra; ihre Mengen

heiflen Borel-Mengen.

(b) Eine Funktion auf R™ heifit Borel-mef$bar, wenn das Urbild jeder offenen
Menge eine Borel-Menge ist. Ist ¢ ein Mafl auf R™, das im Sinne dieses Pa-
ragraphen aus einem Pramafl auf den Figuren in R™ erzeugt wird (z. B. das
Lebesgue-Ma$), so ist jede Borel-Menge eine p—mefibare Menge; jede Borel-
meflbare Funktion ist p—meflbare Menge; jede Borel-mefibare Funktion ist

o—mef3bar.

5.5 Sei f: R™ — R beschréinkt, f(z) =0 fiir |z| > R,
f(x):= igf{sup{f(y) YyEQR}:x € é},
flx) = sgp{inf{f(y) YyEQR}:x € é},

wobei ) Quader in R™ sind und ;1 das Innere der Menge A bezeichnet.

(a) Es gilt
f(z) = lim sup{f(y) : y € Qu},
f(z) = lim inf{f(y) : y € Qn}

fiir jede Folge (Q,) von Quadern mit = € @,,, deren Kantenldngen gegen 0

konvergieren.

(b) Es gilt f(z) = f(z) = f(x) genau dann, wenn f im Punkt x stetig ist.

(c) f und f sind Lebesgue-integrierbar und es gilt

[r@a= [f@w [rea- [1@w- [ e

wobei T bzw. [ das Ober— bzw. Unterintegral, / das Lebesgue-Integral

bedeuten.

(d) f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn f fast iiberall (beziiglich dem

Lebesgue-Maf) stetig ist.
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5.6 Die Cantor-Menge C enststeht aus dem Intervall [0,1], indem zunéchst
das offene mittlere Drittel herausgenommen wird, aus den zwei verbleibenden

Intervallen wieder jeweils das offene mittlere Drittel, usw., also

o (o))

(a) C ist eine Jordan—Nullmenge, also auch eine Lebesgue—Nullmenge.

(b) ) C besteht aus den Punkten a € R mit a = Y a;37 mit a; € {0,2}.
j=1

(c) C hat die Méchtigkeit von [0, 1] (ist also insbesondere nicht abzdhlbar).

5.7 Sei 0 < a,, < 1 mit Hf:’:l a, > 0, b, = 1 — a,. Eine verallgemeinerte
Cantor-Menge C',,) wird dadurch definiert, dafl im n—ten Schritt nicht ein Drit-

tel, sondern der b,—te Anteil des jeweiligen Intervalls herausgenommen wird. Die

Menge C(,,) ist Lebesgue-meBbar mit Ma [] a,, aber nicht Jordan-mefbar.

n=1
Was bedeutet das fiir die entsprechenden Integrale?

5.8 Man beweise die Substitutionsregel fiir das Lebesgue-Integral in R™ mit

Hilfe der Substitutionsregel fiir das Riemann—Integral.

5.9 In Aufgabe 2bb kann ¢ : R™ — C wie folgt verallgemeinert werden:

(a) ¢ Lebesgue—integrierbar iiber jede kompakte Teilmenge von R™ (lokal Lebesgue—
integrierbar),

(b) (14 ]-|)P¢ Lebesgue—integrierbar iitber R™ fiir ein p € N,

(c) ¢ Lebesgue-integrierbar und ¢(z) = 0 fiir A-fast alle € R™ mit || > R,
(A = Lebesgue-Maf).

5.10 Sei R der Mengenring in R, der aus endlichen Vereinigungen von Inter-

vallen besteht, o : R — [0, 00) sei definiert durch

1 falls ein € > 0 existiert mit (0,¢) C A,

o(A) == {

Dann gilt: Aus Ay,..., A, € Rund A, N A, = 0 fiir n # £ folgt

0 sonst.

Q( 0 An) = i”: 0(4,) (endlich additiv);
n=1

n=1

o ist aber nicht c—additiv.
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5.11 Jedes f € £1(X, u) 1aBt sich schreiben in der Form f = f1— fo+i(f3— f4),

wobei fiir jedes f; eine nicht—fallende || - ||;—Cauchyfolge (gr(zj)) aus E(X,Rx)

existiert mit ¢’ (z) — fi(x) pf. .
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6 Distributionen, verallgemeinerte Funktionen

Distributionen sind stetige lineare Funktionale auf Rdumen aus glatten Funktio-
nen mit geeigneten Topologien (sogenannten Testrdumen oder Grundrdumen) .
Wir fithren zunéchst die wichtigsten Testrdume ein, und untersuchen dann einige
grundlegende Operationen fiir Distributionen. Selbstversténdlich kénnen wir hier
die Theorie der Distributionen nur ganz knapp anreiflen. Fiir weitere Informatio-

nen sei z. B. auf F. Constantinescu [2] und L. Jantscher [5] verwiesen.

6.1 Der Grundraum D(K)

Fiir kompakte Teilmengen K C R™ (kurz K CC R™) sei
D(K) := {f € C®(R™): f(z) =0 fiir = ¢ K}.

Es ist zunédchst gar nicht leicht, sich viele solcher Funktionen vorzustellen. Ein

wichtiges Beispiel ist

1
Ce €XD (7> fir |z| < g,

906(3;) = |3§'|2 _ 52

fir |z| > ¢,

wobei c. so gewéhlt wird, daf8 [ ¢.(z)dz = 1 wird. Diese Funktionen sind in
|z| < € und |z| > € offensichtlich beliebig oft differenzierbar. Daf dies, auch an
der Sphére |z| = € gilt, folgt leicht aus der Tatsache, daf jede Ableitung von ¢,

in |z| < € geschrieben werden kann als Produkt

— einer gebrochen rationalen Funktion, in deren Nenner eine Potenz von |z|? —

2 steht und

— dem Term exp (Wﬁ)

Weitere glatte Funktionen mit kompaktem Trager erhélt man z.B. so: Ist f €
L;(R™) mit kompaktem Triger, so ist

fe(z) = /goe(x —y)f(y)dy fiir alle x € R™

eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger (der Trager

von f. enthilt nur Punkte, die hochstens € vom Tréger von f entfernt sind). In
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Kapitel 8 werden wir u.a. sehen, daf§ fir f € L,(R™) gilt f. — f im Sinne von
L,(R™) fiir € — 0.

Die Topologie auf D(K') wird erzeugt durch die (Halb—)Normen
| lle = max {|D°f(2)] : w € K, o] <k},

Dies macht D(K) zu einem lokalkonvexen topologischen Vektorraum (D(K), || -
|lx(k € N)). Dieser ist metrisierbar mit

d(f,g) = Z2—kM

2% T~k

Satz 6.1 (D(K),|| - ||x(k € N)) ist ein vollstindiger Montelraum (jede abge-
schlossene beschrdinkte Menge ist kompakt, vgl. Satz von Montel in der Funk-
tionentheorie. — Es sei daran erinnert, was beschrdinkt heifit: Eine Teilmenge A
eines topologischen Verktorraumes X heifit beschrankt, wenn zu jeder Nullumge-
bung U in X ein A € R existiert mit A C AU. Dies gilt genau dann, wenn jede
Norm || - || auf U beschrdnkt ist.).

Beweis. a) Fiir eine Cauchyfolge (f,) (beziiglich der Metrik d) sind alle Ablei-
tungen (D°f,) gleichmiBig konvergent gegen Funktionen f(®). Durch , zuriickin-
tegrieren“rkennt man, daf8 fiir alle o gilt f(®) = D2 f(0) = Do f.

b) Ist A eine beschrinkte Teilmenge von D(K), so ist {||f||x : f € A} beschrankt
fiir jedes k. Fiir jedes « sind also D f,, (n € N) gleichgradig stetig. Mit dem Satz
von Arzela—Ascoli (vgl. Analysis IIT) und einem Diagonalfolgen—Verfahren erhalt

man eine beziiglich der Metrik d konvergente Teilfolge. |

6.2 Der Grundraum D(f2)

Sei nun © C R™ offen (insbes. auch 2 = R™),

D(Q) = {f € C(R™) : supp f CC Q} - |J px).

KccQ
Sei B die Familie der Teilmengen V' von D(K) mit

(a) jedes V € B ist kreisférmig und absorbierend,
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(b) fiir jedes K CC Q und jedes V € Bist VN D(K) eine Nullumgebung in
D(K) im Sinne des obigen Abschnitts.

B hat die Eigenschaften einer Nullumgebungsbasis in D(f2), definiert also eine
lokalkonvexe Topologie auf D(€2). Fiir dieses gilt (was nicht schwer zu beweisen

ist; vgl. z. Jantscher [5]):

Satz 6.2 (a) Eine lineare Abbildung F : D(Q) — C ist genau dann stetig,
wenn sie auf jedem D(K) mit K CC §) stetig ist.

(b) Es gilt ¢, — 0 in D(Q) genau dann, wenn gilt
i. es existiert ein K CC Q mit ¢, € D(K) fiir alle n,
1. D%, — 0 gleichmdfsig in K fiir alle o.

(Entsprechend gilt also @, — ¢ in D(Q), wenn ein K CC §) existiert mit
“n, ¢ € D(K) und D*p,, — D*p gleichmdfig fiir jedes c.)
6.3 Der Grundraum &(f2)

Sei wieder 2 C R™ offen (einschlielich 2 = R™),

£(Q) = {f e COO(Q)}

(ohne eine Bedingung iiber das Verhalten am Rand von € bzw. bei Unendlich).
Mit einer Folge (K,) kompakter Teilmengen von 2 mit K,, C K,,41 und U, K,, =

(2 definieren wir (Halb—)Normen
Il = max {|D*(@)]| : [o] < n.x € K .

Damit wird auch £(2) zu einem lokalkonvexen Raum; dieser ist metrisierbar mit
der Metrik

o If gl
=2 T T gl

Satz 6.3 In&(Q) gilt: f, — f < auf jedem Kompaktum K CC Q konvergieren
alle Ableitungen gleichmdflig. £(S) ist vollstindig.
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6.4 Der Schwartzsche Raum

Ein weiterer wichtiger Raum auf R™ ist der Schwartzsche Raum der schnell fal-

lenden Funktionen
S(R™) := {f € C®R™) :Va e NJ', k € Ng 3Cq, > 0 mit |D¥f(z)] < Cor(l + |x|)_k}
Mit den (Halb—)Normen

71l = sup {IDF(@)|(1 + J2])* : o] < b, x € R™ )

wird S(R™) ein lokal konvexer Raum, dessen Topologie wieder durch eine Metrik

erzeugt werden kann.

Satz 6.4 InS(R™) gilt: f, — f < fiir alle o und k gilt | D f,(z)—D* f(z)|(1+
lz|)*¥ — 0 fiir n — oo. S(R™) ist vollstindig.

Die Bedeutung des Schwartzschen Raumes beruht darauf, dal er durch die Fou-

riertransformation auf sich abgebildet wird. Es ist leicht zu sehen, dafl

(F1)@) = s [ € 50)

fir f € S(R™) wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar ist.
Satz 6.5 Fir ¢ € S(R™) gilt (mit Mg = Multiplikation mit 2°)
F(D%p) = () MaF(0),  F(Mgp) = (0)"'D°F(p).

F bildet S(R™) bijektiv auf sich ab, und es gilt

(F)@) = Gy [ o).

Insbesondere gilt F%p(|z]) = p(—1).

Beweis. Die beiden Identititen rechnet man leicht nach:

W / e DR p(y) dy = ((2_752,1/2 / (D)ot dy

i)lel A
<2(7r)>m/2 / 2% p(y) dy = (6)*a(Fe) (@),

F(D%p)(z) =

A —) 18l A
F(Mpp)(x) = W / ey o (y) dy = EQW;m/g / (D™ ™)p(y) dy

= (1)"'D(Fo)(x).
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Daraus folgt leicht, dal Fp € S(R™) ist fiir jedes ¢ € S(R™). Fiir den Rest des
Beweises vgl. man J. Weidmann [11], Satz 11.5 (man beachte, daf obige Formeln

dort etwas anders aussehen, weil dort D* = (—i)l*l 9%/0z® gesetzt ist).. |

6.5 Regulidre Distributionen

Die stetigen linearen Funktionale auf den oben beschriebenen Raumen heiflen
Distributionen. Spezielle Distributionen werden durch Funktionen erzeugt, ge-
nauer:

D(K): Ist f € Li(K), so ist offenbar Ty mit T¢(¢) = [, f( x) dzx stetig auf
D(K), |T(p)| < [If]ly max|o] = [|f]1]l¢llo mit || - Ho geméf Abschmtt 1.

D(2): Ist f € L110k(€2), so ist das entsprechend definierte Ty stetig, da es auf
jedem D(K) mit K CC € stetig ist.

E(Q): Ist f € Li1(Q) mit kompaktem Triger in €, so ist T} stetig auf ().
Allgemein gilt, dal fiir ein T € £(2) der Wert von T'(¢) nicht vom Verhalten

von ¢ auBerhalb einer (von 7" abhéngigen) kompakten Teilmenge von 2 abhéngt;

man nennt diese Distributionen Distributionen mit kompaktem Trdger.

S(R™): Ist f € Ly 10k und bei oo hochstens polynominal wachsend, so ist T stetig
auf S(R™). Auf Grund dieser Tatsache nennt man die Distributionen aus S(R™)’

temperierte Distributionen.

Diese durch Funktionen erzeugten Distributionen heiflen reguldre Distributionen.

Wir kommen weiter unten darauf zuriick.

6.6 Differentiation und Multiplikation von Distributionen

Ist Tt eine regulére Distribution mit einer glatten erzeugenden Funktion, so gilt
(auf Grund des jeweiligen Verhaltens von f bzw. ¢ treten bei der partiellen

Integration keine Randterme auf)

Toeslo) = [(D"Plalpla)do = (1) [ f@)D%
Man definiert deshalb fiir eine beliebige Distribution 7" die Ableitung D*T" durch

(D°T)(p) == (=1)*T(D*).
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Da in jedem Fall ¢ — D% eine stetige Abbildung des Grundraumes in sich ist
(Beweis!), ist D*T" wieder eine Distribution. Bemerkenswert ist, daf§ jede Distri-
bution in diesem Sinn beliebig oft differenzierbar ist und da8 die Ableitungen
beliebig vertauschbar sind. (Wendet man diese Art der Ableitung auf regulére
Distributionen an, so kénnte dies zu Verwirrungen fithren, da die partiellen Ab-
leitungen von Funktionen i. allg. nicht vertauschbar sind. Man redet deshalb von
,Ableitungen im Sinne der Distributionentheorie*. Bei stetig differenzierbaren

Funktionen stimmen natiirlich beide Ableitungen iiberein.)

Die Ordnung einer Distribution F' ist das kleinste k € Ny, fiir das F' als Ableitung
der Ordnung k einer reguléren Distribution dargestellt werden kann; eine regulére
Distribution hat also die Ordnung 0.

Auf allen genannten Grundraumen ist die DIRACSCHE Deltadistribution (hiufig
als 0—Funktion bezeichnet) eine Distribution: d(¢) := ¢(0) (oder allgemeiner

da(p) = ¢(a).

0 st nicht reguldr: Géabe es ein lokal integrierbares f, das d erzeugt, so wiirde mit

P () = {;Xp (l + ||+} fiir |z < e

fir |z| >0
gelten
/f(ﬂf)%(:c) dz = 9.(0) = 1.

Fiir ¢ — 0 liefert der Satz von Lebesgue

0=ty [ f(a)ou(e) e =1

ein Widerspruch.

Andererseits ist in R die 6—Distribution die erste Ableitung der durch die Heaviside—
Funktion

0 firz<0
H(x)—{ ir x ,

1 fiirx >0,

(T} (¢) = - [ H@)@)ds = [ /@) de = p(0) = 5.

erzeugten Distribution. ¢ ist also eine Distribution der Ordnung 1.
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Die Multiplikation von Distributionen ist i.allg. schwierig. Einfach geht es, mit
glatten Funktionen (die ggf. noch geeignetes Verhalten am Rand/bei Unendlich
haben) zu multiplizieren. Weil man bei reguliren Distributionen die Multiplika-
tion auf die Testfunktionen iiberwilzen kann, definiert man die Distribution ¢T
durch

WT)(p) == T(¢p).

6.7 Fouriertransformation in S'(R™)

Fir T € S(R™) definiert man die Fouriertransformierte F'T' durch
FT(p) =T (Fy).

Auch diese Definition wird durch die entsprechende Formel fiir Tr¢ nahegelegt,

wenn man die Funktion f Fourier-transformieren kann.

Zusammen mit den fritheren Formeln fiir die Fouriertransformierte von Ableitun-

gen von Testfunktionen erhdlt man hieraus
F(D*T) = (3)l*z*F(T).

Als Beispiel soll die Fouriertransformierte von ¢ berechnet werden:

(Fo)(p) = 0(Fyp) = W/e‘”%(y) dy

= m/ﬂy) dy,

d.h. F§ ist die durch die konstante Funktion C := (27)~"™/2 erzeugte regulire

Distribution. Zusammen mit Satz 6.5 erhélt man daraus (mit ¢_(z) := ¢(—2x))

=0

(FO)(p) = (F?6)(p) = 0(F*p) = d(p-) = ¢(0),

also F'[C = 9.

Hier wird die Bedeutung der Distributionentheorie fiir die Theorie der partiel-
len Differentialgleichungen erkennbar: Eine Differentialgleichung mit konstanten

Koeffizienten

Z aaDaf =g
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geht durch Fouriertransformation iiber in

> () aaaF(f) = F(g)-

Wenn man es beherrscht, F'(g) durch ein Polynom zu dividieren, erhdlt man

daraus eine Formel fiir F(f).
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7 L,~Ré&ume

Im folgenden sei, wenn nichts anderes vorausgesetzt wird, u ein beliebiges Maf auf
einer Menge X; von besonderem Interesse ist der Fall, in dem X eine Lebesgue—
mefbare Teilmenge von R™ ist und p das Lebesgue-Ma$. Die Raume ¢, = ¢,(N)
erhélt man als Spezialfall, wenn man X = N wéhlt und fiir p© das Zahlmafl auf
N, d.h. u(A) := Anzahl der Punkte in A; vollig analog kann man ¢,(A) mit einer
beliebigen Menge A betrachten.

7.1 Der Raum L. (X, p)

Analog zum Raum Cla, b] in Beispiel 4.4 konnte man den Raum der beschrankten
p—mefBibaren Funktionen auf X mit der Supremums—Norm versehen. Der Leser
itberzeugt sich leicht, dafl dies einen vollstdndigen normierten Raum ergeben
wiirde. Im Hinblick auf Anwendungen ist dies vollig uninteressant, da man Funk-
tionen als verschieden betrachtet, die u—fast {iberall iibereinstimmen; es ist aber
meistens nicht sinnvoll, solche Funktionen zu unterscheiden. Man geht deshalb

etwas anders vor:

Sei zunéchst
Loo(X,p) :={f: X — K p—mefibar, 3 C; mit |f(x)| < Cy p1£. 1.}

Fir jedes f € Loo(X, ) gibt es also eine p—Nullmenge Ny mit |f(z)] < Cf
fir x € X\ Ny; die Elemente von L (X, i) heiBen wesentlich beschrdnkt. Es ist
offensichtlich, dafl Lo (X; p) ein Vektorraum ist. Auf Lo (X, 1) definiert man

| flle = wes—sup|f(z)| (wesentliches Supremum)

= inf {C f(@)] < C ptoii)
Offenbar gilt
[fllo =0, laflloo = lalll fllco,  1F + gllco < [[flloc + llglloo;
die letzte Ungleichung ergibt sich aus
£ (2) + g(z)| < [f(@)] + [9(@)] < [Iflloo + llglloot- it

Also ist || - || €ine Halbnorm. Da jedoch aus || f|| = 0 nur folgt f(z) = 0 p—f. .,
aber nicht f(z) =0 fiir alle x, ist || - || 1. allg. keine Norm auf L. (X, ).
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Sei

NX,p) = {f: X = Kmit f(z) =0 p1.i}
= {f € Loo(X, 1) 2 I flloc = 0}

Offensichtlich ist N'(X, u) ein Teilraum von Loo(X, u) und || - || definiert eine

Norm auf dem Quotientenraum
Loo(X, 1) = Loo(X, 1) /N (X, ).

Es ist zu beachten, dal L. (X, u) streng genommen kein Raum von Funktio-
nen ist, sondern ein Raum von Aquivalenzklassen von Funktionen. Zwei wesent-
lich beschrénkte py—mefibare Funktionen reprisentieren das gleiche Element von
Lo (X, 1), wenn sie p—f. . iibereinstimmen. Alle Operationen in L. (X, p) wer-
den mit Hilfe von Reprisentanten definiert; es ist dabei darauf zu achten (was
wir meist nicht weiter erwdhnen werden), dafl die Definition von der Wahl des

Représentanten unabhingig ist.

Je nachdem, ob K = R oder K = Cist, ist Lo (X, ) ein reeller oder ein komplezer
Raum. Meist wird der komplexe Fall betrachtet.

Satz 7.1 L..(X,p) ist vollstindig.

Beweis. Sei (f,) eine || - ||c—Cauchyfolge in Lo (X, i) (wir bezeichnen mit f,
nicht nur das L.—Element [die Aquivalenzklasse], sondern auch einen Représen-
tanten von f,,). Dann gilt: Fiir jedes k£ € N existiert ein N(k) € N so, daf fiir

alle n,m > N(k) eine p—Nullmenge N, existiert mit

1
|fu(z) — f(2)] < z fir € X\ Ny m-
Die Folge (f,,) ist also auBerhalb der p—Nullmenge

Ne= |J Numk

keN
n,m>N (k)

gleichméfig konvergent gegen eine y—meflbare Funktion

f: X\N =K.
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Setzen wir (z.B.)

f(z) = {(])”(x) fir z € X\N,

fir x € N,

so ist f p—mefibar (Satz 5.16), wesentlich beschrankt, und es gilt || f, — f|loc = 0
fiir n — oo (wobei hier mit f auch die durch f erzeugte Aquivalenzklasse be-

zeichnet wird.). ]

7.2 Die Ridume L,(X,p) fir 1 <p< oo
Sei zunéchst

L,(X,p) = {f : X — K p—mefbar und | f|Pu —integrierbar},

1= { [ 1f@P duto)} " fir 1 € 2,05,

X

Wegen | f(z) + g(z) P < 2P{|f(x)|P + |g(x)|P} ist L£,(X, p) ein Vektorraum. Offen-
sichtlich gilt

1fllp =0 und (N1) : [lafll, = |al[ f,-

Um die Dreiecksgleichung (N 2) fiir || - ||, zu beweisen, benttigen wir (wie bei den
¢,~Réumen, Abschnitt 4.3) die Holdersche Ungleichung.

Satz 7.2 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € [1, 0] mit E + L

p q
1 (einschliefllich p = 1,q = oo und p = oo,q = 1). Fir f € L,(X,u) und
g € Ly(X,p) gilt

fg € LY(X,p) und /If(x)g(x)ldu(x) < [I7llxllgllq-

Beweis. Aus Lemma 4.9 folgt mit

a=|fl,"f@)], b=lgl, lg(x)]
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offenbar

(£l 1glle) " 1f (z)g(2)] < %HfH;ﬂf(x)lp + éHgH;qlg(x)lq-

Integration liefert auf der rechten Seite 1 und somit offenbar die Holdersche Un-
gleichung fiir 1 < p,q < co. Die Grenzfille p = 1,¢q = co und p = oco,p = 1 sind
offensichtlich. [ |

Vollig analog wie in ¢, kénnen wir nun die Dreiecksungleichung fiir ||-||, beweisen:

Satz 7.3 (Minkowskische Ungleichung in LP) Firf, g € LP(X, p)
gilt [|f + gllp < [1fllp + llgllp-

Beweis. Fiir f,g € L,(X, ) folgt aus der Hélderschen Ungleichung

£+l = 1 +graus [ {1+ +1gllf +

< {/|f|”du}1/p{/|f+g|(”‘”qdu}l/q+{/Ig|”du}1/p{/|f+g|(”‘1>qdu}l/q
= (Ifllp + lgllp)IIf + gl

1f -+ gllp ™" < 1 £llg + Ngllp-

Wegen p — p/q = 1 ist dies die gewiinschte Ungleichung. [ |

Damit ist also || - ||, eine Halbnorm, aber wieder i.allg. keine Norm, da (N 3)
nicht erfiillt ist. Wie im Fall p = oo wird das Problem durch Einfithrung des

Quotientenraumes

Ly(x, ) := Lp(X, 1) /N(X, )

behoben. || - ||, ist auf L,(X, ) eine Norm. Auch dieser Raum ist ein Raum von
Aquivalenzklassen von Funktionen; wir verweisen aus die entsprechende Anmer-
kung in Abschnitt 6.1.

Satz 7.4 Sei 1 < p < oo. L,(X,u) ist vollstindig. Jede Cauchyfolge in
L,(X,n) enthdlt eine p—f. . konvergente Teilfolge (die Folge selbst ist i. allg.
nicht f. 1. konvergent, vgl. Aufgabe 6.7a).
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Beweis. Sei (f,) eine Cauchyfolge in L,(X, 1); wieder bezeichnen wir mit f,
gleichzeitig Reprisentanten von f, aus L£,(X, ). Fir jedes j € N existiert ein
n; € N mit

an - fm”p S 2_j fiir n,m 2 n;
also insbesondere

anj-H - fnj HP < 2_j fir alle ]

Sei

I () = fy ()]

p?

Dann ist die Folge (gx(:)?)r nichtfallend und wegen der Dreiecksungleichung fiir
- 1lp gilt

[ oy duto) = laulp < {sz—f}” <1

Nach dem Satz von B.Levi (Satz 5.9) ist also die Folge (gx(x)P)x, und somit auch
die Folge (gx(z))k, p—f.i. konvergent. Dann ist auch

Fri = fou + kZ (Faer = Fi)

p—f.1i. konvergent gegen eine py—mefibare Funktion f. Wir zeigen

f e L,(X, ) und ||f, — f||p — 0: Fiir jedes € > 0 seien n(e) und j(¢) so gewéhlt,
dafl

/Ifn] — 1@ due) = fa, — full2 < & fitr j > j() und n > ne).

Die Folge (| fn,(z)— fu(2)|?); ist also nicht-negativ mit beschrénkter Integralfolge
und es gilt fiir 7 — oo

| fo; () = fu(@)P = | f(2) = ful2)[P ptid.
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Nach dem Lemma von Fatou (Satz 5.12) ist also

|f — fnl? p—integrierbar, / |f — fulP du < ¢ fiir n > n(e).

Insbesondere ist f € L£,(X, u) und || f, — f|b < ¢ fiir n > n(e). Mit dem durch f
rzeugten Element aus L,(X; u) ergibt dies die Vollstandigkeit von L,(X, x). H

7.3 Dichte Teilrdume von L,(X, )

Sei R ein Mengenring in X so, dafl jedes A € R p—meBbar ist mit pu(A) < oo
und die Einschrankung von p auf R das Mafl p erzeugt. (vgl. §5).

Satz 7.5 Der Raum der R—Elementarfunktionen E(X,R) ist dicht in L,(X; 1)
firl <p < oo.

Beweis. (Fiir p =1 ist dies die Definition der u-integrierbaren Funktionen).

a) Sei F,(X, u) der Teilraum der Funktionen aus £,(X, p) fiir die gilt:

(a) es gibt eine mefibare Teilmenge Xy C X mit u(Xy) < oo und f(z) = 0
p—f. 1. in X\ X (,finite“ Funktionen),

(b) f ist wesentlich beschrénkt.

Wir zeigen, dafl F,(X, 1) in £,(X, p) dicht ist: Fiir f € £,(X, p) und n € N sei

fo(z) == {f(x) falls % <|f(@)] <n,

0 sonst.

Wegen |fn(z)] <nund p({z € X : fu(z) # 0}) = u({z € X : [f(z)] = %}) <00
ist fn, € Fp(X,p). Aus

|fo = fIP < |fIP und |f, — fIP — 0 pA£. .
folgt mit Hilfe des Satzes von Lebesgue (Satz 5.11)

[fn = Fllp = 0.
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b) E(X,R) ist dicht in F,(X; p): Sei f € Fp(X, ). Dann ist f € £1(X, p) und
es gibt eine Folge (f,) aus E(X,R) mit || f, — f||, — 0; offenbar kann man ohne

Einschrankung annehmen, daf} gilt
| fu(z)] < C := wes—sup|f|.

Damit folgt

an—in—/lfn—flpdug (20)p‘1/|fn—f|du—>0.

Im folgenden Satz spezialisieren wir unsere Uberlegungen auf den Fall, in dem
X = Q) eine Lebesgue—meflbare Teilmenge von R™ ist und p das Lebesguesche
Maf8l / A. Wir schreiben dann kurz Lo (2) statt Lo(€2, A).

Satz 7.6 Seil <p < oo,Q CR™ Lebesgue-mejsbar.

(a) L,(S2) ist separabel (vgl. Aufgabe 6.1 fiir p=00).
(b) Ist Q offen, so ist C§°(S2) dicht in Ly(Y), wobei
Ce(Q)) = {f : Q — C, f beliebig oft stetig differenzierbar,

supp f kompakte Teilmenge von Q}

Beweis. a) L,(Q) kann als Teilraum von L,(R™) aufgefat werden, indem man
Funktionen aus L,(€2) aulerhalb von © durch 0 fortsetzt. Es geniigt also (nach
Satz 4.1) zu zeigen, daf§ L,(R™) separabel ist. Dies ergibt sich aber leicht dar-
aus, da8 die (abzéhlbare) Menge der charakteristischen Funktionen von Qua-
dern mit rationalen Eckpunkten in dem dichten Teilraum der Treppenfunktionen
E(R™,R) total ist (R = Familie der Figuren).

b) Es geniigt zu zeigen, daf jede charakteristische Funktion eines abgeschlossenen

Quaders @) C 2 durch Cg°-Funktionen approximiert werden kann. Sei

1 .
5.(z) = {gxp (T — 52) fir |z| < ¢,

sonst,

@) = { [iwa} 5,
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Dann ist 6. € CS"(R’”),/(SS(:U) dz =1, und fiir

1 fiir d(x,EQ) > e,
felz) = /55(55 —y)dy =140 fir d(z, Q) > ¢,
Q zwischen 0 und 1 fiir alle x

gilt f. € C3°(Q) fiir hinreichend kleine € > 0 und

| fe — xoll, = 0 fiir e — 0.

7.4 Stetige lineare Funktionale auf L,(X, ) und ¢,

Die topologischen Dualrdume von L, (X, ) koénnen explizit angegeben werden.

Insbesondere gilt fiir 1 < p < oo

1 1
LP(X7 :u)* = Lp(X7 M)) E; = Ep mit 5 + 5 = 1.

An dieser Stelle konnen wir dieses Resultat nur teilweise beweisen. Der verblei-
bende Teil wird in §10 nachgetragen.

1 1

Satz 7.7 Sei — + = = 1 (einschliefilich der Fille p = 1,1 = co und p =
p q

00, ¢q=1). Jedes f € Ly(X, ) erzeugt durch

F(9) = Fy(o) i= [ Fla)gla) dute) firr g € L(X, )
ein stetiges lineares Funktional auf L,(X, ) mit

1= 1171l

Bewets. Aus der Hélderschen Ungleichung (Satz 6.2) folgt, da8 F' tatsichlich
auf ganz L,(X, ) definiert ist mit

1F(9) < £ llallgllp, also [|F] < [|flq-
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Es gentigt also ||F'|| > || f|l4 zu beweisen. Ohne Einschrénkung kénnen wir dabei

| f]l1 # 0 voraussetzen.

p=1 (¢ = >): Es gibt zu jedem £ > 0 eine py—meBbare Teilmenge X, von X

mit
w(Xe) > 0und [f(z)] > [[flloo — € in X..

Fiir jedes g € Li(X,p) mit ¢ > 0, [lg]i = 1 und g(z) = 0 in X\ X, gilt ||g -
sgn f|1 =1 und

Flosenf) = [ o)lf@)ldu@) > [(17]e - 2)gla) duta)

b
= (Iflle = &)llgll = (I flloc — ).
Also ist ||F|| > || f|lco — €. Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die Behauptung.
p=o00(¢g=1): mit g :=sgn f gilt
F(g) = lfll = £l llglloe,
also [|[F[| = [ f]]x-

l1<p<oo(l<g<oo) Mit

g(@) = || fll;Psgn f(2)|f ()|

gilt offenbar

1/p
=1

g1l

Y

11,7 [ 1@ dute)
Flo) = 181, [ 1f @@l duf)

= 1A [ 1@ duta) = 171, [ 7@ duco)
1157 = 170 = Nl e

also [|[F[| = [ fllq- n

Speziell gilt also (X = N,y = Zahlma$):
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—_

1
Satz 7.8 Sei 5 + — = 1 (einschliefilich der Fdlle p = 1,1 = oo und p =
00, ¢q=1). Jedes f = (fn) € {, erzeugt durch

L

F(g) = F(g) :=Y _ fagn fiir g = (gn) € 4,

ein stetiges lineares Funktional auf £, mit

1= 1171l

Natiirlich kann man den Beweis auch analog zum Beweis vom Satz 6.6 fiithren,

wobei sich einige Vereinfachungen ergeben.

Erst in §10 werden wir zeigen, daf fiir p € [1, 00) taséichlich jedes stetige lineare
Funktional auf L,(X, u) bzw. ¢, durch ein Element aus Ly(X, ) bzw. ¢, erzeugt
wird. Der Fall ¢, kénnte bereits jetzt behandelt werden; fiir den allgemeineren

Fall L,(X, i) benotigen wir ein Resultat aus § 9.

7.5 Ubungsaufgaben

7.1 Loo(X,u) ist entweder endlichdimensional oder nicht separabel. L,(X, 1)

ist genau dann n—dimensional, wenn es y—meflbare Teilmengen Xi,..., X, von

X gibt mit X = |J X; und 0 < pu(X;) < oo so, daB fiir jede meBbare Teilmenge
j=1

A; von X; gilt p(A;) =0 oder p(A;) = p(Xj;).

7.2 Sei p ein Ma8 auf X.

+ = f € Ly(X,p), g € Lg(X, ), so gilt

1
(a) Ist 1 < p,q, T, < 00, — =
r
fg € L.(X, 1) und

D=
| =

I fall- < I fllpllglly (verallgemeinerte Héldersche Ungleichung)

Anleitung: Man benutze die Holdersche Ungleichung.

(b) Ist 4(X) < cound 1 < r < p < o0, so gilt | fll < Cyolf] fiir f € Ly(X, ),
d.h. insbesondere L, (X, u) C L, (X, p).

(c) Dagegen gilt fiir 1 <r < p < oo: ¥, C €, und ||z|, < ||z||, fiir jedes = € £,.

Anleitung: Es gentigt, die Ungleichung fiir z € ¢, mit ||z||, = 1 zu beweisen.

(d) Fur p(X) = oo gilt i. allg. weder L, C L, noch L, C L,.
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7.3 (a) Man zeige, daf3 sich nicht jedes stetige lineare Funktional F' auf L., (R)
durch ein f € L;(R) darstellen 148t.

(b) Dies gilt fiir jeden unendlichdimensionalen Lo, (X, u).

7.4 Sei u ein MaBl auf X, t: X — C p—meBbar.
(a) In L,(X, 1) (1 < p < o0) wird durch
T Ly(X,p) = Ly(X, ), Tf(x) =t(z)f(z)
genau dann ein beschrénkter linearer Operator definiert, wenn ¢ aus Lo, (R, 1)
ist. Bs gilt | 7] = [I]]co-

(b) Wie mufl ¢ beschaffen sein, damit ein f € L,(X,pu), f # 0 existiert mit
1T fllp = [£lloc|[ 17

7.5 (a) In L,(0,00) (1 < p < o0) wird durch

Tf(x) = flz+1)
ein beschriankter Operator 7 mit ||T'|| = 1 definiert.

(b) Jedes z € C mit |z] < 1 (|z] < 1 fiir p = o0) ist Eigenwert unendlicher
Vielfachheit von 7', d. h. es gibt einen unendlichdimensionalen Teilraum N,
von L,(0,00) mit T'f = zf fiir alle f € N,.

7.6 Sei p ein MaB auf X, f: X — C p—meBbar und fg € Li(X, p) fiir jedes
g € Ly(X,p). Dann ist f € Ly(X, u) mit % + 3 = 1.

Anleitung: Man zeige, dafl das lineare Funktional F' : Ly(X;u) — C,F(g) =
/fg du stetig ist und benutze Satz 6.6.

7.7 (a) Fir f, € Ly(X,p) und |[full, = 0 (2 < p < o0) gilt i.allg. nicht
fn(z) = 0 p—t. .
Anleitung: In L,(0,1) sei fonii(z) = X[h—1)2-nk2-n)(z) fiir n € Ny und
ke{l,...,2"}.

(b) Fur f € Ly(X, p) und f,,(x) — 0 pf. 4. gilt i. allg. nicht || f,||, — 0.
Anleitung: In L,(0,1) sei fn(x) = nxo,1/n) ().

(c) Falls u(x) = oo ist, geniigt es auch nicht, in Teil b zusétzlich |f,(z)| < C
fiir alle » und z vorauszusetzen.

Anleitung: In L,(0,00) sei fu(T) = X[pnnt1]-
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8 Lineare Operatoren in normierten und Banach—

Riaumen

8.1 Grundbegriffe, Fortsetzungen linearer Operatoren

Seien X und Y Vektorrdume iiber K (zundchst ohne topologische Struktur).
Eine lineare Abbildung 7" von einem Teilraum D(7) von X in den Raum Y
heifit ein linearer Operator von X in (oder nach Y; der Teilraum D(T') heifit der
Definitionsbereich von T'. Die Menge

R(T):={Tz:z € D(T)}

ist offensichtlich ein Teilraum von Y'; dieser wird als der Wertebereich von T

bezeichnet.

Seien jetzt X und Y normierte Rdume. Der lineare Operator 7" von X nach Y

heiflt beschrdankt, wenn ein C' > 0 existiert mit
|Tz|| < C|x| fiir alle z € D(T)

(nach Korollar 2.10 und Satz 2.8 ist dies dquivalent mit stetig und stetig im
Nullpunkt. Man definiert

|T|| :=inf{C : | Tz| < C||z| fir alle z € D(T)};
es gilt dann
|Tx|| < ||T)|||z]|| fixr alle z € D(T).

Mit B(X,Y') bezeichnet man die Menge der beschrankten Operatoren 7" von X
nach Y mit D(T) = X. Nach Abschnitt 4.4 ist B(X,Y) mit der oben ange-
gebenen Norm stets ein normierter Raum; er ist vollstindig (Banach-Raum),
falls Y vollstandig ist. Der Raum B(X; X) wird kurz als B(X) bezeichnet. Der
topologische Dualraum X* = B(X,K) ist stets ein Banach-Raum.

Aus dem allgemeinen Fortsetzungssatz von Hahn-Banach (Satz 3.5) erhalten wir

sofort den folgenden besonders wichtigen Spezialfall:
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Satz 8.1 (Satz von Hahn—Banach fiir normierte Riume) Sei
X ein normierter Raum, Fy ein stetiges lineares Funktional auf einem Teil-

raum D(Fy) von X. Dann existiert ein stetiges lineares Funktional F' € X* mit
F(z) = Fy(z) fir alle x € D(Fy) und ||F|| = || Fol|-

Aus Aufgabe 3.6 folgt, daf§ F' i.allg. nicht eindeutig bestimmt ist.

Ein entsprechendes Resultat fiir beliebige Operatoren (d. h. fiir Operatoren von
X nach Y mit einem beliebigen normierten Raum Y') gilt nicht, vgl. N. Dunford
— J. T. Schwartz, Linear Operators I, section VI. 12, Seite 554.

Eine Fortsetzung auf den Abschlufl des Definitionsbereiches ist (sogar in eindeu-

tiger Weise) immer moglich, wenn ein Y ein Banachraum ist.

Satz 8.2 Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, T, ein beschrdnk-

ter linearer Operator von X nach Y. Dann existiert genau ein stetiger linearer

Operator T von X in'Y mit D(T) = D(1y). Es gilt | T|| = ||T0]|-

Beweis. (Durch stetige Fortsetzung). Eindeutigkeit: Ist T ein solcher Operator,

x € D(T) = D(Tpy) und (z,,) eine Folge aus D(Tp) mit z, — z, so gilt wegen der
Stetigkeit von T’

Ty =limTz, = limTyx,

d. h. T ist durch 7 eindeutig bestimmt.

Ezistenz: Sei x € D(Tp) und (z,,) eine Folge aus D(7Tp) mit z,, — x. Da (x,,) eine
Cauchyfolge ist, ist auch (Tpz,) eine Cauchyfolge (||Tozn, — Toxm| < ||Tol|||zn —
ZTml||). Da'Y vollstandig ist, ist (Tox,) konvergent. Der Limes héngt nicht von der
Wabhl der Folge (z,) ab: Sind (z,), (y,) zwei Folgen aus D(Ty) mit z, — x,y, —
x, so konvergiert auch die Folge (z,) = (z1,y1,%2,¥2,...) gegen z, d.h. auch

(Tozn) ist konvergent; somit haben (Tyz,) und (Toy,) den gleichen Limes.
Wir definieren
Tz := lim Ty, fir x € D(Ty), (z,) aus D(Tp), x, — x.

T ist linear: Aus z, — x,y, — y folgt ax, + by, — azx + by und somit

T(azx + by) = im Ty(azx, + by,) = alim Tox, + blim Tyy, = aTx + bTy.
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Es gilt |T|| = ||To]|; insbesondere ist T stetig: | T|| > ||To|| ist klar. Fir z €
D(T) = D(Ty) sei (x,,) eine Folge aus D(Tp) mit x, — . Dann gilt

1Tz |] = lim | Toz, || < Tim [ To[[[[zal] = | Tol ||z,

also |1T1| < |1 To]l. .

Eine Fortsetzung unter Erhaltung der Norm {iber den Abschlufl des Definitions-
bereichs hinaus ist i.allg. nicht moglich (vgl. obige Bemerkung). Ist X ein Hil-
bertraum (vgl. §9), so ist es leicht, die Existenz einer Fortsetzung auf den ganzen
Raum mit gleicher Norm zu beweisen (vgl. Aufgabe 9.7); diese ist allerdings i. allg.
nicht mehr eindeutig bestimmdt.

8.2 Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit, starke Ope-

ratorenkonvergenz

Satz 8.3 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinkheit) Sei X ein
Banachraum, Y ein normierter Raum, {T,, : a« € A} C B(X;Y). Ist {T,, : o €
A} punktweise beschrénkt (d. h. zu jedem x € X gibt es ein C, mit ||Tox| < Cy
fir alle « € A), so ist {T, : a € A} beschrinkt (d.h. es gibt ein C > 0 mit
| To|| < C fir alle a € A).

Beweis. a) Es existieren 29 € X, gp > 0 und Ky > 0 mit
|Taz|| < Ky fur alle z € K(zo, 00), o € A.

Beweis von a: Sei fiir kK € N

M, = {x € X :||Tyz| <k firalle o € A}
= (zeX:|Tuwl <k}
acA

Mj, ist abgeschlossen, da die T, stetig sind (woraus die Abgeschlossenheit von
{z € X : | Toz|| < k} folgt). Nach Voraussetzung liegt jedes = € X in einem My,
also gilt

X = U M,,.
keN
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Nach dem Satz von Baire (Satz 1.15) gibt es also ein ky € N so, dal My, eine
Kugel K (xo, 09) mit g9 > 0 enthélt. Mit K, := ko ist Teil a bewiesen.

b) Wir kénnen nun die Behauptung des Satzes beweisen: Wegen Teil a gilt fiir
alle x € K(0,00) und o € A

[Toz| = [[Ta(z + 20) — Tawol| < [Tz + z0)|| + [[Tuzol|
(da x + zo € K(xg,0))
S KO + Cxo-

Hieraus folgt fiir alle x € K(0,1) und ae € A
1
Toall < = (Ko + Cu) = C,
%
d. h. es gilt

|To|| < C fiir alle o € A.

Seien X, Y normierte Rdume, T,,(n € N) und 7" aus B(X,Y'). Man sagt, die Folge

(T},) konvergiert stark (auch: punktweise) gegen T, wenn gilt
Thx — Tz (d.h. [|[T,x — Tz|| — 0) fir alle z € X.

Zur Abkiirzung schreiben wir T;, — T'. (Nur zur Verdeutlichung sei hier auf einen
weiteren Konvergenzbegriff hingewiesen: Die Folge (T,,x) konvergiert schwach ge-
gen T, wenn fiir jedes z € X gilt T,x — Tz, d.h. F(T,z) — F(Tz) fiir jedes
F €Y* und jedes z € X.)

Satz 8.4 (a) Seien X,Y normierte Riume, T,,T € B(X,Y). Aus T,, =T
folgt
|T|| < liminf||T,.

(b) Seien X, Z normierte Riaume, Y ein Banachraum, S,,S € B(Y,Z), T,,T €
B(X,Y). Aus S, — S, T, — T folgt S, T,, — ST.

(c) Seien XY Banachriume, T,, € B(X,Y). Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:
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(i) Es gibt ein T € B(X,Y) mit T, —T.
(ii) Es gibt ein C > 0 mit ||T,,]| < C fiir alle n, und eine dichte Teilmenge
M wvon X so, daf fir jedes x € M (T,x) eine Cauchyfolge ist.

Beweis. a) Sei (Ty,) eine Teilfolge von (T},) mit

k

lim inf [T, | = lim|| 75,

Dann gilt fiir alle x € X
1T || = Y [T, ]| < Tim [T, ||| ]| = Lioninf || 75} |

b) Fiir jedes y € Y (Banachraum) ist (S,y) konvergent, also beschrénkt; nach
Satz 7.3 existiert also ein C' mit ||.S,|| < C fiir alle n. Hiermit folgt fiir alle z € X

[(SnTn = ST)z|| < [Sn(Tn = T)z|| + [I(Sn = 5)T'x|]
< CO||Thx —Tz||+ ||(Sp — S)(Tx)|| = 0 fiir n— oo.

c) (i) = (ii): Nur die Beschrénktheit der Folge (7},) ist zu beweisen; vgl. hierzu
Teil b; dabei wird benutzt, dal X ein Banachraum ist.

(ii) = (i): Sei z € X. Zu jedem ¢ > 0 existiert ein y € M mit ||z — y| < 55. Zu

diesem y gibt es nach Voraussetzung ein N mit
Ty = Tyl < 5 fiiw n,m > N.

Damit folgt

|Tor — Tzl < [Tz — )| + (T — Tn)yll + | Ton(y — )|
< COllz =yl + [|[Twy — Tyl + Cllz — |

< 3%25 fiir n,m > N.

Also ist (T,,z) eine Cauchyfolge in Y fiir jedes € X und somit konvergent (da

Y ein Banachraum ist). Wir definieren
Tz :=limT,x fir alle x € X.
T ist offenbar linear und es gilt
|Tx| = lim||Tox|| < Cllz||, d.h. T € B(X,Y).

Nach Konstruktion von T gilt T, — T . [ |
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8.3 Glittung in L,(R™), Integraloperatoren in L,(X, u)

Es ist unser erstes Ziel zu zeigen, daf es eine Schar {J. : € > 0} von Operatoren
in B(L,(R™)) gibt, die jedem Element f € L,(R™) ,glatte“J.f aus L,(R™)
zuordnen mit ||J.f|| < ||f|| und J.f — f fir e — 0.

Wir definieren (wie in Abschnitt 6.3) 4, : R™ — R durch

1 .
bo(x) = {“Ptzrg} fiir [z} <,

0 fir |z| > ¢,
i@ = { [Lma) .

Dann gilt 6. € C§°(R™) und /55(:6) de = 1.

Fir f € L,(R™) definiert man

Li@) = [0~ )iy tir xR

Da fiir jedes z € R™ gilt §.(z—-) f(-) € L1 (R™), ist dieser Ausdruck wohldefiniert;
es ist leicht zu sehen, daf J.f beliebig oft stetig differenzierbar (,,glatt“) ist.

Satz 8.5 (a) Fir 1 < p < oo ist J. fir jedes ¢ > 0 ein Operator aus
B(L,(R™)) mit ||| < 1.

(b) Fiir 1 < p < oo gilt J.—1 (Identitit) fiir e — 0. (Dies ist der Grund,
weshalb man {J. : € > 0} auch als Deltaschar bezeichnet.)

Beweis. a) 1 < p < co: Da J. f stetig ist, ist es auf jeden Fall Lebesgue-mefbar.

1 1
Es geniigt zu zeigen, daf§ |J. f|P integrierbar ist: Sei — + — = 1; dann folgt
p q

/|Jf |de—// r—y dy)pdx
= [|Jote—wlote s al @

(Holder’sche Ungle1chung)

= /{/5E(x_y)dy}p/q{/5e($—y)|f(y)|”dy}p/pdx

: f/&@”f@p®m&mm?//&@wf@pm@
= [wray =
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Hieraus ergibt sich gleichzeitig || J.|| < 1 fiir alle ¢ > 0.
p = oo: Wegen /55(:6) dz =1 folgt fiir alle x € R™

1.1 ()] < / 5.z — )7 (3) dy < ||l / 5.z — ) dy = || fllos
also J.f € Loo(R™) und || J:]| < 1.

p = 1: Fur alle f € L1 (R™) gilt wegen /55(:6) dr =1

J1at@las= [ [ e s dilas

< [ [oa-plrwlaa ™2 [ s plrwlay

- /|f 9l dy = 1],

also J.f € Ly und ||J]| < 1.

b) Fiir Treppenfunktionen f € E(R™,R) ist leicht zu zeigen, da8 gilt J.f — f
fir ¢ - 0 im Sinne von L,(R™), 1 < p < oo (vgl. Beweis von Satz 7.6). (Ent-
sprechend konnte z. B. C§°(R™) statt E(R™), R) benutzt werden.) Mit Satz 8.4
folgt die Behauptung. [ |

Diesen Prozess, eine L,-Funktion durch glatte Funktionen zu approximieren,
nennt man kurz Gldttung. Er wird insbesondere in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen haufig benutzt. Es sei noch bemerkt, dal die spezielle
Form der Funktion d,. keine wesentliche Rolle spielt.

Die im Beweis von Teil a) des Satzes 7.5 benutzte Methode zum Beweis der Be-
schranktheit von J. wollen wir nun noch verfeinern, um ein sehr allgemeines Kri-
terium fiir die Beschrénktheit von Integraloperatoren von L,(Y, v) nach L,(X, p)
zu beweisen (dies ist eine Verallgemeinerung einer Abschitzung der Norm einer
Matrix von I. SCHUR.)

Satz 8.6 Seien (X, pu), (Y,v) o-endliche Mafrdume, 1 < p < oo,

die Kerne k, k1, ko : X XY — C seien (u x v)-mefbar, k(z,y) = ki(z
und

=1,

(z,y)

1 1
— + —
yY% q
x,y ) 2
[m@yraw e firpfasex,

/ ko, )P du(z) < CF fiir pfray €Y.
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Dann wird durch
Kf(e) = [ bo,) () dv(y) fir p-fi € X

ein Operator K € B(L,(Y,v), L,(X, 1)) definiert mit || K| < C1Cs.

Beweis. a) Wir zeigen zuniichst, da8 K f(x) fiir y—fast alle z € X definiert und
p—mefbar ist: Sei X = UX,, mit y—meBbaren Teilmengen X,,, u(X,) < oo. Nach
dem Satz von Fubini-Tonelli (Satz 5.18) gilt

| ranswidn<mey = [{ [Ieorwlaw} e

Xn XY Xn Y

(a<l+4+affira>0,p>1)

[{i+] [ e soaw)] }au)

— u(X)+ / / a(a,9) o y)||f(y)|dl/(y)}pdu(x)

IN

IN

/ /|k1 2, )| du(y) /|k2 2, 9) 1 ()P dv(y) du()

IN

+C”/|f /|k2xy|pdu<>dv<>

IN

w(Xyn) + CTC3 || fI5 < oo fiir alle n.

Nach dem Satz von Fubini—Tonelli (Satz 5.18) existiert also / k(x,y)f(y) dv(y)

Y
fiir p—fast alle x € X,, und stellt dort eine y—meflbare Funktion dar. Da dies fiir
alle n gilt, folgt die Behauptung a).

b) Es bleibt zu zeigen, dal Kf € L,(X,u) und ||[Kf||, < C1Cs|f||, fir jedes
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f € L,(Y,v) gilt: Dies folgt aus

e

/ K (o) du(a) = / ) ()£ ) ()
sX/ [ k@it ) o)} dute)
/A
of
cr [

b)) /|k2 5P W) dr(y) du)

<\~<

/ o, )PLF ()P do(y) ()
/ e, ) PLf ()P () dr(y)

< CIGIFIE-

Fiir die Félle p = 1 und p = oo sei auf Aufgabe 7.4 verwiesen. Kriterien fiir die
Beschrénktheit von Integraloperatoren von L, nach L, mit p # ¢ werden z. B. in

K. Jorgens, Lineare Integraloperatoren, Abschnitt 11.2 - 4, behandelt.

8.4 Der Satz von der offenen Abbildung

Die Resultate dieses und des folgenden Abschnitts sind von fundamentaler Be-
deutung fiir fast alle tiefergehenden Untersuchungen linearer (insbesondere auch
unbeschrénkter) Operatoren in Banachraumen.

Satz 8.7 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X und Y Ba-
nachriume, T € B(X,Y) sei surjektiv. Dann ist T offen, d.h. fir jede offene
Menge U C X st auch TU offen in'Y .

Beweis. In diesem Beweis bezeichnen wir mit X, und Y, die offenen Kugeln
um 0 mit Radius ¢ in X bzw. Y. Der Beweis besteht aus drei Schritten:

(i) Fiir jedes o > 0 existiert ein 7 > 0 mit 7X, D Y;:

Sei 0 := p/2; dann gilt natiirlich X = |JnXs; = |J X,s. Daraus folgt wegen der
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Surjektivitat von T'

Y =TX = UnTX(; = UnTX(;.

Nach dem Satz von Baire (Satz 1.15) enthélt mindestens eine der Mengen nT X5 =
nT X5 eine offene Kugel; also enthélt 7' X eine offene Kugel K.

Aus X, D X5 — X; folgt T X, D T X5 —TX; und somit

TX,>TX;—TX; 0TX; ~TX; DK — K = | J(a — K).

zeK
Die zuletzt stehende Menge ist offen (da K offen ist) und enthélt 0. Also existiert
eine Kugel um 0, die in dieser Menge, und somit in 7'X, enthalten ist.

(ii) Fiir jedes o > 0 enthélt TX, (jetzt ohne Abschluf) eine offene Kugel um
Null:
Sei 7o := 0/2; 1, > 0 seien so gewéhlt, dal >~ r, < 7 gilt. Nach (i) existieren

fiir alle n € Ny positive 7, mit Y,, C T'X,. ; dabei konnen wir ohne Einschréankung

annehmen, dafl 7,, — 0 gilt.

Wir zeigen Y, C TX, (womit (ii) bewiesen ist):

Sei y € Y;,. Dann ist y € T'X,, und somit existiert ein z¢ € X,, mit
ly = Txol| <71, d.h.y—Tao €Y.

Dann ist aber y — Tz € TX,, und somit existiert ein z; € X,, mit
ly = Txog—Txi1|| <72, dh.y —Taxy— Tz €Y,

Uusw. ...

Dieser Prozess liefert eine Folge (z,) aus X mit
Tp € Xy, und ||y — T'(zo + ... + 20)|| < Tog1-

Wegen ||x,|| < 7, ist > z,, konvergent; sei z := ) z,,. Dann gilt

Izl < 3 el <o+ ra<2r0=0, dhze X,
N=0 n=1
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und

ly — Tl =lim|ly = T(o + ... +z,)| < limn, =0,
d.h. es gilt

y=TzecTX,.

(iii) Wir zeigen jetzt, dal T offen ist: Sei M C X offen, z € M, y := Tz. Dann
existiert eine offene Kugel K um 0 in X mit z + K C M, und (2. Schritt) eine
offene Kugel V um 0 in Y mit V C T K. Daraus folgt

y+V=Te+V CTzs+TK=T(x+ K)CTM,

d.h. um jedes y € T'M existiert eine offene Kugel, die ganz in T'M liegt, T'M ist
somit offen. O

Satz 8.8 (Satz von der stetigen Inversen) Seien X und Y Banachriume,
T € B(X,Y) sei bijektiv. Dann ist T~ stetig.

Beweis. Nach Satz 7.7 ist (T"!)~! = T offen, d. h. fiir jede offene Menge M C X
ist (T7')~'M (das Urbild von M unter T!) offen. Das ist gerade die Definition
der Stetigkeit von 7! (vgl. Abschnitt 1.3). |

8.5 Abgeschlossene Operatoren, der Satz vom abgeschlos-

senen Graphen

Seien X und Y normierte Rdume. Dann ist auch X X Y mit

I, )l = Nzl + vl

ein normierter Raum; er ist vollsténdig genau dann, wenn X wund Y vollstdndig
sind (vgl. Satz 4.15; ebenso konnten die anderen in Abschnitt 4.5 angegebenen
Normen auf X x Y betrachtet werden, wodurch sich nichts wesentliches &ndern

wiirde, da sie alle die Produkttopologie auf X x Y erzeugen).
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Sei T ein linearer Operator von X nach Y. An Anlehnung an den Begriff des

,Graphen* einer reellen Funktion wird
G(T):={(z,Tx) e X xY :2 € D(T)}
der Graph des Operators T genannt. Offensichtlich ist G(7') ein Teilraum von

X xY (vgl. auch Aufgabe 7.6).

Der Operator heifit abgeschlossen, wenn G(T) als Teilraum von (X x Y, | - |)
abgeschlossen ist. Offensichtlich gilt:

Bemerkung 8.9 Ist T ein injektiver Operator von X nach Y, so gilt: T ist

genau dann abgeschlossen, wenn T~! abgeschlossen ist.

Satz 8.10 Die folgenden Aussagen sind dquuvalent:

(i) T ist abgeschlossen.
(ii) Ist (x,) eine Folge aus D(T) mit x, — x € X und Tz, — y € Y, so gilt
x€D(T) undy =Te.

Sind X und 'Y Banachrdume, so sind diese Aussagen dquivalent zu

(iii) (D(T), || - |lz) mit ||z||r = [|z|| + ||T=| ist vollstindig.

Beweis. (i) <= (ii): ist klar, da (ii) nur die Charakterisierung der Abgeschlos-
senheit von G(T') mit Hilfe von Folgen ist (vgl. Satz 1.10).

(i) < (iii): Wegen ||z||r = ||(z, Tz)|| (wobei || - || die obige Norm auf X x Y
ist), bedeutet (iii) die Vollstandigkeit von G(T') beziiglich || - ||, also nach Satz
1.16 b die Abgeschlossenheit als Teilraum von X x Y. ]

Aus Satz 7.10 ((i) <= (ii)) ergibt sich sofort die
Folgerung: Jedes T' € B(X,Y) ist abgeschlossen.

Satz 8.11 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X und Y
Banachrdaume, T ein linearer Operator von X in'Y mit D(T) = X. Ist T abge-
schlossen, so ist T beschrinkt. (Die gleiche Aussage gilt, wenn statt D(T) = X

nur vorausgesetzt wird, daf8 D(T') abgeschlossen ist; im Beweis ersetzt man dann
X durch den Banachraum D(T).)
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Beweis. G(T) ist ein abgeschlossener Teilraum von X x Y. Die Abbildung
P:GT)— X, Pz,Tz)==zx

ist offenbar
linear: Sie ist eine Einschrankung der Projektion von X x Y auf die erste Kom-
ponente,
stetig: || P(z, Tx)|| = |[=]| < [lz]| + [[T] = [|(z, Tx)],
bijektiv: P(x,Tz) =0=2=0= (z,Tz) = (0,0) (injektiv),
x = P(z,Tx) fiir jedes x € X (surjektiv).

Nach dem Satz von der stetigen Inversen (Satz 7.8) ist also P~ stetig und somit

auch
T=QP" (x+— (z,Tz) — Tx),

wobei () die ebenfalls stetige Projektion von X x Y auf die zweite Komponente
ist. [ |

Satz 8.12 Seien X,Y normierte Riume, T ein linearer Operator von X nach
Y.

(a) Ist T beschrinkt und D(T) abgeschlossen, so ist T abgeschlossen.
(b) Sei Y ein Banachraum. Ist T beschrdnkt und abgeschlossen, so ist D(T)

abgeschlossen.

Beweis. Sei (z,) aus D(T) mit z, - z € X und Tz, — y € Y. Da D(T)
abgeschlossen ist, gilt € D(T'). Da T stetig ist, gilt Tx = limT'z,, = y. Also gilt
ze D), y=Tx.

b) Sei z € D(T). Dann existiert eine Folge x, aus D(T) mit z,, — z. Da T
beschrénkt ist, ist (Tx,) eine Cauchyfolge und somit konvergent Tz, — y € Y
(da Y ein Banachraum ist). Da T abgeschlossen ist, gilt x € D(T). |

Als wichtige Klasse von abgeschlossenen Operatoren betrachten wir noch Multi-

plikationsoperatoren in L,(X, u). Sei p ein Mafl auf X, ¢ : X — C sei y—mefbar.
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Der durch t erzeugte Mazimale Multiplikationsoperator My in L,(X, p) ist defi-

niert durch

D(My) = {f € Ly(X,p): tf € Ly(X,p)},
M,f = tf fix f € D(M,).

(Eigentlich sollte M; auch mit einem Index p versehen werden, worauf wir ver-

zichten wollen.)

Satz 8.13 (a) M, ist abgeschlossen fiir alle p € [1,00].
(b) D(M,) ist dicht in L,(X,p) fir 1l <p < oco.

(c) Fir p = oo gilt: Entweder ist D(M;) = Loo(X, 1) [wenn t wesentlich be-
schréankt ist], oder D(My) ist nicht dicht in Lo (X; 1) [wenn t nicht wesent-
lich beschrinkt ist].

Beweis. a) Gilt f, — f und M,f, = tf, — g in L,(X, ), so existiert (Satz
6.3) eine Teilfolge (fy,) mit

fon(@) = f(@),  t(2)fo,(2) = t(x)f(z) pAf il

Daraus folgt
g(x) = t(z)f(z) pti,

also ist tf € L,(X, u), d.h.
f€D(M;)und g =tf = Mf.

b) Fir n € N sei X,, := {z € X : |t(x)| < n}; es gilt also X = UX,. Fir
f € Ly(X, ) sei

fulz) = { f(z) firz € X,

0 sonst.

Dann gilt f,, € D(M;) und f, — f.

c) (i) Ist t wesentlich beschrinkt, so ist tf € Loo(X, ) fiir jedes f € Loo(X, p),
also D(M;) = Loo(X, ).
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(ii) Sei ¢ nicht wesentlich beschrénkt. Wir zeigen, daf die konstante Funktion 1
nicht in D(M;) liegt (d. h. D(M;) ist nicht dicht). Ist (f,) eine Folge aus Lo (X, 1)
mit || f, — 1]|ec — 0, so existiert ein ng € N und eine g—Nullmenge N C X mit

1
| fu(z)] > 5 fiir alle z € X\ N und n > ny.

Da t nicht wesentlich beschrankt ist, ist dann ¢F), nicht in L (X, p) fiir n > ny,
also ist die Folge (f,,) nicht in D(My). |

8.6 Ubungsaufgaben

8.1 Sei X ein normierter Raum. Zwei Teilrdiume X; und X5 von X heiflen

topologisch komplementdr, wenn gilt:

X; N X, = {0}, X =X+ Xy, (algebraisch komplementdr)
P : X — Xj, P;(zq + x3) = x; sind stetig fiir 1 =1, 2.

(a) Seien Xi, X, topologisch komplementér. Man zeige: P} = P; fiir j = 1,2
(d.h. P, und P, sind Projektoren), R(P,) = N(P2), R(P) = N(P;), X7 und
X, sind abgeschlossen.

(b) Ist X ein Teilraum von X und P ein stetiger Projektor mit R(P) = X3, so

ist Xy := (I — P)X ein topologischer Komplementérraum zu Xj.

(c) Ist X ein endlich dimensionaler Teilraum von X, so gibt es einen topologi-
schen Komplementarraum zu Xj.
Anleitung: Sei {es, ..., e,} eine Basis von X, F; € X* mit Fj(ex) = 0, Pix :=

> Fj(x)e;.

8.2 Man erklére eine Topologie 7 (Nullumgebungsbasis) auf B(X,Y) so, dafl
die Konvergenz beziiglich 7 gleich der starken Konvergenz ist.

8.3 Mit Hilfe von Beispielen in L,(R) zeige man
T, T #4,T, T+, —T.

0 fir |z| < n,
f(z) fir |z| > n.

Vorschlige : T, f(z) = f(z —n), Spf(x) = {
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8.4 Seien (X, ) und (Y, v) o-endliche Mafirdume, k: X xY — Csei (ux v)-

mefbar.

) Ist / |k(z,y)|du(z) < C fiir vHfast alle y € Y, so wird durch
) / iy
ein Operator K € B(I4(Y, 1/) Ll(X w)) erklart mit | K| < C.

(b) Ist /|k;(x,y)|dl/(y) < C fir pfast alle x € X, so wird durch (%) ein
Operator K € B(Lo(Y,v)) erkldrt mit | K| < C.

8.5 Sei f : R — C absolut stetig, d.h. f(z) = f(0) +/ g(t) dt mit einer lokal
0

l(f(x + h) — f(x)) fir h # 0. Dann gilt

integrierbaren Funktion g, gi(z) := .

lgn — gll1 — 0 fiir h — 0.

Anleitung: Man vergleiche die bei der ,,Glattung” benutzte Methode.
Anmerkung: Es gilt sogar g5 (z) — g(z) fur p—f. a. z,d. h. fist f. ii. differenzierbar
(vgl. W. Rudin: Real and complex analysis, Theorem 8.17).

8.6 Seien X und Y Vektorrdume. Ein Teilraum G von X X Y ist genau dann
Graph eines Operators T' von X nach Y, wenn aus (0,y) € G folgt y = 0 (oder
dquivalent dazu: wenn aus (z,y), (z,y’) € G folgt y = ¢/).

8.7 In jedem unendlich-dimensionalen normierten Raum X gibt es Operatoren
T mit

D(T) = X; nicht abgeschlossen (also nicht stetig)

Anleitung: Aus einer Basis {z, : @ € A} wihle man eine Folge (z,,, ) mit a,, #

fiir n # m aus und definiere

T( Z caxa) = Z NCa, Tay, -

8.8 Seipein MaB auf X,k : XxX — C puxp—meBbar. Fiir jedes f € L,(X, )
sei k(x,-)f(+) € L1(X, p) fir pf. a. z € X, und mit

Km@_{/umwﬂww@>ka@nﬂ»em,

0 sonst
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sei Kf € L,. Dann ist K € B(L,(x, 1), Ly(X, p)).

Anleitung: Man zeige die Abgeschlossenheit von K; dabei benutze man die bei der
Vollstéandigkeit von L, mitbewiesene Tatsache, dafl zu jeder konvergenten Folge
(fn) aus L, eine Teilfolge (f,,) und ein g € L, existieren mit | f,, (z)| < g(x) p—
f.i. fiir alle £ € N.

8.9 Sei pein Mal auf X, 1 <p,q<oo, T: X — C sei y—mef3bar,

D) = {feLyX.m:tf € L(X.m)},
M,f = tf fur f € D(M,);

M, ist der durch ¢ erzeugte mazimale Multiplikationsoperator von L, (X, ) nach
Ly(X, p).
(a) M, ist abgeschlossen.
(b) Ist ¢ < g, soist M; genau dann aus B(L,(X, u), Ly(X, 1)), wennt € L. (X, u)
1 1 1
gilt mit — + S = ies gilt dann || M;|| = ||t||,. (Man verwende die verallge-
meinerte Holder’sche Ungleichung, Aufgabe 6.2)
(c) Ist ¢ > p und p({z}) = 0 fir jedes z € X, so ist
D(M;) = {f € Lp(X,p):tf =0 ptiL},
Mtf = ( fur alle f < D(Mt)

8.10 Sei p ein Mal auf X, f: X — C sei y—meBbar. Ist fg € Li(X,u) fir
1 1
jedes g € Ly(X, p), soist f € L,(X, ) mit — + — = 1.
p q

Anleitung: Man zeige, daf§ das Funktional F' : L,(X,u) — C, F(g)—/ fgdu

abgeschlossen ist.
8.11 Sei (X, u) ein o-endlicher Mafiraum, ¢, : X — C p-—meflbar, M;, der
maximale durch ¢, erzeugte Multiplikationsoperator in L, (X, u).

(a) Gilt M;, >+ T, so gibt es eine y-mefbare Funktion ¢ : X — C mit 7' = M,.

(b) Gilt ||ts]jec < C > oo fiir alle n € N und t,(z) — t(z) pf. ., so folgt
M, > M.

8.12 Sei k € Ly(R).
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(a) Durch K f(z) = / k(x —y)f(y) dy wird ein Operator K € B(Ly(R)) defi-
R
niert mit || K|| < || k|-

(b) Ist k£ > 0 fiir f. a. z, so gilt || K| = || k|-

Anleitung: Man betrachte zundchst k£ mit kompaktem Trager.
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9 Grundlagen der Spektraltheorie

9.1 Begriffsbildung, Resolventengleichungen

Die folgenden Begriffsbildungen sind motiviert durch die Untersuchung der Losbar-

keitseigenschaften von Gleichungen der Form
(T — zI)z =y, (1)

wobei T ein linearer Operator in einem normierten oder Banachraum X ist
(wobei D(T') nicht notwendig der ganze Raum X ist), z € K, y € X. Gesucht
ist die Losung x € X, d. h. formal z = (T — 2I)"'y. Statt T' — zI werden wir im

folgenden meist nur 7' — z schreiben.

Wiinschenswert wiren die folgenden Eigenschaften:

(i) Die Gleichung (1) ist fiir jedes y € X losbar; d.h. T — z ist surjektiv,

(ii) die Losung x von (1) ist eindeutig bestimmt, d.h. T — z ist injektiv (z ist
nicht Eigenwert),

1

(iii) die Losung = von (1) héngt stetig von y ab, d.h. (T' — z)~! ist beschrdnkt

(stetig),

(iv) in dem Bereich der z € K, fiir die (i), (ii), und (iii) gilt, hdngt die Losung =

von (1) stetig von z ab.

Die Menge o(T') der z € K, fiir die (i), (ii) und (iii) gelten, heifit Resolventenmenge

von T, also

o(T):={z € K: T — z [als Abbildung von D(T") nach X] ist bijektiv,
(T — 2z)7! ist stetig}.

Insbesondere ist also (T — z)™! (und somit auch T — z) abeschlossen fiir jedes
z € o(T).

Bemerkung 9.1 Ist T nicht abgeschlossen, so gilt o(T) = (), denn es gilt
dann fiir jedes z € K : T — z ist nicht abgeschlossen. Also kann z nicht in o(7)

sein.
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Wir setzen deshalb im folgenden in der Regel voraus, daf3 T" abgeschlossen ist.

Ist T ein abgeschlossener Operator in einem Banachraum X, so gilt:
o(T) = {z € K, T — z ist bijektiv [als Abbildung von D(T') nach X]},

da die Stetigkeit von (7' — z)~! mit Hilfe der Abgeschlossenheit von (T — 2)~!
automatisch folgt (Satz vom abgeschlossenen Graphen, Satz 7.12). Wir haben
hier zweimal benutzt, dal mit 7" auch T"— z abgeschlossen ist; dies ist sehr leicht

nachzupriifen, folgt aber auch als Spezialfall aus Satz 8.4.

Die Funktion
oT) = B(X), zw R(T,z):=(T —2)"
heifit die Resolvente (oder Resolventenfunktion) von T, R(T), z) heifit die Resol-

vente von T im Punkt z.

Nach Definition ist die Resolventenmenge von 7' gleich der Menge der z € K|
fir die Gleichung (1) die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt. Wir werden
in Abschnitt 8.3 sehen, da8 dann die Eigenschaft (iv) automatisch erfiillt ist,
d.h. dal R(T,-) in o(T) stetig ist.

Das Spektrum o(T') von T ist definiert als das Komplement der Resolventenmenge

o(T) ==K\ o(T) = o(T).

Fiir das folgende miissen wir erkldren, wie nicht notwendig iiberall definierte
Operatoren zusammengesetzt werden. Fiir Operatoren S und 7 von X nach Y
U von Y nach Z und a € K definiert man

as : D(aS) = D(S), (aS)x = a(Sx),
S+T: D(S+T)=D(S)nD(T), (S+T)x =Sz + Tz,
UT: DWUT)={zeD(T):Txe DU)}, (UT)x=U(Tx).

Satz 9.2 Seien S und T bijektive Operatoren von X nach Y (als Abb. von
D(S) bzw. D(T) nach Y'). Ist D(S) C D(T), so gilt

71— §l=T7YS - T)S L
Ist D(S) = D(T), so gilt

T'-D'=T'(S-T)S'=8YS-TT"
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1
Anmerkung. Diese Identitét entspricht formal der Elemetaren Gleichung — —
x
1 y—=z

Y Y

fiir x,y € K.

Bewets. Es geniigt offenbar, die erste Aussage zu beweisen. Dazu ist zu zeigen:
T ly=8"'y+T1(S—-T)S 'y fiir alle y € Y.

Tatséchlich gilt fiir alle y € Y

T Yy = T-185 1y (da SS~ly =y fiir alle y € V)
= T7HUT + (S -T)]S 1y (daT+(S—T)=2S)
= T'TS'y+T7YST)S 1y

= Sly+ TS —T)S .

Satz 9.3 (Resolventengleichungen) Seien S und T lineare Operato-

ren 1m normierten Raum X.

(a) Erste Resolventengleichung: Fiir z, 2" € o(T') gilt

R(T,z) — R(T,Z') = (2 — 2 )R(T,2)R(T, 7') = (2 — 2 )R(T, 2')R(T, z).
(b) Ist D(S) C D(T), so gilt fir z € o(S) N o(T)

R(T,z) — R(S,z) = R(T, 2)(S — T)R(S, 2).
(c) Zweite Resolventengleichung: Ist D(S) = D(T), so gilt fiir z € o(S) N o(T)

R(T, 2) — R(S,2) = R(T, 2)(S — T)R(S, z) = R(S, 2)(S — T)R(T, 2).

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 8.2.
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9.2 Stabilitdt der Abgeschlossenheit und der stetigen In-

vertierbarkeit

Seien S und T lineare Operatoren von X nach Y. S heif3t T—beschrdnkt, wenn
gilt

(i) D(S) > D(T),

(ii) es gibt a,b > 0 mit ||Sz|| < a||lz| + ¢||Tz|| fir alle x € D(T).

Das Infimum c aller b < 0 fiir die diese Ungleichung mit einem geeigneten a > 0
gilt, heifit die T—Schranke von S. (Im allgemeinen gibt es kein a mit [|Sz| <
a|lz|| + ¢||Tz|| fiir alle z € D(T), wie das Beispiel in Aufgabe 8.1 beweist.)

Ist S € B(X;Y), so gilt offenbar fiir jeden Operator T' von X nach Y: S ist
T-beschrankt mit 7—Schranke 0. (In diesem Fall kann tatséchlich b = 0 gew&hlt

werden, a = ||5]|.)

Satz 9.4 (Stabilitit der Abgeschlossenheit) Seien X und Y Ba-
nachrdume, S und T lineare Operatoren von X nach Y. S sei T —beschrinkt mit
T—-Schranke < 1. Dann ist T+S genau dann abgeschlossen, wenn T' abgeschlossen

15t.

Beweis. Da S die T-Schranke < 1 hat, gibt es ein b < 1 (zwischen der T-

Schranke von S und 1) und ein @ > 0 mit
|Sz|| < al|lz|| + b||Tz|| fiir alle z € D(T).

Daraus folgt fiir alle z € D(T)

IT2ll < (T + S)a| + Szl < (T + S)all + allz] + b|Tal],
(1= )Tzl < aljal] + (T + S)l,

lellr = ol + |1 T2] < Gy (Jlall + (T + $)a]) = Cillellrss,
lallzss = 2]l + (T + S)all < lle]| + | Tl + 1Sz

< (1+a)lall + (1 + BTzl < C(llz] + IT2ll) = Callz]z.

Die Normen || - ||z und || - ||r4+s auf D(T) = D(T + S) sind also dquivalent,
d.h. (D(T), ] - ||r) ist genau dann vollsténdig, wenn (D(T), || - ||r+s) = (D(T +
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S), || - [l7+s) vollstandig ist. Mit Satz 7.10 folgt die Behauptung. |

Satz 9.5 (Stabilitit der stetigen Invertierbarkeit) Seien X und
Y Banachrdume, S und T seien lineare Operatoren von X nach Y, T sei abge-
schlossen und bijektiv (also T~' € B(X,Y)), uns es gelte D(S) D D(T) und
|ST~Y|| < 1. Dann ist auch T + S abgeschlossen und bijektiv; es gilt

(T+8) " =S (1) T ST ) = S (-1 (T 8T,

n=0 n=0

wobei die Reihen beziglich der Norm in B(Y, X) konvergieren.

Anmerkung. Die Reihen sind offenbar identisch, formal erhélt man sie, indem

man in

(T+8)™ = [TI+T 'S =T +T7'5)"'T
bow. = [+ ST )T =171+ 5T

die Terme (I +T718)~! bzw. (IST~')~! als geometrische Reihen schreibt.

Beweis. Einige Teile des Beweises werden wesentlich einfacher, wenn 7' (und
damit auch S) in B(X,Y) ist.

Nach Voraussetzung gilt D(S) D D(T). Fiir jedes z € D(T) gilt
1Sz = |ST™"Tx|| < | ST ||| T,

d.h. S ist T-beschriinkt mit T—Schranke < ||ST~!|| < 1. Nach Satz 8.4 ist also
auch T' + S abgeschlossen.

Fir alle x € D(T + S) \ {0} = D(T) \ {0} gilt
(T + S)z|| > | T]| - ||zl = IT=] — I(ST™HT=| > (1 - ST T=] > 0,

d.h. auch 7'+ S ist injektiv.
Sei

bS]

Ay = (~1)"TH(STY)" fitr p € N.
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Dann gilt fiir ¢ > p

-4 = || 3 oy

n=p+1

g—p-—1
< THIST P > ST

n=0

< NTHIST PR Y IST " < ClIST P+,

n=0

also ist (A,) eine Cauchyfolge in B(Y, X). Da B(Y, X) vollstindig ist, existiert
ein A € B(Y,X) mit |A— A,|| — 0 fiir p — oo.

(T + S)A =I. Offensichtlich gilt fiir p — oo

(T + S)A, = zp:(—l)”(T + YT ST Y =T+ (=1)P(ST 1Pt — 1.

n=0

Fiir jedes y € Y gilt also
Ay — Ay und (T + S)Ayy — y fir p — 0.
Da T + S abgeschlossen ist, folgt hieraus fiir jedes y € Y
Ay e D(T+ S) und (T + S)Ay = v.

Das bedeutet (7' + S)A = I, wie behauptet.
Hieraus folgt, da§ T + S surjektiv (also bijektiv) ist und A = (T + S)~L. |

9.3 Die Resolvente

Sei T" ein Operator im normierten Raum X . Nach Abschnitt 8.1 ist die Resolvente

von T die Funktion
R(T,-): o(T) — B(X); R(T,z)= (T —2)"".

Satz 9.6 Sei X ein Banachraum, T ein abgeschlossener Operator in X.

(a) o(T) ist eine offene Teilmenge von K (o(T') ist also abgeschlossen).
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(b) Die Resolvente von T ist analytisch in o(T), d. h. sie ist um jeden Punkt z

von o(T) in eine normkonvergente Potenzreihe entwickelbar.

Beweis. a) Seizg € o(T), 7 := ||(T — 20) 7|~} Dann gilt
(2 — 20)(T — 20)~!|| < 1 fiir z € K mit |29 — 2| < 7.
Nach Satz 8.5 ist also
T —z= (T — 2) + (20 — 2) bijektiv fiir z € K mit |z — 2| < 7.

Also liegt auch jedes z € K mit |z — zo| < r in o(7T'), d. h. o(T") ist offen.

b) Seien zp und r wie in Teil a. Nach Satz 8.5 gilt fiir z € K mit |z — 29| <7

R(T,z) = ([T — 20] + [20 — z])_l = i(T - zo)_l{(z — 20)(T" — Zo)_l}n

— Z(z — 20)"R(T, 20)" .

n=0

Wegen |2 — 2| | R(T, 20)|| < r||[(T — 20) || = 1 ist diese Reihe normkonvergent.
Das ist die behauptete Analytizitit von (T'— 2z)~!. |

Korollar 9.7 Die Resolvente R(T,-) ist normstetig in o(T), d. h.

|R(T,z") — R(T, 2)|| = 0 fiir 2’ — z.

Beweis. Aus der letzten Identitit im Beweis von Satz 8.6 folgt

R(T, ) — R(T, 2) = ni (2 — 2)"R(T, 2)"*1,

IR(T, ) = R(T,2)|| < | = 2| R(T,2)* 3 {12 = 2 R, )} = 0

n=0

fiir 2/ — 2. [ ]

Satz 9.8 Sei X ein Banachraum, T € B(X).
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(a) Es gilt
o(T) C {z eK: |z < HTH}, o(T) > {z EK: |2 > HTH}

Fiir |z| > ||T|| (genauver: fiir |z| > limsup ||[T™||*/™) gilt

(T -2t =~ Z z~ " 1T™  (Neumann’sche Reihe).
n=0
(b) Ist K = C, so ist o(T) # 0 und max{|z| : z € o(T)} = limsup || T"||'/";
diese Zahl heif$t der Spektralradius von T

Beweis. a) Fiir |z| > ||T|| ist (natiirlich) 27 bijektiv und es gilt |Tz7|| =
|z|7Y|T|| < 1. Nach Satz 8.5 (mit 2I statt T und —T statt S) ist also auch
T — z = —(zI — T) bijektiv und es gilt

(T—2)"'==(I-T)" ==Y ()= (-Tz""' ==Y z"'T"

Die Neumann’sche Reihe konvergiert offensichtlich auch fiir |z| > limsup ||T7||*/™

gegen ein A € B(X) mit (T'—2)A = A(T — z) = I (beim Ausmultiplizieren fallen
alle Terme bis auf I weg), d. h. auch fiir diese z gilt z € o(T).

b) Wir nehmen an, da8 o(T") leer ist, d.h. es gilt o(T') = C; R(T,-) ist also in
ganz C analytisch. Fiir jedes x € X und F € X* ist deshalb die Funktion
for :C—=C,  for(z) =F(R(T,z)x)

eine ganze Funktion (ist ndmlich in einer Umgebung von z

R(T,2) = (2= 2)"An (An = R(T, )" € B(X))

n=0

mit einer normkonvergenten Potenzreihe, so gilt dort

for(2) =) F(Auz)(z = 20)",

d.h. f, r ist bei zp holomorph).
Auflerdem gilt (Neumann’sche Reihe) fiir |z| > ||T||

o0

Fer ) < [Nl S {iTie )

n=0

n
Y
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also | fz,r(2)| — 0 fiir |2| — oo.

Nach dem Ersten Satz von Liouville ist also
F(R(T,z)x) = for(z) =0firalex € X, F € X".

Daraus folgt R(T,z)x = 0 fir alle z € X; das ist unmoglich, da R(T, z) als

inverser Operator notwendig injektiv ist.

Ist 7o = max{|z| : 2 € o(T)}, so gilt 7y < limsup || T"||*/" nach Teil a. (T — 2)~*
ist fiir |z| > ro holomorph und somit als Laurentreihe um 0 darstellbar. Die Lau-
rentreihe (= Neumann’sche Reihe) ist aber fiir |z| < limsup ||T™|*/™

also ist 79 > limsup ||T7|*/™. ]

divergent,

(Die letzte Argumentation ist nicht ganz vollstédndig, da sie ohne Beweis Resul-
tate der komplexen analytischen Funktionen fiir Banachraumwertige analytische
Funktionen verwendet. Details findet man bei J. Weidmann, [11], Satz 5.9)

9.4 Beispiele

Wir betrachten zunéchst den durch eine y—meflbare Funktion ¢ : X — K erzeug-

ten maximalen Multiplikationsoperator in L,(X, p). Wir wissen:

— M, ist abgeschlossen (vgl. Satz 7.14 a),
— D(My) ist dicht fir 1 <p < oo (vgl. Satz 7.14 b),

— M, ist genau dann beschrinkt, wenn ¢ wesentlich beschrénkt ist, ||M| =

wes—sup |t| (vgl. Aufgabe 6.4a).

Satz 9.9 FEs gilt

o(My) = {ZEK:E|5>Omz't,u{x€X: |t(x)—z|<5}:0} =R
o(M,) = {ZEK:V5>Oz'st,u{:c€X: |t(x)—z|<5}>0} =S
(My —2)"" = My fir z € o(My).

Beweis. Ist M; — z injektiv, so ist jedenfalls (M; — 2)~! eine Einschriinkung
von Ml/(t—z)-
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o(M;) C R: Ist 2z € o(My), so ist D((M; — 2)™1) = Ly(X, p), also (M; — 2)~t =
M (—), und dieser Operator ist beschrénkt, d.h. 1/(t — z) ist wesentlich be-
schrinkt. Also gibt es ein C' > 0 und eine Nullmenge N C X mit

1
it(z) — 2|t <O, |t(z) — 2| > - firz € X\ N.

Das bedeutet z € R.

R C o(My): Ist z € R, so existiert ein € > 0 mit |[t(z) — z| > ¢ p—fu. Also ist
M; — z = M,_, injektiv. Fiir jedes f € L,(X, p) gilt

f==a){t—2)7"f}  mit (t—2)7"f€Ly(X,p),
also f € R(M; — z); d.h. M; — z ist surjektiv. Da M; abgeschlossen ist, ist somit
z € o(My).

Wegen S = K\ R ist damit auch die zweite Aussage bewiesen; die Gleichung
M, — z = M.y fiir z € o(M;) wurde bereits im ersten Teil mitbewiesen. M

Im folgenden betrachten wir noch einen einfachen Differentialoperator in L,(a, b).
Nach Abschnitt 5.5 heiit eine Funktion : [a,b] — C absolut stetig, wenn ein
g € Li(a,b) existiert mit

T

f(z) = f(a) —|—/g(t) dt fiir x € [a, b].

a

Die Funktion g heifit ,, Ableitung“von f, g = f'.
Wir definieren den Operator T in Ly(a,b) durch

D(T) ={f € Ly(a,b) : f absolut stetig, " absolut stetig,

fla) = f(b) =0, f" € Ly(a,b).
Tf=—f"tir f € D(T).

Dieser Operator ist (insbesondere in Ls(a, b)) von Bedeutung bei der mathema-

tischen Untersuchung der schwingenden Saite.

Satz 9.10 T ist abgeschlossen fiir alle p € [1,00].
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Beweis. Sei (f,) eine Folge aus D(T') mit

fo—=f Tfn—g (dh —f"—g)in L,(a,b).

Es gilt, da f, und f/ absolut stetig sind und f,(a) = 0 gilt,

fi@) = fia)+ / F(t) dt,
ful@) = fula)+ / f1(s) ds = / fi(s)ds  (da fo € D(T), fula) =0) (%)

= (x—a)f;(a)+jjfg(t)dtds.

Dabei ist der letzte Ausdruck wegen

)jjfﬁ(t)dtds+jjg(t)dtds)

z s b b
< [ [1to v gwiaas< [ [1r0+gw)aas
b b

< = ara{ [1m0 4 opar}”as= - a) g+ gl

— 0 fir n — o0

gleichmiflig konvergent gegen

—jjg(t) dt ds.

Daraus folgt, daf§ die Folge (f!(a)) konvergiert (sonst konnte die rechte Seite von
(%) nicht in L,(a, b) konvergieren); sei ¢ := lim f},(a). Die rechte Seite von (x) ist

also gleichméfig konvergent. Da die linke Seite in L,(a, b) konvergiert, folgt

f(x) =c(zr —a)— jjg(t) dt ds.
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Dies gilt zunéchst fast tiberall; der Représentant der linken Seite kann so ab-
gedndert werden, dafl die Gleichung fiir alle x gilt. Hieran erkennt man sofort,
daBl f und f” absolut stetig sind und f” = —g in Ly(a,b) liegt. Alsoist f € D(T)
und T'f = g. [ |

Satz 9.11 (a) Es gilt
2.2
O'(T):{ da :nEN}.

(b+a)?

Jedes N\, = n?mw%(b — a)™?% ist Eigenwert von T mit dem (nicht normierten)

Eigenelement

en() —sin{%}.
(b) Fir z € o(T)=C\ o(T),z+# 0 gilt (vgl. Aufgabe 8.5 fiir z=0)

T

[sin V2(b ) / sinV/z(y — 2)(y) dy

a

R(T, z)g(x)

1
~ Vzsiny/z(b—a)
¥ sin 2z — ) [ sin V(b ~ p)o(w) dy )

T

Anmerkung. Es ist bemerkenswert, dafl das Spektrum, die Resolventenmenge
und die Form der Resolvente von p unabhéngig sind; dies ist ein Phénomen,
das bei vielen (aber nicht allen) Operatoren auftritt; vgl. K. Jorgens, Lineare

Integraloperatoren, Abschnitt 12.5, Aufgabe 12.11 fiir ein Gegenbeispiel.

Beweis. Fiir jedes z € C\ {0} ist ein sin/z(z — a) eine Lésung von —f” = zf
mit f(a) = 0. Damit diese Losung auch die Randbedingung f(b) = 0 erfiillt, muf

z =n’m%(b — a)~? sein mit einem n € N, also

f(z) =sin{n7(b—a)(z —a)}.

Fir z = 0 sind f(x) = ¢(x — a) die einzigen Losungen mit f(a) = 0; nur fiir ¢ =0
erfiillt diese auch die Randbedingung bei b, dann ist aber f = 0. Also ist T — 2
injektiv fiir 2 # n?r2(b —a)~%(n € N).
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Ist z # n?m%(b — a)?® (n € N) und 2z # 0, so priift man leicht nach, daf§ fiir jedes
g € Lp(a7 b)

T

{sin V(b ) [ sin /3l — alg(o) dy

a

1
~ /zsin/z(b — a)

f(z)

+sin 3z - ) [ sinvE(b - p)o(y) dy )

T

eine Losung von — f” — z f = g ist mit f(a) = f(b) = 0. (man gewinnt diesen Aus-
druck mit Hilfe der Variation der Konstanten.) Also ist (7' — z) bijektiv, z € o(T),
und der angegebene Ausdruck stellt die Resolvente R(T), z) dar. [ |

9.5 Ubungsaufgaben
9.1 In L,p(R) seien T und S definiert durch

D(T) = {feL,:a’f €Ly}, Tf(z)=2"f(x),
D(S) = {fely:zfely}, Sf(z)=uzf(z)

Man zeige: S ist T-beschrinkt mit T-Schranke 0 (aber es gilt natiirlich nicht
1S Il < all 71+ O[T £1]).

9.2 (a) S;und S, seien T-beschrinkt mit T-Schranken b; bzw. be. Man zeige:
S1 + Sy ist T-beschrankt mit T-Schranke < by -+ bs.

(b) S sei Ti—beschrénkt mit T3—-Schranke by, T3 sei T—beschrankt mit 7-Schranke
by. Dann ist S T—beschrankt mit 7—Schranke < b;bs.

9.3 Aus Satz 8.8 wissen wir: Jeder Operator T € B(X) hat ein nicht-leeres
Spektrum, falls X ein komplexer Banachraum ist.
(a) Dies gilt i.allg. nicht, wenn X ein reeller Banachraum ist.

(b) Es gibt abgeschlossene (natiirlich unbeschriankte) Operatoren 7' in komple-
xen Banachraumen mit o(7) = (). Beispiel in L, (0, 1):

D(T) = {f € 1,(0,1) : f absolut stetig, f(0) =0, f' € L,(0, 1)},
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9.4 Sei X ein Banachraum. Ein Operator T € B(X) heifit quasi-nilpotent,
wenn gilt || 77(|*/™ — 0 fiir n — oo.

(a) Ist T' quasi-nilpotent im komplexen Banachraum X, so gilt o(T) = {0}.
(Mit Hilfe der Komplexifizierung kann man das auch fiir reelle Banachrdume

beweisen. )

1 1
(b) In 4y sei T'(xq1,x2,...,) = (51'2, gl’g, . ) Dann ist T quasi—nilpotent.
(c) In C0,1] oder L,(0,1) sei
Kf(e) = [ k) f)dy
0

mit stetigem k£ : [0,1] x [0,1] — C, |k(z,y)] < M. Dann ist K quasi-

nilpotent.

Anleitung: Durch Induktion zeige man fiir den Kern k™ (z,y) von K™:

Mm M"

JAQ) < — ™t also | K™ < )
)] < e — i o 7 <

9.5 Mit Hilfe der Variation der Konstanten gewinne man die in Satz 8.11 an-

gegebene Resolvente und zeige, daf fiir z = 0 gilt

T b

R(T,0)g(z) = (a — b)_l{(:c —a) /(t —b)g(t)dt + (z — b) /(t —a)g(t) dt}.

a x

9.6 (a) Der in Satz 8.10 und Satz 8.11 studierte Operator hat fiir p = oo
einen nicht dichten Definitionsbereich in Ly (a, b).

(b) Dieser Operator kann entsprechend in (C|a,bl, || - ||s) untersucht werden.
Er hat auch in diesem Raum das gleiche Spektrum und formal die gleiche
Resolvente wie in L,(a, b).
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10 Hilbertraume, der Satz von Radon—Nikodym

10.1 Grundbegriffe der Hilbertraumtheorie

Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung s : X x X — K heifit eine

Sesquilinearform auf X, wenn gilt

s(x,ay + bz) = as(z,y) + bs(x, 2)
furz,y,z € X, a,b € K.

s(az + by, z) = as(z, z) + bs(y, 2)

(In der Literatur werden Sesquilinearformen h#ufig so definiert, dafl sie nicht
in der ersten, sondern in der zweiten Variablen konjugiert linear sind. Dies hat

natiirlich Auswirkungen auf manche Formeln, z. B. Satz 9.1 und Satz 9.7)

Die durch s erzeugte quadratische Form q = qs : X — K ist definiert durch
q(z) = s(z,z) fur z € X.

Es gilt also
g(ax) = |a*q(z) (speziell: ¢(ax) = q(x) fiir [a| = 1)

Die Sesquilinearform s heift hermitesch, wenn gilt

s(z,y) = s(y, x) fir alle z,y € X.

Fiir eine hermitesche Sesquilinearform s ist die zugehorige quadratische Form

reell:

q(z) = s(z,x) = q(x) fir alle z € X.

Satz 10.1 Sei s ein Sesquilinearform, q die durch s erzeugte quadratische
Form. Dann gilt

(a) Die Polarisierungsidentitét

S(z.y) = i{q(:c +y) —qlz—y) +ig(z —iy) — q(z + iy)} (K =C),
| E{Q(x Ty) —ale- y)} (K =R, s hermitesch).
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(b) Die Parallelogrammidentitét

q(z +y) +q(r—y) =2{q(z) +q(y)}

(eine geometrische Deutung dieser Identitit kann in ihrer speziellen Version

fir eine durch ein Skalarprodukt erzeugte Norm gegeben werden.,Satz 9.7).

Der Beweis ergibt sicht leicht durch Ausrechnen der rechten Seite im Fall a) bzw.
der linken Seite im Fall b).

Ist K = C und q reellwertig, so folgt aus der Polarisierungsidentitét leicht, dafl s
hermitesch ist. (Eine hermitesche Sesquilinearform auf einem reellen Vektorraum

[der Querstrich ist dann bedeutungslos| heifit symmetrisch.)

Eine hermitesche Sesquilinearform heifit positiv (bzw. nicht-negativ), wenn gilt

s(z,z) > 0 fiir alle z € X\{0} (bzw. s(z,z) > 0 fiir alle z € X ).

Satz 10.2 (Schwarzsche Ungleichung) (a) Ists eine nicht-negative
Sesqulinearform und q die zugehorige quadratische Form, so gilt die Schwarz-

sche Ungleichung

[s(z,9)| < (q(x)q()]? fiir alle x,y € X.

(b) Sei jetzt s positiv. In der Schwarzschen Ungleichung gilt ,=“ genau dann,

wenn x und y linear abhingig sind; die Gleichung s(z,y) = (q(z)q(y))*/? gilt

genau dann, wenn ax = by gilt mit a,b > 0 und (a,b) # (0,0) (d. h. wenn x

und y positiv linear abhingig sind).

Bewetis. Wir beweisen hier nur Teil a; fiir Teil b vgl. J. Weidmann [11]
Fiir alle z,y € X und ¢t € R gilt, da s nicht-negativ ist,

0 < g(x +ty) = q(z) + 2t Re s(z,y) + t*q(y).

Da ein reelles Polynom at?+ 2bt +c mit a > 0 genau dann fiir alle ¢ nicht-negativ

ist, wenn b? — ac < 0 gilt, folgt

(Re s(z,y))” < q()q(y). (*)

Wé&hlt man nun a € K so, dal [a] =1 und a - s(x,y) = [s(z,y)] gilt, so folgt aus

(*)
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s(z,y)” = (Reas(z,y))* = (Re s(z,ay))* < q(z)q(ay)
= lalq(z)q(y) = a(z)q(y).

Eine positive (nicht-negative) Sequilinearform heift ein Skalarprodukt (Semiska-
larprodukt). Skalarprodukte schreibt man meist in der Form (-, -) statt s(-,-). Ein
Skalarprodukt (-,-) hat also die Eigenschaften

(S1) (z,y +2) = (z,9) + (2, 2),
(52) (z,ay) = a(z,y),

(S3) (z,y) = ( , ),

(S4) (z,2) >

(S5) aus x 7é 0 folgt (x,z) > 0.

Gelten nur die Eigenschaften (S1) — (S4), so ist (-,-) ein Semi-Skalarprodukt.
Aus (S2) und (S3) folgt insbesondere

(S6)  (az,y) =a(z,y).
Satz 10.3 Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf X, so ist durch
|z|| := (z,z)'? firz e X

eine Norm auf X erklirt. Ist (-,-) ein Semi-Skalarprodukt, so ist || - || eine Halb-

norm.

Beweis. Offensichtlich ist ||z]| > 0 fiir alle x € X.
(N'1) [laz|| = (az, az)'/? = |al(z, 2)"/* = |a| ||z||.
(N 2) Mit der Schwarzschen Ungleichung folgt
lz +ylI* = [|2]1* + 2Re (z, ) + [yl
< =l + 20z ly ]+ lyl* = Ul + i)

(N 3) Falls (-, -) ein Skalarprodukt ist, gilt ||z|| = (z,2)*? > 0 fiir z # 0. |

Ein normierter Raum (X, ||-||), dessen Norm durch ein Skalarprodukt (-, -) erzeugt

wird, heifit ein Prd—Hilbertraum; soll die Tatsache, dafl es sich um einen Raum
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mit Skalarprodukt handelt, betont werden, so schreibt man auch (X, (-,-)). Ein

vollstédndiger Pra—Hilbertraum heifit ein Hilbertraum.

Der Satz 4.17 148t sich leicht so modifizieren, daf§ er besagt: Jeder Pra—Hilbertraum
X kann als dichter Teilraum eines Hilbertraumes X aufgefaBt werden. Ein solcher

Hilbertraum heifit eine Vervollstindigung des Pra—Hilbertraumes X.

Beispiel 10.4 Der Raum C|[a,b] mit dem Skalarprodukt

/f x)dz fur f,g € Cla,b]

und der zugehorigen Norm

11 ={ [P} fis £ e Clab

ist ein Prd-Hilbertraum (aber kein Hilbertraum, vgl. Beispiel 4.7) O

Beispiel 10.5 Der Folgeraum ¢, mit dem Skalarprodukt

angn fir f fn) (gn) € ly

und der zugehorigen Norm
1/2
17l = {1} fiir = (fa) € 6o
ist ein Hilbertraum, der Hilbertsche Folgenraum (vgl. Abschnitt 4.3). U

Beispiel 10.6 Sei p ein Maf auf X. Der Raum Ly (X, i) mit dem Skalarpro-
dukt

/f (x) fiir f,g9 € La(X, p)
und der hierdurch erzeugten Norm
) 12
11l = { [ 17@)P duta)} " fir £ € La(x.p)

ist ein Hilbertraum (vgl. Satz 6.3). O
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Satz 10.7 Sei(-,-) ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum X ||-|| die hierdurch
erzeugte Norm. Dann gilt:

(a) Die Polarisierungsidentitét

1 : : : :
- e +l? = Il =yl +illz — iyl — ille +iy|?} K=C
T,Yy)= 1
e+ l? — Il - y)?} K=R.
(b) Die Parallelogrammidentitét

o+ yl? + llz = 2 = 20> + ly12).

(Anschaulich besagt die Parallelogrammidentitit, daf$ die Summe der Quadra-
te aller vier Seiten eines Parallelogramms gleich der Summe der Quadrate der
Diagonalen ist).

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 9.1.

Satz 10.8 Sei (X, (-,-)) ein Prd-Hilbertraum. Aus z, — = und y, — y folgt
(T, Yn) = (x,y); d. h. das Skalarprodukt ist stetig beziiglich beider Variablen.

Beweis. Es gibt ein C mit ||y, < C fiir alle n. Damit folgt

(T Yn) — (2, 9)| < (@0 — 2, Yn)| + (@, yn — Y)|
< New =zl lynll + 12l lyn = yll < llzn = 2[|C + ||| lyn — yl| — 0.

Satz 10.9 (Satz von Jordan und von Neumann) Eine Norm auf
einem Vektorraum wird genau dann durch ein Skalarprodukt erzeugt, wenn sie
die Parallelogrammidentitdt erfillt. Das Skalarprodukt wird dann mit Hilfe der

Polarisierungsidentitit gegeben.

Fiir den Beweis dieses Satzes, den wir hier nicht benétigen, sei auf J. Weidmann
[11], Satz 1.6, verwiesen.
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10.2 Orthogonalitit, der Projektsatz

Sei (X, (-,-)) ein Pré-Hilbertraum. Zwei Elemente x,y € X heilen orthogonal,
z L y, wenn gilt (z,y) = 0. (In R? und R?® mit dem iiblichen Skalarprodukt
bedeutet dies, dafl der Winkel zwischen = und y ein rechter ist [oder, dafl einer
der Vektoren Null ist].)

Offensichtlich gilt:
aus o Ly folgt |z +y[|* = [[z]* + ly|l*,

der sogenannte , Satz des Pythagoras*.
Man definiert weiter:

Ist x € X und A C X, so heiBt x orthogonal zu A, x 1. A, wenn x 1 y fiir jedes
y € A gilt.

Sind A, B C X, so heiit A orthogonal zu B,A 1 B, wenn z 1 y fiir alle
x €A, y € B gilt.

Fiir A C X ist AL definiert durch A+ :={z € X : z 1L A}.

Satz 10.10 Sei (X, (-,-)) ein Pri-Hilbertraum. Dann gilt:

(a) {0}+ =X, X+ ={0}.

(b) Fiir jede Teilmenge A C X ist At ein abgeschlossener Teilraum von X;

man nennt deshalb A+ den Orthogonalraum zu A.
(c) Aus A C B folgt B+ C AL,
(d) Fiir jede Teilmenge A C X gilt At = L(A)*+ = L(A)L.

Beweis. a) Esgilt (0,z) = (0-0,z) = 0(0,z) = 0 fiir alle z € X. Fiir jedes
x € X\{0} gilt (z,z) # 0.
b) Auf Grund der Linearitiitseigenschaften des Skalarprodukts ist klar, da§ A+

ein Vektorraum ist. Sei z € AL, (z,,) eine Folge aus A* mit x,, — z. Dann gilt
(vgl. Satz 9.8)

(xz,y) = lim(x,,y) =0 fur alle y € A.

c) Ist offensichtlich.
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d) Aus A C L(A) C L(A) und Teil ¢) folgt
L{A) C L(A)* ¢ AL,

Sei z € A, y € L(A). Dann existiert eine Folge

N(n)

yn € L(A), Z Cnjln,; (cnj €K, a,,; € A)

mit y, — y. Damit folgt (vgl. Satz 9.8)

N(n)

<x’y> = hm<x yn *hm chjanj

n(n)

= hmE Cn i (@, an i) =0,

also = € L(A)L. |

Satz 10.11 (Approximationssatz) Sei X ein Hilbertraum, A #  ei-
ne abgeschlossene konvexe Teilmenge von X (d.h. mit z,y € A liegt auch die
Verbindungsstrecke {ax + (1 —a)y: a € [0,1]} in A ), z. B. ein abgeschlossener
Teilraum. Dann gilt: Fiir jedes x € X existiert genau ein y € A mit

lz —yl| = d = d(z, A) := inf{Hx—zH = A}.

Beweis. Existenz: Sei (y,) eine Folge aus A mit ||z — y,|| — d(z, A). Ersetzt

man in der Parallelogrammidentitidt z durch y,, — x,y durch y,, — z, so folgt
2 2 2 2
|22 = G+ ym)||” + v = vl = 2{ = 211 + 1 — 2112}

1
also, wegen §(yn + ym) € A und ||y, — z|| — d,

2

1
v = vl = 2{llvm = 22 + llgm — 22} = 4|2 = S W0 + ym)

< Q{Hyn — 2|+ ||Ym — xHQ} — 4d* < ¢ fiir n,m > N(e).
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Also ist (y,) eine Cauchyfolge, d.h. es gibt ein y € A mit y, — y (da A

abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen Raumes ist) und
[z —yll = lm [z —yn[| = d.
n—oo

Es bleibt die Eindeutigkeit von y zu beweisen. Sind y, y» Punkte dieser Art,
so zeigt die obige Uberlegung, daB (z,) = (y1, ¥2, Y1, Y2, . . .) eine Cauchyfolge ist,
also y1 = ys. [ ]

Satz 10.12 (Projektionssatz) Sei X ein Hilbertraum, T ein abgeschlos-

sener Teilraum von X.
(a) Jedes © € X lafst sich eindeutig in der Form x = y + z darstellen mit
yeT,zcTt.
(b) Es gilt T+ =T.

Die Abbildung P: X = T,z — y (mit z =y + 2,y € T, 2 € T+) heifit die
orthogonale Projektion auf T, y heifit die Projektion von x auf T. Es ist leicht
zu sehen, daf P ein linearer Operator ist mit | P|| <1 (||P| = 1, falls T" # {0} ).
Teil a des Satzes besagt, dal X =T + T+ gilt.

Beweis. a) Da T abgeschlossen und konvex ist, existiert nach Satz 9.11 ein
y €T mit ||z —y|| =d(z,T). Sei z:=x —y.

z € T1: Es ist (u,2) = 0 zu zeigen fiir alle u € T. Fiir u = 0 ist dies klar. Sei
also u € T\{0}. Wegen y + au € T fiir alle a € K gilt

¢ =d(,T) < |z —(y+au)|* = [z — au’
= [[2llI* - 2Re {alz,u)} + laf*Ju]®
= d’—2Re{a(z,u)} + laf*[[u]

Mit a = |Ju||7%(u, z) folgt hieraus
ul| 72| (u, 2)* < 0, d. b {u, 2) = 0.

Damit ist die Existenz einer Darstellung der gewiinschten Form gezeigt.

Eindeutigkeit: Sei

r=y+z=y +2Z mityy €T, 2,2 €T
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Dann gilt
y—y =2 —2eTnT+={0},

alsoy =1y, 2 = 2.

b) T C T+: Ist z € T, so gilt (x,2) = 0 fiir alle z € T+, also z € T+

T+ CT: Seix € T+ Nach Teil a gilt x =y + 2z mit y € T, z € T+, also
(wegen y € T C T+)

z=z—yecT+-nT+ = {0},

und somit z =y € T [ |

Satz 10.13 Sei X ein Hilbertraum, A eine Teilung von X .

(a) Es gilt A+ = L(A).
(b) A ist genau dann total, wenn gilt A+ = {0}.

Beweis. a) Aus At = L(A)L folgt mit Teil b des Projektionssatzes A+t =
LA = I(A).

b) Aus At = {0} und Teil a folgt L(A) = A+t = {0}+ = X. — Umgekehrt

folgt aus L(A) = X zunichst A+ = X und wegen der Abgeschlossenheit des
Teilraumes A+ folgt hieraus A+ = (A+)++ = X+ = {0}. |

10.3 Orthonormalsysteme und Orthonormalbasen

Sei (X, (,,-)) ein Pra-Hilbertraum. Eine Familie {z, : « € A} heifit ein Ortho-
normalsystem (ONS), wenn fiir alle a, § € A gilt (24, 23) = dap. Ein Orthonor-

malsystem heifit eine Orthonormalbasis (ONB), wenn es in X total ist.

Satz 10.14 Sei X ein Prdi—Hilbertraum.

(a) Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhingig.

(b) Jede Orthonormalbasis ist ein maximales Orthonormalsystem.
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(c) Ist X ein Hilbertraum, so ist jedes mazimale Orthonormalsystem eine Or-

thonormalbasts.

Beweis. a) Aus 0 =" c,1, folgt

0= anxaHQ = Z ca|?, also cq = 0 fiir alle o

b) Da {z, : a € A} total ist, gilt {z, : « € A} = {0}, d. h. es gibt kein Element
der Norm 1, das zu allen x, orthogonal ist.

c) Sei {z4 : @ € A} ein maximales ONS. Wir nehmen an, daf es keine ONB ist,
also nicht total. Dann ist L{z, : « € A} # X und somit nach dem Projektions-
satz (L{z, : a € A}t # {0}). Es existiert also ein (e € L{z, : a € A}*) mit
lell =1, d.h. {z4: a € A} ist nicht maximal. |

Beispiel 10.15 1In 4, sei e, := (0nj)jen der n—te Einheitsvektor. Dann ist

offenbar {e, : n € N} eine Orthonormalbasis. O

Beispiel 10.16 1In Ly(0,1) sei e,(z) := exp(2winz)(n € Z), dann ist {e, :
n € Z} eine Orthonormalbasis. Das kann man z. B. folgendermafien einsehen:
Der Raum C[0, 1] der auf [0, 1] stetigen Funktionen mit f(0) = f(1) ist dicht in
L5(0,1). Esist L{e, : n € Z} D C[0,1] (vgl. z. B. O. Forster, Analysis I, §23 oder
Korollar 11.3 in diesem Skript) und somit

Lie, :neZ} = C[0,1] = Ly(0,1).
O

Der folgende Satz zeigt, wie man auf einfache Weise Orthonormalsysteme und

Orthonormalbasen konstruieren kann.

Satz 10.17 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)

Sei X ein Prd—Hilbertraum,
F={z,:neN} oder F={x, :ne{l,...,m}}.

Dann ezistiert ein Orthonormalsystem M = {e,} mit L(F) = L(M). Ist F' linear
unabhdngig, so kann M so gewdhlt werden, daf gilt

L{zy,...,x,} = L{e1, ..., ey} fir alle n.
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Beweis. Es geniigt, die zweite Behauptung zu zeigen. Es ist leicht nachzupriifen,
dafl diese gilt mit:

er = ol e,
er = |lza — (er, ma)er || (a2 — (e1, m2)er),
n n
ent1 = |[Tppr — Z(ej’xn+1>ejH_1(xn+l - Z(ej’xn+1>ej)'
j=1 j=1
Details konnen dem Leser iiberlassen werden. [ |

Satz 10.18 (Existenz von Orthonormalbasen) (a) Jeder separa-

ble Pra—Hilbertraum besitzt eine abzdihlbare Orthonormalbasis.

(b) Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. a) Da X separabel ist, gibt es eine abzihlbare totale Menge {z,} in
X; 0. E. kénnen wir annehmen, daf {z,} linear unabhéngig ist. Anwendung des

Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahrens auf {x,} liefert eine ONB {e,}.

Teil b) soll hier nicht bewiesen werden; vgl. z. B. J. Weidmann, [11] Satz 1.57.

Man benétigt hier wieder das Zorn’sche Lemma. [ |

Satz 10.19 (Entwicklungssatz) (a) Sei X ein Pri-Hilbertraum, {e,}

ein Orthonormalsystem in X. Dann gilt fiir jedes r € X

Z [(en, )| < |22 (Besselsche Ungleichung).

(b) Ist {e,} eine Orthonormalbasis, so gilt fir jedes x € X

S e, 2)|? = ||z (Parsevalsche Gleichung),

n

x = > (en,x)e, =1lim > (e, x)e,.
n m o n=1

(c) Ist X ein Hilbertraum (Prd—Hilbertraum) und {e,} ein Orthonormalsystem

in X, so ist Y cpe, genau dann konvergent (eine Cauchy—Folge), wenn
(cn) € by gilt. Ist f =D cpen, so gilt ¢, = (en, f).
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(d) Sei X ein Hilbertraum, {e,} ein Orthonormalsystem in X. Dann ist

Z(en, x)en, = Projektion von z auf L{e,}.

n

Beweis. a) Fiir jedes y = Y7 | cpe, € L{e,} gilt
o~ yl® = izl ~ 2Re 3 culr.en) + 3 feul
= ol = 3 lew @l + 3 len — (e )
> ol - 3 lew ) ()

Bei festem m ist also ||z — y|| am kleinsten fiir ¢, = (e,, x),

m
lz =yl = llzll* = X [{en, 2)*,
n=

m
2 Hem 2)* = llol* = flz — gl < fl]*
n=

Fiir m — oo folgt die Bessel’sche Ungleichung.

b) Ist {e,} eine ONB, so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein m(e) und c. 1, .. ., Cc p(e) mit
m(e)
e R AT
n=1

Damit folgt aus (x)

m(e)

Izl = [en, @) < llz —y|I* < €%,

n=1
und somit die Parseval’sche Gleichung.

Fir yp, = >, (en, T)e, folgt wegen der Parseval’schen Gleichung aus ()

|z = yull? = ll2ll* =D Il{en, 2)* = 0, also & =) {en, z)en.
n=1 n
c) Ist offensichtlich wegen

m p m
I chen - chenHQ = Z |cn|? fiir p < m.
n=1 n=1

n=p+1
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d) Mity = >>° (e, x)e, erhilt man aus (x) fiir jedes m € N und beliebige

n=1
¢; e K
o=yl = fel =3 Hew ol < el = 3 ewsa)
n=1 n=1
<z — icnenHQ.
n=1
Also ist
|z — y||* = inf {Hx —z|*:z€ L{en}} = inf{Hx —z|*:z€ M},
d.h. y ist die Projektion von z auf L{e,}. |

10.4 Der Rieszsche Darstellungssatz und der Satz von
Radon-Nikodym

Fiir Hilbertrdume kann der topologische Dualraum besonders leicht beschrieben

werden:

Satz 10.20 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei (X, (-,-)) ein Hilber-
traum. Jedes y € X erzeugt durch Fy(z) := (y,x) fir x € X ein stetiges lineares
Funktional F,, mit |[Fy|| = ||y||. Diese Abbildung y — F, von X nach X* ist anti-
linear (d. h. Foyip. = aF,+bF, ) und bijektiv, d. h. jedes stetige lineare Funktional

lafst sich eindeutig auf diese Weise darstellen.

Beweis. Offensichtlich ist F, fiir jedes y € X ein stetiges lineares Funktional
mit |Fy(z)] = [(y, 2)| < [ly[l[l=]| und somit [|Fy|| < [[yl; wegen Fy(y) = [ly[|* ist
| Fyll = |ly]|. Also ist y — F, injektiv.

Die Antilinearitét der Abbildung y — F), folgt aus
Fay—l—bz(x) = (ay—i—bz,:c> :a<y>x>+g<z>x>
= aF,(z) + bF,(z) = (@F, + bF,)(z).

Es bleibt die Surjektivitdt zu beweisen: Sei F' € X*; es ist ein y € X zu finden
mit F, = F. Fiir F' = 0 kann y = 0 ewdhlt werden. Sei also 0. E. F' # 0, d. h. der

Nullraum

N(F)={ze€ X :F(z) =0}
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ist ein echter abgeschlossener Teilraum von X, also N(F)+ # {0}. Sei z € N(F)+

mit ||z]] =1, a:= F(z). Dann ist (nachrechnen!)

F(z)z — F(z)x € N(F) fur jedes = € X,
also (wegen z € N(F)1)

0= (z,F(x)z— F(z2)z) = F(z) — a(z, z)
und somit fiir alle x € X

F(z) = (az,x) = F,.(x) = Fy(z) mit y := az.

Anmerkung. Es scheint zunéchst iiberraschend, daf} dieses beliebig aus N(F)+
gewihlte Element z bis auf einen Faktor das ist, durch das F' erzeugt wird.
Nachtréglich wird klar, da N(F)* = {z}** = L{z} eindimensional ist. Das

kann man auch aus Aufgabe 3.7a ableiten.

Als Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes beweisen wir nun noch einen
auflerordentlich wichtigen Satz aus der Mafltheorie. Seien p und v Mafle auf X.

v heiBt absolut stetig beziiglich u (oder: u—absolut stetig, v < ), wenn gilt:

jede p—meflbare Menge ist auch v—meBbar,

jede p—Nullmenge ist auch v—Nullmenge.

Satz 10.21 (Satz von Radon—Nikodym) Seien p und v Mafle auf
X, p sei o—endlich, v sei pu—absolut stetig mit v(X) < oo. Dann existiert ein
h € Li(X, ) mit

v(A) = /XAh du fiir jede p-mefbare Teilmenge A;

h heifst die Dichte von v beziiglich .

Bewets. Wir betrachten nur den Fall u(X) < oo (der allgemeine Fall ergibt

sich leicht auf Grund der o-Endlichkeit von p durch Zusammensetzen).
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Wir betrachten Ly(X, 7) mit 7 := p + v. Die Abbildung

Ly(X,7) > K, f»—>/fd1/

ist ein stetiges lineares Funktional, denn

| [ra] < [irar= [1151ar <0028
Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz existiert also ein g € Ly(X, 7) mit

/fdy = /gfdr fir alle f € Lo(X, 7). (1)

Insbesondere gilt wegen x4 = v(A) < 7(A) € Ly(X,7) fiir jede p—meBbare
Teilmenge A von X

Z/(A)_/XAdl/_/gXAdT_/ng.

A

Aus 0 < v(A) < 7(A) folgt 0 < / gdr fiir jede y—mefibare Teilmenge A von X.
A

Daraus ergibt sich
0<g(z)<1firrfa zelX

(Wére z.B. g(z) < 0 auf einer Menge M mit 7(M) > 0, so wire v(M) =
[y 9dm < 0. Wiire g(x) > 1 auf eine Menge M mit 7(M) > 0, so wire v(M) =

[y 9dr >71(M).)

Aus (1) folgt
/(1—9)fdv—/gfdf—/gfdv—/gfdu- (2)

Sei
N:={zx e X :g(zx) =1}, L:=X\N.

Dann gilt wegen (2)

u(N)—/XNdu—/ngdu—/(1—9)szdv—0,
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also auch v(N) = 0, da v p—absolut stetig ist.
Mit f:=(1+g+g*>+...+ g")xa folgt aus (2)

/(1—g”+1)d1/—/(1—9)(1+g+...+g")d1/—/g(l—l—g—l—...—i—g”)d,u.

Die Folgen der Integranden auf beiden Seiten sind nicht—fallend; die Integralfolgen

sind beschréankt durch / 1dv = v(A). Der linke Integrand konvergiert gegen
A
Xz; also konvergiert nach dem Satz von B. Levi (Satz 5.9) die linke Seite gegen

v(A N L). Fir die rechte Seite liefert der Satz von B.Levi die Existenz einer
Funktion h € L (X, pt) mit

gl+g+...4+9¢")—=h  pfi,

m—

g(l—l—g—l—...—l—g”)d,u—>/hd,u fir A C X p—mefbar.
A

Insgesamt folgt (da N eine v—Nullmenge ist)

v(A)=v(LNA)+v(NNA) =v(LNA) —/hd,u.

Bemerkung. Im Satz von Radon-Nikodym ist die Voraussetzung der c—Endlichkeit
von p wichtig. Sei X = [0, 1] und p das Zéhlmafl eingeschréankt auf die o—Algebra
der Lebesgue—mefibaren Mengen; v sei das Lebesgue-Maf$ auf [0,1]. Da nur die
leere Menge eine p—Nullmenge ist, ist offenbar v absolut stetig beziiglich p. Wir
zeigen, dafl v keine Dichte beziiglich p besitzt. Fiir eine solche Dichte h miifite
gelten: Entweder

(o) h =0, also v(A) = 0 fiir jede v—meBbare Teilmenge von [0, 1],
oder

(B) es gibt ein zg € [0, 1] mit h(zg) # 0, also

v({20}) = hizo) 0.

Beide Moglichkeiten liefern einen Widerspruch.
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10.5 Ubungsaufgaben

10.1 Man beweise Teil b von Satz 9.2: In der Schwarz’schen Ungleichung gilt

genau dann das Gleichheitszeichen, wenn x und y positiv linear abhingig sind.

10.2 Sei W;1(0,1) := {f :[0,1] = C, f absolut stetig, f’ € Lo(0, 1)}

(a) Durch (f, g)1 := /l{fg + f'g'} dz ist ein Skalarprodukt auf W ,(0,1) er-
Kliirt. "

(b) (W51(0,1), (-,-)1) ist ein Hilbertraum.

(c) Fiir jedes zo € [0,1] ist F,,(f) = f(xo) ein stetiges lineares Funktional auf
W51(0,1); es gibt also genau ein g € W51(0,1) mit f(zo) = (g, f)1 fiir alle
feWz1(0,1).

10.3 Man zeige, daB in £, und L,(X, p) fiir p # 2 die Parallelogrammidentitét
nicht gilt (d. h. die Normen werden nicht durch Skalarprodukte erzeugt).

10.4 In Ly(—1,1) sei

T.— {f € Lo(—1,1) : f(z) = f(—a) fiir £.a. x}

der Teilraum der geraden Funktionen. Man bestimme 7.

10.5 Man zeige: Die Eindeutigkeitsaussage des Approximationssatzes (Satz
9.11) gilt nicht in ¢;, fo, L1(X, p) und Loo(X, p).

10.6 Man wende das Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren auf die Ele-

mente 1,2, 2% in Ly(—1,1) an.

10.7 (a) Sei X ein Hilbertraum, Y ein Banachraum, Ty ein beschriinkter
(nicht auf ganz X definierter ) linearer Operaotor von X nach Y. Dann
gibt es eine Fortsetzung 7' € B(X,Y') von Ty mit ||T|| = ||To]|-

Anleitung: Ist 7" die eindeutige Fortsetzung auf D(7Tp) (vgl. Satz 7.2) und

P die orthogonale Projektion auf D(Tp), so hat T' = T} P die gewiinschte
Eigenschatft.

(b) Man zeige, dafl es in Teil a geniigt, wenn X ein Pra-Hilbertraum ist.



164 10 HILBERTRAUME, DER SATZ VON RADON-NIKODYM

(c) Ist D(T}) # X, so ist die Fortsetzung aus Teil a genau dann eindeutig, wenn
| Tox|| = ||Tol| [|z] fir alle z € D(Tp) gilt.

10.8 (a) In einem Hilbertraum X enthilt jede beschrinkte Folge (z,,) eine
schwach konvergente Teilfolge.
Anleitung: Mit Hilfe von Satz 7.4 ¢ zeigt man, dafl es geniigt, eine Teilfolge
(zx) von (z,) zu finden so, daf fiir jedes n € N die Folge ({zx,Zn))ken
konvergent ist; die Konstruktion einer solchen Teilfolge gelingt mit dem

Diagonalfolgenverfahren.

(b) Die abgeschlossene Einheitskugel in X ist folgenkompakt beziiglich der schwa-
chen Topologie (schwach folgenkompakt).

10.9 Sind {f; : j € A} und {gx : k& € B} Orthonormalbasen in Ly(X, p)
bzw. Ly(Y,v), so ist {fj(z)gk(y) : j € A, k € B} eine Orthonormalbsis in
Ly(X XY, puxv).

10.10 Sei p ein o—endliches Mafl auf X, v ein u—absolut stetiges MaB, v(A) =
/h(x)d,u(x) fiir jede p—meBbare Teilmenge A von X. Ist f € Li(X,v) pu—
A

mefbar, so ist fh € L1 (X, p) und es gilt /f(x) dv(z) = /f(:c)h(x) du(z).
Anleitung: Es geniigt f > 0 zu betrachten. Man zeige die Aussage zunéchst fiir

22n

fo=) (k=1)27"xy,, mit My ={zeX:(k—1)27"< f(z) <k2™"}
k=1

und benutze den Satz von B. Levi.

10.11 Die Funktion f : [a,b] — R sei Lipschitz—stetig d.h. es gibt ein L mit
|f(#) = f(y)| < Llz — y] fiir alle z, y € [a, b].
Man zeige: f ist absolut stetig, d.h. es gibt ein g € Ly(a,b) mit f(x) = f(a) +

/ o(t) dt.

Anleitung: a) ¢(z) := f(x) + Lz ist nicht—fallend und Lipschitz—stetig mit Kon-
stante 2L. b) Das durch ¢ geméf Beispiel 5.2 erzeugte Lebesgue—Stieltjes—-Mafl
ist absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Maf.
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11 Die Dualrdume von ¢, und L,(X,pu) fiir 1 <
p < 00

11.1 Die Dualrdume von ¢, fiir 1 <p < oo

1 1
Wir wissen aus Satz 7.7, daf jedes f = (f,) € 4, (= +-=1firl <p<oo, ¢=
P _q

oo fiir p =1, ¢ =1 fiir p = 00) ein stetiges lineares Funktional auf ¢,

erzeugt mit ||Fy|| = ||f||,- Der folgende Satz besagt, dafl fir 1 < p < oo jedes
F € £ auf diese Weise erzeugt wird, d. h. £ und ¢, sind isomorph, £; = £,. Nach
Abschnitt 7.4 kann man /¢, als [,(N,v) mit dem Zahlma$l v auf N auffassen. In

diesem Sinn ist Satz 11.1 ein Spezialfall des wesentlich allgemeineren Satzen 11.7.

1 1
Satz 11.1 Seil<p<oo,—~+-=1 (q= oo firp=1). Dann existiert zu
P q
jedem stetigen linearen Funktional F' € £ genau ein f € £, mit F' = Fy. (Eine
entsprechende Aussage fiir p = oo gilt nicht, vgl. Aufgabe 4.6.)

Bewets. Die Eindeutigkeit folgt aus
1Fp = Fpll = [lf1 = fallg
Sei F' € €5, fn := F(e,) mit e, = (05,7)jen fiir n € N. Dann gilt

F(g) = angn fiir alle g € 4.

wobei ¢y C ¢, der Teilraum der endlichen (finiten) Folgen ist. Fiir jedes g € ¢,

g®) = (91,---,0k, 0, 0,...) = g fiir k — oo.

Da F stetig ist, folgt hieraus

k—o0

k o0
F(g) = lim F(¢®) = lim Y " foga = fuga.
n=1 n=1

Es bleibt zu zeigen, dafl f = (f,) € ¢, gilt.
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p=1(¢g=00): Es gilt
ful = IF(en)] < IFl leally = |1 F]| fir alle n € N,

also f € .

l<p<oo(l<qg<oo):Seif® :=(f,...fr0,...). Dann gilt f® € ¢, C ¢,
und jedes f*) erzeugt nach Satz 7.7 ein Funktional F} € £y mit || Fy|| = 1 £5|,-
Offenbar gilt

Fi(g9) = F(Pyg) fiir alle g € ¢,
mit dem linearen Operator (Projektor auf die ersten k& Komponenten)
Pk : EP — EZHP(gn) = (917“‘7gk70707"')7

fiir den offensichtlich || P|| < 1 gilt. Daraus folgt
i 1/q
IS 151} = 1R = PRl < 1F) fie alle & € N,
j=1

also f € 4. [ |

Im obigen Beweis war es recht leicht, den Kandidaten f fiir das Element aus ¢,
zu finden, das das Funktional F' erzeugt. Die einzige Hiirde war der Beweis von
f € t,. Fir Ly(X, ) wird es viel schwieriger sein, das erzeugende f € L (X, u)
zu finden (Abschnitt 10.3). Wir benétigen einige Hilfsmittel.

11.2 Komplexe Mafle

Sei U eine o—Algebra in X (vgl. Abschnitt 5.5). Eine Abbildung v : i — C heifit

ein komplexes Mafl auf U, wenn gilt:
sind A,, € U (n € N) disjunkt, so gilt v(UA,,) = Z v(Ay).

Bemerkung. Es sei darauf hingewiesen, dafl nur Werte aus C zugelassen sind;
das Mafl oo gibt es hier nicht. In diesem Sinne sind die in §5 betrachteten Mafle
i.allg. keine komplexen Mafle. Da die Anordnung der A, in UA, keine Rolle
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spielt, darf sie auch in der Summe keine Rolle spielen; die Summen sind also

stets absolut konvergent.

Mit v sind natiirlich auch Re v und Im v,
(Re v) (4) = Re (1(4)), (I v) (A) = Im ((4)),

komplexe Mafe.

Sei v ein komplexes Mafl auf U. Die totale Variation |v| von v ist definiert durch

4 —sup{Z| : Bj € Udisjunkt, A = UB}fur alle AeU.
7j=1
Satz 11.2 Ist v ein kompleves Maf$ auf der o-Algebra U, so ist |v| ein (posi-
tives) Maf auf U.

Beweis. Sei A= UA, mit disjunkten Mengen A,, € U; esist |v|(A) = > |v|(4,)

zu beweisen.

Fiir jedes t, < |v|(A,) gibt es nach Definition von |v| eine Darstellung A, =
U; B, ; mit disjunkten Mengen B, ; aus U so, dafl

tn<Z|V(B J)

gilt. Da die B,,; in der Darstellung A = U,, ; B, ; disjunkt sind, , folgt (wiederum

aus der Definition von |v|)
Zt < Z| A < VI(A).

Da dies fiir jede Zahl der t,, < |v|(A,,) gilt, folgt
Z V1(An) < [V|(A).

Sei A = U;C; mit disjunkten C; € Y. Dann sind auch A4, = U;(C; N 4,) und
C; = U, (C; N A,) Darstellungen mit disjunkten Mengen, also

SIC = 31 MC N A <3 (G N A)
S I P NIED PI(
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Geht man auf der linken Seite zum Spremum iiber, so folgt
VI(A) < ) [VI(An).

Insgesamt ist dann die Gleichheit gezeigt. [ |

Satz 11.3 Fiir jedes kompleze Maf v gilt |v|(X) < co. (Im konkreten Fall des
im Beweis von Satz 11.7 benutzten Mafles v ist diese Eigenschaft leichter direkt

zu sehen.)

Bewets. (i) Ist E € U mit |v|(E) = oo, so gibt es A, B € U mit
E=AUB,ANB=10,|v(A)] > 1 und |v(B)| = .

Beweis von (i): Nach Definition von |v| existiert fiir jedes t < oo eine Darstellung
E = U;E; mit disjunkten E; so, daB >, [v(Ej)| > t gilt. Wir wéhlen

t > 6(1+ |v(E)))

und n € N so, daf3

Z v(E;)| > t.

Es ist leicht einzusehen (vgl. Aufgabe 10.2), daf es dann eine Teilmenge S C
{1,...,n} gibt mit

JES
t
Sei A := UjesE;. Dann gilt A C E und |v(A)| > 5 > 1. Mit B := E\ A gilt

Y(B)] = [¥(B) ~ v(A)] > [v(A)] - W(B)] > < — |(B)| > 1

Aus |[v(E)| = |v|(A) + |v|(B) und |v(E) = oo folgt |v|(A) = oo oder |v|(B) = oo.
Damit folgt (i), eventuell durch Vertauschen von A und B.
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(ii) Nehmen wir jetzt an, dafl |v|(X) = oo gilt. Sei By := X; By D ... D B, seien
so gewahlt, da |v|(B;) = oo und |v|(Bj_1\B;) > 1 gilt fir j =1,...,n. Dann
1a88t sich B,, nach (i) darstellen in der Form

B, = A1 U By (disjunkt)

mit [v(Ap41)| > 1 und |v|(Bp41) = 0o. Wir erhalten durch diese Induktion eine
disjunkte Folge (A,) mit [v(A4;)| > 1. Fir C := U, A; ist also in

die Reihe nicht absolut konvergent, ein Widerspruch zu obiger Bemerkung. H

Satz 11.4 Sei v ein komplezes Maf auf X, p ein positives Mafs. Ist v absolut
stetig beziiglich i, so ist auch |v| absolut stetig beziglich p. (Die absolute Stetigkeit

eines komplexen Mafes ist wie fiir positive MafSe definiert.)

Beweis. Jede p—mefbare Menge ist v—mefibar und somit auch |v|-mefbar. Gilt
w(N) =0, so gilt u(M) = 0 fiir jede (mefibare) Teilmenge M von N, also auch
v(M) = 0. Damit folgt |v|(/N) = 0 aus der Definition von |v|. |

Satz 11.5 (Komplexe Version des Satzes von Radon—Nikodym)
Sei p ein positives Maf$ auf X mit u(X) < oo, v ein beziiglich 1 absolut stetiges
komplexes Maf. Dann ezistiert ein h € Li(X, u) mit

v(A) = /h(x) du(z) fir jede p—meflbare Menge A C X.
A

Bewets. Wir zerlegen v in Real- und Imaginérteil v = o + i, o und 7 sind

ebenfalls u—absolut stetig. Dann sind offenbar

1 1
ot = §(|0| + o) und 74 = §(|T| +7)
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ebenfalls u—absolut stetige positive Mafle, 0 = 0, —o_,7 = 74 — 7. Nach dem
Satz von Radon-Nikodym (Satz 10.21) gibt es also si,ty € Ly (X, 1) mit

@uu—/&mmmm,aw@—/u@mmxx

A A

also

v(A) = /h(x) dp(z) mit h = sy — s +i(ty —t-) € Li(X; p).

11.3 Die Dualrdume von L,(X, p) fiir 1 <p < oo

Im Beweis des Hauptresultates dieses Abschnitts benttigen wir das folgende Hilfs-

mittel:
Satz 11.6 Sei p ein o—endliches Maf auf X, X = UX,, mit u(X,) < oo,
Lo((Xn),M) = {g:X — C, u-mefbar , g beschrinkt.

es gibt ein n € N mit g(x) =0 in X\X,}.

1 1
Seir 1<p<oo,—+—-=1und f: X - C pu—mefsbar mit
p q

fg € La(X,p) und |/f($)9(x) du(z)| < Cliglly fiir alle g € Lo((Xn), p)-

Dann ist f € L,(X,pn) mit ||f|l; < C. (Der Satz gilt auch fiir p = oo, vgl. Aufg.
10.5.)

Beweis. p=1: Nehmen wir an, daf§ sup |f(z)| > C gilt. Dann existiert ein
e > 0 so, daB fiir X. :={x € X : |f(z)] > C +¢&} gilt u(X:) > 0. Also existiert
ein n € N mit u(X. N X,,) > 0. Wihlen wir ¢ :=sgn f(u(X. N X,,)) " Yxx.nx,., SO
folgt g € Lo((Xn), ), [lgll =1 und

| [ 1@)g(@)du@)] = €+ = (€ +Dlglh > Cllgl,
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ein Widerspruch.
1<p<oo:Sei0E. f#0. Fiir jedes n € N sei

fo(2) = { f(z) fiir z € X, mit |f(z)| < n,

- 0 sonst.

oy
Dann gilt f, € Ly(X, i) und || fnllq — {/|f|qd,u} ! < 00, | fnlq # 0 fiir grofe
n. Mit

9n() 1= | ful {7 sgn fu ()] fu ()|

gilt dann g¢,, € L,((X,), 1) und ||gn||, = 1 sowie

¢ = Claly 2| [ f£)on@) du(o)] = [ F(2)gn(z) o)
= /|fn(f€)|qdu(f€)anH;q/p = |lfall "% = || fall fiix alle n € N.
hieraus folgt f € L,(X, p) und || f|l, < C. |

1 1

Aus Satz 7.6 wissen wir fiir 1 < p < oo, =+ — =1, dafl jedes f € L,(X, ) ein
p q

stetiges lineares Funktional Fy € Ly(X, p)*

9) = [ £@)g(o)duo) fin £ € L,(X,p0

erzeugt mit ||Ff|| = ||f|l;- Der folgende Satz besagt, dafl fir 1 < p < oo jedes
F € L,(X, p)* auf diese Weise erzeugt wird, d.h. L,(X, u)* und L,(X, p) sind
isomorph, L,(X, pu)* = Ly(z, p).

1 1
Satz 11.7 Sei ein o—endliches Maf auf X, 1 < p < o0, . —|—5 =1(q=
fiir p =1). Dann ezistiert zu jedem stetigen linearen Funktional F' € L,(X, pu)*
genau ein f € Ly(X, pu) mit F = Fy. (Der Satz gilt in der gleichen Form auch fir

nicht o—endliche u; vgl. N. Danford — J.T. Schwartz, Linear Operators I, Theorem
IV. 8.1.)

Beweis. Wieder ergibt sich die Eindeutigkeit aus |Fy, — Fp, || = |f1 — f2llq-
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Sei X = UX,, mit X,, C X,41 und pu(X,) < oo, n € N im folgenden fest. Fiir
jede p—mefibare Menge A C X, ist x4 € Ly(X, 1). Man muf} also definieren.

v(A) := F(xa) fir A C X,, p—meflbar.

v ist ein komplexes MafS auf X,: Ist A C X, p—meBbar, A = U;A; mit p-

mefbaren disjunkten Teilmengen A;, so gilt 2

v(4) = v(J4) =Flxoa) Zxa]

= F by o) - 1?&12”“]-)
= ZF XA ZZ/(A ).

DaB |v|(X,) < oo gilt (vgl. Satz 11.3) sieht man in diesem konkreten Fall wie
folgt: Fiir jede Darstellung X,, = UA; mit disjunkten Mengen A; gilt > |v(A4;)| =

SOIF(xa,)l = X F(xa;)sen F(xa,) = F(Osgn F(xa,)xa;) < |[F[(u(X0))?
also [v|(Xn) < [|F[|(u(Xn))/?

v ist u—absolut stetig: Ist N C X,, mit pu(N) = 0, so ist xy = 0 in L,(X, p), also
v(N) = F(xn) = 0.

Aus dem komplexen Satz von Radon-Nikodym (Satz 11.5) ergibt sich die Existenz
eines f € L1 (X, 1) mit

F(xa /f ) du(z /f z)xa(x) du(z)

fiir jede p—meBbare Teilmenge A von X,,. Damit folgt

- / F(@)g(x) du(z)

fiir jede einfache Funktion auf X,, (das sind g—mefibare Funktionen, die nur end-
lich viele Werte annehmen; Linearkombinationen charakteristischer Funktionen

p—mefibarer Teilmengen X, ). Da jedes g € Loo(X, ) gleichméfiger Limes von

2Diese Uberlegung gilt nicht fiir p = co; dann ist v nicht o—additiv, sondern nur endlich additiv;
Loo(X; n)* ist der Raum der endlich additiven Mafe.
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einfachen Funktionen auf X, ist (und damit auch L,~Limes, wegen u(X,,) < 00),
folgt

Fg) = / F(2)g(x) du(z) fiir alle g € Loo(X, ).

Fiir jedes n € N gewinnt man so eine L;-Funktion f,, auf X,,. Die letzte Identitat

impliziert (vgl. Aufgabe 10.3)
fir n <m gilt f,(x) = fin(z)-f 4. in X,.

Es gibt also eine py—mefbare Funktion f : X — C mit f(z) = f,(z) g 1. in
X,,. Es gilt insbesondere

I/f(x)g(ﬂf) dp(z)| = [F(g)] < [|1F[[ |9, fiir alle g € Lo(X, ).

Nach Satz 11.6 ist somit f € Ly(X, ) mit || f|l; < |[|F]|. Deshalb kann die Dar-
stellung von F' durch f auf ganz L,(X, p1) ausgedehnt werden. [ |

Sei X ein normierter Raum, X™* sein topologischer Dualraum. Jedes x € X er-

zeugt durch
Gy(F)=F(z) fir F e X~

ein stetiges lineares Funktional auf X*, d.h. ein Element aus X*™* = (X*)*:
|Go(F) = |F(@)] < [[F[l ], d-h [[Gefl < []].

Da es zu jedem z ein stetiges lineares Funktional F' gibt mit |F| = 1 und
|F'(z)| = ||z|| (Hahn—-Banach—Fortsetzung des Funktionals Fy : L{z} — K, Fy(az) =

al|z||, folgt sogar
1G= | = [l]-

Die Einbettung X — X**, x — G, ist also isometrisch.

Ein normierter Raum heifit reflexiv, wenn diese Einbettung surjektiv (also ein
Isomorphismus) ist. Da X** stets ein Banachraum ist, ist das nur moglich, wenn
X selbst ein Banachraum ist.

Die obigen Resultate besagen, dafl £, und L, (X, u) fiir 1 < p < oo reflexiv sind.
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11.4 Ubungsaufgaben

11.1 Sei X eine beliebige Menge (insbesondere auch iiberabzihlbar), £,(X) sei

die Menge der Funktionen f: X — K mit
p = oo: sup |f(z)| < oo,

zeX
1 <p<oo: f(x) =0 fiir alle bis aufzahlbar viele z € X, > _ |f(z)[P < oo,

1/2
I£lle = sup 7@, 171, = { S If@)P} T fir 1< p< oo

rzeX

(a) Es gilt £,(X) = L,(X,v), wenn v das Zahlmaf} auf X ist; £,(X) sind Ba-
nachrédume, ¢5(X) ist ein Hilbertraum.

(b) ist X nicht abzéhlbar, so sind alle £,(X) nicht separabel.

[

(c) Fir 1 < p < oo gilt im oben beschriebenen Sinn £,(X)* = (,(X) mit
1 1
—+— = 1. (Dies ist nicht Satz 11.1 oder Satz 11.7 enthalten, da v i. allg. nicht

q
o—endlich ist.)

11.2 Sei Y, .1/ 20| = C mit gewissen 2z, € C und M C N (endlich oder un-
endlich). Dann gibt es eine Teilmenge S von M mit | >, ¢ 2.| > C/(4V/2).
Anleitung: Man zerlege C in die 4 Quadranten @, ...,Q4. Dann gibt es min-
destens ein m € {1,...,4} mit > {|zn| : 20 € Qm} > iC. Fiir Zahlen w,, aus

einem Quadranten gilt aber | >~ w,| > Y Jw,|/v/2.

11.3 Sei p ein MaB auf X. Ist f € Li(X, ) und / f(x)g(xz)dp(x) = 0 fiir
b
alle g € Loo(X, ), soist f =0.

11.4 Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist reflexiv. (Dies gilt insbe-
sondere auch fiir K™ mit den Normen || - ||; und || - ||oo, obwohl es fiir ¢; und /(o

nicht gilt.)

11.5 Man beweise Satz 11.6 fiir p = co.
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12 Anhang: Der Satz von Stone—Weierstraf3

Satz 12.1 (Stone—Weierstraf) Sei X ein kompakter Hausdor{f-Raum,
C(X) der Raum der stetigen komplexwertigen Funktionen auf X ausgestattet mit
der Supremumsnorm || - ||e. Sei F' eine Teilmenge von C(X) mit den Eigenschaf-

ten

(a) F enthdilt eine konstante Funktion ungleich O (z. B. die Funktion 1),

(b) F trennt die Punkte von X, d.h. zu x1,29 € X mit x1 # x5 gibt es ein
feF mit f(z:) # f(z2),

(¢) mit jedem f € F liegt auch f (f(z) := f(z)) in F (auf diese Eigenschaft
kann natiirlich verzichtet werden, wenn C(X) den Raum der stetigen reell-

wertigen Funktionen bezeichnet).

Dann ist die von F' erzeugte Algebra dicht in C(X).

Beweis. Sei A = A(F) die durch F erzeugte Algebra. Es ist A = C(X) zu

beweisen. Wir betrachten zunéchst den reellen Fall.

f € A = |f| € A: Nach dem klassischen Satz von Weierstral gibt es zu
jedem n € N ein Polynom F, mit

1
n

)|t|—Pn(t))g fir —n<t<n.

(Tatséchlich braucht man hierfiir den Weierstral’schen Approximationssatz, der
natiirlich als Spezialfall aus dem Satz von Stone—Weierstraf folgt, nicht zu ver-

wenden: Man kann elementar zeigen, daf fiir |s| <1 die Folge (pk(s)) mit

P() =0, proa(s) = p(s) + 557 — i)

gleichméifig gegen |s| = V/s2 konvergiert; dies folgt aus der monotonen und punkt-

weisen Konvergenz pi(s) 7 |s|; [vgl. z. B. H. Schubert: Topologie, 11.4.3 Hilfssatz
t

5]. Also konvergiert npk(—) fiir [t| < n gleichméBig gegen |t|.) Damit folgt fiir
n

n > [ flloo

@) - B(H)@)| = [ 1f@)] - Pas@)] <5 faralte e x

Wegen P,(f(-)) = P, o f € A(A) = A folgt hieraus diese Behauptung.
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f,g € A = max{f,g},{f,g} € A: Dies folgt sofort aus

max{f,0}(x) = max{f(z).g()} = 3 () + 9(@)) + 5| (x) — g(x)
= S +9)a) + 317~ gl)
min{f,g}(w) = 37 +9)() ~ 31 - ol(@).

Sei nun f € C(X) vorgegeben. Es ist zu zeigen:
Zu jedem & > 0 gibt es ein f. € A mit ||f — f:]|c < €.

Wir zeigen zunéchst: zu beliebigen y, z € X gibt es ein f, . € A mit

fy,z(y) = f(y)7 fy,z('z) = f(Z)

Fiir y = z folgt dies sofort aus Voraussetzung (i). Fiir y # z wé&hlt man ein
g € F mit g(y) # g(2). Dann gibt es (Beweis!) reelle Zahlen «, § mit

ag(y) + 8= fly), ag(z)+B=f(2)

Mit f, . := ag + 3 gilt also die Behauptung.

Sei z € X. Dann gibt es zu jedem y € X eine Umgebung U, von y mit
fy(x) > f(z)—e  firalle zeU,.

Sei {Uy,,...,U,,} eine endliche Uberdeckung von X durch solche Umgebungen,
for=max{fy 2 fypa}-

Dann ist
fr€A und f.(z)> f(z)—¢ fiiralle z € X.

Wegen fy, .(z) = f(z) fiir alle j gilt f.(z) = f(2). Also gibt es zu jedem z eine

Umgebung V, von z mit
f:(z) < f(z) + ¢ fir alle z € V..

Sei {V,,,...,V.,} eine endliche Uberdeckung von X und

fei=min{f.,..., f., }.
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Wegen f,, > f —ecfirt=1,...,q gilt dann
fe(x) > f(z) —e  furalle ze€ X.

Andererseits gibt es zu jedem z € X ein ¢ mit z € V,,, und somit
fe(z) < fo(x) < f(z) +e.

Insgesamt haben wir also
|f(z) — fo(z)| < e fiir alle z € X.

Betrachten wir nun den komplexen Fall: Offenbar hat die Menge der reellen

Funktionen
F;:{Ref,lmf:feF}cA

die Eigenschaften (i) und (i7), d.h. jede stetige reelle Funktion (also der Real-
und der Imaginérteil jeder stetigen Funktion) auf X liegt im Abschlufl der durch
A erzeugten Algebra. Dies gilt dann auch fiir jede stetige komplexwertige Funk-
tion. [ |

Korollar 12.2 (a) Sei C*(R) der Raum der stetigen Funktionen auf R mit
xEI_nOO flz) = rh_)nolo f(z) (endlich), z € C\R. Dann ist die Menge der Polyno-
me in (x — 2)"t und (x —z)™ dicht in C*(R); das gleiche gilt fiir (v —z)™2
und (x — Z)72, aber nicht fir (x — 2z)™" und (x —Z)™" mit n > 3.

(b) Ist C*([p, 00)) der Raum der auf [, 00) stetigen Funktionen fir die rh_)nolo f(x)
existiert und z € (—oo, 1), so ist die Menge der Polynome in (x —z)™" dicht
in C*([u, 00)) fiir jedes n € N.

Zum Beweis betrachte man die Ein—Punkt—Kompaktifizierung R* von R; dann
ist ndmlich C*(R) = C(R*). Die Menge F' der Polynome in den Funktionen
t— (t—2)"t—= (t—2) baw. t =~ (t —2)7%,t — (t —Z)72 im Fall a) (bzw.
t+— (t —2z)~™ im Fall b) hat offenbar die im Satz geforderten Eigenschaften. Im
Fall a) ist dies fiir t — (t —2)™", t — (t —2Z)~™ mit n > 3 nicht erfiillt (Beweis?).
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Korollar 12.3 Sei C[0,1] der Raum der stetigen Funktionen auf [0,1] mit
f(0) = f(1), en(x) := exp(2minz) fir z € [0,1] und n € Z. Dann ist die lineare
Hiille L{e,, :€ Z} dicht in (C’[O, 1, - Hoo) (und somit in Lo(0,1), vgl. Beispiel
9.16).

Beweis. Sei S*' = {z € C: |z| = 1}. Durch T'f(x) = f(e*"®)fiir z € [0, 1] und
f € C(SY) wird eine Isometrie von (0(51), |- Hoo) auf (é[o, 1, - Hoo) defi-
niert. Die Polynome in z und z sind nach dem Satz von Stone-Weierstraf§ dicht
in (C (SH, | - Hoo) Bei Anwendung der Transformation 7" gehen diese Polynome
in z und 7 iiber in Polynome in €*™® und e~2™ d.h. in Linearkombinationen

der en (), n € Z. Also ist L{e, : n € Z} dicht in (C*[o, 1, - Hoo)- m
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