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1 Zahlen (natiirliche, ganze, rationale, reelle)

Die reellen Zahlen bilden die Grundlage der Analysis. Aus vielerlei Griinden spielen aber auch
die Teilmengen der rationalen (ganzen) Zahlen eine wesentliche Rolle. Fiir Messungen und
Groflenangaben wiirden natiirlich rationale Zahlen ausreichen. Fiir die Analysis, wie wir sie
hier betreiben wollen, und wie sie eine wesentliche Grundlage der Physik bildet, sind diese

jedoch zu ,liickenhaft“ in zweierlei Sinn:

— sie weisen tatséichlich Liicken auf (Zahlenstrahl),

— sie haben ganz wichtige Eigenschaften der reellen Zahlen nicht.
Hier soll allerdings nicht der Zahlenaufbau im Detail diskutiert werden:

- N=1{1,2,3...} natiirliche Zahlen,

- Z={0,1,-1,2,-2,...} ganze Zahlen,

— @Q = {Briiche g mit ganzen Zahlen p, q,q # 0} rationale Zahlen,
— R = reelle Zahlen, und schlief3lich

— C = komplexe Zahlen.

Wir gehen stattdessen von einem naiven Versténdnis der reellen Zahlen und der Rechenope-

ration in R aus.

Alle Rechenregeln in R (deren Kenntnis i. wes. vorausgesetzt wird) beruhen auf der Giiltig-

keit von ganz wenigen Gesetzen (Axiomen), aus denen sich alle Regeln ableiten lassen:

Addition:

(A1) (a+0b)+c=a+ (b+ c) Assoziativitit,

(A2) a+b="0b+ a Kommutativitit,

(A3) 3 Nullelement 0 mit a + 0 = a fiir jedes a, neutrales Element der Addition,

(A4) fiir jedes a existiert das zugehorige negative Element —a mit a+(—a) = 0 (entsprechend
wird jede Gleichung a + x = b gelost durch x = b — a).

Das Nullelement ist eindeutig bestimmt: Haben 0 und 0’ diese Eigenschaft, so gilt:

0=0+0=0+0=0"
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Multiplikation

(M1) (a-b)-c=a-(b-c) Assoziativitit,
(M2) a-b=b-a Kommutativtitit,
(M3) Es existiert ein Einselement 1 mit a - 1 = a, neutrales Element der Multiplikation.

(M4) Zu jedem a # 0 gibt es das zugehérige inverse Element a~! mit a-a=! = 1 (entsprechend
wird fiir jedes a # 0 die Gleichung a -z = b durch x = b- a1 gelost.)

Auch das 1-Element ist eindeutig bestimmt (U). Entsprechendes gilt fiir die Losungen z von

a+x=bund a-x =0
Die Addition und die Multiplikation werden verbunden durch das

Distributivgesetz
D)a-(b+c)=a-b+a-c.

Den Mal-Punkt werden wir im folgenden meist weglassen. Zur Illustration sollen zwei
wichtige Rechenregeln, die daraus folgen, bewiesen werden:
a) 0-a =0 fiir jedes a: Es gilt
0-a+0-a=(0+0)-a=0-a.
Also ist 0 - a die eindeutig bestimmte Losung von 0-a 4+ x = 0 - ¢ und somit 0.

b) (—1)a = —a (wobei —1 bzw. —a die zu 1 bzw. a gehorigen negativen Elemente sind);
speziell ist also (—1)(—1) = 1: Es gilt

0=0-a=(1+(-1)a=1-a+(-1)a=a+ (-1)a,

also ist (—1)a das zu a gehorige negative Element.

Alle diese Rechenregeln gelten nicht nur in R, sondern auch in den rationalen Zahlen:
_ [P
Q-{;.péZ,qGN}.

Eine Menge mit diesen Operationen heifit Korper (engl.: field), wenn auBerdem 1 # 0 gilt

(stattdessen kann man auch fordern, dass mindestens zwei Elemente enthalten sind).

In Z gibt es zwar zu jedem Element das negative Element, aber nicht das inverse Element.
In N gibt es auch kein negatives Element. Die Gleichungen a + z = b und axz = b sind also

nicht mehr in allen Fillen 16sbar (wenn aber eine Losung existiert, ist sie eindeutig bestimmt).
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Jetzt fehlen noch zwei wichtige Eigenschaften der reellen Zahlen; zunéchst die

Anordnung. Die Kleiner—Beziehung a < b (,a kleiner als b* oder ,a kleiner b“), auch als
Griofler—Beziehung b > a (,,b grofler als a“ oder ,b grofler a*) geschrieben, hat folgende
Eigenschaften:

(O1) Es gilt immer genau eine der Beziehungen

a<b, a=0b a>b, (Trichotomie),

(02) Aus a <bund b < ¢ folgt a < ¢ (Transitivitit),
(03) Aus a < b folgt a + ¢ < b+ c fiir jedes c,
(0O4) Aus a < bund ¢ > 0 folgt ac < be.
Auf dem Zahlenstrahl entspricht a < b der Tatsache, dass a links von b liegt. Eine Zahl a
heifit positiv, wenn a > 0 gilt, negativ, wenn a < 0 gilt.

Man schreibt a < b, (,,a kleiner oder gleich b“), wenn a < b oder a = b gilt. Die Rechenre-
geln fiir Ungleichungen werden als bekannt vorausgesetzt. Nur einige wichtige Regeln sollen

bewiesen werden:
a) Aus a > 0 folgt —a < 0:
0=a—a>0—a= —a. Entsprechend folgt —a > 0 aus a < 0 (U).
b) Aus a # 0 folgt a® > 0:
(i) a>0=a%?=aa>ad=0,
(ii) a < 0= —a>0=a’?=(-a)? >0,
1: 16. Oktober 2007
c) Aus a > 0 folgt é > 0:
Wiire 1 < 0, so wire wegen (04) 1 =a- % < 0, ein Widerspruch. Wéare 2 = 0, so wére

l=ua-

o | =S

= 0, ebenfalls ein Widerspruch.

Teil c ist ein Beispiel fiir einen

Indirekten Beweis bzw. einen Beweis durch Widerspruch: Besagt der Satz, dass aus
einer Voraussetzung V eine Aussage A folgt, so beweist man den Satz wie folgt: Man nimmt
an, dass A nicht gilt, kurz = A (,non A*). Fiir den Rest des Beweises unterscheidet man zwei

Varianten (die aber eigentlich fast identisch sind).
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— man folgert aus —A, dass auch V nicht gilt, also ein Widerspruch zur Voraussetzung,

oder
— aus V und —A folgert man eine Aussage, von der man weif, dass sie falsch ist (z.B.2 =1

der 1 < 0, oder ...), also wieder ein Widerspruch.

Eine besonders wichtige Rolle spielt die Menge N der natiirlichen ZahlenN := {1,2,3,...}.
Dieser naiven Darstellung als Aufzidhlung (das folgende Glied ist jeweils gleich dem Vorher-

gehenden +1) entspricht das

Induktionsprinzip: Ist M eine Teilmenge von N mit den Eigenschaften

a) 1€ M, und

b) ist k € M, soist auch k+1 € M,

so gilt M = N.
Daraus ergibt sich eine andere wichtige Eigenschaft von N, die

Wahlordnung von N: Jede nichtleere Teilmenge M von N enthélt ein kleinstes Element m.

Beweis. Indirekt: Wir nehmen an, dass M kein kleinstes Element enthilt. Sei M’ := N\ M
die Menge der Elemente aus N, die nicht in M liegen. Dann liegt jedenfalls 1 in M’, denn
sonst wire es sicher das kleinste Element von M. Nehmen wir nun an, dass n € M’ ist, so
liegt auch n + 1 in M’, denn sonst wiire es in M und somit kleinstes Element von M. Also

ist M’ = N und somit M leer im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Umgekehrt folgt aus der Wohlordnung von N das Indikutionsprinzip.

Beweis. N sei wohlgeordnet und die Eigenschaften a) und b) seien erfiillt. Fiir M’ := N\ M
ist also M’ = () (die leere Menge) zu beweisen. Wir nehmen an, dass M’ nicht leer ist. M’
besitzt also ein kleinstes Element m. Es ist m > 1, da 1 € M gilt (Eigenschaft a). Also ist
auch m — 1 eine natiirliche Zahl; diese liegt nicht in M’ also m —1 € M. Wegen b) ist dann
auch m = (m — 1) + 1 aus M. Das ist aber ein Widerspruch zu m € M’. [ |

Auf dem Induktionsprinzip beruht der Beweis durch vollstidndige Induktion: Fiir

jedes n € N sei A(n) eine Aussage (die wahr oder falsch sein kann).

Kann man zeigen, dass
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a) A(1) wahr ist (Induktionsverankerung) und

b) aus der Giiltigkeit von A(n) (Induktionsannahme) auch die Giiltigkeit von A(n + 1)
folgt (Induktionsschluff n = n + 1),

so ist A(n) wahr fiir jedes n € N. (Haufig, insbesondere wenn A(n) eine komplizierte Aussage
ist, wird vor dem Schritt b noch die Aussage A(n) explizit formuliert, Induktionsannahme.)

Als Beispiel beweisen wir die Formel

1
Zk2 124224+, . +n%= En(n—l—l)(Qn—i—l).

Beweis. Fiir n = 1 sind offenbar beide Seiten gleich 1.
n = n + 1: Gilt die Formel fiir n, so folgt offenbar

n+1
1
YR = Zk:? + (n+1)? 6n(n+1)(2n—|—1)—|—(n—|—1)2

— (n+ 1){én(2n—|— D+ (n+1)] = é(n+ 1){2n? 4 7n + 6}

= oD {m e} = o) (e 1) (2m 1) +1).

Das ist die entsprechende Formel fiir n + 1 statt n, womit der Induktionsschritt vollzogen
ist. |

Hier haben wir den Ausdruck > ;_; ai in naiver Weise benutzt. Genauer ist dies ein
schones Beispiel fiir Definition durch Induktion: Definiert man Y, _; ay := a; und 3741 ay, :
> p_q Gk + an1, so ist offenbar Y, ay fiir alle n € N definiert.

Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion beweisen wir nun noch die hiufig benutzte

Satz 1.1 (Bernoullische Ungleichung) Fiir h > —1 und alle n € N gilt

(I+h)">14nh (mit > firn>1 undh #0).

Beweis. (n=1): (1+h)t =1+ h.
n=n+1: Aus (14 h)"™ > 1+ nh folgt wegen (1 +h) >0

(L+h)" = (1+h)"(1+h)> (1 +nh)(1+h)
>1+ (n+1)h fiir alle h > —1,

= 1 1)h + nh?
T+ Dhtn {>1—|—(n+1)h fiir h # 0.
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Damit folgt die Ungleichung fiir alle n (einschlieflich der eingeklammerten Aussage). |

Mit Ny bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen vereinigt mit der Null, Ng = {0} UN.
Fiir n € Ny definieren wir n! (n—Fekultdt) induktiv durch

00=1, (n+1)!=(n+1n! firneN.
Etwas anschaulicher (aber weniger prézise) n! =1-2-...-n fir n € N.

Fiir z € R und k € Ny definiert man den Binominalkoeffizienten <QI<U:) (,,x iiber k) durch

(m) w(@—1)...(z—k+1)

k) k!
Speziell ist (g) = 1, da dann oben das leere Produkt (= 1) steht, unten 0! = 1.

Insbesondere ist (i) =0 fir z € Ny und k£ > z.

Fiir n, k € Ny und k < n gilt offenbar

(1) = o

Fine einfache Rechnung liefert:
Satz 1.2 Fiir k € N gilt
r+1\ z + x
k k-1 k)

Daraus erhilt man fiir n, k € Ny, & < n das Pascal-Dreieck:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

usw.,

wobei in der (n + 1)—ten Zeile die Binominalkoeffizienten () ...

kennt man hieran sofort, dass diese Binominalkoeffizienten durchweg natiirliche Zahlen sind.

(Z) stehen. Insbesondere er-

(Das ist aber auch klar, wenn man sich iiberlegt, dass (Z) gerade die Anzahl der Moglichkei-

ten ist, k Elemente aus n Elementen auszuwéhlen, wenn es dabei auf die Reihenfolge nicht

.o

ankommt, z. B. Lotto: 6 aus 49, ca. 14 Millionen Moglichkeiten (U).)
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Satz 1.3 (Binomischer Lehrsatz) Fir z,y € R (auch fiir kompleze Zahlen x,y) und
n €N gilt

=3 (1)

k=0

(das gilt auch fir n =0, dann sind beide Seiten gleich 1).

Der Beweis ist eine einfache Induktion unter Verwendung der obigen Resultate (U).

Der Betrag |a| einer reellen Zahl a ist definiert durch

a fiir a > 0,

la| = ,,a Betrag® := {
—a fiir a < 0.

Dies ist also gewissermaflen der Abstand des Punktes a vom Nullpunkt. |a—b| ist der Abstand
der beiden Zahlen a und b.

Satz 1.4 Der Betrag erfiillt die folgenden wichtigen Eigenschaften:

a) |a| >0 fiir alle a € R, |a| =0 nur fir a =0,
b) la-b] = [a] |b],
¢) |la+b| < la| + |b] Dreiecksgleichung,

d) ‘|a| - |b|‘ < |a — b| Dreiecksungleichung nach unten.

Beweis. a) und b) sind leicht nachzurechnen.
c¢) Mit Hilfe von b) ergibt sich offenbar
la+b? = (a+0b)* =a*+2ab+b* < a® + |2ab| + b?
= a®+2a|lb] + b* = (Jal +[8])?,
woraus das Resultat folgt.

d) Aus c) folgt
la| =16+ (a = b)[ < [b] + |a — 0],

also
la] = [b] < |a —b].

Entsprechend folgt |b| < |a| + |a — b, also

[b] = |al < la -],
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und somit die Behauptung. |

Nun noch zur Liickenhaftigkeit von Q. Es scheint selbstverstdndlich, dass es zu jeder posi-
tiven Zahl a eine Zahl r geben sollte mit 7> = a (r ist z. B. die Seitenléinge eines Quadrats mit

der Flidche a). Wenn Q den ganzen Zahlenstrahl ausfiillen wiirde, miifite es also insbesondere

einr =" € Q geben mit p_2 = r? = 2. Tatsiichlich gilt aber:
q q

Satz 1.5 Es gibt keine rationale Zahl r = b mit r? = 2. (r ist die Linge der Hypothenuse
q

eines rechtwinkligen Dreiecks mit Kathetenlingen 1 bzw. die Ldnge der Diagonalen eines

Quadrats mit Kantenlinge 1.)

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass p und ¢ teilerfremd sind (d. h. der

Bruch ist gekiirzt). Aus

p°=2q
folgt, dass p gerade ist, p = 2p/, also
2p/2 — q2
Daraus wiederum folgt, dass ¢q gerade ist. p und ¢ sind also nicht teilerfremd. |

Eine Menge A heifit abzdihlbar, wenn sich die Menge in einer Folge (a,) anordnen 1d8t, d. h.
A= {ap:n €N} ={a,as,as,...}.

die letzte Darstellung nennen wir auch eine Abzihlung von A.

Satz 1.6 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar. (Wir werden sehen, dass dies
fiir die reellen Zahlen R nicht gilt.)

Beweis. In der (unendlichen) Matrix

1 1/2 1/3 1/4 1/5
2 2/2 2/3 2/4 2/5
3 3/2 3/3 3/4 3/5

4 4/2 4/3 4/4 4/5
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kommen offenbar alle positiven rationalen Zahlen vor (sogar oo oft). Die Matrix kann nun so

durchlaufen werden:
1, 1/2, 2, 3, 2/2, 1/3, 1/4, 2/3, 3/2, 4, 5, 4/2, ...

(damit sollte klar sein, wie es weiter geht). Z&hlt man nun diese Reihenfolge entsprechend
ab — wobei man Zahlen, die schon vorkamen, wegldfit (also z.B. 2/2 =1,4/2=2,...) —so
erhélt man eine Abzdhlung der positiven rationalen Zahlen {q1, g2, g3, . . .}. Dann erhilt man

mit {0,q1, —q1, 92, —q2, . . .} offenbar eine Abzihlung aller rationalen Zahlen. |

An diesem Beweis erkennt man auch, dass jede Vereinigung abzihlbar vieler abzihlbarer

Mengen abzihlbar ist (U).

Wir vereinbaren die folgenden Schreibweisen fiir Intervalle:

— [a, b] abgeschlossenes Intervall {z € R:a < x < b}
— (a,b] und [a,b) halboffene Intervalle {xr e R:a <z <b} bzw. {r € R:a <z < b}

— (a,b) offenes Intervall {x € R:a < z < b}

an Stellen mit ,,(“ bzw. ,,)* ist auch —oo bzw. oo moglich.

2:18. Oktober 2007
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2 Konvergenz, Vollstindigkeit von R

Alle bisher angegebenen Eigenschaften der reellen Zahlen werden auch von den rationalen
Zahlen Q erfiillt. Wir haben zwar gesehen, dass in Q keine Zahl existiert, deren Quadrat 2 ist.
Aber, ob es die in R gibt, ist auch nicht offensichtlich. Mit Hilfe einer weiteren Eigenschaft,

die die reellen Zahlen erfiillen, werden wir das zeigen kénnen.

Die Eigenschaft von R, die uns noch fehlt, ist die Vollstindigkeit; hierfiir gibt es mindestens
6 verschiedene dquivalente Definitionen (Supremumsaxiom, Monotonieprinzip, Giiltigkeit des
CAucHYschen Konvergenzkriteriums, Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS, Intervallschachte-
lungsprinzip und das DEDEKINDsche Schnitaxiom), die wir zumindest teilweise nach und nach

kennen lernen werden. Hier benutzen wir als Definition der Vollstindigkeit das

Supremumsaxiom: Jede nicht-leere nach oben beschrinkte Teilmenge M von R besitzt
eine kleinste obere Schranke; diese wird als Supremum von M, sup M, bezeichnet. s = sup M

hat also die Eigenschaften:

— s ist eine obere Schranke von M, d.h. z < s fiir jedes x € M.

— ist t < s, so ist es nicht obere Schranke von M (d.h. es gibt mindestens ein x € M mit
x >t).

Natiirlich ist das Axiom &quivalent zu dem entsprechenden Infimumsaziom: Jede nach unten

beschriankte Teilmenge M von R besitzt eine grofite untere Schranke, das Infimum von M,

inf M (U).

Beispiele Das Intervall [a,b) := {z € R: a < z < b} mit a < b hat das Supremum b und das
1

Infimum a. Die Menge {1 ——:neN } hat das Infimum 0 und das Supremum 1.
n

Aus dem obigen Axiom ergibt sich zunéchst die

Archimedische Eigenschaft von R: Zu zwei beliebigen positiven Zahlen a,b > 0 gibt es
ein n € Nmit n-a > b. Oder: Zu jeder positiven Zahl » > 0 gibt es ein n € N mit n > r,

1
oder: Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N mit — < .
n

Beweis. Wir beweisen die zweite Aussage: Annahme: Es gibt kein n € N mit n > r, d. h. die
Menge N ist durch r nach oben beschrinkt, besitzt also ein Supremum s := sup N. Dann ist
alson +1 < s bzw. n < s — 1 fiir alle n € N. Das bedeutet, dass s — 1 eine obere Schranke

von N ist, im Widerspruch zur Definition von s (als kleinste obere Schranke). [ ]
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Folgerung 2.1 In jedem Intervall (a,b) mit a < b (so klein das auch sein mag) liegt eine

(sogar unendlich viele) rationale Zahl(en); man sagt hierfiir auch Q liegt dicht in R. Istn € N
m—+1

—a
so, dass — < 5 gilt, so gibt es ein m mit a < — < < b, woraus alles folgt.
n n

Satz 2.2 Jede Zahl a > 0 hat in R eine positive reelle Quadratwurzel. (Entsprechendes gilt
fiir n—te Wurzeln, n € N (U).)

Beweis. Dazu sei M := {x € R : 2 < a}. Offenbar ist M nicht leer (z.B. min{1,a} € M)
und nach oben beschriinkt (z.B. durch max{1,a}). Sei also ¢ := sup M. Wir zeigen ¢*> = a.
Dabei benutzen wir, dass offensichtlich 1 < g < 2 gilt.

q? < a: Annahme: ¢®> > a; also z.B. ¢*> > a + 107 %o,
Wihlen wir nun ein z € M mit z > ¢ — 1071 mit k& > ko, so gilt fiir hinreichend grofies k
(beachte ¢ < max{1,a})

zeM und 22 > ¢ —2¢107F 1 +107%2 > 2 — 1077 > q,
ein Widerspruch.

q® > a: Annahme: ¢* < a, also z.B. ¢*> < a — 1070 wihlen wir ein z € R mit ¢ < = <
q +107%=1 fiir k > ko, so gilt fiir hinreichend grofies k (beachte ¢ < max{1,a})

22 < @ 4+2q107F 1410722 < 2 4 107R0 < 2,

d.h. z € M und z > ¢ im Widerspruch zur Wahl von ¢ als Supremum von M.
Es bleibt also nur die Maglichkeit ¢% = a. |

Eine Folge (x,) in R (oder entsprechend in jeder beliebigen Menge) ist eine Zuordnung
(Funktion), die jedem n € N (oder Ny, evtl. auch {k,k+1,...}) ein Element z,, € R zuordnet;
man schreibt héufig auch (z1, z9, 3, ...), konkret z.B. (2,4,6,8,...).

Eine reelle Folge (z,,) konvergiert gegen den Grenzwert (Limes) x € R, x = lim z, =
n—oo

limx, oder x,, — z fiir x+ — oo oder z,, — x, wenn die x,, fiir hinreichend grofle n der Zahl
x beliebig nahe kommen; mathematisch sauberer formuliert man das so:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit |z, — x| < e fir n > N.

Mit sogenannten Quantoren 3 = ,es existiert” und V = , fiir alle“ schreibt man abgekiirzt:

Ve>0 INeN Vn> N |z, —z| <e.
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Eine gegen 0 konvergente Folge wird auch als Nullfolge bezeichnet. (x,,) ist also genau dann
eine Nullfolge, wenn gilt
Ve>0 IN VYn> N |z,| <e.

1
Z.B. ist (z,,) mit x,, = — offensichtlich eine Nullfolge.
n

Ist eine Folge (z,) nicht konvergent, so heifit sie divergent. Gibt es zu jedem C € R ein
N mit x,, > C fiir n > N, so sagt man auch, (x,,) ist bestimmt divergent (auch: konvergent)

gegen oo. Entsprechend definiert man fiir —oo.
Satz 2.3 Es gilt x,, — = genau dann, wenn (x, — x) eine Nullfolge ist.

Eine Teilfolge von (x,,) erhilt man aus der Folge (z,) durch weglassen gewisser Glieder (so,

dass unendliche viele Glieder {ibrig bleiben), z. B.

(r1,23,%5,...), (X1,24,29,...,Tp2,...)
(das muss allerdings nicht so einfach gesetzmiflig sein, wie in diesen Beispielen).

Da man alle Konvergenzaussagen auf Konvergenz gegen 0 zuriickfithren kann, ist es sinn-
voll, Nullfolgen genauer zu untersuchen. Hier einige wichtige Eigenschaften, die leicht zu

beweisen sind:

Satz 2.4 (Eigenschaften von Nullfolgen) a) Ist (y,) eine Nullfolge und gilt |z,,| <

Yn, SO ist auch (x,,) eine Nullfolge.
b) Ist (x,) eine Nullfolge, so ist auch (cx,) eine Nullfolge fiir jedes ¢ € R.
c) Jede Teilfolge einer Nullfolge ist eine Nullfolge.
d) Fiir |q| < 1 ist (¢") eine Nullfolge (fiir |q| > 1 ist dies offensichtlich nicht der Fall).
e) Sind (zy,) und (y,) Nullfolgen, so sind auch (x, £ y,) Nullfolgen.
f) Jede Nullfolge (xy,) ist beschrdnkt.

g) Ist (zy,) eine Nullfolge und (y,) beschrankt (d. h. es gibt ein ¢ mit |y,| < ¢ fir alle n),
s0 ist auch (xpyn) eine Nullfolge

h) Ist (x,) eine Nullfolge, so ist auch (\/|zy|) eine Nullfolge (entsprechendes gilt fiir m—te
Wurzeln, m € N) .

Beweis.
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1 1
a) Wir setzen |q| = 7 (also h = i 1 > 0). Dann folgt aus der Bernoullischen
q

1
— =—=(14+h)">1+nh > nh,
la» ol

Ungleichung

1

f) Da (z,,) eine Nullfolge ist, existiert (zu e = 1) ein N mit |z,| < 1 fiir alle n > N. Damit
folgt fiir alle n € N

also |¢"] <

|zn| < C:=max{l,z1,...,TN}.

h) Da (x,) Nullfolge ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N mit |z,| < €2 fiir n > N. Dann gilt
aber \/|z,| < e fir n > N.

3: 23.10.2007
Satz 2.5 (Aussagen iiber konvergente Folgen) a) Jede konvergente Folge (z,,) ist
beschrankt.
b) Ist (z,,) konvergent gegen x, so konvergiert (|x,|) gegen |z|.

c) Ist M C R und s = sup M, so gibt es eine Folge (zy,) aus M mit z, — x (es ist mdglich,

dass dies nur mit der konstanten Folge x,, = s gilt).
d) Dreifolgensatz: Gilt x = limz,, = limy,, und x,, < w, < Yy, so folgt x = limw,,.
e) Aus xz =limz,, y =limy, und a, 3 € R folgt
lim(ax, + Byn) = ax + By, limz,y, = zy.

f) Gilt in e) auflerdem y # 0, so folgt auch

. LTn T . 1 1
lim — = —, insbes. — — —.
Yn Yy Yn Yy

Yn

(Wobei zu beachten ist, dass in der Folge (x—”> u. U. endlich viele Glieder gar nicht

definiert sind, da y, = 0 sein kann).
g) Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent gegen den gleichen Grenzwert.

h) Aus x, — x folgt ]! — x™ fiir n — oo und jedes m € N.
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i) Ist (zy,) eine Folge mit x,, > 0 und x,, — x, so folgt /x, — %/x fiir jedes m € N.

Fir Nullfolgen wurde dies bereits oben bewiesen.

Beweis.

a) Ist x = limx,, so ist (z, — =) eine Nullfolge. Da diese beschrinkt ist, ist dann auch die
Folge (x,,) = (x + (zp — x)) beschrinkt.

e) Nur das Produkt ist interessant: Ist C eine Schranke von (zy,), so gilt

|Tnyn — 2y = [(xn — 2)Yn + (Yo — v)z| < Clry — 2| + |2| |yn —y| — 0.

1
f) Fiir hinreichend grofie n ist |y, | > §|y], insbesondere y,, # 0, und somit

T T Tpy — X 2
In _Z| — |Zn¥ T TYn| = @ — )y + 2y — ya)
Yn Y Yny [yl
< —|xn—xl+2|i|2\y—yn|—>0 fiir n — oo.
vl ly
h) Sei M eine Schranke von (|z,|). Dann folgt mit Hilfe der Formel a™ — 0™ = (a —
m . .
b) > amIpi !
j=1
m . . m . .
wp = = Jwa—al Y@ <l —al Y a0
j=1 j=1

< |z —zmM™ ! — 0 fiir n — oco.

i) Ist x # 0, so gilt fiir hinreichend grofie n |z, | > g, und somit (mit der gleichen Formel

wie in h)

v = [ S (o) ()
> (/)i ( Yyt =

Jj=1

—~

1 ;
———— |2y, — x| = 0 fir n — oo.

(i

Ist £ = 0, so existiert zu jedem ¢ > 0 ein N mit z,, < €™ fiir n > N, also /x,, < ¢ fiir
n> N, d.h. ¥/x — 0.

FEine weitere Moglichkeit, die Vollstéandigkeit von R zu charakterisieren ist das

Intervallschachtelungsprinzip: Eine Folge von Intervallen [a,,, b, mit
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— [an+1,bn+1] C [an, by] fir alle n € N,
- by, —a, — 0firn— oo

nennt man eine Intervallschachtelung. Fiir jede Intervallschachtelung {[an,b,] : n € N} gibt

es genau eine Zahl a, die allen Intervallen angehort; es gilt a = lim a,, = lim b,,.

Beweis. Es gilt (z.B) a, < by fiir alle n, also existiert
a :=sup{a, : n € N}.

Da alle a,, < by, sind fiir beliebige m, ist a < by, fiir jedes m. a ist also untere Schranke von
{bn, : m € N}, also
a <inf{b, : n € N} =:b.

Fiir jedes n gilt
b—a<b,—a, —0,

also b = a und

la —an|=a—an, <b, —a, —0
la —by|=b, —a<b, —a, —0

fir n — oo. [ |

Fiir jede reelle Zahl > 0 1d8t sich nun leicht eine (unendliche)

Dezimalbruchentwicklung angeben: Fiir z > 0 sei

xo := grofite ganze Zahl < x,
- max{k €10,1,2,...,9) : zo + k107! < a:}
Tpi1 = max{k: €{0,1,2,...,9} s xg + 21107 + ... 4 2,107 + k10 "1 <$}.

Auf diese Weise wird jedem z > 0 ein 2y € Ny und eine Folge (x,,) von Ziffern zugeordnet,
die nicht ab einer Stelle identisch Null ist (eine nichtabbrechende Folge, warum?). Hiermit

wird eine Intervallschachtelung definiert:
an =20+ 21107+ ..+ 2,107, by = an, + 107"
Diese enthilt genau die vorgegebene Zahl x, es gilt a,, — x. Man nennt deshalb

T =T0, 1223 ...
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die Dezimalbruchentwicklung von x. Offensichtlich haben zwei verschiedene Zahlen zwei ver-
schiedene Entwicklungen, und zwei verschiedene Entwicklungen stehen fiir verschiedene reelle
Zahlen. (Man beachte z.B. 2 ~1,999..., 1,5~ 1,4999...)

Damit 148t sich nun leicht zeigen:

Satz 2.6 (Nichtabzihlbekeit von R) Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar

(man sagt auch: iiberabzihlbar ).

Beweis. Nehmen wir an, dass R abzéhlbar ist; dann ist sicher auch die Menge (0,1] als
Teilmenge von R abzédhlbar, dass heif3t, es 1&8t sich eine Folge angeben, in der alle Elemente

von (0, 1] vorkommen:

r = 0, 11 12 13 ...
xo = 0, 291 T92 Ta3...
x3 = 0, x31 x31 w33 ...

Wir haben einen Widerspruch zu dieser Annahme, wenn wir eine Zahl (= unendliche De-
zimalentwicklung 0,1y . ..) aus (0, 1] angeben kénnen, die in dieser Folge nicht vorkommt.

Dazu definieren wir
{%jj +1 falls Tj5 < 9,
Yj =

5 falls x;; =9
(man konnte sich auch viele andere Moglichkeiten einfallen lassen). Dann kommt y = 0,193 . . .

offensichtlich in obiger Folge nicht vor (man beachte, dass es sicher ein nichtabbrechender De-
zimalbruch ist). [ |

4:25.10.07

Bei Konvergenzuntersuchungen haben wir bisher stets den Grenzwert gekannt oder mit-
bestimmt. Dies wird aber nicht immer gelingen. Deshalb ist es niitzlich, Kriterien anzugeben,
mit denen man die Konvergenz nachweisen kann, ohne gleichzeitig den Grenzwert zu bestim-

men.

Eine Folge heifit monoton wachsend (manchmal auch etwas préziser nicht—fallend), wenn
an < ap4q fiir alle n € N gilt, streng monoton wachsend (auch strikt monoton wachsend),
wenn a, < an+1 fir alle n € N gilt. Entsprechend monoton fallend (nicht— wachsend), streng
monoton fallend (strikt monoton fallend); héufig 148t man hierbei das Wort monoton weg.

Eine Folge heifit monoton, streng/strikt monoton, falls sie ... wachsend oder ... fallend ist.
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Satz 2.7 (Monotonieprinzip) : Jede monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge
() ist konvergent. Entsprechend fiir monoton fallend und nach unten beschrinkt. (Da das
Konvergenzverhalten nicht von den ersten Gliedern der Folge abhdngt, gentigt es natiirlich,

wenn die Folge ab einer bestimmten Stelle monoton ist.)

Beweis. Nach dem Supremumsaxiom existiert
x :=sup{z, :n € N}.
Es bleibt x,, — x zu beweisen. Da x das Supremum ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N mit
r—e<xy <.

Wegen der Monotonie gilt das dann auch fiir alle x,, mit n > N, also |z —z,| < ¢ firn > N. 1

Bei der Definition und Untersuchung der Exponentialfunktion spielt das folgende Beispiel

eine wesentliche Rolle.

n
Beispiel 2.8 Die Folge (z;,) mit z,, = z,(z) := (1 + E) ist fiir n € N mit n > |z| streng
n
wachsend, denn es gilt

N 1+ g5\
ol = :(l+z)(1++%l>
— (1+§)<1+ﬁ>n+1:(1+§) ICER) "
n 1+ 2 n 1+
_ n+1
= (D) () S
(Bernoulh mit h = nr 1;(2_’_3;) = 11—:_? —1> -1 firn> \:c|)
> (142 )<1—n+1)m>:(1+%)<1—nix)
_ <1+ )( )_1:1.

2
AuBlerdem ist (z,,) beschrinkt, denn wegen (1 + f) (1 — E) =1- a:_2 < 1 gilt fiir n > |z|
n n n

n -n n—1
= (2 <027 02T
n n n
und letztere Folge ist fiir grofe n fallend. Damit ist klar, dass die Folge (z,) fiir jedes z

konvergiert. Uber den Grenzwert wissen wir allerdings bisher fast nichts. Wir werden spéter

n
sehen, dass durch lim z,, = lim (1 + E) die Exponentialfunktion definiert werden kann. O
n
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Schliefllich beweisen wir noch das auch in allgemeineren Situationen als Definition der

Vollstéindigkeit benutzte Cauchysches Konvergenzkriterium:
Eine Folge (z,,) heifit eine Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert mit
|Tp, — Tm| < e fiir n,m > N,

oder, mit Quantoren: Ve > 0 3N € NVn,m > N |z, — x| < &, oder, etwas unprézise: wenn

|xy, — | klein wird fiir groie n, m.

Satz 2.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Jede Cauchyfolge (x,,) in R ist kon-
vergent, d. h. 3 x € R mit x,, — x (die Umkehrung ist offensichtlich).

Der Beweis wird bequemer, wenn wir vorher noch zwei andere Aussagen beweisen:

Satz 2.10 Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. Ist N so, dass |z, — zp| < 1 fiir n,m > N gilt, so ist insbesondere |z,| < |zn| + 1
und somit

2nl < max { @], fosl ..., o, on] + 1.

Die folgende Aussage kann auch als Charakterisierung der Vollstéindigkeit benutzt werden:

Satz 2.11 (Bolzano—Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge in R enthilt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Da (z,,) beschrinkt ist, so gibt es ein Intervall [a, b], in der die Folge enthalten ist.
Halbiert man das Intervall, so sind in mindestens einem der Teilintervalle I unendlich viele
Glieder der Folge enthalten. Sei nj := min{n € N: x,, € I }.

I wird wieder halbiert und ein Teilintervall I gewéhlt, in dem unendlich viele Glieder liegen,
ng :=min{n € N:n > ny,z, € Iy} usw. Die Intervallfolge (I;) liefert eine Intervallschachte-

lung, die also genau einen Punkt enthélt. Gegen diesen konvergiert die Folge (zp, ). |

Beweis des Cauchyschen Konvergenzkriteriums. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt und
enthélt deshalb eine konvergente Teilfolge (x, ), n, — . Da die Glieder (einer Cauchyfolge)
fiir grofe n nahe zusammen liegen, liegen sie dann fiir grofle n nahe bei z. Dies ist genau die

Konvergenz der (gesamten) Folge gegen x.

Genauer: Zu jedem € > 0 gibt es:



2 KONVERGENZ, VOLLSTANDIGKEIT VON R

— ein N = N(¢) mit |z, — x| < /2 fir n,m > N,

—ein K = K(e) = K(e,N(¢)) mit ng, > N und |z,, — x| <e/2 fir k > K.
Also gilt, mit einem k > K,

e €
]a:n—a;\§]wn—xnk|+|xnk—xl<§+§:€ fiir n > N.

23
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3 Exponential- und Logarithmusfunktionen

n
Wir kommen zuriick zur Folge ((1 + E) > mit z € R. Wie kann man sich die Entstehung
n
dieser Folge vorstellen?
Kontinuierliche Verzinsung: Nehmen wir an, dass das Kapital K mit einem Zinssatz von
p% angelegt ist. Es sei a := 1%) Werden die Zinsen

— jéhrlich gutgeschrieben, so betrigt das Kapital nach 1 Jahr K (1+«a) = K(1 + a)!,

2
halbjéhrlich gutgeschrieben, so betragt das Kapital nach 1 Jahr K (1 + g) ,

2
o \ 365
— téglich gutgeschrieben, so betrigt das Kapital nach 1 Jahr K<1 * %> ’
N o 365-24-3600
— sekiindlich ... ( +m)

Obwohl es schwer ist, diese Zahlen explizit zu berechnen ist offensichtlich, dass das Kapital
immer mehr anwichst, je schneller die Zinsen gutgeschrieben werden (das haben wir aber
auch bereits im vorhergehenden Kapitel bewiesen). Im Grenzfall erhdlt man
. a\"m ) at\n
nach 1 Jahr: lim K(l + —) ,  nach t Jahren lim K(l + —)
n—oo n n—0o0 n
fiir den Fall der ,kontinuierlichen Verzinsung®. (Ein realistischeres Modell wire z.B. das

Wachstum einer Bakterienkultur.)
Ein physikalisches (dort auch realistisches) Modell liefert der

Radioaktive Zerfall: Von N Teilchen zerfallen in einer Zeiteinheit - N Teilchen (0 < § <
1). Wie stark ist der Zerfall wihrend eines (groBen) Zeitintervalls ¢? Zunéchst wiirde man

erwarten, dass

— {iber das ganze Intervall gerechnet N (1 — (t) Teilchen {ibrig sind (das ist sicher nicht

gut; wenn ¢t > — ist, kiime ein negativer Bestand heraus), deshalb ist es sinnvoll,

g

t
— wenn man das Intervall in n Teile zu zerlegen und nach jeweils einem Zeitintervall —
n

t
auswertet (das scheint sinnvoll, weil nach der Zeit —, 2—, ... natiirlich nicht mehr N

Teilchen fiir den Zerfall zur Verfiigung stehen), dann erhilt man nach der Zeit ¢ einen

Bestand von N(l — 6—>n,

n
— und im Grenzfall (n — 00), die einzig wirklich sinnvolle Betrachtungsweise, da sich die
Anzahl _kontinuierlich* verkleinert

lim N(1 _ @)".

n—oo n
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Es ist also offenbar sinnvoll, die Funktion

exp: R — R, exp(z) := lim (1 — {)n (r € R),
n

n—oo

die Ezponentialfunktion, zu betrachten. (Zum Namen ,,Exponentialfunktion® spéter mehr).

Etwas zum Begriff der Funktion: Eine Funktion f : A — B ist eine Abbildung (Zuord-
nung), die jedem = € A genau ein Element f(z) € B zuordnet. Veranschaulicht werden reelle

Funktionen héufig mit Hilfe ihres Graphen G . Das ist Punktmenge
Fy = {(x, f(a)) 12 € A} C R,
die in vielen Féllen leicht graphisch dargestellt werden kann.
Die obige Funktion exp ist nach den fritheren Uberlegungen tatsichlich fiir alle z € R
wohldefiniert.

Satz 3.1 Fiir die oben definierte Funktion exp gilt

8) exp(0) = 1,

b) exp(x + y) = exp(x) exp(y) fir alle z,y € R (die Funktionalgleichung fiir exp); diese
Identitit macht deutlich, dass durch exp(z) der Zuwachs im Zeitintervall x beschrieben

wird.

c) exp(z) > 0 fir alle x € R,
1
exp(z)’

d) exp(—z) =

. 0
Beweis. a) Offensichtlich, da (1 + —)n =1 fiir alle n.
n

b) Nach Definition von exp gilt (wieder mit der Formel a” — b" = (a — b) 3 a® FbF~1)
k=1

exp(x + y) —exprexpy
n n n
— lim {(H:Hy) -(1+2) (1+4)
n—oo n n n n—0o0
+y

mitanzzl—}—f,bn::1+g,cn;:1+ ,
n n n

} = lim (c? — (anbn)")

n

= lim (¢, — anby) Z " (anby)F L

n—00
k=1
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Wegen
n n n n
xy
Cn — Anbp 5>
n
folgt
-1 ~1
e anbn) Y < (14 @)" (1+ @y
n n
n n
< (145" (14 Y < cxp(a) exp(ln)
n n
also fiir obigen [...]-Ausdruck

L

n - exp(|z|) - exp(|ly|) — 0 fiir n — oo.
Damit folgt die Behauptung.

¢) Da (1 + £>n fiir grofie n positiv ist, ist exp(z) > 0, da <(1 + f)n> wachsend ist. d)
n

exp(—z) = exp(z)~L. ! [ ]

Man definiert die Eulersche Zahl durch

e:=exp(l) = lim (1 + %)n

n—oo

Damit gilt fiir jede natiirliche Zahl n

e" = (exp(1))" =exp(l+...+1) =exp(n)
und somit auch e™ = exp(n) fiir alle n € Z (Beweis!). Wegen

[exp (%)}n = exp (%n) =exp(m) =e™

ist
m
n

exp ( ) Ve, dafiir schreibt man e

Es gilt also fiir jede rationale Zahl ¢

exp(q) = e’.

Deshalb schreibt man fiir alle x € R : ¢* := exp(x). (Mit der Stetigkeit der Funktion exp
wird dann folgen: Ist z € R und (x,,) eine Folge aus Q mit =, — x, so gilt e* = lim e*")
n—oo

Hiervon rithrt der Name Exponentialfunktion.

5:30.10.07
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Satz 3.2 (Eigenschaften der Exponentialfunktion) Fiir die Exponetialfunktion exp :
R — R, x +— exp(x) = e* gilt

a) e’ =1.

b) e*t¥ = e%e¥ (Exponentialgesetz=Funktionalgleichungder Exponentialfunktion ).

c) e >1+u.

d) e” ist streng monoton wachsend: aus x < y folgt e* < €Y.

e) Fir|x| <1 gilt|e® — 1| < =l
1—|z|
f) ¥ wdchst fir x — oo schneller als jede Potenz (d.h. fir jedes n ist e* > z™ fir

hinreichend grofie x, z. B. x > 4n?).

, insbesondere e* — 1 = ¢€° fiir x — 0.

g) e* — 0 fir x — —oo, schneller als jede negative Potenz |x|™™.

Beweis. a), b) sind bekannt
c¢) Fiir x > —1 gilt (wegen Monotinie der Folge ( (1 + E) ) fiir n > |z|)
n

1 n
tra=(147) <(1+2) <e
1 n
Istz <—-1,s0ist e >02>1+4x.
d) Wegen e* > 1 fiir z > 0 und e* > 0 fiir alle z gilt fiir z < y
ey —et =e"(e? " —1)>0.

.. .. T\ " a1 . T\ —1 1
e) Fiir |z| < 1 fallt (1——) monoton gegen e* = (¢~%) 7. Also ist e* < (1— T) =
n

und somit

1—=x

T

et —1< —1=

1—=z o 1l-z
Fiir x > 0 ist das die Behauptung. Fiir —1 < x < 0 gilt nach Teil ¢, da 1 — |z| < 1 ist,

f) Fiir > 4n? ist /z > 2n, 21 > \/z, also
n

&> (14 )" > 04 va" > (Vo =at.

g) Folgt sofort aus Teil f und e~ = (&%), [ |

Eine Funktion f nennen wir (umgangssprachlich ausgedriickt) stetig, wenn
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— sich der Wert f(x) mit = kontinuierlich &ndert, oder

— man den Graphen in einem Zug zeichnen kann.

Beides ist aber mathematisch kaum brauchbar. Also genauer:

Eine Funktion f : I — R heifit stetig im Punkt xo, wenn fiir jede Folge () mit z, € I
und z, — z¢ gilt f(x,) — f(xo) (Folgendefinition, Folgenstetigkeit). f heifit stetig, wenn es

in jedem Punkt von I stetig ist.

Satz 3.3 Die Exponentialfunktion exp : R — R ist stetig.

Beweis. Sei xg € R, (z,,) eine Folge mit =, — x¢ bzw. x,, — 29 — 0. Dann gilt |z, — x¢| < 1
fiir hinreichend grofies n, und somit nach Satz 3.2.e
|expzg —expx,| = expzp|l —exp(z, — x0)

|z, — o

< expuxg — 0 fiir n — co.

1 — |z — x|

Also ist exp stetig in zg. |

Der folgende Satz liefert eine dquivalente Definition (¢ — d—Definition) der Stetigkeit.

Satz 3.4 Eine Funktion f: I — R ist genau dann stetig in xg, wenn gilt (e-6-Stetigkeit)

Ve>0 36>0 Veel mit|r—xo| <0 gilt|f(z)— f(zo)] <e.

Beweis. =>: Sei f (folgen—)stetig in x¢ im Sinne der obigen Definition. Annahme, dies gilt
nicht, d. h. (schritttweise Umkehr der Quantoren)

>0 Vi>0 Jzel mit|r—x9| < und |f(x)— f(xo)| > e.

1
Insbesondere existiert fiir dieses € > 0 und jedes n € N <6n = —) ein z, € I mit |z, —xo| <
n

1
On = - und |f(x,) — f(xo)| > €, also gilt x,, — xo und f(zy) 4 f(z0), ein Widerspruch zur
Stetigkeit.

<: Sei f e-d-stetig in zg. Sei (z,,) eine Folge aus I mit x,, — 9. Zue > 0 sei 6 = d(¢)
geméf Voraussetzung gewéhlt. Dann gibt es ein N = N(e) mit |z, — x9| < § und somit
|f(zn) — f(zo)| < e fir n > N, also f(z,) — f(zo). |
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Als Ubung beweise man mit Hilfe der obigen Resultate (ohne die Folgenstetigkeit zu ver-

wenden) die € — §—Stetigkeit von exp.

Eine Funktion heifit injektiv, wenn gilt

aus x1 # xo folgt f(x1) # f(z2)

bzw.

aus f(z1) = f(z2) folgt 1 = zo.
Die Funktion f : R — R, f(z) = 23 (oder x ~— 2?) ist injekti; dagegen ist f : R — R,
f(x) = 2?2 nicht injektiv. Anschaulich bedeutet Injektivitit von f, dass jede Parallele zur

x—Achse den Graphen von f hochstens 1 mal schneidet.

Eine Funktion (Abbildung) f : M — N heifit surjektiv, wenn N die Bildmenge von f ist,
N = f(M):={f(z) : x € M}, oder: Wenn zu jedem y € N (mindestens) ein x € M existiert

mit f(x) =y.
Wieder ist f : R — R, f(x) = 2? surjektiv, wihrend f : R — R, f(z) = 22 nicht surjektiv

ist. (Surjektivitit kann ggf. immer erzwungen werden, indem N durch die Bildmenge ersetzt
wird; im Fall von f(z) =22 z.B. N = [0,0).)

Eine Abbildung f : M — N heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. (Eine
injektive Abbildung kann stets bijektiv gemacht werden, indem N durch die Bildmenge ersetzt
wird.) Bei einer bijektiven Abbildung existiert also zu jedem y € N genau ein x € M mit
f(x) = y. Diese Abbildung

fFLN—- M, y—z mitf(z)=y
1
heifit die Umkehrabbildung (auch Inverse) von f (Achtung: f~! darf nicht mit 7 verwechselt

werden.)

Satz 3.5 (Umkehrfunktion) Sei I C R ein Intervall. Ist f : I — R streng monoton
(wachsend oder fallend), so ist f injektiv. (Es existiert also die Umkehrfunktion f=%: f(I) —

I und diese ist ebenfalls streng monoton wachsend bzw. fallend.)

Beweis. Die Injektivitit ist offensichtlich. Die Monotonie der Umkehrfunktion kann leicht

indirekt gezeigt werden (Ubung). [ |

1

aus 0= —9° = (z —y)(@? +zy +y?) = = (z — y) (@ + ¥° + (x + y)°) folgt z — y = 0 oder = = y.

N =
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Satz 3.6 Die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) ist bijektiv. Die Umkehrabbildung
In:(0,00) =R, yr—a mity=exp(x) (In=logarithmus naturalis)
heif$t Logarithmusfunktion (auch log oder log,). Die Logarithmusfunktion hat die folgenden
Eigenschaften:
a) In ist streng wachsend.
b) In1=0, lIne=1.

¢) In(a-b) =Ina+ Inb (Funktionalgleichung des Logarithmus)

und entsprechend ln% =Ilna—InbundInz" =nlnzx.
d) In(1+2) <z fir allex > —1 bzw. Inz <z —1 firz > 0..

e) In wdichst fir x — oo langsamer als jede positive Potenz x +— z®. Genauer: Fir x >
exp(4n?) ist Inz < Yz = z'/™.

Beweis. Wir wissen, dass exp injektiv ist (streng monoton). Es bleibt die Surjektivitét
beziiglich (0,00) zu beweisen, d.h. zu jedem y > 0 ist ein z mit expx = y zu finden (Mit

Hilfe des Zwischenwertsatzes wird dies viel einfacher gehen). Dazu sei

A={zeR:e" <y}

n

A ist nicht leer, denn wegen e — 0 fiir n — oo gibt eseinn mit e ™™ <y, d.h. —-n€ A. A

ist auch nach oben beschrinkt, weil fir jedes x € A gilt 1+ x <e® <y, alsoz <y — 1.

Also existiert a := sup A. Wir zeigen e® = y: Zu jedem n € N gibt es ein z,, aus A mit
a—— <z, <a,
n
... .
also, da a + — nicht in A liegt,
n

1 1
e < et <y < e,
1
n

1
=5

Fiir n — oo folgt (beachte ’ei% - 1‘ < — 0 fiir n — 00)

a 1

_1 _1 1
ev " n=c¢% n —e e

1
oty = elen — ea)

also (nach dem Dreifolgensatz) e® <y < e d.h. e*=y.

Es bleiben die weiteren Eigenschaften zu zeigen:
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a) Die strenge Monotonie von In folgt leicht (indirekter Beweis) aus der strengen Monotonie

von exp.
b) Folgt aus exp(0) = 1, exp(1) =e.

c) Sei a = expa, b= exp (3. Dann folgt

=
~

= In(exp(a+f0)) =a+=Ina+Inb,
= In(exp(a—fB)) =a—pF=Ina—1Inb.

In(a -

In

SallES]

d) Aus exp(z) > 1+ « fiir alle z folgt In(1 + z) < In(exp(z)) = z fiir alle x > 0, also

Inz <z —1 fir alle x > 0.

6: 1. 11 2007

Satz 3.7 In: (0,00) — R ist stetig

Beweis. Ist (zy) aus (0,00) mit z, — = € (0,00), so gilt [0 = 2] — 0 und somit (beim

ersten <-Zeichen beachte man die Monotonie von In)

m—”_x‘gln(1+

— 0

xn—xD < |z — 2|

|Inx, —Inz| = ‘lnx—n
x x x

:‘ln

x

fir n — oo. [ |

Fiir rationales y = b (peN,geZ)und = > 0 ist
q

1
f,Uy — Q/xp — (exp ln aj) = exp(—pln l‘) = eXp(y ln ‘T)
q

(man beachte, dass das auch fiir p < 0 richtig ist). Deshalb definieren wir fiir alle y € R und
x>0
¥ :=exp(ylnz) (also = lim zY mit y, € Q,y, — y)

n—oo

Es gilt dann, wie fiir ganzzahlige und rationale Exponente,

(zy)" =2y, (2")° =2", " =a"a,

insbesondere 2° =1, 7" = 1/2".
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Die Funktion log,y (Zehnerlogarithmus, Logarithmus zur Basis 10 oder Dekadischer Lo-

garithmus) ist die Umkehrfunktion von
R — (0,00), z+ 10% = exp(z1n10).

Es gilt offenbar
Inx

log;o(7) = ST

Der Zehnerlogarithmus spielt z. B. in der Chemie (ph—Wert) eine Rolle.
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4 Weitere elementare Funktionen

4.1 Zusammengesetzte Funktionen

Finige wichtige Konstruktionsprinzipien fiir kompliziertere Funktionen aus einfachen Funk-
tionen f,g: D — R sind

f+9:D—=R, zw— f(z)+g(z)
f-9:D—=R, z— f(z)- g(x)
M :D—=R, z—Af(z) (A€R)
—f:D—R, z+— —f(x)

:D\{z:9(z) =0} =R, :cr—>f—

Q@ [~

Eine weitere Moglichkeit, aus zwei Funktionen eine neue Funktion zu konstruieren, ist die
Hintereinanderausfihrung (Komposition): Seien f : D — M und g : M — N. Dann ist die
Hintereinanderausfiihrung g o f (,,g nach f*) definiert durch

gof:D— N, zw g(f(z)) firxzeD.

Wichtige Spezialfiille sind:

— die konstante Funktion auf D, ¢: D, — R, x — c fiir alle x € D, insbesondere die

— Nullfunktion auf D ist 0: D — R, x — 0 fiir alle z € D.
Dementsprechend bedeutet f # 0 lediglich, dass es mindestens ein z € D gibt mit

fx) #0.

— die identische Funktion id : D — R, x + x fiir alle x € D.

Mit diesen Bezeichnungen gilt z.B. Inoexp die Identitit auf R, expoln die Identitdt auf
(0,00)
Inoexp = idg, Bquad exp oln = id g )

4.2 Polynome

Besonders einfache Funktionen sind die Monome
R—R, z—a" (neNy).
Durch Zusammensetzen mit Hilfe obiger Konstruktionsprinzipien erhélt man Polynome
T ag+a1x+ ...+ apx” =: p(x).

Ist a,, # 0, so heiit n der Grad von p.
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Satz 4.1 Sind zwei Polynome p(z) = ag+ a1z + ...+ apz™ und q(x) = by + by + ...+ bpx™
als Funktionen gleich (d. h. p(x) = q(z) fiir alle z € R), so gilt

n=m undar="b firk=0,...,n
(die Umkehrung ist offensichtlich).
Beweis. Offensichtlich ist 7(z) = p(z) — q(z) = co + c17... + ¢z’ mit ¢; = a; — bj ein

Polynom vom Grad [ < max{n,m} und r(z) = 0 fiir alle z € R.
Aus r(0) = 0 folgt ¢p = 0, also ag = by. Also ist

0= r(z) =c1 4+ ... +or! fir z #£ 0,
T
und somit fiir z — 0
0= lim r(zk) = .
k—oo Tk
So erhélt man schlielich cp = ¢1 = ... = ¢, = 0, also a; = b; fiir alle j. |

Summen und Produkte von Polynomen sind offenbar Polynome. Der Grad der Summe ist
< dem Maximum der beiden Grade, der Grad des Produkts ist die Summe beider Grade.

4.3 Rationale Funktionen

p(z)

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form x +— ——= mit Polynom p und g¢; der
x

Definitionsbereich ist die Menge D = {x € R : g(z) # 0}.

Hat in einer rationalen Funktion der Zahler einen Grad > dem Grad des Nenners, so kann
eine Polynomdivision mit Rest durchgefithrt werden. Diese beschreibt man am besten durch

ein Beispiel:

(3z* + 223 —x—T7): (22 +3) = (B22+22-9)

— (324 + 922%)

23 — 022 —x —7

— (223 + 6x)

922 —Tx —7

—(—922 —27)

—Tx + 20
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Das FErgebnis ist
32% 4 2z — 9 Rest 5z + 20.

Der Rest ist offenbar ein Polynom vom Grad < als der Grad des Nenners. Fiir die entspre-

chende rationale Funktion gilt also

3zt 4223 — 2 -7 9 o5r + 20
= 2r — .
213 3x° +2x -9+ 2213

Ist xo eine Nullstelle des Polynoms p(z), so liefert die Division p(x) : (z — x¢) den Rest
0: Ist ndmlich p(z) : (z — xo) = ¢(x) Rest a, so gilt

p(z) = q(z)(x — z0) + a,

und wegen p(zp) = 0 folgt daraus a = 0. Haben Zdhler und Nenner die gleiche Nullstelle z,
so kann also durch (z — xg) ,gekiirzt“ werden; d.h. man dividiert Zahler und Nenner durch
(z — xp). Dies kann so lange durchgefiihrt werden, bis Z&hler und Nenner keine gemeinsa-
me Nullstelle mehr haben. Es bleiben dann nur Definitionsliicken, in denen der rationalen

Funktion kein verniinftiger Wert zugeordnet werden kann (Zahler # 0, Nenner = 0).

Satz 4.2 Sind f und g stetig, so sind auch die nach obigen Konstruktionsprinzipien zusam-
mengesetzten Funktionen stetig. Insbesondere sind alle Polynome und rationalen Funktionen

(in ihrem Definitionsbereich) stetig.

Der Beweis ist mit Hilfe der Folgendefinition einfach.

4.4 Trigonometrischen Funktionen

Diese wollen wir hier geometrisch einfiihren.

Der Cosinus eines Winkels « ist im rechtwinkligen Dreieck mit einem Winkel o definiert

als der Quotient

Léange der Ankathete=Kathete an der der Winkel « liegt

Lénge der Hypotenuse
Entsprechend ist der Sinus des Winkels « definiert als

Lénge der Gegenkathete=Kathete gegeniiber dem Winkel «

Lénge der Hypotenuse

Aufgrund der Ahnlichkeit aller rechtwinkligen Dreiecke mit einem Winkel o hiingen diese

Definitionen tatsichlich nur vom Winkel ab.
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B/

. tan o
sin o

N\

0 cos A Al

Abbildung 1: Sinus, Cosinus, Tangens

Insbesondere kann das Dreieck im Einheitskreis so gewahlt werden, dass der Winkel o im

Nullpunkt liegt, eine Kathete auf der z—Achse und die Hypotenuse ein Radius ist.

Der Winkel kann einerseits in Grad gemessen werden (voller Winkel = 360°, gestreckter
Winkel = 180°, rechter Winkel = 90°.) Mathematisch stellt es sich aber als giinstiger heraus,
den Winkel im Bogenmaf zu messen, der Linge des dem Winkel entsprechenden Bogens
auf dem Einheitskreis (voller Winkel = 27 [7 wir dadurch definiert, zum Zahlenwert spéter],
gestreckter Winkel = 7, rechter Winkel = 7/2).

Der Strahl von 0 aus, der mit der positiven Achse den Winkel « bildet (in mathematisch
positivem Sinne, d. h. entgegen dem Uhrzeigersinn, gemessen) schneidet also der Einheitskreis
im Punkt (cosa, sina). Die Betrachtung am Einheitskreis hat auch den Vorteil, dass die
Funktionen cos und sin fiir alle @« € R und nicht nur fir a < 90° ~ 7/2 definiert werden
konnen. Fiir negative a wird der Winkel im mathematisch negativen Sinn (im Uhrzeigersinn)

aufgetragen.
Offensichtlich sind cos und sin 2m—periodisch, d.h. es gilt

cos(aw+ 2m) =cosa  und  sin(a + 27) = sina.

Die Definition am Einheitskreis liefert auch sofort die wichtige Identitét

Satz 4.3 Es gilt

cos?a+sina =1 firallew € R

Ebenso leicht erhélt man einige wichtige Funktionswerte

s 3T
cos0 =1, cos§ =cos— =0, cosm=-—1,

2
sin0 =sinw = 0, sing =1, sini%r =—1.
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Mit etwas elementarer Geometrie (und insbesondere dem Satz von Phythagoras) erhdlt man

auch:
.77_,377_\/5 ,57T_.77r_ \/5
s1n4—s1n4—2, sm4-sm4— 5
COSE—COS'?—?T—Q cosg—ﬂ—cosg)—w——ﬁ
4 4 27 4 4 27
. T . bm 1 A o 1lx 1
in— =sin — = — in — —sin — — —=
Sty =Ty Ty STy TR 2
COSE*COSH—W*E cos5—ﬂ*cos7—ﬂf—£
6 6 2’ 6 6 2
.. . .o . 2 4w . bw ) )
Als Ubung bestimme man sin 3 sin 3 sin 3 sin 5 und die entsprechenden Cosinuswer-

te?
Weiter sieht man der Definition am Einheitskreis sofort an, (und damit wollen wir uns

zunéchst begniigen)

Satz 4.4 sin und cos sind stetig.

Beweis. Die Anderung der sin— bzw. cos-Werte ist immer kleiner als die Anderung von a
|sina —sin 8| < |a— [, |cosa —cos f] < |a— S

(in der e — d—Definition der Stetigkeit kann § stets gleich ¢ gewéihlt werden). |

Ebenfalls klar sind folgende Eigenschaften:

. . T . [m 37
sin ist streng wachsend in [ o 5], fallend in [5, 7]

cos ist streng fallend in [0, 7], wachsend in [r,27].

Schliefllich lassen sich auch die folgenden Symmetrieeigenschaften leicht ablesen:
cos(—p) = cosy, sin(—p) = —singp,
cos(p+m) = —cosp, sin(p+7m)=—siny
coS (g — go) =sin¢p, sin (g — gp) = cos .

Von besonderer Bedeutung sind schliellich die Additionstheoreme, die sich am Einheits-

kreis (zumindest fiir Winkel im Bereich [O, g}) sehr leicht elementargeometrisch beweisen

lassen:

Satz 4.5 (Additionstheoreme fiir cos und sin)

cos(p + ) COS ( cOs 1) — sin p sin 1)

sin(p + 1) = singcosy + cos@siny
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A \
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Abbildung 2: Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus

Beweis. Aus der Skizze ergibt sich zunichst

sing = CT, cosp = OT,
siny = QB, cosy = OB

sin(p +1) = QR, cos(p +¢) =OR

Weiter ist
QA = QB cos ¢ = sin cos o,
AR = BS = OBsin ¢ = cossin ¢,
OS = OB cos ¢ = cos 1) cos @,
RS = AB = QBsinp = sinsin ¢,
also

cos(p +1) = OR = OS — RS = cos 1 cos i — sin 1 sin ¢,

sin(p + 1) = QR = QA + AR = sin cos ¢ + cos 1 sin .

7:6.11.07

38
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Satz 4.6 (Halbwinkelformeln)

1 —cosyp = 2Sin2§, 1—|—cosg0:20052§

Bewezs.
2 P 2 ¢ %

coscp:cos<g+%>:cos g—sin Ezl—2sin2§

und entsprechend

AS)
IR

>:20052f— ,
2 2

woraus die beiden Gleichungen folgen. |

COS (p = COS (— +

Die folgenden beiden Ungleichungen werden bei der Differentiation von sin und cos wichtig

sein:
Satz 4.7 Fiir alle ¢ gilt

a) |sinep| < gl

b) 1—%2§coscp§1.

(Im ersten Fall gilt < fiir alle ¢ # 0. Im zweiten Fall gilt an beiden Stellen < fir0 < ¢ < 27.)

Beweis. a) Der Punkt auf dem Einheitskreis, der durch den Winkel ¢ beschrieben wird,
habe die Koordinaten (z,y). Dann gilt (da die Sekante immer kiirzer ist als der entsprechende

Kreisbogen)
[sing| = |y < V(1 —2)2+y* <|g| bzw. <[p| fiir p#0.

b) Mit der ersten Halbwinkelformel und Teil a folgt

2P e\? 1
0<1-— =2 2—<2(—) = -¢°,
< Cos ¢ sin” 5 < 2( 5 5%
(,<“ statt ,<“ an beiden Stellen fiir 0 < ¢ < 27) und somit die Behauptung. |

Offensichtlich sind sin und cos als Funktionen auf R nicht injektiv, d. h. es gibt keine globale
T

o ol

streng wachsend ist, dass also das Intervall [— =, —} injektiv in das Intervall [—1, 1] abgebildet

Umkehrfunktion. Wir haben aber gesehen, dass die Funktion Sinus im Intervall {—

wird (aus dem Zwischenwertsatz wird folgen, dass diese Abbildung auch surjektiv ist; von

der geometrischen Anschauung her ist dies offensichtlich).
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Es existiert also die Umkehrfunktion

Arcus Sinus, arcsin : [—1,1] — [— g g}
die ebenfalls bijektiv ist (arc Sius, d. h. dem Sinus wird der entsprechende Bogen zugeordnet).

Den Graphen erhilt man, wie immer, durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (z = y).

Die Funktion Cosinus ist im Intervall [0, 7] streng fallend und bildet [0, 7] bijektiv auf
[—1,1] ab. Die entsprechende Umkehrfunktion ist

Arcus Cosinus, arccos : [—1,1] — [0, 7].

Die Funktion Tangens ist im rechtwinkligen Dreieck definiert durch Gegenkathete/Ankathete,

also )
sin ¢
cosp’

tan:R\{%—i—kw:keZ}—ﬁR, tan p :=

T
Aus dem Verhalten von sin und cos leitet man leicht ab, dass tan in (— 5 5) streng wachsend

ist und ( — g, g) bijektiv auf R abbildet. Die Umkehrfunktion ist

Arcus Tangens, arctan: R — ( — g’ g),
auch sie ist streng wachsend und bijektiv.

Cotangens ist im rechtwinkligen Dreieck definiert durch Ankathete/Gegenkathete, also

cot : R\ {km:k€Z} - R, cotp=

(cot ¢ = 0 dort wo tan ¢ nicht definiert ist). cot ist streng fallend in (0, 7) und bildet (0, 7)
bijektiv auf R ab. Die Umkehrfunktion ist

Arcus Cotangens, arccot : R — (0,7),

ebenfalls streng fallend und bijektiv.

Natiirlich kénnte man ebenso gut sin und tan auf jedem der Intervalle (kﬂ' — g, kw4 g)
(k € Z) und cos und cot auf jedem der Intervalle (k7, km + 7) betrachten und wiirde entspre-
chende Umkehrfunktionen erhalten. Die oben beschriebenen Funktionen werden deshalb oft

als Hauptzweig bezeichnet (ihr Wert als der Hauptwert).

Der Leser versuche auf der Grundlage der obigen Aussagen Skizzen der Graphen dieser

Funktionen anzufertigen und seine Ergebnisse mit geeigneten Lehrbiichern zu vergleichen.
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5 Komplexe Zahlen und elementare komplexe Funktionen

5.1 Komplexe Zahlen

Jede positive reelle Zahl hat eine positive und eine negative Quadratwurzel (die Null hat die
einzige Quadratwurzel Null). Die negativen Zahlen haben keine Quadratwurzel in R. Wir
erweitern deshalb den Koérper R, indem wir ein Element i (die imagindre Einheit) mit der

Eigenschaft i? = —1 hinzunehmen und die Menge der komplezen Zahlen
C:={z+1iwy: z,y e R}
betrachten. Fiir die Elemente in C definieren wir

Addition : (x +iy) + (u+iv) = (x +u) + i(y + v),
Multiplikation : (x + iy)(u + iv) = (xu + yv) + i(yu — zv).

Es ist leicht zu sehen, dass mit dem
Einselement 1 =1 4 40

und dem
Nullelement 0 = 0 + 40
alle Korperaxiome (wie bei R, ohne die Anordnung) erfiillt sind (nur das Distributivgesetz
ist etwas miithsam nachzurechnen). Dabei ist das negative Element zu x + iy € C
—(z +1iy) = —z — iy = (—z) +i(-y),
das inverse Element zu x + iy (# 0, d.h. (z,y) # (0,0) bzw. 2% + 4% > 0)

x T
= — i.
24+ y? 2?2+ y?

(z +iy)~"

Identifiziert man die reellen Zahlen x mit den komplexen Zahlen x +:0, so kann man R als
Unterkorper von C auffassen (die Teilmenge der Elemente x40 ist beziiglich der Operationen

+ und x abgeschlossen). Entsprechend wird C als Kdrpererweiterung von R bezeichnet.

Betrachtet man die komplexen Zahlen x + iy als Punkt (x,7) der Ebene R?, so hat man
also auf R? eine Koperstruktur. Diese Betrachtungsweise ist im folgenden hiufig niitzlich

(kompleze Ebene).

Zu einer komplexen Zahl x + iy definiert man:

— Realteil von z = (z +iy), Re z := =z,
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— Imagindrteil von z = (x + iy), Im 2z := y (nicht iy),
— die zu z = x + i1y konjugiert komplexe Zahl Z := x — 1y,

— den Betrag von z = x + iy, |z| := /22 + y? (= Lénge des Vektors (z,y) in R?).

Offenbar gilt:

Rez = %(z+2), Im z = 2%,(2—3)
o = VEE
Ztw = Z+w wdZw =2z W
lzw] = |z] Jw| und |z +w| < |z| + |w].
Nur bei |zw| = |z| |w] ist etwas zu zeigen. Der Leser moge die einfache Rechnung durchfiithren

(weiter unten folgt das noch bequemer).

Eine Folge (z,) aus C heifit

— konvergent gegen z, wenn |z, — z| — 0 gilt fiir n — oo,

— eine Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N existiert mit |z, — zp,| < € fiir n,m > N.

Satz 5.1 a) Es gilt z, = x, + iy, — z = x + iy genau dann, wenn x, — x und Y, — Yy

gilt.

b) (zn) = (zn + iyn) ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn (x,) und (y,) Cauchyfolgen

sind.

c) C ist vollstandig, d. h. jede Cauchyfolge in C ist konvergent.

Der Beweis kann dem Leser iiberlassen werden.

Definiert man fiir z = 2 + iy € C \ {0} das Argument von z = arg(z) gleich dem Winkel
zwischen der positiven xz—Achse und dem Vektor (z,y) (im mathematisch positiven Sinn,

entgegen dem Uhrzeigersinn, gerechnet), also

x . Y z .Y
cosa = —, sinae = -~ bzw. « = arccos— = arcsin -—,
E E E ]

so kann z geschrieben werden in der Form
z = |z|(cos a + i sin )

(natiirlich ist arg(z) nur bis auf additive Vielfache von 27 eindeutig bestimmt, fiir z = 0 ist

arg(z) nicht definiert, bzw. beliebig).

Diese Schreibweise bringt nichts fiir die Addition, macht aber die Multiplikation komplexer
Zahlen besonders durchsichtig.



5 KOMPLEXE ZAHLEN UND ELEMENTARE KOMPLEXE FUNKTIONEN 43

Satz 5.2 Fir
z = |z|(cosp +ising), w = |w|(cos + isin))

gilt
2w = |z| |w]| (cos(go + ) +isin(¢ + %Z)))

d. h. bei der Mulitplikation werden die Betrdge multipliziert, die Argumente addiert.

Der Beweis folgt aus

zw = |z| \w[{(cos pcos 1 — sin g sin ) + i(cos psin ) — sin ¢ cos w)}
mit Hilfe der Additionstheoreme.

Eine iiberraschende Konsequenz hieraus ist, dass man sofort fiir jede komplexe Zahl z # 0

genau k k—te Wurzeln angeben kann:

Satz 5.3 Ist

z =r(cosa +isina),

so st

w:rl/k(cos%+isin%>

eine k—te Wurzel aus z. k k—te Wurzel erhdlt man durch

2 2
w-:rl/k<cosa+j7r .. a+27

+ 7 sin k ),j:O,...,k—l

(fiir j = k erhdlt man wieder wy). Dies sind alle k—ten Wurzeln.

Beweis. Offensichtlich ist w* = z. Dass dies alle k-ten Wurzeln sind, erhiilt man so: Ist
w = s(cos p +isinp)
eine k-te Wurzel von z = r(cos a + isin «), so gilt

k

s¥(cos by + isinkp) = w” = z = r(cosa + isina).

Das ist nur moglich, wenn ko = amod 27 gilt. |

8:8.11.07
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5.2 Komplexe Exponential- und Logarithmusfunktionen

Wir kénnen nun die kompleze Exponentialfunktion (eine Fortsetzung der reellen Exponenti-

alfunktion) erkldren, die wir dann weiterhin mit exp bezeichnen.

Satz 5.4 Die Funktion
F:C—C, F(2)=F(x+1iy) := €*(cosy + isiny) firz=x+1iycC

st eine Forsetzung von exp auf ganz C. F erfillt die Funktionalgleichung der Exponential-

funktion
F(2)F(w) = F(z +w).

Beweis. Fiir z =z + iy, w = u+ v gilt

F(2)F(w) = e€"€e"(cosy+isiny)(cosv + isinv)
= " Y(cos(y +v) +isin(y +v)) = F(z +w).

Fiir z € R gilt F(z) = expz, d.h. F ist tatséchlich eine Fortsetzung der reellen Exponenti-

alfunktion, und erfiillt auch fiir komplexe Argumente die Funktionalgleichung. |

Der Spezialfall x = 0, also z = iy mit y € R,
. 1 . . : ,
e =cosy+isiny bzw. cosy= 5(6”’ +e %) und siny = ?(ezy —e )
i
wird als Eulersche Formel(n) bezeichnet. Insbesondere gilt also

€| =1 fiir y € R,

wobei die Zahl e auf dem Einheitskreis erreicht wird, indem man vom Punkt 1 aus in

mathematisch positiver Richtung um die Bodenlidnge y voranschreitet. Es gilt auch

’62‘ _ eRe z,
e = Y& z=w+2m ik,
e = et =¢e"(cosy —isiny) = e*(cos(—y) + isin(—y))
— em—iy — eE

Eine besonders iiberraschende Identitat ist
™ =—1

(man beachte: e und 7 sind transzendent und ¢ rein imaginér!).
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Wie fiir die reelle Exponentialfunktion gilt auch fiir die komplexe Exponentialfunktion
exp(z) # 0 fiir alle z € C.

Da e* fiir x € R alle positiven Werte genau ein mal durchlauft, und cosy + isiny fiir

0 <y < 27 alle Punkte des Einheitskreises genau ein mal trifft, ist offenbar
exp:{z=z+iy:zeR0<y<2r} —C)\ {0}
bijektiv. Das gleiche gilt fiir jeden zur reellen Achse parallelen Streifen der Breite 2.

Satz 5.5 exp : {z =2z +iy : 2 € R, -7 < y < 7} — C \ {0} ist bijektiv, und die

Umkehrfunktion In, der komplexe Logarithmus,
In:C\{0} = {z=z+iy:2eR, -7 <y <}
st explizit gegeben durch

In(w) = In(u +iv) = In |w| + iarg(w) mit — = < arg(w) < 7.

Da auch ein anderer Streifen, z. B.

{z:x+iy:x€R, c<y§c+7r}
oder

{z:m+iy:x€R, c§y<c+7r}

gewéhlt werden kann, auf dem die Exponentialfunktion invertierbar ist (und je nach Situa-
tion ist dies auch sinnvoll), nennt man die oben definierte Funktion den Hauptzweig des

Logarithmus.

Mit Hilfe des Logarithmus kénnen z. B. auch Wurzelfunktionen geschlossen dargestellt
werden:

1
Vz = exp (5 In z), oder 2" =exp(wlnz) fiur z # 0.

Je nach Wahl des Zweiges von In erhélt man verschiedene Zweige der jeweiligen Funktion.
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6 Unendliche Reihen

6.1 Konvergente und divergente Reihen

Das Paradozon von Achilles und der Schildkrote: Die Schildkréte legt in der Minute 10m
zuriick, Achilles 100m; die Schildkréte hat 100m Vorsprung.

— Um den Punkt zu erreichen, an dem die Schildkrote zur Zeit 0 war, braucht Achilles
1 Minute. Wahrend dieser Zeit hat die Schildkréte 10m zuriickgelegt, hat also 10m

Vorsprung.

— Um den Punkt zu erreichen, wo die Schildkréte jetzt ist, braucht Achilles 1/10 Minute,
die Schildkr6te hat dann noch einen Meter Vorsprung.

— USW.

Es scheint, dass Achilles die Schildkréte nicht erreicht. Was natiirlich unsinnig ist, denn nach
2 Minuten hat Achilles bereits 200 Meter zuriickgelegt, die Schildkréte nur 20, so dass Achilles
bereits 80m Vorsprung hat. Genauer: Nach 10/9 Minuten hat Achilles 111% Meter zuriickge-
legt, die Schildkréte 112, d.h. Achilles hat die Schildkrote eingeholt. Die 10/9 Minuten sind

gerade die Summe der oben betrachteten unendlich vielen Zeitintervalle:

1 1 1
14—+ —+—...=1,111...
+ 10 + 100 + 1000 ’
Sei (xy,) eine reelle oder komplexe Folge (entsprechendes werden wir mit Folgen in R™,

C™ oder noch allgemeiner machen). Man mochte der unendlichen Summe (=Reihe)

o

an =2 +T2+ T3+ ...

n=1
einen Wert zuordnen. Das ist bisher nicht definiert. Wir kénnen eigentlich nur zwei Zahlen,
oder induktiv endlich viele, addieren. Hier muf} also etwas neues definiert werden:

o0
Die m~te Partialsumme der Reihe Y z,, ist
n=1

m
Sy, 1= g T
n=1

Diese Folge (sm,) der Partialsummen kann man nun konvergent oder divergent sein (fiir die
Folge x,, = 0 ist auch s,, = 0 also ist (s,,) konvergent; fiir die Folge x,, = 1 ist s, = m, also

ist (sy,) divergent).



6 UNENDLICHE REIHEN 47

Man sagt, die Reihe Y ° | ,, konvergiert/divergiert, wenn die Folge (s,,) der Partialsum-

men konvergiert/divergiert. Ist die Reihe konvergent, so heifit

o0

an = lim s,

m—0o0

n=1
der Wert oder die Summe der Reihe ) ° | x,. Natiirlich betrachtet man entsprechend auch
Reihen

o0
Z Ty mit beliebigen k € Z
n=k

(mit kK = —oo mufl man vorsichtiger sein!).
Fiir die Untersuchung weiterer Reihen ist es wichtig, einige konvergente und divergente
Reihen zu kennen:

Beispiel 6.1 Die geometrische Reihe

o
Z q" konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist.
n=0

Fiir |g| > 1 ist sie also divergent. Fiir die Partialsummen gilt (Beweis z. B. durch Induktion)

m
1— m+1
szzqn:%_q firg#1, spu=m+1 firqg=1.
n=0

Fiir |q| < 1 gilt ¢™1 — 0 fiir m — oo, also

1 o0
S — ——— = Zq”.
1—(] n=0

In allen anderen Fillen ist (s,,) offenbar divergent (U). O
[e.°]
Beispiel 6.2 Die Reihe ) Y p—— ist konvergent und hat die Summe 1. Dies erkennt
n=1 TN
man mit Hilfe eines kleinen Tricks:
11
nn+1) n n+l1

und somit

1 1 1
Smo = Zn(n—i—l) :Z<E_n+1)
=1 n=1
= (13 G )
N 3 o m m+1
(ein Vollstandlger Beweis nutzt Induktion)

= 1———>1 fir m — oo.
m+1
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. > 1
Beispiel 6.3 Die Reihe ) —; ist konvergent mit einer Summe < 2 (spéter: = 72/6). Die
n=17
Folge der Partialsummen ist offenbar monoton wachsend (Beweis!) und sie ist nach oben

1
beschriankt, wie man durch Vergleich mit der Reihe ) ———— erkennt:

n(n+1)
1 1 1
Sm = 1+-§§4—§§-+...+';ﬁ
1 1 1 1
SO NN N O R
= 1-24—2‘3+ +(m—1)m * m
also lim s,, < 2 (wie sieht man < 27 (U)). O
.. 1
Beispiel 6.4 Die harmonische Reihe Y — ist divergent, da die Folge der Partialsummen
n=1T
unbeschrinkt ist (der Beweis ist ein Spezielfall des Verdichtungskriteriums; spéter):
1+1+(1+1)+(1+1+1+1>+
Sgm = = -+ = e i s S
? 27\3"4 56 78
+( Lo ] )
2m=l 41 2m=l42 "7 2m
1 1 1 1 m
14+ - +2- 44+ 42— =14 —
> 14542+ 4.+ o =1+ 5
die Glieder der Folge (s,,) werden also beliebig grof. O

Einige wichtige Eigenschaften konvergenter Folgen:

Satz 6.5 a) Aus > x, =z, > yp =y folgt > (axy, + by,) = ax + by fiir alle a,b € R;

n=0 n=0 n=0

oo
insbesondere ist die Reihe »_ (axy + byy) konvergent.

n=0
b) Ist die Reihe > x, konvergent, so ist (x,) eine Nullfolge (motwendige Bedingung fiir

die Konvergenz einer Reihe); ist (x,,) nicht Nullfolge, so ist die Reihe sicher divergent).

c) Die Abinderung endlich vieler Glieder in einer Reihe dndert nichts am Konvergenzver-

halten (natiirlich wird sich im Allgemeinen der Wert der Reihe dndern,).

Beweis. a) Offenbar ist, wenn (s,,), (tm) und (u,,) die Folgen der Partialsummen von ) zp,

> yn und > (axy, + byy) sind
Um = ASm + btm

Daraus folgt die Behauptung.
b) Ist (s,,) konvergent, also eine Cauchyfolge, so mufl gelten

Tmtl = Sm+l — Sm — 0 fir m — oo.
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c¢) Sind die Folgen (x,) und (y,) gleich fiir n > N, so gilt fur die Folgen (s,,) und (t,,) der
Partialsummen
tm = Sm + (tn — sy) fiir alle m > N,

d. h. die Folgen (s,,) und (t,,) unterscheiden sich fiir m > N nur um die Konstante ¢t —sy. B

6.2 Konvergenzkriterien

Wie kann man zum Konvergenz einer Reihe beweisen, ohne gleichzeitig die Summe zu be-
stimmen (was i. Allg. viel schwerer sein wird)? Das folgende Resultat ergibt sich sofort aus
dem Monotonieprinzip fiir Folgen; es wird deshalb auch gelegentlich als Monotoniekriterium

bezeichnet.

Satz 6.6 Sind alle x, > 0 (mdglicherweise mit endlich vielen Ausnahmen; vgl. Teil ¢ des
o0
obigen Satzes), so ist . x, genau dann konvergent, wenn die Folge der Partialsummen (nach

n=0
oben) beschrdinkt ist.

Beweis. Die Folge (s;,) der Partialsummen ist fiir groe m monoton wachsend. Mit dem

Monotonieprinzip fiir Folgen folgt die Behauptung. |

Eine Reihe )z, heifit absolut konvergent, wenn ) |z,| konvergiert.

Satz 6.7 Aus absoluter Konvergenz folgt Konvergenz.

Beweis. Seien (sp,) und (t,,) die Partialsummenfolgen von >z, bzw. ) |z,|. Dann gilt
|Sm — se| < |tm — te]. Wenn (t,,) eine Cauchyfolge ist, ist also auch (s,,) eine Cauchyfolge.

Absolut konvergente Reihen kénnen beliebig umgeordnet werden, ohne dass sich am Konver-
genzverhalten oder an der Summe etwas &ndert. Dabei nennen wir (y;) eine Umordnung von
(), wenn die Folge (yx) bis auf die Reihenfolge die gleichen Therme enthilt wie (z,,); dann

ist natiirlich auch (x,,) eine Umordnung von (yy).

Satz 6.8 (Umordnungssatz) Ist Yz, absolut konvergent, so ist auch jede Umordnung

absolut konvergent und hat die gleiche Summe.
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Beweis. Sei (yx) eine Umordnung von (z,). Um zu zeigen, dass )y absolut konvergiert,

geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes m € N gilt

m oo
Dol <8:=) |zl
k=1 n=1

Dazu sei N(m) so, dass {y1,...,Ym} C {Z1,...,TN(m)} gilt. Dann ist offenbar

m N(m)
Dol < D Jwal < 8.
k=1 n=1

Also ist Y yx absolut konvergent.

o0
Sei nun s := > x, und zu jedem ¢ > 0 sei N = N(¢) € N so, dass

n=1
00 N
£ £
E |z, | < 3 also )s— g Tn| < =
n=N+1 n=1

gilt, und M = M(N) € N so, dass {z1,...,2n} C {y1,...,ym} gilt. Dann gilt fir m > M
(da die beiden ersten Terme auf der rechten Seite nur x,, mit n > N enthalten)

m
‘Zyk—s‘ < ‘Zyk_zyk‘+)zyk— xn+‘zxn ‘
k=1
< €+€+€
-+ -+-=c
3 3 3
m o0
Also gilt lim Y yp=s5= >, zp. |
M0 k=1 n=1

9:13.11.07
Bemerkung 6.9 Ist eine reelle Reihe konvergent aber nicht absolut konvergent, so sind die

Teilreihen aus positiven bzw. negativen Termen divergent und zu jedem ¢ € R gibt es eine

Umordnung der Reihe mit Summe ¢ (U).

Satz 6.10 (Majorantenkriterium) Ist > vy, konvergent und gilt |z,| <y, firn > N,

n=0
o0 o0 o0
so ist Yy xy, absolut konvergent. Die Reihe Y vy, heifit eine Majorante der Reihe Y x,; den
n=0 n=0 n=0

Satz kann man also so formulieren: Besitzt eine Reihe eine konvergente Majorante, so ist sie
(absolut) konvergent.

Umgekehrt: Ist > yy, divergent und gilt x, > |yn| fir n > N, so ist >z, divergent; d.h.:
Besitzt > xy, eine divergente Minorante, so ist > x,, divergent.
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Beweis. Seien (sp,) und (t;) die Partialsummenfolgen von »_ |z,| bzw. Y y,. Da >y,
konvergiert, ist (t,,) eine Cauchyfolge, d. h. |t,, — ¢;] ist klein fiir grole m und I. Wegen

m m m
Sm_5l|:‘ Z xn‘g Z |xn|§ Z yn:‘tm_tl’

n=I[+1 n=I[+1 n=I[+1

ist dann auch (s,,) eine Cauchyfolge und somit konvergent. [ |

’I’L

Beispiel 6.11 Z — konvergiert fiir jedes z € C (wir werden spéter sehen, dass diese

(Potenz—)Reihe d1e Exponentlalfunktlon in R oder C darstellt, Ezponentialreihe.). Dazu sei

9z N
N € Nmit N > 2|z|, M = |N‘ . Dann gilt fir n > N
ﬁ), LI L ‘ZN‘(l)“N: 2% (1) (L)”
n! ' N+1 n N! N! \2 2
o 1 n
d.h. die Reihe Y > M (5) ist eine konvergente Majorante. O
n=0

Satz 6.12 (Quotientenkriterium) a) Euxistiert ein N € N und ein g € (0,1) mit und

Tn #0 und ’ n+l <gq firn>N,
x

n

o0
so ist die Rethe Y xy, absolut konvergent.
n=0

n+1

b) Euzistiert ein N € N mit x,, # 0 und ‘

Beweis. a) Fir n > N gilt
2l < qlanr < Plencsl < ... < " Nawl
also ist die konvergente Reihe % Z q" eine Majorante der Reihe > x,.

b) Die Folge (x,) ist offenbar keine Nullfolge. [ |

Beispiel 6.13 Auch aus diesem Kriterium folgt leicht die Konvergenz der Exponentialreihe
n n
SN2 Mit z, = — gilt in diesem Fall
n! n!

n+1|

—_

|z n! 2| <X fiwn> o
= — firn z|.
(n+1)! |z”\ n+1 2 -

‘anrl
Tn
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Satz 6.14 (Wurzelkriterium) a) Ewistiert ein N € N und ein q € (0,1) mit

Vlznl < q firn> N,
50 ist Y x, absolut konvergent.

b) Ist {/|xn| > 1 fiir n > N, so ist die Reihe ) x,, divergent.

Beweis. a) Fir n > N ist |z,| = ¥/ |LL‘n|n < ¢", d. h. die konvergente geometrische Reihe ist

eine Majorante.

b) In diesem Fall ist |z,,| > 1 fiir n > N, also ist die Reihe divergent [ |

Bemerkung 6.15 In den beiden vorangehenden Kriterien bleibt ein Bereich, fiir den die

Kriterien keine Aussage liefern. Gilt z. B. nur

a1 <1 firallen bzw. \/|z,| <1 fir alle n,

so kann die entsprechende Reihe konvergieren (wie in den obigen Sitzen) oder divergieren:

1
fir x, = — gilt
n

1 1
Tn t ’: " <1 und Vlen| = ’\L/i<1,
n

Ty n+1

Tt <1 und Y|xn| < 1, wihrend

1

aber die Reihe ist divergent. Fiir x, = — gilt ebenfalls
n

die Reihe konvergiert. "

Satz 6.16 (Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen) Ist (z,) eine monoton

fallende Nullfolge (nicht notwendig streng monoton), so ist die (alternierende) Reihe Y (—1)"x,

konvergent. Fir die Summe s und die Partialsummen Sy, gilt |s — spm| < Ty fiir allem € N,

Beweis. Fiir die Partialsummen gilt offenbar
15m — 51| < |Zminm,y41] — 0 fiir m, 1 — oo,

also ist (s,,) eine Cauchyfolge. Fiir | — oo folgt die zweite Behauptung. |
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Beispiel 6.17 Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 > 1
l— -4+ -——4...= )iz
2+3 4jL Z( ) n

n=1

ist konvergent. Spéter werden wir sehen, dass die Summe dieser Reihe =1n2 (~ 0,7) ist.
Die Folgenglieder diirfen aber beliebig langsam gegen 0 konvergieren. So ist z. B. auch die
Reihe
- 1
1)y
Z( ) Inn

n=1

konvergent. O

Fiir Reihen ) x, mit positiven monoton fallenden Folgen (x,,) ist das Verdichtungskriterium

sehr niitzlich.

Satz 6.18 (Verdichtungskriterium) Ist (z,,) eine positive monoton fallende Folge, so

o0 oo oo
ist 3, genau dann konvergent, wenn Y 2Fxo. konvergiert. (Entsprechendes gilt fir > x,
n=0 k=0 n=0

> .o
und Y pFrp mitpeN, p>2 (0).)
k=0

Beweis. Wegen der Monotonie ist
Qk_lxgk < Tok-141 + Tok-149 + ...+ Tox < Qk_lxgkﬂ.

Daraus folgt, dass die Partialsummen von ) z, genau dann beschrinkt sind, wenn die Par-

1
tialsummen Y 2¥zor bzw. 3 Z2k$2k = ZQk_1$2k beschrankt sind. Daraus folgt die Be-
hauptung. |

Beispiel 6.19 — ist genau dann konvergent, wenn o > 1 ist. Die verdichtete Reihe ist
n

Z 2" (211)04 - Z(zlia)k - qu

mit ¢ = 217 (< 1 fiir @ > 1, > 1 fiir a < 1). O

namlich
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6.3 Potenzreihen

Das Wurzelkriterium liefert eine auflerordentlich wichtige Aussage iiber die Konvergenz von

Potenzreihen (zp heifit der Entwicklungspunkt der Reihe)

Zan(z —z)" (2 €C).
n=0

Als Beispiel haben wir oben bereits die Exponentialreihe kennen gelernt. Es stellt sich die
Frage, fiir welche x € R bzw. z € C die Reihe konvergiert, d. h. auf welcher Teilmenge von R
bzw. C durch die Reihe eine Funktion gegeben ist.

Wir benétigen dazu den Limes—Superior (,groBter Limes*) einer reellen Folge (z,,), dieser
ist definiert als

limsup z, = lim {supz,},
n—oo k—o0 n>k

wobei die Werte +oo zugelassen sind. Die Folge (sup xj,)ken ist offenbar fallend (nicht—
n>k

wachsend), wobei der Fall sup z,, = oo erlaubt ist. Ist £ > limsup x,, so gibt es ein N € N
n>k n—oo

mit x > x, fiir n > N; ist z < limsup z,, so ist < x,, fiir mindestens unendlich viele n.
Satz 6.20 (Konvergenzradius) Die Potenzreihe Y an(z — 2p)"

a) konvergiert absolut fiir alle z € C mit

1
z—2) <= —m———
| of < lim sup {/|ay,|
(0 =00 falls limsup {/|a,| =0, 0=0 falls limsup {/|a,| = c0),

n—oo n—oo
b) divergiert fir alle z € C mit |z — 29| > o.
c) fir z mit |z — zo| = o ist keine allgmeine Aussage mdaglich.
Die Zahl ¢ heifst aus naheliegenden Grinden Konvergenzradius der Potenzreihe. (Es ist tiber-

raschend, dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe stets eine Kreisscheibe ist, o = 0 und

oo zugelassen.)

Beweis. a) Ist |z — 29| < o, so gibt es ein ¢’ mit |z — 29| < ¢/ < p, also | ’ > = >
z— 29 0

1
lim sup {/|ay,|. Deshalb gibt es ein N mit 7 > {/|ay| fir alle n > N (vgl. obige Anmerkung)

n—oo
und somit

Vlanllz — zn|™ = |2 — 20| V/]an| < |2 = | =:q<1 firn>N.

Ql



6 UNENDLICHE REIHEN 55

Mit dem Wurzelkriterium folgt die absolute Konvergenz der Potenzreihe.

1 1
b) Ist |z — 29| > p, also ———— < limsup {/|ay|, so gilt —— < V/|an| bzw. |z — 2| >
|Z_ZO| n—o00 |Z_ZO|

fiir unendlich viele n (vgl. obige Anmerkung), also

1
vV |an|

lan(z — 20)"| = |an||z — 20|™ > 1 fiir unendlich viele n.
Also ist die Reihe divergent.

1
c) Die Reihe >  —z" hat den Konvergenzradius 1, sie konvergiert fiir z = —1 (vgl. das fol-
n

1
gende Kriterium {iber alternierende Reihen) und divergiert fiir 2 = 1. — Die Reihe ) —2"
hat den Konvergenzradius 1 und konvergiert fiir alle z mit |z| = 1. — Die Reihe ) 2™ hat den

Konvergenzradius 1 und divergiert fiir alle z mit |z| = 1. |

10:15.11.07
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7 Vektorriume; vom R? zum C”

In der Physik spielen verschiedene Grofien eine Rolle:

— z.B. die Zeit, Masse, Energie, Temperatur, die durch eine Zahl (Mafzahl) allein zu-
sammen mit einer physikalischen Dimension (Sekunde, Gramm, KWh,...) beschrieben

werden, skalare Grifien,

— z.B. die Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Drehimpuls, die durch eine Richtung
(in der Ebene R? oder im Raum R?) und einem Betrag (positive Zahl) und natiirlich
wieder einer physikalischen Dimension beschrieben werden (Newton, m/sec, m/sec?),

vektorielle oder gerichtete Grifien.

Zu der ersten Kategorie ist hier nichts zu sagen. Die zweite beschreibt man bequem durch
einen Pfeil, und dieser hat eine Richtung (wie oben verlangt) und eine Lénge, die den oben
genannten Betrag veranschaulicht. Skalare Grofien kénnen einfach addiert werden. Vektorielle
Groflen werden mit Hilfe eines Parallelogramms addiert: die beiden zu addierenden Grofien
bilden zwei Seiten, die vom gleichen Eckpunkt ausgehen; die Diagonale stellt dann die Summe

dar.

Diese Vektoraddition spielt auch in anderem Zusammenhang eine Rolle: Eine Translation
(zunéchst in der Ebene oder im Raum) ist eine Abbildung ¢ : X — X bei der (grob gesagt) je-
der Punkt in eine feste Richtung und um eine feste Strecke verschoben wird. Eine Translation
t wird eindeutig beschrieben durch einen Punkt P und dessen Bildpunkt P’ = ¢(P). Veran-
schaulichen kann man ¢ durch den Translationsvektor @ := PP'. Hintereinanderausfithrung
zweier Translationen tz und tz um die Vektoren ¢ und 0 ist gleich der Translation t; o t3
um den Vektor ¥ + @ = @ + ¥, wobei letzterer offenbar aus dem zur Addition dienenden

Parallelogramm hervorgeht.

Die identische Abbildung ist die Translation um den Nullvektor 0 (seine Richtung hat
keinen Sinn, der Betrag ist Null). Die Inverse zur Translation ¢ um den Vektor ¢ ist die

Translation t~! um den Vektor —.

FEine Translation kann mit einer Zahl a multipliziert werden, indem die Lége des Vektors
entsprechend multipliziert wird; (—a) ist dabei der zu at’ gehorige ,,negative Vektor* — (a?).
Geometrische Grundkenntnisse werden im folgenden stillschweigend vorausgesetzt und
benutzt (so z.B. Parallelenaxiom, Stufenwinkel, Winkelsumme im Dreieck). Wir betrachten
hier auch nur die euklidische Geometrie, obwohl in der modernen Physik nicht—euklidische

Geometrien durchaus eine wesentliche Rolle spielen.
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7.1 Koordinaten und Vektoren

Einen Punkt in der Ebene, und entsprechend im (3-dimensionalen) Raum, kann man wie
folgt beschreiben: Man legt einen (im Prinzip beliebigen) Punkt als Nullpunkt 0 fest. Durch
diesen legt man eine Gerade g; auf der man einen Einheitspunkt E; im Abstand 1 von 0
wihlt. Dann zieht man durch 0 eine weitere auf g; senkrecht stehende Gerade g9, auf der
man wieder einen Einheitspunkt Es wéhlt (iiblicherweise so, dass Fs links liegt, wenn man
auf g; von 0 in Richtung Fj geht). Im Raum kommt entsprechend noch eine weitere Achse

dazu, wobei F3 dann oberhalb der Ebene liegt (Drei-Finger—Regel der rechten Hand).

Nun kann man jeden Punkt P der Ebene (des Raums) durch ein Koordinationspaar
(x1,22) (Koordinatentripel (x1, 22, 23)) beschreiben, wobei man z; erhélt, indem man von P

aus das Lot auf g; fallt. Wir schreiben kurz

P =2x=(x1,22) bzw. P =z = (x1, 22, x3).

Ist nun & ein Vektor, so kénnen wir diesen im Nullpunkt ansetzen und erhalten einen
Punkt
&= (x1,z2) baw. z = (z1, 22, 3) mit Z = 0z.
Diesen Ortsvektor & von x beschreiben wir durch die

I
x
Koordinatenspalte < 1) bzw. | x2
Z2
z3
Es wird sich spéter zeigen, dass die Spaltendarstellung fiir Vektoren giinstiger ist. Bezeichnen
wir mit

—

¢ =OF,, ¢3=0F,,...

so kann & geschrieben werden in der Form
T=x1€1 + 2965 bzw. T = x1€] + 12€ + T3€5.

Das a—Fache des Vektors 7 ist (wenn wir die Vektoren mit den entsprechenden Translationen

identifizieren) gegeben durch

a X1
L famxm
at = ( ) bzw. | a x9
a x9
a I3
Zwei Vektoren 7 und 3 werden addiert durch
1+

1+

f—l—g:( ) bzw. T9 + Y2
To + Y2

3+ Y3
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Im folgenden werden wir in der Regel auf die Pfeile verzichten, wenn Verwechslungen nicht
moglich sind (im Druck werden Punkte des Raumes und Vektoren meist durch die Drucktypen

unterschieden).

Wir haben damit einfachste Beispiele von Vektorrdumen kennen gelernt.

Ein Vektorraum (V,+,-) ist eine Menge V', auf der eine Addition (von Elementen aus V)
und eine Multiplikation mit Skalaren (aus einem Korper K, hier immer R oder C) definiert
sind so, dass gilt:

— (V,+) ist eine abelsche (kommutative) Gruppe

—a(x +y) =ax + ay, (a + b)x = ax + bx, a(bx) = (ab)z und 1z = x.

Diese Eigenschaften sind offenbar fiir R? und R3, und fiir entsprechend definierte R™ erfiillt
mit K = R; entsprechend fiir C™ mit K = C.

Weitere Beispiele, mit in natiirlicher Weise definierter Addition und skalarer Multiplika-
tion sind:

— P, = {Polynome vom Grad < n},

— P = {Polynome (beliebigen Grades)},

— C(I) = {stetige Funktionen I — R bzw. I — C}.

Eine Gerade in R? (oder R3, oder...) kann auf mindestens zwei Arten beschrieben werden

(und diese werden wir auch in allgemeineren Vektorrdumen benutzen):
— Die Gerade g durch die Punkte x und y (z # y) ist die Menge der Punkte
g={z+tly—=x):teR},

— die Gerade g durch den Punkt z mit Richtung des Vektors v (# 0) ist die Menge der
Punkte
g={x+tv:teR}

im vorigen Fall kann natiirlich v := y — x gew&hlt werden.
Zwei Darstellungen

—{z+tly—=z):t R} und {Z +t(y — %) : t € R} bzw.
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~{z+tv:teR}und {z+tv:t R}
beschreiben genau dann die gleiche Gerade, wenn ¢y und ag existieren mit

- T=a+t(y—2z) und § — T = apg(y — x) bzw.

— T =x+togv und ¥ = agv.

Die Verbindungsstrecke zweier Punkte mit Ortsvektoren x und y ist
fo+tly—2):0<t<1}={az+fy:a,f>0,a+5=1}

Der Schnitt zweier Geraden g und h ist die Menge der gemeinsamen Punkte (offenbar die

leere Menge oder genau ein Punkt oder die ganze Gerade g = h). Fiir
g={z+ty:teR} und h={T+sy:secR}
bedeutet das
T+ ty =T + sy,
also , in der Ebene R?,
tyr — sy1 =1 — 21
ty2 — SYz = Ty — T2.

Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten s und ¢. (Geometrisch ist klar,
dass dieses System genau dann eindeutig lsbar ist [d.h. es gibt genau einen gemeinsamen
Punkt]|, wenn g und A nicht parallel sind. Sind sie parallel und verschieden, so gibt es kei-
nen gemeinsamen Punkt [keine Losung]; sind sie gleich, so gibt es natiirlich unendlich viele

gemeinsame Punkte.)

Wie 16st man nun ein solches Gleichungssystem?

a1171 + ajaze = by
a2171 + axry = b.

Wenn nicht alle a;; = 0 sind, kénnen wir o. E. annehmen, dass a1; # 0 ist (sonst ggf. ver-

tauschen der Gleichungen und/oder Variablen). Addiert man das — 22 Fache der ersten
aiy
Gleichung zur zweiten, so erhilt man das neue System

a1121 + a122 =b

any any
a2 — ——ai2 |xa = by — —b1.
an an
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Ist aj1a29 — as1a12 # 0, so kann dieses System von unten her aufgelost Werde:

a11by — a21b1 1
Ty = = —(a11ba — a21b1),
aiia —aiz2a21 D
1
1 = —(a2bi —ai2bs
D( )7

wobei

D := ay1a22 — a12a21

die Determinante det A des Systems bzw. der Matrix

= <a11 ars >
a1 a22
ist. Die Zéahler erhélt man als Determinante der Matrix, in der die 1. bzw. 2. Spalte von A

b
durch < 1) ersetzt wird

by
b b

xlz(detA)_ldet< ! a”), xz:(detA)_ldet<an 1).
b1 ax aiz  bo

Das werden wir spéter als einen Spezialfall der Cramerschen Regel erkennen.

Satz 7.1 a) Ist die Determinante von A ungleich Null, so hat das System fiir jede rechte

Seite genau eine Losung, die durch die Cramersche Regel gegeben wird.

b) Ist die Determinante gleich 0, so hat das System entweder keine Lésung, oder die Menge

der Losungen enthdlt mindestens eine Gerade.

Teil b wird hier noch nicht bewiesen. Wir werden dies spéter allgemeiner nachholen. Hier folgt

es aus der geometrischen Uberlegung von weiter oben. Die Determinante ist gleich 0, wenn die

ai a2\ . : Y1 g1y . . :
Vektoren < ) und < ), im obigen konkreten Fall (—) und <~—>, die gleiche Richtung
a1 a2 Y2 Y2
(bis auf Vorzeichen) haben. Die entsprechenden Geraden sind dann entweder gleich oder
0
verschieden und parallel. (Den Fall, dass eine oder beide Spalten gleich (O> sind iiberlege

sich der Leser.)

11:20.11.07
2Rechnung fir ;1 ist:
z, = ,%m + b1 _ a2 ai1bz — az1b + b1
ail ail a1 D a1

= oD < — a12a11b2 + a12a21b1 + ar1a22b1 — a12a21b1> =...
11
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7.2 Lineare Abbildungen

Eine wichtige Rolle in Vektorrdumen spielen die linearen Abbildungen. Sei V' ein Vektorraum
(im Augenblick meinen wir damit insbesondere R? oder allgemeiner R™ oder C* bzw. allgemein
K™). Eine lineare Abbildung L : V' — V ist eine Abbildung mit den Eigenschaften

L(ax +by) = aLz + bLy fir alle a,be K, z,yeV
(K ist hier R im Fall von R", C im Fall C"). Ist im Fall K™
ej == (0,...,0,1,0,...,0)"

der j-te Einheitsvektor (mit der 1 an der j-ten Stelle; ¢ steht fiir transponiert, d.h. die e;

sind Spaltenvektoren) und

alj
agj
aj = = aj := Lej,
CLnj
so ist fiir beliebiges z (€ R?, R",C")
1 a11 a2 ... Qip 1
. T2 a1 G2 ... Q2p 9
Az = (aj:ag: .. .: an) | . = ; } } ,
Tn anl AaAp2 ... Onpn Tn
wobei n
> a1;T;
aip a2 ... Qip x1 le
a1 Q2 ... Q2q T2 > a2;;
) . . =| j=1
anl Qp2 ... Gpn T n
> n;T;
Jj=1

ist. Das heifit, jede lineare Abbildung wird auf diese Weise durch eine Matrix dargestellt.
Umgekehrt ist offenbar jede so definierte Abbildung linear.

Spezialfille sind

0 0 0
— die Nullabbildung Oz := 0 fiir alle x; sie wird durch die Nullmatriz 0 := :
0 0 0
erzeugt,
— die identische Abbildung Ix := z fiir alle x; sie wird durch die FEinheitsmatriz
10 ... 0
01 ... 0
E=1. . erzeugt.

0 0 ... 1
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Als Spezialfall in R? wollen wir die Drehung um den Winkel ¢ (im mathematische posi-
tiven Sinn, falls ¢ > 0 ist, d.h. um || im mathematischen negativen Sinn, falls ¢ < 0 ist)
betrachten. Wir wissen, dass wir R? auch als die komplexe Ebene auffassen kénnen. Dort
wissen wir, dass die Drehung um den Winkel ¢ der Multiplikation mit w(¢) = cos¢ +isin ¢
entspricht.

Die Zahl z = uw + iv geht dabei iiber in
w(p)z =ucosp —vsinp + i(usinp + v cos ).

Da Realteil der ersten Komponente, Imaginérteil der zweiten Komponente entspricht, ist also

<cosg0> <—singp)
a] = . , a2 = )
sin COoS

im obigen Sinn (a; := Le;)

d. h. es gilt:

Satz 7.2 Die Drehung in R? wm den Winkel o entgegen dem Uhrzeigersinn wird durch die

Matriz )
cos —sin
A, - ( i ® >
sinp  cosgp

erzeugt.

7.3 Lineare Un—/Abhingigkeit

dies ist eine fiir Vektorrdume grundlegende Begriffsbildung: Vektoren v1,...,v, aus einem

K-Vektorraum heiflen linear unabhdingig, wenn gilt
P
aus chvj =0 mit ¢; € (K) folgt c; =co=...=¢, =0,
j=1
in anderen Worten, wenn sich der Nullvektor nur als triviale LinearkombinatiorE der Vektoren
v1,...,vp darstellen 1a8t. Andernfalls heilen die Vektoren vy, ..., v, linear abhdngig.
Sind v, ..., vp linear abhéingig, so gibt es also Zahlen cy, .. ., ¢, die nicht alle gleich 0 sind,
P
mit ) ¢jv; = 0. Durch Auflésen nach einem v; mit ¢; # 0 folgt also, dass sich (mindestens)

7=1
ein v; als Linearkombination der anderen v; darstellen 148t.

Ein maximales linear unabhdngiges System in V hat offenbar die Eigenschaften:

. P
3Ein Ausdruck der Form >~ cjv; heifit eine Linearkombination der Vektoren v, ..., v,.
j=1
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— jedes Element aus V' 148t sich als Linearkombination dieses Systems darstellen,
(gébe es ein Element v, das sich nicht darstellen lésst, so wire {vy,...,vp, v} ein linear

unabhéngiges System, im Widerspruch zur Maximalitét von {vi,...,vp}).

— wenn ein Element weggelassen wird, kann nicht mehr jedes Element dargestellt werden.

(bereits das weggelassene Element ldsst sich nicht mehr darstellen).

— Auflerdem ist die Darstellung eindeutig.
P P p
(Sindv =} cjvj und v = }_ cjv; zwei Darstellungen von v, so folgt 0 = > (¢; —c)vj,
j=1 j=1 j=1
also ¢; = ¢} fiir alle j).

Mann nennt deshalb ein solches System eine Basis von V.

Wir werden spéter sehen, dass alle diese maximalen Systeme (bzw. Basen) in einem Vek-
torraum V' gleich viele Elemente enthalten. Die Anzahl dieser Elemente nennt man deshalb

die Dimension von V (dim V).

In R” bzw. C" bilden offenbar die Einheitsvektoren eq, ..., e, eine solche Basis, d. h. beide

Réume haben die (reelle bzw. komplexe) Dimension 7.

0 2

In P, bilden die Monome z°, 2!, ..., 2" eine Basis; in P bilden die Monome z°, 2!, 22, . . .,

eine (allerdings unendliche) Basis.

7.4 Norm und Skalarprodukt

Um von Stetigkeit (sowohl im Sinne der Folgendefinition, als auch im Sinne der e — J-
Definition) von Funktionen K — K" oder K™ — K" usw. reden zu konnen, brauchen wir
noch einen Abstandsbegriff (Betrag, Norm, Metrik):

Den Abstand der Punkte z = (x1,x2) und y = (y1,y2) erhélt man (nach Pythagoras) mit

d(z,y) = (x1 —y1)* + (w2 — y2)? baw. =+/(z1 —y1)? + (22 — 12)? + (3 — y3)%.
Die Norm eines Vektors x

||| = /22 4+ 23 bzw. = /2% + 2% + 23

ist also nichts anderes, als der Abstand des durch diesen Vektor beschriebenen Punktes vom

Nullpunkt (in C™ ist hier x? durch |z;|? zu ersetzen).

Wir definieren allgemein: Eine Norm || - || auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung

|- ]| - V— R mit den Eigenschaften:
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(N1) |||l > 0 fiir x € V; ||z]| = 0 & = = 0 (Positivitit)

(gilt hier nur die erste Eigenschaft, so spricht man von einer Halbnorm)
(N2) ||az|| = |a| ||z|| fir alle x € V, a € K (positive Homogenitdt)
(N3) ||z + y|| < ||z| + |y|| fir alle z,y € V' (Dreiecksungleichung)

Nur die dritte Eigenschaft ist fiir obige Norm in R? oder R? nicht vollig trivial (ist aber

geometrisch offensichtlich); allgemein wird sie weiter unten bewiesen.

Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung (-,-) : V' x V' — K mit den
Figenschaften:

(S1) (xz,z) >0 firallez e V; (z,2) =0 < 2 =0,
(gilt hier nur die erste Eigenschaft, so redet man von einem Semi—Skalarprodukt)
(S2) (z,y) = (y,z) fiir alle z,y € V,
(S3) (z,ay) = alx,y) fur alle z,y € V, CLGKI
(S4) (x,y + 2) = (z,y) + (y, 2) fiir alle z,y,2 € V.
Insbesondere gilt (az,y) = a(z,y) und (z + vy, 2) = (x, 2) + (y, 2).

Ein Skalarprodukt auf K™ ist definiert durch

m
<J;,y> = ZEyj fir x = ($17"-’xm)7y = (ylu"'vy’m)
7j=1

(im Falle von R™ ist der Querstrich natiirlich bedeutungslos). In diesem Fall gilt

=] = (z, )"/

Tatséchlich liefert auf diese Weise jedes Skalarprodukt eine Norm. Die ersten zwei Eigen-

schaften sind offensichtlich (U). Fiir die dritte bendtigen wir:

Satz 7.3 (Schwarzsche Ungleichung) Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf V und |z| =
(z,z)/2, s0 gilt

{z,y)| <|lz| |ly]] (Schwarzsche Ungleichung).
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y linear abhingig sind (d. h. © = ay oder
y = ax); die Gleichung (x,y) = ||z|| ||y||, also ohne Betragsstriche, gilt genau dann, wenn ein

positives a existiert mit x = ay oder y = ax.

Beweis. Sei o.E. y # 0 (sonst trivial, oder vertauschen). Fiir alle ¢t € R gilt offensichtlich

0 < |lz—ty||* = [|=]|* — 2t Re (z, y) + £*||y|?,
2Re(z,y), IIwH?
[yl lyl|?

“Haufig wird auch die Homogenitit im ersten Term gefordert, (ax,y) = a(z,y); zusammen mit (S2) folgt

0<t?—

dann (z,ay) = a{x,y).
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Dieses quadratische Polynom in ¢ hat also keine oder hochstens eine reelle Nullstelle. Da die

Losungen der quadratischen Gleichung ¢? + at + b = 0 gegeben sind durch

2
a a

o= —2 /T p

1,2 2 4 )

2
a
gibt es genau dann hochstens eine reelle Lésung, wenn T b < 0 gilt. In unserem konkreten

Fall bedeutet das ) )
(Retw)? ol _
Iyl Iyl

| Re (z, ) < ll=[| [ly]-

Im reellen Fall (K = R) ist man damit fertig.

Im komplexen Fall (K = C) ersetzt man x durch az mit |a| = 1 so, dass (ax,y) = |(z,y)]
gilt. Man erhélt damit

[(z,y)| = (ax,y) = | Re (az, )| < [laz] [lyl| = ll=[| |yl

Der Rest des Beweises sei hier weggelassen! |

12:22.11.07
Hiermit kann nun leicht die Dreiecksungleichung bewiesen werden:
lz+yl> = llz*+2Re(z,y) + [lylI* < ll=l* + 2]z [ly]l + [yl
= (llll +llyl)*.
Wie kann man das Skalarprodukt geometrisch deuten? Dazu schauen wir uns den Fall R?
an und benutzen dazu einen Riickgriff auf die komplexe Multiplikation: Interpretieren wir

Vektoren = = (z1,22) und y = (y1,y2) als komplexe Zahlen x1 + iz und y; + iys, so gilt fiir
den Winkel ¢ zwischen den Vektoren x = (z1,x2) und y = (y1,y2)

. . r1 +1ix
o = arg(z) +izre) — arg(y; + iy2) = arg (¥)
Y1+ 1y2
Ty + i) (Y1 — e 1Y + T2y2) + i(x2y1 — 1Y2)
- arg< 2)<2 ):arg( )2 (2 ;
Y1 + Y5 Yy + v
Re ... /2 2
= arccos ° — arc cos xlyé i :U;m . yé + y22 — arccos (x,y) ’
[ ity al+a3 llllyl
cosp = BY
Iyl

oder
(,y) = |z llyll cos .
Dies 148t sich auch in R? entsprechend ausrechnen.

In hoheren Dimensionen bzw. in anderen Rd&umen und beziiglich beliebiger Skalarprodukte

wird der Winkel zwischen zwei Vektoren durch die obige Identitéit definiert.
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7.5 Konvergenz in R™ und C™

Mit Hilfe der Norm auf K™ (und entsprechend auf C™) kann dort vollig analog wie in R
(oder C ~ R?) mit Hilfe von |- | definiert werden:

— Konvergenz einer Folge (z,,) aus K™ gegen ein x € R™, (||z, — z|| — 0 fiir n — o0),

— Cauchyfolge () in K™ (||y,, — x4 klein fiir groie n und k)..

Um Folgenglieder und Elemente aus K™ besser unterscheiden zu kénnen, schreiben wir Ele-

mente aus K™ in der Form

x:(§17§27“'7§m)7 y:(n17n27"'7nm)7”"

Offensichtlich gilt wieder (mit =, = ({1, -, &nm))

Ty xSy~ firg=1,...,m,

— (zp,) ist Cauchyfolge < (&, j)nen sind Cauchyfolgen fiir alle j =1,...,m.

Eine Teilmenge M von K™ heiit offen, wenn zu jedem z € M ein € = £(x) > 0 existiert so,
dass die Kugel K.(z) := {y € K" : ||z — y|| < ¢} mit Radius ¢ ganz in M liegt. M heifit

abgeschlossen, wenn K\ M offen ist.

Achtung: Es gibt Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind!! Die Intervalle (a, b)

sind offen, [a, b] sind abgeschlossen, [a,b) und (a, b] sind weder offen noch abgeschlossen.

Satz 7.4 M C K™ ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten
Folge aus M in M liegt.

Beweis. =: Sei M abgeschlossen. Angenommen, es gibt eine Folge (z,,) aus M mit z, — z
und z € K™\ M. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit K (z) C K™\ M (da R™\ M offen ist). Also
existiert ein N(g) mit x,, € K.(x) C K™\ M fiir n > N(e) im Widerspruch zu (z,,) aus M.

<: Angenommen, M ist nicht abgeschlossen, d.h. K\ M ist nicht offen. Dann gibt es
ein x € K\ M mit K.(z) " M # 0 fiir jedes ¢ > 0. Also gibt es eine Folge (z,,) mit
Ty € Kyjp(x) N M. Fiir diese Folge gilt z, — z, (vn) aus M, x ¢ M im Widerspruch zur

Voraussetzung. |

Es gilt das Analogon zum Satz von BOLZANO—WEIERSTRASS:
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Satz 7.5 Jede beschrinkte Folge in K™ enthdlt eine konvergente Teilfolge. — Ist M C K™
abgeschlossen und beschrinkt, so enthdlt jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge mit
Limes in M (man nennt deshalb eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von R™

auch kompakt ).

Beweis. Der zweite Teil folgt unmittelbar aus dem ersten.

Sei (zn) = ((€n,1,8n,25--->&n,m)) eine beschrénkte Folge in K™. Dann sind die Folgen
(&n,;) beschrénkte Folgen in K. Also existiert

— eine Teilfolge (n,(ﬁl))k von (n) so, dass (§ o) )k konvergiert, § o) | — &1,
k k >

— eine Teilfolge (n,(f))k von (n,(vl))k so, dass <£nl(€2)’2>k konvergiert, 5”122)72 — &,

und schliefilich

— eine Teilfolge <n,&m)>k von (n,&mfl))k so, dass <§n<m) m>k konvergiert, §n(m> o Em.
k k>

Also gilt £ (m) i ¢ fiir alle j und somit © m) — = &1y 8m). [ |
k k
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8 Eigenschaften stetiger Funktionen

8.1 Grundbegriffe und Beispiele

Im folgenden sei D C R, C, R™, C™ (eventuell auch allgemeiner eine Menge (2, auf der eine
Metrik definiert ist) der Definitionsbereich einer Funktion.

f:D—>RCR™C™,...
Konkrete Beispiele fiir Funktionen sind:

Mit D C R, der Zeitachse,

X : D — R, X(t) = Ort eines Korpers zur Zeit ¢ auf der Geraden,

X : D — R? oder R3, X(t) = Ort des Kérpers zur Zeit ¢ in der Ebene oder im Raum,
v:D — R /R? R3, v(t) Geschwindigkeit eines Korpers zur Zeit ¢, ggf. vektoriell.
u: D — R, u(t) =Auslenkung einer Seite an der Stelle =,

Mit D ¢ R2 =R x R,

u: D — R, u(z,t) =Auslenkung einer Seite an der Stelle z zur Zeit ¢,

Mit D C R3,

T:D — R, T(z) = Temperatur an der Stelle # (Raum x Temperaturachse)
Mit D c R* = R3 x R,

T:D — R, T(x,t) = Temperatur an der Stelle x zur Zeit t.

Man wird naiv annehmen, dass alle diese Funktionen stetig sind, d. h. dass sich bei gerin-

gen Anderungen von z und /oder t die Funktionswerte wenig #ndern.

Wichtige explizite Beispielfunktionen sind:

1. Die konstante Funktion f(z) = c fiir alle x € D.
2. Die identische Funktion id(z) = z fiir alle z € D.

3. Die Betragsfunktion auf R , R™ oder C™, f(x) = |x| oder || - || (gelegentlich auch abs
fiir Absolutbetrag).

4. Die Quadratwurzel f : [0,00) =@ Ry — R, f(x) = /x, (gelegentlich auch sqrt fiir

Squareroot).

5. Polynome in m > 1 Variablen,

[R™ =R, f(xy,...,zp) = Zaal,m’amx‘fl coxom

mit aq,,..qa, € R; dabei wird nur iiber endlich viele m-Tupel (ou,...,on) € Ni°

summiert; die maximale Summe o + ... + o, mit aq,,. a,, # 0 ist der Grad des
Polynoms.

Entsprechend erhélt man Polynome C™ — C, wenn man aq,,....a,, € C zulésst.
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6. Rationale Funktionen in m > 1 Variablen,

fi{reR™:q(x) #0} = R, f(z)= };Eg (p, ¢ Polynome ).

Entsprechend im komplexen Fall.
7. Die Dirichletfunktionen

1 fall i 1
FROR, f(x):{ alls x rationa

0 falls x irrational

8. Eine modifizierte Dirichletfunktion

1 P
fR=R, f(z)= { 5 falls z = g gekiirzt,
0 falls z irrational.

9. Das grifite Ganze (auch Gaufi—Klammer [-])
int :R—R, int (z)=[zx]= groBte ganze Zahl < z.
Zur Erinnerung: f: D — X heif}t stetig in x¢9 € D, wenn
— zu jedem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fiir alle z € D mit |z — x| < 0 gilt

|f(x) — f(zo)| < e (evtl. || || statt | - |), oder

— fiir jede Folge (z,,) aus D mit z, — xo gilt f(x,) — f(x0).

Die ersten 6 Beispiele sind offenbar stetig (wo sie definiert sind).

Die Dirichletfunktion ist in keinem Punkt stetig, da in jeder Umgebung eines rationalen

(irrationalen) Punktes irrationale (rationale) Punkte liegen.

Die modifizierte Dirichletfunktion ist in allen irrationalen Punkten stetig, in allen ratio-
nalen Punkten unstetig (Die Unstetigkeit in rationalen Punkte ist offensichtlich. ist z, =

Pn/qn eine rationale Folge, die gegen eine irrationale Zahl konvergiert, so gilt ¢, — oo, also

f(zn) — 0.).
Die Funktion int ist in allen ganzen Zahlen unstetig, sonst stetig.
13:27.11.07

Es sei hier daran erinnert, dass alle Funktionen die mit Hilfe der frither beschriebenen

Konstruktionsprinzipien aus stetigen Funktionen zusammengesetzt werden, stetig sind.

f:D — X heifit in zg € D
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— partiell stetig, wenn die Einschriankung auf achsenparallele Geraden durch xg in zg
stetig ist, d.h. t — f(z¢ + te;) ist stetig an der Stelle ¢t = 0 und fiir alle j = 1,...,m.

— richtungsstetig, wenn die Einschrankung auf jede Gerade durch xy in x( stetig ist,
d.h. t — f(xg+ rv) ist stetig an der Stelle ¢t = 0 fiir alle v € R™.

Offensichtlich gilt:
Satz 8.1 Stetig = richtungsstetig = partiell stetig.

Es gibt Funktionen (z.B. R? — R), die richtungsstetig sind, aber nicht stetig, und solche
die partiell stetig sind, aber nicht richtungsstetig:

Beispiel 8.2 a) Sei f: R? — R wie folgt definiert:

f(z) = f(x1,22) =1 fiir 22 <0 undfiir x9> 22,
1
f(z)=0 fir 1‘2:51'%,

linear interpoliert in x9-Richtung im Zwischenbereich.

Der Leser fertige sich eine Skizze. An dieser erkennt er sofort: Dieses f ist richtungsstetig,
aber nicht stetig in 0. AuBerdem stelle er die Funktion im Bereich 0 < zo < 2% explizit

analytisch dar.

b) Sei g : R? — R wie folgt definiert:

flx)y=1 fir 22<0 undfir x>

1
flz)=0 fiir z9= §]x1|,

dazwischen linear interpoliert.
Dieses g ist partiell stetig, aber nicht richtungsstetig in 0.

Beide Funktionen sind iibrigens stetig in allen von 0 verschiedenen Punkten.. O

Bemerkung 8.3 In der Literatur findet man hiufig das Beispiel

12

flz1,22) = { m fiir (z1,22) # (0,0),
0 fir (21, 22) = (0,0).

Der Leser iiberzeuge sich davon, dass diese Funktion in (0,0) partiell stetig ist, aber nicht
richtungsstetig (also auch nicht stetig). — Spéter erkennen wir, dass diese Funktion partiell

differenzierbar ist, aber nicht (total) differenzierbar.
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8.2 Grenzwerte von Funktionen

a heifit ein Beriihrungspunkt von D wenn gilt
Ve >0 dzre€D mit|z—al<e,

oder gleichwertig

3 Folge (zp,) aus D mit x,, — a fiir n — oo.

Offenbar gilt z. B.:

— Jedes a € D ist Beriihrungspunkt,

— die Randpunkte jedes Intervalls I sind Beriihrungspunkte von 1.

Sei f eine auf D definierte Funktion. A heifit der Grenzwert der Funktion f im Beriihrungs-

punkt a von D, kurz A = ;Er(ll f(x), wenn gilt
Ve>0 36>0 VeeD mit|z—a|<d gilt |f(z) — A4 <e,
oder gleichwertig
V Folge (x,) aus D mit z, — a gilt f(z,) — A.

Wie man leicht sieht, gilt:

— Ist @ € D und existiert lim f(x), so gilt f(a) = liH(l) f(zx).
r—a Tr—
— Ist a € D und f stetig in a, so existiert lim f(x) und es gilt f(a) = lim f(z).
r—a r—a

— Ist a € D und existiert A := lim f(x), so ist

Tr—a

f(x) firze D,
A firx=a

f:DU{a} = R"( oder ...), f(x)_{

stetig in a.

Ist D C R = R!, so betrachtet man auch einseitige Grenzwerte

lim f(z) = lim f(z) wund lim f(z)= lim f(x).
z/a v<a z\a o>a

Auch diese existieren genau dann, wenn f(z,) fiir jede Folge (x,) aus D mit z, / a

bzw. x, \, a konvergiert.

Fiir die Funktion [-] (GauBi-Klammer) existieren in jedem Punkt beide einseitigen Grenz-
werte. In den ganzen Zahlen sind sie verschieden, der Limes im obigen Sinne existiert nicht.

In nicht ganzzahligen Punkten existiert der Limes im obigen Sinn.
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Beispiel 8.4 Die Funktion
1 fi 0
flz) =4 sin_ fira #
0 firz=0

ist stetig in allen z # 0, unstetig in z = 0. In 0 existieren weder die einseitigen Grenzwerte

noch der beidseitige. |

Beispiel 8.5 Die Funktion
1 i 0
flo) = @sin— iir x # 0,
0 firz=0

ist iiberall stetig. In jedem Punkt existiert der beidseitige Limes und ist gleich dem Funkti-

onswert an dieser Stelle. O

8.3 Eigenschaften stetiger Funktionen einer Variablen

Zuniichst Aussagen, die nur fiir Funktionen von I C R! nach R! Sinn machen:

Satz 8.6 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig, f(a) # f(b). Dann gibt es zu
jedem ¢ zwischen f(a) und f(b) (mindestens) ein xy € (a,b) mit f(xg) = c.

Beweis. Sei o0.E. f(a) < f(b) (sonst?)
M :={x € [a,b] : f(z) < c}.

Dann ist M # (), da a € M ist, und M ist durch b nach oben beschrinkt. Also existiert
xg :=sup M.

Dann existiert eine Folge (z,) aus M mit x,, — xo und somit wegen der Stetigkeit von f,
da f(z,) < c gilt,
f(xo) = lim f(z,) <ec.

n—oo

1 1
Da andererseits xg + — fiir alle n € N nicht in M liegt, gilt f (wo + —) > c fiir alle n, und
n n

somit )
f(zo) = lim f(ﬂﬁo + *) >,
n—oo n

und damit f(zg) = c.

Wegen f(a) < ¢ < f(b) ist xo € (a,b). [ |
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Beispiel 8.7 Jedes Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine (reelle) Nullstelle, und

entsprechend fiir jedes ¢ € R mindestens eine c—Stelle.

Ist

n
p(z) = Z aja;j mit n ungerade und a, # 0
§=0

so gilt fiir grofle |z|

n
p(l’) =z" Z ajxj_” — x”(aozn_n + all‘l_n + ...+ an).
7=0

1
Fiir hinreichend grole |z| ist |apz ™™ + a1zt " + ...+ ap_1271| < 5\%], d.h. p(z) — £oo fiir
xr — —oo, falls anzO ist, gegen Foo fiir x — oo, falls anEO ist. Damit folgt die Behauptung

aus dem Zwischenwertsatz. O

Wir wissen, dass eine Funktion f eine Umkehrfunktion f~! besitzt, wenn sie injektiv ist. Dies
ist fiir eine Funktion auf einem reellen Intervall insbesondere dann erfiillt, wenn sie streng

monoton ist.

Satz 8.8 (Umkehrfunktion) Sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton, A := f(a),
B := f(b). Dann bildet f das Intervall [a, b] bijektiv auf [A, B] (falls f wachsend ist) bzw. [B, A]
(falls f fallend ist) ab. Die Umkehrfunktion

f1:[A,B] — [a,b] baw. [B,A] — la,b],
y—x, falls f(z) =1y ist,

ist ebenfalls stetig und streng monoton (wachsend oder fallend, wie f).

Beweis. O.E. sei f streng wachsend. Aus a < z < b folgt A < f(z) < B fiir alle x € (a,b),
also insbesondere A < B; f ist injektiv. Und aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass f jeden

Wert zwischen A und B annimmt, d. h.
f:]a,b] — [A, B] ist bijektiv
und es existiert f~!: [A, B] — [a,b].

f~1 ist streng monoton: Sei y < z. Wire f~1(y) > f~1(2), so wiirde aus der Monotonie

von f folgen
y=f1W) = (f(2) =2
ein Widerspruch.
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[t st stetig in yo € [A, B]:

1
() ( ! (yo + —)) ist fallend und durch f~1(yp) nach unten beschrinkt, also konvergent
n
gegen ein xg € [a, b]. Mit der Stetigkeit von f folgt daraus

1 1
g 1 -1 — g 1 — g
flaw) = Jim £ (s + 7)) = lim (s0-+ ) = w0
d.h. es gilt f~!(yo) = zo und somit
1
~1 1 _ g1
f (yo + n) —xo = [ (yo)-
Entsprechend folgt
1
—1f, 1 ~1
f (yo n) — 7 (o)

fiir yo = A hat nur die erste aussage Sinn, fiir yo = B nur die zweite (rechtsseitige bzw. links-

seitige Stetigkeit).

(8) Sei nun (y,) eine Folge aus [A, B] mit y,, — yo. Fiir jedes € > 0 existiert nach («) ein
N = N(e) € N mit

F o) — f_l(yo - %) <

AuBlerdem gibt es ein N/ mit

und f_1<y0 + %) — (o) <

o M
| ™

1
|y — Yo| < N fir n > N'.
und somit fiir n > N’

w0 - o] < [ (ot )~ (- )]
= (ot o)~ ) [ — 7 (- )| <=
d.h 7 ) = £ )

Ein eleganterer, wenn auch vielleicht etwas begrifflicherer Beweis der Stetigkeit geht wie

folgt: Sei yo = f(xo). Es soll gezeigt werden:
Ve >0 mit |f~'(y) — f(wo)| <& fiir [y —yol < 0.
Sei also € > 0,
y- = fwo—¢), yy := f(wo +¢), 0:=min{yy —yo,y0 —y-}>0.

Dann ist [yo—6, yo+9] C [y—,y+] ganz in f([xg—e, zo+¢]) enthalten, d. h. f~([yo—d, yo+6]) C
[zg — €, 20 + €] bzw.
F7Hy) = fH(wo)| < e fiir |y —yo| < 0.

Entsprechend gilt fiir beliebige Intervalle
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Satz 8.9 Sei I ein beliebiges Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, Halbachse,...), f :
I — R stetig und streng monoton. Dann ist J = f(I) := {f(z) : © € I} ebenfalls ein Intervall,
f I — J ist bijektiv, f~':J — I ist stetig und streng monoton.
Auf den Beweis kann verzichtet werden.

Beispiele fiir die Anwendung dieser Sétze sind

— k—te Wurzeln als Umkehrfunktion der k—ten Potenz, /- : [0,00) — [0,00) fiir gerades

k,
— k-te Wurzeln /- : R — R fiir ungerades k,

— In als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, In : (0, 00) — R.

8.4 Extremwerte von Funktionen

Eine Funktion f: D — R (C,R™,C™) heiit beschrdnkt, wenn ein C' existiert mit |f(x)| < C
fir alle z € D. Fiir f : D — R kann entsprechend nach oben beschrinkt und nach unten

beschrdinkt definiert werden.
Eine Funktion f: D — R nimmt in g € D ihr (globales) Mazimum an, wenn gilt
f(x) < f(z) fiir alle x € D,
entsprechend (globales) Minimum, falls
f(x) > f(zg) fiir alle x € D.
Das Maximum bzw. Minimum heif3t strikt, falls gilt
f(z) < f(xo) bzw. f(z)> f(zo) firallexz e D\ {zo}

Man sagt, in zo liegt ein lokales Extremum oder ein striktes lokales Extremum (Maximum

oder Minimum) vor, wenn dies wenigstens fiir ein kleines Intervall um z gilt.
14:29.11.07

Man beachte, dass eine beschréinkte reellwertige Funktion zwar immer ein Infimum und

ein Supremum besitzt. Dies ist ist nicht notwendig ein Minimum bzw. Maximum:
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Beispiel 8.10 id: (0,1) — R hat kein Minimum und kein Maximum. Aber auch die Funk-

tion
1/2 firz=0und z =1,

T firo<z<l1

f:[0,1] = R, f(x){

hat kein Minimum und kein Maximum. (In Bezug auf den folgenden Satz ist festzustellen,
dass im ersten Fall (0, 1) nicht kompakt ist, wéhrend im zweiten Fall f nicht stetig ist; beide

Voraussetzungen sind also wesentlich.) O

Satz 8.11 (Satz vom Maximum) Sei K C R™ oder C™ kompakt, f : K — R stetig.
Dann ist f beschrinkt und nimmt sein Mazimum und sein Minimum an (an jeweils minde-

stens einer Stelle).

Beweis. a) Beschrdnktheit: Nehmen wir an, dass f unbeschrinkt ist, d. h.
3 Folge (x,,) aus K mit |f(z,)| > n.

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (x,, ) von (z,) und ein z¢ € K mit z,, — xo fir
k — oo. Mit der Stetigkeit von f folgt f(xy,) — f(x¢) im Widerspruch zur Unbeschrianktheit
der Folge (f(zn,))-

b) Existenz des Mazimums: Nach Teil a ist die Bildmenge {f(z) : x € K} beschrinkt,

besitzt also ein Supremum sup f. Es existiert also eine Folge (x,) aus K mit

f(zn) — sup{f(z) :z € K} =sup f.
Da K kompakt ist, existiert wieder eine Teilfolge (z,, ) von (x,) und ein zpmay mit
Tpy — Tmax fUr K — 00 und f(Tmax) = klim f(zn,) =sup f.
—00

f nimmt also in xpyay sein Maximum an.

Entsprechend findet man ein x,;,, indem f sein Minimum annimmt. |

Als wichtige Folgerung ergibt sich:

Korollar 8.12 Sei K C R™ oder C™ kompakt, f: K — R stetig, f(x) # 0 fiir alle x € K.
Dann ezistiert ein ¢ > 0 mit |f(z)| > ¢ fir alle v € K. (Wenn f tberall ungleich 0 ist, hat

der Betrag eine strikt positive untere Schranke.)
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Beweis. |f|: K — R, |f|(x) = |f(x)] ist stetig, nimmt also sein Minimum min |f| in einem
Punkt xmi, € K an. Also gilt fiir alle z € K

’f(l’)| 2 m1n|f| = |f(xmin)| =:c>0.

Schliefflich ist noch interessant, wie sich kompakte Teilmengen unter stetigen Abbildungen

verhalten:

Satz 8.13 Sei f : R™ — R" stetig. Ist K C R™ kompakt (also beschrinkt und abgeschlos-
sen), so ist auch f(K) = {f(z):xz € K} kompakt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass jede Folge (yy) aus f(K) eine konvergente Teilfolge enthiilt,
deren Limes in f(K) liegt. Zu jedem yy € f(K) gibt es (mindestens) ein xy € K mit f(z/) =
ye. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (x;,) mit x;, — = € K fiir k — oo. Wegen
Stetigkeit von f gilt

v, = f(zy,) — f(z) =y € f(K).

Bemerkung 8.14 Die eleganteste und in jedem Kontext verniinftige Definition von kom-
pakt ist: K heiBt kompakt, wenn jede Uberdeckung von K mit offenen Mengen endlich viele
Mengen enthilt, die K iiberdecken. Mit der frither angegebenen Definition der Stetigkeit (,,Ur-
bild jeder offenen Menge ist stetig®) kann dann der obige Satz besonders einfach bewiesen

werden.
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9 Differentiation

Zur Motivation betrachten wie die Begriffe ,, Geschwindigkeit“ und ,, Tangente* an einer Kurve.

Ein Koprer bewege sich im Raum R? (entsprechend in der Ebene R? oder auf der Geraden
R). Zur Zeit t sei er im Punkt z(¢) € R3. Im Zeitintervall [to, t] ist die mittlere Geschwindigkeit

gleich dem Differenzenquotienten

_ x(t) — z(t)
Vot = — -
t—to
t) —x(t
Dies ist ein Vektor, der von x () in Richtung z(t) zeigt, dessen Lénge gleich w
—to

ist. Mit der tatsédchlichen Geschwindigkeit zu irgendeinem Zeitpunkt zwischen ¢y und ¢ hat
das wenig zu tun, da der Korper vielleicht gar nicht den direkten Weg nimmt, sondern einen

unbekannten Umweg.

Wenn man das Intervall [to, ] (oder entsprechend [t, tp]) immer mehr verkleinert, wird der
Vektor von z(tp) nach x(t) vermutlich immer besser mit dem wirklichen Weg des Koérpers
iibereinstimmen, und die Geschwindigkeit vy, ; wird immer besser mit der tatsidchlichen Ge-

schwindigkeit fiir die Zeitpunkte zwischen ¢y und ¢ iibereinstimmen.

Wenn fiir t — to (fiir t < ¢t und ¢t > tg) der Grenzwert

o = Ji ZA= 0
existiert, nennt man diesen die (Momentan—)Geschwindigkeit zur Zeit to. Dies ist wieder ein
Vektor, dessen Richtung die Bewegungsrichtung zur Zeit tg angibt, wihrend der Betrag die
(skalare) Geschwindigkeit angibt. Ist vy, = 0, so befindet sich der Korper zur Zeit ¢y in Ruhe;
eine Bewegungsrichtung gibt es nicht (der Nullvektor hat keine Richtung).

Das Tangentenproblem ist mit obigem Problem eng verwandt. Sei I C R ein Intervall,
f : I — R eine Funktion. Wir betrachten den Graphen von f. Fiir 9 € I und € I mit
x # xo gibt der Differenzenquotient

f(z) — f(zo)  Af

T — T Az

die Steigung der Sekante durch die Punkte (g, f(z¢)) und (z, f(x)) an (Steigung = Tangens

des Steigungswinkels). Existiert der Limes fiir z — x,

i £ = fo)

T—x0 T — xg

Y

so sollte dies also die Steigung der Tangente an die Kurve im Punkt (zo, f(xo)) sein; wir

nennen dies die Steigung des Graphen im Punkt (xo, f(z0)).
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Dies fithrt uns zur Definition: Eine Funktion f : I — R"" heif3t im Punkt zq € I differen-

zierbar, wenn der Grenzwert

Flag) = tim L8 =1 (@0)

(f(to) statt f'(to), wenn t die Zeit ist)
z—z0 T — T

existiert; f/(zo) heifit die Ableitung von f an der Stelle zp. Man schreibt dafiir auch

i), i@ ),

Diese Schreibweise hat auch die Bezeichnung , Differentialquotient“ zur Folge: aus den oben
angegebenen Grofien A f und Az wird im Infinitesimalen (im ,unendlich kleinen®) df bzw. dzx,

die man als Differentiale bezeichnet, womit man zum Differentialquotienten kommt.

Die Vorstellung, dass z(t) den Ort eines Korpers zur Zeit ¢t und vy, die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt tg beschreiben, legt nahe, dass fiir ¢ nahe bei ¢y gelten sollte

x(t) ~ x(to) + (t — to)vy,

(offen ist zunidchst was ~ genau bedeutet, d.h. wie genau diese ,,Gleichung® gilt). Der fol-
gende Satz beschreibt dies genauer; dies fiihrt zu einer dquivalenten Definition der Differen-
zierbarkeit, die im Gegensatz zu obiger Definition fast unverdndert bei Funktionen mehrerer

Variablen verwendet werden kann.

Satz 9.1 (Lineare Approximierbarkeit) Eine Funktion f : I — R™ ist in g € I

genau dann differenzierbar, wenn f bei xg linear approximierbar ist, d. h. wenn gilt

f(.’L‘) - f(xO) + (x - 1’0)y + Spaco(x)

mit y € R™ und L(m) — 0 fiir © — xo; y ist dann die Ableitung von f im Punkt xo (die
x

T —Zo
Abweichung in obiger Gleichung ist also fiir x nahe xy ,viel kleiner® als |z — xol)H

Beweis. =-: Ist f in xg differenzierbar, so gilt

f(z) = f(z0)
Tr — X

fitr ., () = f(x) — f(z0) — (x — 20)f'(x0) gt also
(@) f(@) = flx0)

= — f'(z0) — 0 fiir x — =0,
T — I x — xg

— fl(xo) fiir x— w0;

°Bei Funktionen f : A — R™ mit A C R"™ wird man definieren: f heiit in 29 € A (total) differenzierbar,
wenn eine lineare Abbildung L : R™ — R™ existiert und ein ¢z, : A — R™ mit ¢z, (z)/||lx — 0| — 0 fiir
T — xo so, dass gilt
f(x) = f(zo) + L(x — o) + pa (2).
L heifit dann die Ableitung von f im Punkt xzo.
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d. h. die lineare Approximierbarkeit ist erfiillt mit y = f(x¢).

<=: Ist umgekehrt f linear approximierbar bei xg, so gilt

M:y_k(pxo—(x)ﬂy fiir:L‘—Wan
r — T T =0

d.h. f ist in x differenzierbar mit f'(xg) = y. [ |

Eine Funktion f : I — R™ heifit differenzierbar (ohne weiteren Zusatz), wenn es in jedem

Punkt aus I differenzierbar ist.

Der folgende Satz ermoglicht es, dass wir bei theoretischen Uberlegungen statt f : I — R™

nur die Funktion f : I — R betrachten miissen:

Satz 9.2 f : I — R™ habe die Form z — f(x) = (fi(x),..., fm(x)). Dann ist f genau
dann differenzierbar (in xo), wenn jedes f; (j =1,...,m) (in xo) differenzierbar ist. Es gilt
f'(@o) = (f1(=o), - -, fin(@0))-

Der Beweis ist offensichtlich.

Satz 9.3 Ist f: I — R™ differenzierbar (in xq), so ist f stetig (in xg).

Beweis. Aus der linearen Approximierbarkeit folgt

lim f(x) = f(xo)+ lim (x — o)y + lim M(w — x0)
T—x0 r—x0 T—x0 T — X
= f(@0)+0-y+0-0= f(z0).
d.h. f ist stetig in zg. |

Beispiel 9.4 Die konstante Funktion f(x) = c fiir alle € I hat offenbar in jedem Punkt
die Ableitung 0, da alle Differenzquotienten verschwinden. Fiir ¢ € R bedeutet das, dass der
Graph horizontal verlifut. Fiir ¢ € R™ mit m > 1 ist der Vektor f'(z) = 0 fiir alle x. O

Beispiel 9.5 Die Identitit id : R — R hat in jedem Punkt die Ableitung 1, da alle Diffe-

renzenquotienten gleich 1 sind. O
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Beispiel 9.6 Die Funktion f(x) = 22 hat fiir jedes 2 € R die Ableitung 2z, denn

_ 2 _ 2 _
limM:hmz T~ lim > x(z+:r):lim(z+:1:):2a:.
22— 2 —x 2—Tr Z — X =T Z — 2—T

(Mit der Produktregel wird dies, wie auch die Ableitung von ™ fiir m > 2 aus der Ableitung

von z folgen.) O

Beispiel 9.7 Die Ezxponentialfunktion exp : R — R hat in jedem x € R die Ableitung

exp(z). Zum Beweis sei an die Ungleichungen

2]
1 — |z

I+z<e” und [e"—1|< fiir |z| < 1

erinnert, die in Kapitel 3 (Satz 3.2) bewiesen wurde. Daraus wurde in Aufgabe 7 gefolgert

1 e’ —1 1
< < .
1+l = 2= — 1—|z

Also folgt
e —1
1 —1(=¢°
Limg — (=€),
und allgemeiner
z T Z—T Yy_1
lim € = lime” =¢e% lim € = e’
=T 2 — X Z2—x y—=0 y

Beispiel 9.8 Sinus und Cosinus: Wir wissen |sinz| < |z| fiir alle z, d. h.

sin x

sinz <z firz>0 und sinz>x firz <0, also <1 fiir alle x.

Auflerdem gilt

¢
ane >1 fir —

|tanz| > |z|, also <z< g

T
2
(Die Ungleichung |tanz| > |z| sieht man so: Man zerlegt den Kreisbogen zum Winkel z
in kleine Teile und projeziert die Sekanten vom Nullpunkt aus auf die Gerade durch (1,0)
parallel zur y—Achse. Die Projektion jeder Sekante ist grofler als die entsprechende Sekante.
Damit ist die Projektion des Bogens x (diese ist = tanx) grofler als die Linge x des Bogens,
da die Lénge des Kreisbogens der Limes der Summe der Sekantenldngen bei immer feinerer

Zerlegung ist.)

tanx sinx
Aus cosz < cosx = —— < 1 fiir x nahe 0 und cosz — 1 fiir x — 0 folgt
x x
sinz —sin0 . sinzx

=1

lim ——— = lim

in0=1 (= .
lim —— Lim — , sin’0 (= cos0)
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1
Wir wissen auch cosz > 1 — 5332, woraus folgt (wegen cosz — 1 < 0)

— cos0 1
0> lim = P im BT > fim S|z =0, cos'0=0 (= —sin0).
z—0 ’fL’| z—0 |l’| z—0 2

Mit Hilfe der Additionstherme folgt

. sin(x 4+ h) — sinz . sinx cosh + cos x sinh — sin «
sin'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 sinh
= hm{smx —i—cosx—}:cos:ﬁ
h—0 h
, cos(xr + h) — cosx . coszcosh —sin zsinh — cosz
cos'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. cosh —1 . sinh .
= hm{cosx —smz:—}:—smx.
h—0 h

15: 4.12.07

Beispiel 9.9 Die Betragsfunktion abs : R — R, abs(z) = |z ist fiir  # 0 differenzierbar,

-1 firz <0,
1 fir x > 0.

obs'a) = {

Im Punkt & = 0 ist sie nicht differenzierbar. Dies ist das einfachste Beispiel einer Funkti-
on, die stetig aber nicht differenzierbar ist. Offenbar existieren in 0 jedoch die ,einseitigen

Ableitungen“, von links = —1, von rechts = +1. O

Um kompliziertere (insbesondere zusammengesetzte) Funktionen zu differenzieren, werden

einige Differentiationsregeln benttigt:
Satz 9.10 Seien f,g: I — R differenzierbar (in xo € I). Dann gilt:
a) af + bg ist differenzierbar (in x¢) und es gilt
(af +bg)'(z) = af'(x) + bg’(z) (Linearitiit der Differentiation),
b) f- g ist differenzierbar (in x¢) und es gilt

(f - 9)(z) = fl(x)g(x) + f(z)g'(x) (Produktregel),

c) dort wo g(z) # 0 ist, gilt (é)/(w) = _;c]];((a;)) und

(i)/(l’) = W (Quotientenregel).
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.

Bewesis. a) Dies ist offensichtliche eine Folge der Linearitit des Limes (U).

b) Offenbar folgt aus der Stetigkeit von f und der Differenzierbarkeit von f und g fiir

r — X

f(@)g(x) — flzo)g(xo) _ f(x)(g(x) — g(x0)) + (f(z) — f(0))g(x0)

T — X0 T — X0

flay 28 =9@0) | J@) ZI@0) v g/ (o) + £ (@o)g(ao).

Tr — X Tr — X

c¢) Entsprechend folgt zunéchst

1 ( 1 ) _glzo) —g(x) 1 g' (o)
-z \g(z) g(zo) z—z0 g(z)g(zo) 9%(z0)
und daraus mit Hilfe der Produktregel

/

(Y = (o by = sty =t gt 01

Satz 9.11 Seien f : I — R und g : J — R differenzierbar und g(J) C I. Dann ist auch
fog:J— R differenzierbar mit

(fog)(z) = f'(9(x))g'(z) (Kettenregel)

(das entsprechende gilt punktweise, wenn g in xo und f in g(xg) differenzierbar sind). Mer-

kregel: Aufere Ableitung x innere Ableitung.

Beweis. Sei zunéchst ¢'(x¢) # 0. Da ¢'(x¢) = lim 9(z) — 9(z0)

T—T0 xo
sein fiir x # xp und x nahe bei xy (und nur solche z brauchen wir). Also gilt fiir  nahe bei

ist, mufl dann g(x) # g(xo)

Zo

flg(@)) = flg(zo)) _ flg(2)) — flg(20)) g(z) — g(wo)

T — X g9(z) — g(zo) T — X
Wegen g(z) — g(xo) fiir £ — x¢ und der Differenzierbarkeit von g in z¢p und f in g(xg)

konvergiert dieser Ausdruck fiir z — xo gegen f'(g(x0))g'(xo).

Sei nun ¢'(zp) = 0. Da f im Punkt g(x) differenzierbar ist gilt fiir y nahe g(x)

’f(y) — f(g(
y — g(xo

;Uo))’ <L, also ‘f(y) — fg(0))| < Lly — g(o)]

und somit

‘f(g(w)) - f(g(fvo))‘ < Llg(z) — g(xo)|

— 0 fir z — =z,
x — xo |z — o
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d.h. es gilt auch in diesem Fall (f o g)'(x9) =0 = f"(g(x0))g'(z0). |

Folgerung: Unter entsprechenden Voraussetzungen gilt z. B.

(fogoh)(x) = f'(g(h(x)))g (h(x))M(x),

und entsprechend fiir mehrere hintereinander ausgefiihrte Funktionen.

Satz 9.12 Ist f : I — R differenzierbar und streng monoton mit f'(x) # 0, so ist f=! :
f(I) — R differenzierbar mit

(Y= gy e (1) U=

f'(z)

Beweis. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass bei der Spiegelung an der Diagonalen durch
den 1. und 3. Quadranten (und dies fithrt den Graphen der Funktion in den der Umkehrfunk-
tion iiber) die Katheten der Steigungsdreiecke vertauscht werden. Damit geht die Steigung
(= Quotient der Kathetenléngen) in den Kehrwert iiber. [ |

Nun sind wir in der Lage, die uns bisher bekannten Funktionen zu differenzieren:
Beispiel 9.13 Fiir f,(z) := 2" (n € Ny) gilt

fox) =0, fi(z)=na""! firneN.

Beweis durch Induktion: n =0, n =1 o.k. (auch n = 2 schon bekannt),
=1 fl (@) = (@fa) (@) = 1+ ful2) + 2 fo(@) = 2" + anamL = (n+ 1a"8

n .
Also gilt fiir ein Polynom p(z) = ) a;a’
=0

n n—1
Pla) = ajja’™' = aj(j+1)al.
j=1 j=0

5Man bekommt die Ableitung von z™ auch sofort aus

2= (z—2)E" T "4 1
lim =nz
z—x zZ—T zZ—X
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1 1

Beispiel 9.14 Fiir g,(z) = ol x™" gilt gl (x) = N = —naz~ "1, Das erhiilt man
1
sofort aus g,(x) = (@) mit Hilfe obiger Regel. Fiir alle 2™ (n € Z) gilt die gleiche Formel
(T
fir die Ableitunﬁ. |

Beispiel 9.15 In: (0,00) — R, Umkehrfunktion von exp : R — R. Mit exp’ = exp folgt
1 1 1

' (z) = (exp™ ") ()

- exp'(Inz)  exp(nz)

|

T
™ 7 T 22
In den Randpunkten :|:§ gilt sin’ (:I: 5) = cos (:I: 5) = 0. Deshalb konnen wir hier nur

Beispiel 9.16 arcsin: [-1,1] — [— g, g}, Umkehrfunktion von sin : [ } — [-1,1].

m™ T

arcsin : (—1,1) — ( E) als Umkehrfunktion von sin : ( ~33

_g’z )H(_l’l)

differenzieren. In der folgenden Rechnung beachte man, dass wegen cosz > 0 flir x € (— g, g)

die positive Quadratwurzel die richtige Wahl ist:

1 1
. _ co—1y/ — —
arcsin'(z) (sin ™) () sin’(arcsinz)  cos(arcsin )

1 1

++/1 — sin?(arcsin x) V122

Beispiel 9.17 arccos : (—1,1) — (0,7) als Umkehrfunktion von cos : (0,7) — (—1,1).
Wegen sinz > 0 fiir « € (0,7) ist hier wieder +,/ die richtige Wahl:
1 —1 —1

/
arccos (z) = - = = :
(z) — sin(arc cos z) +4/1 — cos?(arccosz) V1—a?

O
. . . si
Beispiel 9.18 arctan: R — (—z, E) als Umkehrfunktion von tan = oo : (—E, E) — R.
2°2 cos 2°2
Dazu miissen wir erst nachtragen:
sin\’ cos? - + sin? x 1
tan’(z) = (—) x) = = .
(z) cos (z) cos?x cos?x

“Auch dies erhilt man elementar aus

1 (1 1>_ 1 2" —2" "l 42"

zZ—x zn xm™ z—x 2Z'x" znxm
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Damit folgt

1
arctan’(z) = (tan~!)(z) = fand (arc tan 7) = cos?(arc tan )
(cosz(arc tanx) + sin?(arc tan z) ) -1 (1 + tan®(arc tan x)) -1
cos?(arc tan x)
_ 1
142
O
.. . 1
Beispiel 9.19 Mit cot’(x) = ———5— berechnet man fiir arccot : R — (0,7) als Umkehr-
funktion von tan : (0,7) — R véllig analog
1
arccot/(z) = —————— = —sin?(arccot z)

~ cot/(arccot z)
-1

B (sin2 (arc C?tQSL') + cos?(arc cot ) ) -t (1 + cot?(arc cot x))
sin”(arc cot x)

1
1422

Beispiel 9.20 Allgemeine Potenzfunktionen:

- f1:(0,00) = R, z — 2* = exp(alnz), f{(z) = a exp(alnz) = az® .
x

-~ fo:R—=R,z— a®” =exp(zlna) (a >0), fo(z) = (Ina) exp(zlna) = a” Ina.
~ f3:(0,00) = R, 2z — 2¥ = exp(zInz), fi(z) = (1 +Inz)z”.

Man beachte, dass also auch fiir die allgemeine Potenz x — x® die bereits bekannte Formel
az® ! fir die Ableitung gilt. O
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10 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Wir wissen bisher nur, dass differenzierbare Funktionen auf jeden Fall stetig sind. Mit Hilfe

verschiedener Versionen des Mittelwertsatzes werden weitere wichtige Eigenschaften folgen.

10.1 Mittelwertsitze

Zunéchst beweisen wir eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums (Ma-

ximum oder Minimum) einer differenzierbaren Funktion:

Satz 10.1 Sei I ein offenes Intervall. Hat f : I — R bei xg € I ein lokales Extremum und
ist f bei xq differenzierbar, so ist f'(xg) = 0.

Beweis. Liegt bei xg ein lokales Maximum vor, so gilt fiir z > z,  nahe bei xg,

f(z) = f(x0) <0, also f(z)= lim f(z) = f(x0)

<0,
T — Xo r—xo+ T — X

und entsprechend fiir x < xzg,  nahe bei xg,

Mzo, also  f'(zo) = lim

T — o T—T0o— T — X

f@) = fwo)

0.

Insgesamt folgt also f/(z) = 0. Entsprechend verfihrt man bei einem lokalen Minimum. B

16: 6.12.07 Ein Spezialfall des Mittelwertsatzes ist der

Satz 10.2 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar und
f(a) = f(b). Dann ezistiert (mindestens) ein & € (a,b) mit f'() = 0.

Beweis. Ist f(x) = f(a) = f(b) im ganzen Intervall, so ist f'(z) = 0 fiir alle z € (a,b).

Andernfalls gibt es z € (a,b) mit f(z) > f(a) oder f(z) < f(a). Also nimmt f in einem
& € (a,b) sein Maximum oder sein Minimum an. Nach obigem Satz ist dort /() =0. H

Satz 10.3 (Mittelwertsatz) Ist f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar, so gibt
es (mindestens) ein & € (a,b) mit
f(b) — f(a)
b—a
D. h. es gibt mindestens einen Punkt in (a,b), wo die Tangente die gleiche Steigung hat wie

die Sekante zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)).

= f'(&) baw.  f(b) = f(a) = (b—a)f (%)



10 EIGENSCHAFTEN DIFFERENZIERBARER FUNKTIONEN 88

Beweis. Wir betrachten die Funktion

f(b) = f(a)

g:la,b =R, g(z):= f(z) - (z—a) b—a

fiir x € [a, b].

g ist in [a, b] stetig, in (a,b) differenzierbar, und es gilt g(a) = f(a) = g(b). Also gibt es nach

dem Satz von Rolle ein &y mit

0=g(c0) = ) - 1=,

Das ist die Behauptung. |

Korollar 10.4 Sei f : [a,b] € R in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar.

a) f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle x € (a,b) gilt f'(x) >
0 (bzw. f'(z) <0).

b) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f strikt wachsend (bzw. fallend).

Beweis. a) <=: Fiir a < x < y < b existiert ein £ € (z,y) mit
fy) = f@) = (y—2)f' ).
Ist f'(£) > 0, so folgt, dass f wachsend ist; ist f/(§) <0, so ist f fallend.

=>: Sei f wachsend. Gibt es ein & mit f'(£) < 0, d. h. der Differenzenquotient

1
()
f(€)) ist negativ fiir z nahe bei £, ein Widerspruch dazu, dass f wachsend ist.

Entsprechend wird die Aussage fiir fallend bewiesen.

b) Dies folgt sofort aus dem Mittelwertsatz. |

Korollar 10.5 Sei f: (a,b) — R. f ist genau dann differenzierbar mit Ableitung f'(x) =0

fir alle x € (a,b), wenn f konstant ist.

Beweis. =: Folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.
<: Ist offensichtlich, da die konstante Funktion Ableitung 0O hat. |
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Satz 10.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g : [a,b] — R stetig und in
(a,b) differenzierbar, ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit

1) - @) _ f(&)

9(b) —g(a)  g'(%)
(Fiir g(z) = x ist dies der obige Mittelwertsatz.)

Beweis. E Wir betrachten

h(z) = f(z) — fla)— LD =@

g9(b) —g(a)
(dabei beachte man, dass auf Grund der Voraussetzung ¢'(x) # 0 fiir alle = € (a,b) und des

(9(z) — g(a))

Mittelwertsatzes
9(b) = g(a) = (b—a)g'($) # 0
gilt).
h ist in (a,b) differenzierbar und es gilt h(a) = 0 = h(b). Nach dem Satz von Rolle gibt

es also ein &y mit

0=1(6) = 160 - L =L ),

das ist die Behauptung. |

10.2 Hohere Ableitung und der Satz von Taylor

Ist f : I — K differenzierbar, so ist f’ : I — K wieder eine Funktion, die eventuell erneut
differenzierbar sein kann. Die Ableitung (f’)’ von f’ nennt man die zweite Ableitung von f
und schreibt dafiir f” oder f(2). Entsprechend definiert man die dritte Ableitung f” = f©)
und allgemein die n—te Ableitung £, f(t1) .= (f (”))’ fiir n > 1. Man schreibt dafiir auch

Satz 10.7 (Leibniz—Regel) Sind f und g auf I n mal differenzierbar, so ist auch f-gn
mal differenzierbar und es gilt (mit f©) = f)

(f-g)™ = Z <Z> F® g(n=k) " (Leibniz-Regel).
k=0

8Man kann den Satz nicht dadurch beweisen, dass man die Aussage des Mittelwertsatzes

f®) = f(a) = (b—a)f' (&), g(b) —g(a) = (b—a)g'(¢)

durcheinander dividiert, da hier davon auszugehen ist, dass es sich um verschiedene &, handelt.
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070
Beweis. Induktion: n =0: (f-9)O =f.g=3 <k> fk) g(0=k)
k=0

n = n + 1: Aus der Formel fiir die n—te Ableitlzmg folgt

INCTE R APPSR S LA W s
0 = 0 = 15 ()5

_ Zn: <Z> [ g o g1

k=0

n " n n . n n .
_ <O>f(o)g( +1)+[<0>+<1>]f(1)g( )+“.+[<n—1>+<n>}f( )M

+ <”> F+1) 4O
n

n+1 n+1 n+1
_ < ) >f<0)g<n+1>+< 1 >f(1>g<n>+m+( ) >f<n>g<1>

n—+1
(n+1) ,(0)
+<n+1>f g

n+1
_ Z <n + 1) FR) gt 1),
k

k=0

Eine Funktion f : I — R heifit stetig differenzierbar, wenn f in I differenzierbar ist und f’
in I stetig ist. f heiBt n mal stetig differenzierbar, wenn es n mal differenzierbar ist und f(™
stetig ist (die vorhergehenden Ableitungen sind dann auch stetig). Mit C™(I) bezeichnen wir

die Menge (offenbar ein Vektorraum) der n mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I.

Ein fiir die Analysis fundamentaler Satz ist der folgende Satz von Taylor. Die Idee ist
dabei, eine mindestens n + 1 mal differenzierbare Funktion durch ein Polynom vom Grad
n zu approximieren, dessen Funktionswert und Ableitungen der Ordnung < n im Entwick-
lungspunkt ¢ mit denen der Funktion iibereinstimmen. Der Satz von Taylor erméglicht die
beliebig genaue Berechnung der Funktionswerte der wichtigsten Funktionen (z.B. exp, cos,

sin, ... ). Fiir ein Polynom der Ordnung n liefert dieser Prozess immer genau dieses Polynom.

Satz 10.8 (Taylor) Sei f € C""Y(I), 29 € I. Das Taylorpolynom der Ordnung n von f

9Man kann die Leibniz—Regel auch auf die (sehr #hnlich aussehende) binomische Formel zuriickfithren,
wenn man beachtet, dass die Produktregel in der Form (f - g)’ = (D1 + D2)(f - g) geschrieben werden kann,
wobei D1 und D2 nur den ersten bzw. zweiten Faktor im Produkt differenziert. Anwendung der binomischen
Formel auf (f - g)™ = (Dy 4+ D2)"(f - g) liefert die Leibniz-Regel.
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zum Entwicklungspunkt xg sei

(x — )"

") (g |
Tyaa) = @) + o) — z0) .+ [ o) TV ST

=

Dann gilt fiir x € 1
f(@) = Tn(x) + Rn(x)

mit dem Restglied Ry, (z)
(LL’ _ :Eg)n+1
(n+1)!

mit einem & zwischen xo und x, d. h. § = xo+ 9 (x — ) mit 0 < ¥ < 1. (Als Merkregel kann

Ry(z) = f"D(g)

gelten: Das Restglied R, (x) sieht so aus wie das (n + 1)~te Glied aussehen wiirde, nur ist
in fHD() der Punkt xo durch € ersetzt. Leider ist in dieser Formel nicht bekannt, welches
& zu wdahlen ist. Um das Restglied abzuschdtzen muf$ also eine fir alle & zwischen xg und x

giiltige Abschitzung gesucht werden.)

Beweis. (Der folgende Beweis ist zwar einfach und kurz, wirkt aber etwas undurchsichtig;
einen natiirlichen Beweis, der auch eine weitere Form des Restglieds liefert, kann mit Hilfe

der Integralrechnung gegeben werden.) Fiir festes = € I sei

(z —t)!
7!

(z —t)nt!
(n+ 1)~

F(t):=f(z) = > f9) . G(t) =
7=0

Man rechnet leicht nach (Ableitung nach ¢; die restlichen Terme annulieren sich)

(z —t)"

(x—t)"
nl '

/(1) = — () —

G'(t)=—

Fiir t = xg bzw. z liefert der verallgemeinerte Mittelwertsatz ein & zwischen zy und z mit
(beachte F'(x) = G(z) = 0)

F(xo)  F(z) - F(xo) _ F'(§) _ cmyy .
Glao) ~ G@)—Glag) _Ge) 1 & )
also
F(x0) = G(0) " (9),
und somit
") (g . x —x9)"
)= 3 L ) = F(ae) = Gan) () = 0 LR

J=0

folgt daraus die Behauptung. |
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Folgerung 10.9 Ist f ein Polynom vom Grad m, f(z) = > c;a’, so gilt Tpn(z) = > c;a?
j=0 =0

firn <m und Ty, = f firn > m.

Ist eine Funktion beliebig oft differenzierbar, so kann man aus dem Satz von Taylor eine

Potenzreihe gewinnen, die formale Taylorreihe

() (g .
7y0) = Y Lo - o
= F

Es ist aber zunéchst nicht klar, ob diese Reihe konvergiert, und wenn sie konvergiert, ob sie
gegen f(x) konvergiert. Sei konvergiert offenbar nur dann (bzw. nur dort) gegen die vorgege-
bene Funktion, wenn (bzw. wo) das Restglied gegen 0 konvergiert. Dass dies durchaus nicht

immer der Fall ist, zeigt das folgende Beispiel:

0 fir x = 0,
1

exp(——Q) fiir z # 0.
x

Auflerhalb 0 ist f offensichtlich beliebig oft differenzierbar, und die n—te Ableitung hat die

Gestalt ) .
)= (L) (- )

X

Beispiel 10.10 Sei f: R — R, f(z) = {

mit geeigneten Polynomen p,. Fiir x — 0 konvergieren alle diese Funktionen gegen 0.

Im Nullpunkt ist zunéchst
fﬂn—hml( ( ) 0)—0
250 x P N
und so folgt weiter
1 1 1
M (0) = lim — (pn_l (—) exp ( — —) - 0) = 0 fiir alle n.
z—0 X x x

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt 0 enthilt also nur Nullen, konvergiert also
gegen die Nullfunktion. Also konvergiert die Taylorreihe dieser Funktion nur im Entwick-

lungspunkt gegen die Funktion. |
17:11.12.07

Beispiel 10.11 Taylorentwicklung der Exponentialfunktion Fiir exp gilt bekanntlich
exp™ = exp. Fiir die Taylorentwicklung mit Entwicklungspunkt 2o = 0 erhilt man also
n n+1

1 . x .
exp(z) = Z ﬁIJ + 1) exp(¥z) mit 0 <9 < 1.
=0
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n+1
Es gilt m — 0 fiir alle x € R, d. h. exp ist als Taylorreihe darstellbar:
n !
exp(z Z 27 fiir alle z € R.
—0’

Will man z. B. exp in [—1, 1] auf 2 Stellen genau berechnen, so geniigt es, das Taylorpolynom

5-ten Grades zu benutzen,

z?2 23 ot 0

-1 r.or . v
ps(@) =14a+ o+ =t o0+ oy

denn fiir das Restglied gilt dann

26
— -exp(Yz) < —— < 0,0038.

720 720
Fiir x € [—1,0] ist die Abschéitzung noch verbesserungsfihig: Da die Reihe dann alternierend
6
1
ist, ist der Fehler hochstens gleich dem ersten weggelassenen Glied, also < ﬁ|0 < 730 <
0,0014. O
Beispiel 10.12 Taylorentwicklung der Logarithmusfunktion
Wir betrachten f(x) = In(1+ ) fiir z > —1. Es gilt
1 2 (n—1)!
/ _ 1" _ " _ (n) — (—1)»1
@) = 5 1@ = g 1@ = o S0 = CUT

F0)=0, f(0)=1,....fM(0) = (-1)" 1(n - 1)\.
Damit folgt fiir die Taylorentwicklung (mit 0 < ¥ < 1)

1 1 (_1>n71 (_1>n xn+1
In(1 = — g —g2 — A .
n(l+z)=flx)=x 52+ Sx +...,+ P + n 1t z)T

Fir 0 < z < 1 sieht man sofort, dass das Restglied fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Dort

wird also In tatséchlich durch die Taylorreihe dargestellt. Insbesondere ist

[e. 9]

1
In2=1 =) (-)"-~
n2=1In(1+1) Z( 1)1 ~ 0, 736544
7j=1
Der Konvergenzradius ist also mindestens 1. Fiir z = —1 ist die Reihe sicher divergent

(= harmonische Reihe). Also ist der Konvergenzradius der Taylorreihe = 1, d.h. die Reihe
konvergiert fiir x € (—1,1], aber wogegen konvergiert sie in (—1,0)?. Das Restglied ist fiir

—1 < x < 0 nicht leicht abzuschétzen. Man geht deshalb einen anderen Weg um zu zeigen,
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dass die Taylorreihe auch fiir —1 < x < 0 gegen In(1 + z) konvergiert. Dazu wird aber etwas

Integralrechnung benstigt. 1© O

Beispiel 10.13 Taylorentwicklung von Cosinus und Sinus

COS(n) (.T) { (_1)k cosx n=2k, S'n"(x) { (—1)k sinz n=2k,
pr— 1 —
(-1 sing n=2k+1, (=¥ cosz n=2k+1.

Daraus folgt mit zg =0

n 2k 1,271—&-1

cosr = Z(—l)km— + (—1)”+1m sin(d1x),

n L a2k L a?
ing — B D G LS .
sin Z( ) k1) +(-1) an o) cos(¥a1)

Da in diesen Entwicklungen das jeweils néchste Glied verschwindet, kann allerdings auch das

néchste Restglied gew#hlt werden, also

2n+2 2n+3

e
(2n + 2)!

T

COS(1§1$) bzw. (—1)n+2m

(—1)"* sin(ox).

Den Restgliedern ist anzusehen, dass sie fiir alle x € R fiir n — oo gegen 0 konvergieren,

d. h. die Taylorreihen stellen Cosinus und Sinus fiir alle z € R dar.

Umz. B.sinz fiir0 < z < 103_1 ~ 6° mit einem Fehler < 106 zu berechnen reichen die

. . T
ersten zwel Terme: sinx ~ x — —. O

6
10.3 Extremwerte differenzierbarer Funktionen

Wir kénnen nun (notwendige und hinreichende) Kriterien fiir das Vorliegen von Extrema

(Maxima und Minima) angeben.

Satz 10.14 (Bedingungen fiir Extrema) Sei f : (a,b) — R stetig, z¢ € (a,b).

1
"Man benutzt In’(z) = = und somit fiir || < 1 (vgl. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
x

111(1—}—:10)zln(l—i—x)—lnl:/zLdtZ/Ii(—t)"dt

L+t n=0
S [era= S g - e
N n=0"0 - n=0 (n + 1) - n=1 n .

An der Stelle | wird die gleichméBige Konvergenz der Reihe fiir |t| <z < 1 benutzt, und damit die Vertau-

schung des Grenziibergangs mit dem Integral (hierzu bald mehr!).
Entsprechend wird man die Taylorreihe von arc tan und arc cot erhalten, indem man ihre Ableitungen + T

+ 22
als geometrische Reihe schreibt und integriert.
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a) Notwendige Bedingungen:
(i) Liegt bei zq ein lokales Extremum vor (Mazimum oder Minimum) und ist f in xg
differenzierbar, so ist f'(xo) = 0.

ii) Liegt bei xg ein lokales Extremum wvor und is n xg zwei mal differenzierbar
ii) Liegt bei in lokales Ext d ist f i . mal diff jerb
(d. h. f muf zumindest in einer ganzen Umgebung von xq ein mal differenzierbar

sein und f' in xg differenzierbar), so ist

— f"(z0) <0, falls es sich um ein Mazimum handelt,

— f"(xg) >0, falls es sich um ein Minimum handelt.

Das Beispiel f(x) = 23 zeigt, dass beide Bedingungen keinesfalls hinreichend sind.

b) Hinreichende Bedingung: Ist f in einer Umgebung von xq differenzierbar mit f'(xg) = 0

und in xg zweimal differenzierbar mit

— f"(x0) <0, so liegt bei xq ein striktes lokales Mazimum vor, bzw.

— f"(x0) > 0, so liegt bei xo ein striktes lokales Minimum vor.

Beweis. a) (i) Ist bereits bekannt, vgl. Satz 10.1.

(ii) Folgt direkt aus Teil b: Ist némlich f”(zg) > 0, so liegt ein Minimum vor, ist f”(zq) <

0, so liegt ein Maximum vor.
b) f"(z9) < 0: Da f'(x¢) = 0 ist und

I L CO I CO NN )

T T — Tg T—zo T — T

gilt, ist

— f'(z) <0 fiir x nahe z¢ und x >

— f'(x) > 0 fiir  nahe x¢ und = < xo.
Das heifit, dass f (in einer Umgebung von xg) links von xg strikt wichst und rechts von xg
strikt fallt. Also liegt in x( ein striktes lokales Maximum vor.

Entsprechend liefert f”(z) > 0 ein striktes lokales Minimum. [ |

Bemerkung 10.15 a) Ist f'(z9) = 0 und f"(x9) = 0, so liefert der obige Satz keine
Entscheidung. Ist in diesem Fall f"(xg) # 0, so liegt kein Extremwert vor. Ist f"(xg) = 0
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und f®(z0) > 0 bzw. < 0, so liegt bei zq ein striktes lokales Minimum bzw. Mazimum vor.

Ist entsprechend
Fl@o)=...=fC D(ag) =0 und f®(z) >0 baw. <0,
so liegt bei xg ein striktes lokales Minimum bzw. Maximum vor.

b) Ist f : [a,b] — R stetig und hinreichend oft differenzierbar, so liefert der obige Satz
nur die lokalen Ezxtrema im Inneren (a,b) des Intervalls [a,b]. Um das globale Mazimum
bzw. Minimum auf [a,b] zu finden mufs man das grofite Maximum bzw. das kleinste Minimum

mit den Randwerten f(a) und f(b) vergleichen.

Beispiel 10.16 f: R — R, f(z) = 2"e®, n € N. Man erkennt: fiir z — oo geht f in jedem
Fall gegen oo, fiir x — —oo gegen 0. Weiter gilt f(0) = 0, fiir positive z ist f(z) > 0 und fiir
negative z ist f(z) > 0 fiir gerades n, f(x) < 0 fiir ungerades n. Daraus kann bereits einiges

iiber das Verhalten von f abgelesen werden.
Mogliche Extremwerte liegen dort, wo f/(z) = 0 ist.
fl(x) = (nz" P+ 2™)e®,  f(z) = (n(n—1)z" 2 + 2nz" 1 + 2™)e”.

Fiir n = 1 ist = —1 die einzige Nullstelle von f’. Dann ist f”(—1) = e~! > 0, d.h. bei

x = —1 liegt ein striktes lokales Minimum vor.

Fiir n > 2 hat f’ die Nullstellen z = 0 und z = —n.
Ist n > 2 ungerade, folgt bereits aus obiger Uberlegung, dass bei 0 kein Extremum vorliegen

kann, bei £ = —n muf} ein globales Minimum vorliegen; tatséchlich gilt (beachte n > 3)
f"(=n) = (n(n —1)(=n)""% + 2n(—n)""! + (—n)”) e "
= ( — (n—1)n"t 4 2nn"t — n") e "= (n” —(n— 1)n"_1)6_" > 0.

Ist n > 2 gerade so ist auf Grund der obigen Uberlegung 0 ein striktes lokales Minimum,
obwohl fiir n >4 f”(0) = 0 ist (fir n = 2 ist f(0) =2 > 0) (die Berechnung der 3. und 4.

Ableitung wollen wir uns sparen). Fiir = —n gilt in diesem Fall
f"(—n) = (n(n — "2 = 2nn™ ! 4 n") e "= ((n — "t — n”) e " <0,

dort liegt also ein striktes lokales Maximum vor. O

18:13.12.07
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10.4 Die Regeln von de ’Hospital

Haufig mu man Grenzwerte der Form lim J@) bestimmen, wobei lim f(x) = lim g(z) =0
r—a g(m) r—a r—a

gilt. Da fiihrt oft der folgende Satz zum Ziel.

Satz 10.17 (Regel von de I’Hospital) a) Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar mit
xlig?«i» f(z) = wlirgrg(x) =0 und ¢'(x) # 0 fiir z in einer rechtsseitigen Umgebung von

a. Dann gilt /
f@) S

w—at g(x)  a—at g'(2)

)

falls der letzte Grenzwert existiert. Entsprechendes gilt fiir den linksseitigen Grenzwert.

b) Seien f,g: (a,00) — R differenzierbar mit lim f(z) = lim g(z) =0 und ¢'(x) # 0 fir

Tr— 00 Tr—00
x nahe co. Dann gilt

@) _ o f @)

w00 g(x) oo /(@)

)

falls der letzte Grenzwert existiert. Entsprechendes gilt fiir den Grenzwert x — —oo.

Zusatz: Die entsprechenden Aussagen gelten fir lim f(xr) = oo und limg(x) = +oo. Der
Beweis ist wesentlich komplizierter (vgl. z. B. W. Walter, Analysis 1, §10.11).

Beweis. a) Mit f(a) := 0 und g(a) := 0 erfiillen f und g in [a,z] fir jedes x € (a,b) die
Voraussetzung des verallgemeinerten Mittelwertsatzes, d. h. es gilt

f@) _ f@)—fla) _ f'(Wa)
g(x)  g(x)—gla) (V)

Fiir x — a gilt auch 9, — a und somit

[@) PO fW)

lim —= = lim = .
v—a g(z)  a—ag'(y)  v—a g'(y)

mit einem Y, € (a, z).

1 1
i, () = g o) =0
b) Wegen :pi%l—l- f xT aci%l—l-g x 0 gt

g—o0 g(z) 2—0+ I 2—0+ _;29,(i)
— lim f’(i) ~ pim L),
—0+ g’(%) z—0 ¢'(1)
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Beispiel 10.18 Nach geeigneter Darstellung als Bruch kann der obige Satz angewendet

werden:

T
— —arctanx

. ™ .

lim x(§ — arctan:r) = lim

T—00 r— 00 l
X
1
1+ ?
= lim = lim =
£—00 7i z—oo 1 + 22
ZL'2

1
= lim —a:() fir a > 0.

T—00 AT
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11 Das Integral fiir Regelfunktionen

Zwei Motivationen fiir das Integral:

1. Das Flichenproblem: Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R. Kann man, bzw. nter

welchen Bedingungen an f kann man der Fliche
F = {(:U,y)GRQ:agxgb,OSygf(x)}

unter dem Graphen von f einen Flidcheninhalt zuordnen (Flichenstiicke unterhalb der
x—Achse, dort wo f negativ ist, zwischen dem Graphen und der x—Achse sollen dabei
negativ gerechnet werden). Dies ist offensichtlich (elementargeometrisch) z. B. fiir kon-
stantes f, oder fiir lineares f; entsprechend fiir Treppenfunktionen (stiickweise konstant)
oder stiickweise lineare Funktionen. Wie sieht es aber fiir allgemeinere f aus, d.h. wie

kann man den Flidcheninhalt von ,,krummlinig” begrenzten Flichen bestimmen?

2. Lings eines Weges geleistete Arbeit: Ein Kérper bewegt sich unter dem Einflufl
einer Kraft k(z) (hier noch geradlining) von a nach b. Ist die Kraft konstant = k, so
ist die geleistete Arbeit = k(b — a). Ist sie iiber Teilstiicke [x;,zj41] mit ¢ = z¢ <

n—1
1 < ... < x, = b konstant = k;, so ist die geleistete Arbeit = ) kj(zj41 — xj) =
j=0

n
> kj—1(xj—xj—1). Was ist aber, wenn k(z) sich kontinuierlich (oder noch allgemeiner)
j=1

andert?

11.1 Integral fiir Treppenfunktionen

Fine Funktion f : R — R heifit eine Treppenfunktion, wenn ein N € N und Zahlen ag < a1 <
... < apy aus R existieren mit

— f ist jeweils konstant in (ag_1,ag),

— f(z) =0 fiir x < ap und fiir z > ag;
die Werte in den Punkten ay, spielen im folgenden keine Rolle (bei allgemeineren Integralbe-
griffen wird das i. allg. anders sein).

Eine Treppenfunktion f : R — R heifit eine Treppenfunktion auf |a,b], wenn f auBerhalb

[a, b] verschwindet.

Die charakteristische Funktion xr eines Intervalls I (=1 fiir x € I, = 0 fiir = ¢ I) ist eine

Treppenfunktion.
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Zwei Treppenfunktionen f, g heien fast diberall gleich (f.1i.), f(afl = ¢g(z) f.i., wenn
f(x) = g(x) gilt bis auf endlich viele Ausnahmepunkte x. Es gilt z. B. 1!

X(0,1(®) + xp1,3/(2) = Xx(0,3) (%) f.ii. .

Offensichtlich gilt:

— Ist f eine Treppenfunktion und ¢ € R, so sind |f| und ¢f Treppenfunktionen.
— Sind f und g Treppenfunktionen, so sind f + g und f - g Treppenfunktionen.

— Insbesondere bilden die Treppenfunktionen einen Vektorraum iiber R (entsprechend

natiirlich iiber C, wenn komplexe Werte zugelassen werden).
Das Integral einer Treppenfunktion
N
f:chXIk .. Ik:(ak,l,ak), ap<a;p <...<an
k=1

wird definiert durch N
/f = ch(ak - ak,l).
k=1

Es ist offensichtlich, dass dieser Wert nicht von der speziellen Darstellung der Treppenfunktion

abhéngt; genauer gilt fiir Treppenfunktionen f,g und ci,co € R

- f=g fi. = [f=]g,
— [(eaf +cog) =c1 [ f+ec2[g (Linearitit),
— aus f > g f.1i. folgt [ f > [ g, insbesondere ist [ f >0 fiir f >0

— ist f eine Treppenfunktion auf [a, b], so gilt
[ = [z 0-ama{js@l o <o <o},

Ist f eine Treppenfunktion und [a, b] ein Intervall, so schreiben wir

/abf:/fX[a,b]-

/ f =0 fiir jedes a € R,

Insbesondere ist

Ymit 4 (x) = 1 fiir x € A, 0 fiir ¢ A, charakteristische Funktion von A
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und fiir a < b < ¢ gilt
c b c
[+ )

Die Menge Bla,b] der beschrénkten Funktionen auf [a,b] bildet einen Vektorraum, und
durch

1o = sup {| f(@)] s 2 € [a,0]}

ist eine Norm auf Bla,b], die Supremumsnorm, definiert (die Eigenschaften ||f|lcc = 0 <
f=0,llcflloc = le|ll flloo und || f 4+ glloo < || flloo + |lglloc sind offensichtlich). Die Konvergenz

(fn, — f) beziiglich der co-Norm heifit auch gleichmdfige Konvergenz (f, — f glm.); sie

kann auch so beschrieben werden:
Ve > 03N = N(e) mit |f,(x) — f(z)] <e firn >N und alle z

(entscheidend fiir ,,gleichméBig® ist hier, dass N nicht von z abhéingt)@

11.2 Das Integral fiir Regelfunktionen

Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifit eine Regelfunktion auf [a,b], wenn es eine

Folge (¢,) von Treppenfunktionen gibt mit
If — ¢nlloc — 0 fiir n — oo.

Auf Grund des folgenden Satzes kann man fiir Regelfunktionen f das Integral definieren
durch

b b
/ f = lim / ¢n  (¢n Treppenfunktion mit || f — ¢n|lec — 0).
a n—oo [,

Satz 11.1 Ist f eine Regelfunktion auf [a,b], (py) eine Folge von Treppenfunktionen mit
If — onlloc — 0 fiir n — oo, so existiert der Grenzwert
b

lim Yn
n—oo a

und ist unabhdngig von der Wahl der Folge (ypy,) von Treppenfunktionen mit || f — ¢nlloc — 0.

2man vergleiche hiermit die punktweise Konvergenz f. — f,
VaVe>03N=N(z,e) mit |fn(z) — f(z)] <e firn>N.

Die Folge (f,) auf [0,1] mit f,(x) = 2™ konvergiert punktweise (aber nicht gleichméBig) gegen f mit f(z) =0
fir 0 <z <1lund f(1) =1.
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Beweis. Existenz des Grenzwerts: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N € N mit
8 ..
Hf - Spn”oo < m fur n 2 N.
Dann gilt fiir n,m > N

9
[on = @mlloo < llon = flloo + Lf = omlloc < b—a’

’/9""‘/‘0’"‘ = \/@Onwm)\ < (b—a)llgn — Pmlloo < e

Also ist ([ ¢y,) eine Cauchyfolge in R und somit konvergent.

und somit

Unabhingigkeit des Grenzwerts von der Folge: Gilt auch ||f — ¥n||c — 0, so folgt wie im

ersten Teil des Beweises

lon = Vnlloo < llon = flloo + I[f = ¥nllc — 0 fiir n — oo,

also
| [on= [ =] [ton =] 2 0= alllen ~ tullc 0 fir n - s,
d.h. lim [, = lim [,. [ |

Wir schreiben

b b
/f(ac) dx (oder beliebige Variable fiir z) statt /f

a

Die Bezeichnung geht auf Gottfried Wilhelm Leibniz (1675) zuriick (/ erinnert an ein stili-
N
siertes S fir Summe, dz an kleine xz—Differenzen: ) f(xx)- Az). Die Schreibweise hat grofie

k=1
Vorteile

— [ und dz sind wie Klammern, Anfang und Ende des Integralausdrucks (die Schreibweise
J dzf(z) ist oft verwirrend, weil u. U. nicht erkennbar ist, wo das Integral endet),
— das da macht immer deutlich, beziiglich welcher Variablen integriert wird, z.B. in
J f(z,y)da.
19:18.12.07

Alle wichtigen Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen bleiben beim Grenziiber-

gang zu Regelfunktionen erhalten:
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Satz 11.2 (Eigenschaften des Integrals) a) Linearitiit: Sind f1, fo Regelfunktionen
iber [a,b] und c1,co € R, so ist auch c1 f1 + cafo eine Regelfunktion und es gilt

b b b

/(01f1+02f2) =C1/f1+02/f2.

a a

b) Monotonie: Sind f,g Regelfunktionen iiber [a,b] mit f(z) < g(z) fir alle x € [a,b], so

gilt
b b
/fé/ g

b
Speziell gilt [h >0, falls h >0 gilt.

c) Abschitzung des Integrals: Ist f Regelfunktion iiber [a,b], so ist auch |f| Regelfunktion

b b
[ [1] < [151< 0=l

d) Sind f,g Regelfunktionen, so ist auch f - g Regelfunktion und es gilt

[ o< Ufle [ 19l und] [ ol < gl [ 111,

Beweis. a) Sind (¢;,) und (¢,,) Folgen von Treppenfunktionen mit

und es gilt

[fi = enlloc und [[fo = ¢nllec =0,
so folgt die Behauptung aus
Hclfl + 62f2 — C1Pn — Cﬂ/’n”oo — 0

und der Linearitéit des Integrals fiir Treppenfunktionen

b b

/b(CISOn +cothn) = 1 /(Pn + 62/1%-

a

b) Es geniigt zu zeigen, dass aus h > 0 folgt [h > 0 (falls h Regelfunktion ist). Da
h:=g— f>0ist folgt dann aus Teila [g— [f= [(9—f)=[h>0.

Sei also h > 0 und (¢y,,) eine Folge von Treppenfunktionen mit ||h — ¢p|lcc — 0. Dann

sind auch |p,| Treppenfunktionen, und es gilt

[ule)| ~ ()| <

#a(@) = h(@)| < lon = hlloo — 0,
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also
b b

/h— lim [ [on| > 0.

a a

c) Ist (¢p) eine Folge von Treppenfunktionen mit ||f — ¢pllec — 0, so gilt auch || |pn| —

[f] [l — O fiir n — oo. | f] ist also eine Regelfunktion mit

i/bfé/b\fl S]I!f!!mz(b—a)llf!!m7

woraus die Behauptung folgt.

d) Sind (¢y) und (3,) Folgen von Treppenfunktionen mit ||f — ¢n|locc — 0 und ||g —

Ynlleoc — 0, so ist auch (p,1y,) eine Folge von Treppenfunktionen und mit C' = sup ||¢n||co

neN
gilt
F9(@) = puton(@)| < |F(@)(9(x) = n(@))] + |(£(2) = pu@))tn(@)
< A fllsollg = ¥nllos + [1f = enllocl¥nlloc < [ fllocllg = ¥nlloc + ClIf — enlloo-
also ||fg — ©ntnlleo — 0 fiir n — oco. [ |

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion und [c, d] ein Teilintervall von [a, b],
g:le,d = R mit g(z) = f(z) fiir z € [c,d].

Dann ist g eine Regelfunktion auf [c,d] und man definiert
d d
/ f= / g

Satz 11.3 Unter obigen Voraussetzungen gilt

d b
a) [f=[fXeq

b) Fﬁragcgbgiltfbf:fchrjzf.

a
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. (U)

Schliefllich definiert man noch fiir b < a

b a
a/frz—/b f

das wird sich spéter als niitzlich erweisen.
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11.3 Regelfunktionen

Welche Funktionenklassen sind Regelfunktionen?

Satz 11.4 Ist f : [a,b] — R monoton (wachsend oder fallend), so ist f Regelfunktion (also

im obigen Sinne integrierbar).

Beweis. Sei o.E. f wachsend, hy, := l(f(b) - f(a)),
n

yg = fla)+k-h, firk=0,1,...,n.
ap = sup{xe [a,b] : f(x) Syk} fir k=0,1,...,n.
Fiir .
on(x) = Zyk‘x(akq,ak)(x) =y, firz e (ag—1,ar)
k=1

gilt dann

— 0 fiir n — oo.

_ f) = f(a)
Hf - 9071”00 <hp= .

Eine Funktion f : [a, b] — R heifit von beschrankter Variation, wenn sie als Differenz zweier
monoton wachsender Funktionen geschrieben werden kann (im komplexen Fall in der Form
f1— fa+ifs—ifs mit vier wachsenden Funktionen fi, fo, f3 und fy). Offenbar ist jede Funktion

von beschrinkter Variation eine Regelfunktion, da sie Differenz zweier Regelfunktionen ist.

Man kann zeigen, dass eine Funktion genau dann von beschrinkter Variation ist, wenn

eine Konstante C' existiert so, dass fiir jede Zerlegung a = ag < a1 < ... < ay = b von [a, b]

N
gilt > |f(aj) — f(aj—1)| < C; das kleinste C dieser Art heiit die Variation von f.
j=1

Um auch stetige Funktionen zu erfassen, brauchen wir eine wichtige Verschiarfung des

Stetigkeitsbegriffes, die wir gleich allgemeiner formulieren, als wir sie hier benGtigen.
Sei D C R™; f: D — R™ (ebenso mit K" und K") heifit gleichmdfig stetig, wenn gilt
Ve>030>0Ve,ye D mit [z —y| <0 gilt [f(z) — f(y)] <e

(die GleichmiBigkeit steckt hier darin, dass § nur von € abhéngt, nicht von = und y).

Satz 11.5 Ist D C R™ kompakt und f : D — R"™ stetig, so ist f gleichmifSig stetig.
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Beweis. Wiére f nicht gleichméfig stetig, so wiirde gelten
e>0VI>03r,y e D mit [z —y| < und |f(x) — f(y)| > &;
also existieren Folgen (z,,) und (y,) aus D mit

[Zn —yn| =0 und  [f(zn) = fyn)] > e
Da D kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (ny) von (n) mit
Tnp = T, Yo, — Y, also x=y (warum? ).

Da f stetig ist gilt
f($nk) - f($) und f(ynk) - f(y) = f(l’),
also

f(xnk) - f(ynk) —0
im Widerspruch zu |f(zp, ) — f(yn,)| > €. [ |

Satz 11.6 Ist f : [a,b] — R stetig, so ist f eine Regelfunktion.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Satz ist f gleichmifig stetig. Zu jedem n € N gibt es

also ein k,, € N mit
—a

kn

£@) ~ F)] < & s oy <

b—a

Mit ap :==a+k fir k=0,...,y; ist dann

n

on(x) = flank) fur app—1 <z <anpk, k=1,...,ky,

eine Folge von Treppenfunktionen mit

1

lon = fllo < =,
n

also ist f eine Regelfunktion. [ |

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig, wenn es eine Unterteilung a = ap < a1 <

... <ay,=bvon [a,b] gibt so, dass

fr s (ap—1,ar) = R, fr(x) = f(x) fir z € (ag_1,ax)
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stetig sind und die einseitigen Grenzwerte

flap+) = lim f(z) wnd  flap—)= lim f(z)

T—ag T—ap—

existieren (d.h. wenn sich die Funktionen f;, : (ax_1,ar) — R zu stetigen Funktionen fj :

[ak—1, a] fortsetzen lassen. Der Leser iiberzeuge sich selbst davon, dass auch stiickweise stetige

Funktionen auf [a, b] Regelfunktionen sind (U).

Entsprechend ist natiirlich jede beschrénkte stiickweise monotone Funktion eine Regel-

funktion.

In der Lehrbuchliteratur wird meist nicht das Integral fiir Regelfunktionen, sondern das
sogenannte Riemann—Integral eingefithrt. Dabei ist eine Funktion f : [a,b] — R genau dann

Riemann-integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢ und v existieren mit ¢ <
b b

f <t¢und [¢— [ ¢ < e. Die Klasse der Riemann—integrierbaren Funktionen ist etwas grofier

a a
als die der Regelfunktionen. Eine Riemann—integrierbare Funktion, die nicht Regelfunktion

ist, ist z. B. (U: man zeige, dass fiir jede Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R gilt ||f — ¢|lec > 1.)

0 fiir x = 0,
RO =R f@ =901 fezo
xr

Dagegen ist die Funktion
0 fiir x = 0,

1
xsin— firx #0
x

f:{o,l]—>R7f(gj):{

eine Regelfunktion. (U: auf [0,¢] ist |f(z) — 0| < ¢, auf [¢,1] ist f stetig und deshalb durch

Treppenfunktionen beliebig gut approximierbar.)

Die Dirichletfunktion auf [a, b] ist keine Regelfunktion (sie ist tibrigens auch nicht Riemann—

integrierbar), wihrend die modifizierte Dirichletfunktion eine Regelfunktion ist.

20:20.12.07

11.4 Berechnung von Integralen

Satz 11.7 Ist f : [a,b] — R eine Regelfunktion, ¢ € [a,b]. Dann ist

F:la,b] - R, F(x) ::/f(t)dt

stetig.
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Beweis. Fiir y > z gilt

Satz 11.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) a) Ist f: [a,b] — R stetig, so

existiert ein § € (a,b) mit
b

/&mmxzﬂaw—@

a

b) Ist f : [a,b] — R stetig und ¢ : [a,b] — R eine positive (negative) Regelfunktion, so

existiert ein £ € (a,b) mit
b

iﬂ@ﬂ@mzf@/¢mMm

a

(Wenn ¢ das Vorzeichen wechselt, gilt diese Aussage i. Allg. nicht (U))

Beweis. a) Folgt aus Teil b mit p(z) = 1.

b) Sei zunichst ¢ positiv. Ist min f = max f, so ist f konstant und die Behauptung ist
richtig fiir jedes £ € [a, b]. Ist min f < max f, so gilt

minf/bw(:c)dw < /f(w)w(w)dw < maXf/bSO(w)dw,
b

[ f(@)e(x) do

minf<ab—<maxf,
Jo(z)do

und aus dem Zwischenwertsatz fiir f folgt die Behauptung.

Entsprechend wird die Behauptung fiir negatives ¢ bewiesen. |

Eine Funktion F' : I — R heifit Stammfunktion einer Funktion f : I — R, wenn F' differen-
zierbar ist mit

F'(z) = f(z) fiir alle z € 1.
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Satz 11.9 Wenn f eine Stammfunktion F besitzt, so ist die Menge aller Stammfunktionen
von [ gegeben durch
{F+c:ceR}

Beweis. G ist zunidchst genau dann eine Stammfunktion, G’ = F’ bzw. (G — F)' = 0,
d.h. wenn G — F konstant ist. |

Satz 11.10 Ist f : I — R stetig, so besitzt f Stammfunktionen. Fiir jedes ¢ € I erhdlt man

eine Stammfunktion als das unbestimmte Integral

- j F(1) dt

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt mit &, 5, zwischen « und « + h

Pl - / Fdt = L FEamh = Feon).

Da f stetig ist und &, fir h — 0 gegen x konvergiert, ist also F' differenzierbar mit

Fl(z) = f(x). n

Satz 11.11 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) a) Flir jede
Stammfunktion F von f € C(I) und alle a,b € I gilt

b

a

b
/ f@)do = F(b) — Fla) = F(x)

b) Ist f stetig differenzierbar, so gilt fir a,z € 1
+ / () dt

xX

Beweis. a) Fy(z) := [ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f, und jede Stammfunktion F
a

von f hat dann die Form F(z) = Fy(x) + c. Also ist

b

F(5) = Fla) = Fo(b) - Fola) = Fo(t) = [ J(z)da,

a
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b) Folgt aus Teil a mit f’ statt f und z statt b. [ |

Wir kénnen jetzt also Integrale berechnen fiir alle Funktionen, die wir als Ergebnis einer

Differentiation erhalten haben:

b
Beispiel 11.12 [¢*dz = Loz

—€
[0

b b b
fﬁra;éO,fld.r:a:‘ =b—afira=0(abeR). O

wa-ﬁ-l

b
Beispiel 11.13 [z%dz =
p Q@

b
fir @ # —1 (fiir & < 0 darf 0 nicht in [a, b] liegen, da

sonst z% in [a, b] nicht stetig ist). O

b1 b
Beispiel 11.14 [ —dz =In|b| —In|a| = In = fiir a,b € R mit a-b > 0.
0T a

1
Wegen In' z = ~ fiir z > 0 gilt dies zunichst fiir 0 < a < b.
x

d 1 1
Fira<z<b<O0gilt —In(—z)=——=— E, also
dx —-r
/ 1 b b b
/;dx:ln(—x) . =In(—=b) — In(—a) =1n (—_a) =In (a)
a
O
b b b
Beispiel 11.15 [coszdz =sinz |, [sinzdr = —cosz fiir a,b € R. O
.. b1 b
Beispiel 11.16 afmdx:arctanx . fiir a,b € R. O
Beispiel 1117 [~ da inz | firabe (<1,1) o
eispie . ————dx = arcsinz ir a,b € (—1,1).
P S Vo2 a

13 Allgmein: di In|z| = 1 fiir z # 0.
x x
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12 Integrationsmethoden

Da die Integration (genauer das Aufsuchen einer Stammfunktion) die Umkehrung der Diffe-
rentiation ist, zieht jede Differentiationsregel eine Integrationsregel nach sich. So ergibt sich
im folgenden aus der Produktregel die Regel der partiellen Integration und aus der Ketten-

regel die Substitutionsregel.

12.1 Partielle Integration

Satz 12.1 (Partielle Integration) Sind u,v € C'[a,b], so gilt

Beweis. Nach der Produktregel gilt
(uv)" = u'v + ud/,

d.h. uwv ist eine Stammfunktion von w'v + wv’. Nach dem Hauptsatz gilt also

Das ist die Behauptung. |

Bemerkung 12.2 In der Anwendung sieht das so aus: Ist f € C'[a,b], g € Cla,b] und G
eine Stammfunktion von g, so gilt
b
- [ @6

/bf(ﬂf)g(x) dr =

Es wird also das Integral iber ein Produkt (unter geeigneten Voraussetzungen) umgewandelt

in einen explizit gegebenen Term fG und ein Integral iber ein anderes Produkt, das hoffentlich

leichter zu berechnen ist bzw. weiter umgeformt werden kann.

b b

)
a

b b
Beispiel 12.3 [ze”dr = ze*| — [e*dx = (ze* — %)

a

b b

b b
[22e®dx = 2%e®| — [2ze”dx = (2% — 22 + 2)e”
a a

a a
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Allgemeiner kann auf diese Weise jedes Integral der Form

b
/ p(z)e*dr  mit einem Polynom p

a

berechnet werden.
Analog kénnen Integrale der Form [ p(z)cosz dz und [ p(z)sinz dz behandelt werden. O

Beispiel 12.4 Fiir 0 & [a, b] gilt

b b b
b 1
/ln]a:|d;1::/1-ln]az\dw:xln]:1;\‘ —/:c—dx:x(lnx|—1)
a x

a

b
Y
a

Entsprechend erhélt man allgemein mit einem Polynom

p(x) =

n ) n 1 .
a;jz? und P(z) = Y., ——a;x ™! = 2q(x),
7=0 j=0J+1

b
[p(z)lnzxdr = P(z)Inz

a

Bei folgendem Beispiel (und in vielen anderen Fillen) hilft ein Trick: Durch geeignete,

evtl. mehrfache partielle Integration erhilt man

b b

/ f(@)g(x) dz = hx)|

a a

mit einem ¢ # 1, also

Beispiel 12.5 [ cos?z dz: Mit u(x) = v/(x) = cosx erhilt man
b b

b
2 . b . .
cos“zdx = cosxcosxdr =cosxsinz| + [ sinzsinzdx
a
a

a a

b
= cosxsinx

a

b b
b
+/(1—0082x)dx:cosa:sinx +(b—a)—/c052xd:x,
a
a a
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also
b

1 1
/COSQxdx— i(b—a)—i- §cosxsin:c

a

b

a

Speziell erhilt man als Stammfunktion von cos? x

1 +1 .
2:U 2005;1:51na:.

(Bemerkung: Hétte man nach der ersten Zeile der obigen Rechnung weiter partiell integriert,

hatte man die triviale Identat
b b

b b

/0082 rzdr =coszsinxz| —coszsinz| + /COS2 dx
a a

a a

erhalten, die nicht weitergeholfen hétte.)

b

1 1
Entsprechend kann [ sin? z dx berechnet werden und man erhélt 53; ~ 3 coszrsinx als

a

Stammfunktion von sin® z. O

Die Formel der partiellen Integration, zusammen mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz
der Integralrechnung erlaubt nun einen alternativen Beweis des Satzes von Taylor, der auch

eine andere Form des Restgliedes liefert:

Satz 12.6 (Taylor) Sei f € C""!(a,b), xo € (a,b). Dann gilt

") (g |
f@) =30 2 )i+ R0
=0

mit

t)" FrE)

dt =
(n+1)!

)n+1

(fU—-To

Ruw) = [ £

mit einem & zwischen x und xg. Die erste Form des Restgliedes ist die Taylorsche Form, die

zweite die Lagrangesche Form.

Beweis. Fiir n =0 (d.h. wenn f mindestens einmal stetig differenzierbar ist) gilt

ﬂﬂzf@w+/f@&=f@w+/f®@—ﬂ%t
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Ist f zweimal stetig differenzierbar (n = 1), so erhélt man mittels partieller Integration

T T

f@) = S+ [1 5O =)~ @-0r0] + [0

zo zo

= f@w+fﬁxx—mﬁ+/f%w@—w%ﬁ

Fiir n =0 und n = 1 haben wir damit die Formel

Z 79 / poen D g

mit dem Taylorschen Restglied R, (x) bewiesen. Es bleibt also noch der Induktionsschritt
n = n + 1 durchzufithren. Partielle Integration des Restgliedterms R, (x) liefert:

fo) = 310 TP [ @D
=0 : J !
(x — t)ntt

- Zn:f(j)(xo)(x_j%;po)j ) L
= !

n+1 ) ;

n+2 l‘ _ t)n-‘rl q
t
/f (n+1)

+ Rn+1(az).

Damit ist die Taylorsche Formel mit einem Restglied

JI) — /f(n+1)<t) (ZL‘ ;‘t)n dt

bewiesen.

Die frithere (Lagrange’sche) Form des Restglieds erhélt nun durch Anwendung des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes der Integralrechnung (man beachte, dass ¢(t) := (x — ¢)" fiir ¢

zwischen zg und z konstantes Vorzeichen hat:

T

R, (z) = f(nﬂ)(g)/wdt — f(n+1)<£)%

)n+1

zo

mit £ zwischen zy und z. n

21:08.01.08
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12.2 Substitutionsregel

Der Kettenregel fiir die Differentiation entspricht die Substitutionsregel fiir die Integration:

Satz 12.7 (Substitutionsregel) Ist f € Cla,b] und u : [a, 3] — [a,b] stetig differenzier-
bar mit u(a) = a und u(B) = b, so gilt
u(B3) B b u”!(b)
/ f(z)dz = /f(u(t))u/(t) dt  bzw. /f(x) dr = / flu(®)u'(t) dt.
u(a) e} a u~1(a)
Um eine Stammfunktion von f zu bestimmen, kann man also eine Stammjfunktion von (fou)u’

bestimmen und in dieser t durch u='(z) ersetzen (Resubstitution).

Beweis. Ist F eine Stammfunktion von f, so ist F ou eine Stamfunktion von (f owu)u’, denn

nach der Kettenregel gilt

%F(U(t)) = F'(u(t))'(t) = f(u(t))u'(2).

Mit dem Hauptsatz folgt daraus

u(B3) a
u(B) B
[ t@w=F@[ = Fu@)| - [ fuonoa.
u(a) a
Die letzte Aussage erhilt man, indem man in der zweiten Formel b durch x ersetzt. |

Diese Formel kann auf zwei Arten eingesetzt werden:

1. Art: Man versucht in einem Integral

den Integranden in der Form

a
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1
b __xz 1
Beispiel 12.8 [ze 2 dz? Mit f(y) =e Y, F(y) = —e ¥ und u(z) = 5:152 gilt

1
,-xz

ze 27 = flue) (@),

also

b
Beispiel 12.9 [ f(cosz)sinzdz und [ f(sinz)coszdz koénnen entsprechend behandelt

werden. (U) O

Beispiel 12.10 Logarithmische Ableitung:

b
w(z) =In|u(d)| —In|u(a)| =In —=
[ 5 o = )] = wfue)| =1

a

wenn [a, b] keine Nullstelle von u enthélt.

sinx

dx; mit u(x) = cos z folgt (falls [a, b] keine Nullstelle

b b
Ein Spezialfall ist [tanxzdz = [
o cos T

a

von cos enthélt, also keinen der Punkte T blrmit ke Z)

cos a

b
b
/tanxd.r:1n|cos:c|’ =In|cosal —In|cosb| =In .
a cosb
a

|

b
2. Art: Man versucht in [ f(z) dz die Variable x durch u(t) zu ersetzen, wobei u : [a, 3] —

[a,b] eine C'~Funktion mit u(a) = a,u(3) = 3 ist. Die Hoffnung dabei ist, dass ein einfaches

integrierbares Integral entsteht:

/b f() de = i Fla() (1) .

Formales Vorgehen: man ersetzt (substituiert) x durch u(t) und dx durch /() dt.
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b
Beispiel 12.11 [ sin/z dz kann mit der Substitution x = u(t) = t*> umgeformt werden.

b Vb Vb
/Sin Vaodr = [ (sint)2tdt = 2/tsintdt,
a Va Va

ein Integral, das mit Hilfe partieller Integration leicht zu berechnen ist (vgl. Beispiel 12.3).

Oder allgemeiner:

b Vb
[rvma=2 [t
va

a

Beispiel 12.12 [ f(Inz)dz kann mit der Substitution z = u(t) = e’ vereinfacht werden:

b

Inbd
/f(lna;) dx = f(t)et at.

Ina
a

|

b
Beispiel 12.13 Bei Integralen [ f(v1 — 2?)dx fithrt die Substitution z = u(t) = sint zu

einer Vereinfachung:

b arcsin b
/f(\/ 1 —22)de = / f(cost) costdt.

12.3 Hyperbelfunktionen

Um auch Integrale mit Termen v/1 4 22 behandeln zu kinnen, sind die hyperbolischen Funk-
tionen cosh ,,Cosinus hyperbolicus®“ und sinh ,,Sinus hyperbolicus“ niitzlich. Sie kénnen an
der Hyperbel 2> — y? = 1 &hnlich beschrieben werden wie die trigonometrischen Funktionen
cos und sin am Einheitskreis 22 4+ y? = 1 (vgl. W. Walter, Analysis 1, §7). Sie sind analytisch

gegeben durch (vgl. Eulersche Gleichungen fiir cos, sin)

1 1
coshz = 5(693 + e_z>, sinhx = §(€$ —e 7).



12 INTEGRATIONSMETHODEN 118

Offensichtlich gilt
cosh(—z) = coshz, sinh(—xz) = —sinh(z),
cosx > 1 fiir allez € R (Minimum bei z = 0),

cosh?z — sinhz? =1 (nachrechnen!),
coshz = V1 + sinh? z,

cosh’z = sinhz, sinh’z = coshz.
Die Umkehrfunktionen
cosh™ : [1,00) — [0,00) (Area cosinus hyperbolicus)
sinh™' : R — R (Area sinus hyperbolicus)

lassen sich leicht explizit berechnen: Fiir ¢ > 0 gilt

1 1 1
x = cosht = §(et +e )= elr= §€2t + 5= e — 2zl +1=0, (e)?—2ze!+1=0.
Dies ist eine quadratische Gleichung fiir e?, also
et = z+xvVrl-l=ax++Va2-1 (dae >1 fiirt>0)
cosh™ 2 = t=In(z+a22-1) firz>1.

Entsprechend erhélt man:
1
x =sinht = i(et —e = (e =22 —1=0

e =stvVl+l=z+Va2+1 (dae >0),

und somit
sinh™! = In (;U + V2 + 1).

Insbesondere folgt (cosh™1)(z) = (22 — 1)~%/2 fiir 2 > 0 und (sinh~!)'(z) = (2 4+ 1)~/ fiir
x € R (vgl. auch folgendes Beispiel).

Beispiel 12.14 Integrale der Form [ f(v/1+ 2?)dz kénnen mit der Substitution z =

u(t) = sinh ¢t umgeformt werden:

b sinh 15
/f(m)d:r = / f(cosht) coshtdt,
a sinh~!a
also, was wir gerade durch Differentiation erkannt haben,
b sinh=1 b
/#dx = / L coshtdt = sinh ™' b —sinh'a =1In M
a Vita sinh~'a cosht atvita
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12.4 Integration rationaler Funktionen

p(x)

Abschlielend soll nun noch auf die Integration rationaler Funktionen f(x) = ﬁ mit Polyno-
q(x

me p und ¢ eingegangen werden (im Zeitalter der Computeralgebra kommt diesem Abschnitt

allerdings keine besondere Bedeutung mehr zu).

Wir werden im folgenden sehen, dass sich die Integration reeller rationaler Funktionen auf
die folgenden drei ,einfachen“ Fille zuriickfithren 148t (fiir komplexe rationale Funktionen
vgl. die Bemerkung im Anschlufl an Satz[12.16):

1. Polynome Z?:o aj:cj: Ein solches Polynom hat bekanntlich die Stammfunktion

n a n+1a

o L
S e 5
=07 =1 7

2. (z — x9) " mit 29 € R und £ € N: Fiir diese Funktion ist eine Stammfunktion gegeben

durch
1 -0 g
— f 1
17 (x — o) ir £ > 1,
In|z — x| fir £ = 1.
B C
3. _ br+e mit B, C,b,c € R, £ € N und ¢ > b? (letzteres bedeutet, dass der

(22 4 2bx + ¢)*
Nenner keine reelle Nullstelle hat; er ist fiir alle x strikt positiv)@: Dieser Term a6t

sich offenbar wie folgt umschreiben:

Bx +C B 2x + 2b C - Bb

(22 + 20z + ) 2 (22 + 2bx + ¢)’ + (22 + 2bx + )t

Hier hat der erste Term die Stammfunktion (der Zahler ist die Ableitung des Klammer-
ausdrucks im Nenner):

L(.752 +2bz+c)' 7t fiirf>1

2(1—14) ’

B. . "

Bl In(z* + 2bx + ¢) fiir £ = 1.

Es bleibt also eine Stammfunktion zu finden fiir Funktionen der Form
1 1 1 1

T ) ()

MWegen 22 4 2bx + ¢ = (z 4+ b)* + (c — b*) = (z + b+ ive — b2)(z + b — iv/c — b?) konnten diese Terme
auf Terme der Form (x — zp) ™% mit 2y € C \ R zuriickgefiihrt werden, die man entsprechend wie (z — x0) ™!

behandeln konnte, mit dem Unterschied, dass man zunéchst komplexe Stammfunktionen findet, die man zu

reellen Funktionen zusammenfassen kann.
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Fiir £ =1 ist eine Stammfunktion von —————— gegeben durch
2+ 2bx + ¢
x+0b
arctan .
c— b2 c— b2
22:10.01.08

Fiir £ > 2 erhélt man aus folgender Rekursion

1 1
dz = -1d
/ (22 + 2bx + ¢)¢1 / (22 + 2bx + ¢)t1 v
(mit z + b als Stammfunktion von 1)
z+b (z +b)?
= 20-1) [
(22 + 2bx + ¢)t1 + ) / (22 + 2bx + ¢)*
(mit (z 4+ b)? = (22 + 2bz + ¢) — (¢ — b?))

rz+b 1
= 200 — 1
(22 + 2bx + ¢)t-1 +2( )/(x2+2b:c+c)41

durch Auflésung nach dem letzten Term:

1 1 1
J (22 + 2bx + c)* do = 2(¢ — 1)(c—b2){[2(€_ 1) - 1]/ (2 + 2bx + ¢)t1 de
x+b
+(xQ—i-Zbac—i—c)f—l}

1

Fiir ¢ = 2 erhalt man damit eine Stammfunktion von ———————
(22 4 2bx + ¢)*

1 z+h + 1 arctanxi—'—b
2(c—b2) a2 +2bx+c  2(c—b2)3/2 c—b2

Hiermit erhélt man insgesamt:

B
— Eine Stammfunktion von LC ist
24+ 2bx +c
B C — Bb rz+b
“In(z® + 2bx + ¢) + arctan .
2 ( ) c—b? Ve — b2
B
— Eine Stammfunktion von T+ C ist
(2 + 2bx + ¢)?
1 C-—-DBb r+0b C — Bb r+0b

B
—— (2% 420z +¢)”

2 +2

(¢ —b?) x2+2bm+c+2(c—b2)3/2 Je_b2

120
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(Fiir £ > 2 kann man rekursiv ebenfalls Stammfunktionen bestimmen; das ist aber fiir die

Praxis kaum von Bedeutung,.)

Es bleibt also zu zeigen, dass jede (reelle) rationale Funktion auf Terme dieser Art zuriick-

gefithrt werden kann. Hierzu benutzen wir den

Satz 12.15 (Fundamentalsatz der Algebra) Seip(z) = > 1_,arz" ein (i. allg. kom-
plexes) Polynom vom Grad n (degp = n, a, # 0). Dann existieren z; € C und {; € N (die
Nullstellen des Polynoms p und deren Vielfachheiten) mit

k
p(z) = an H(z — 24, ij =n.
j=1

Beweis. (Der folgende einfache Beweis geht auf R. ARGAND (1768-1822) zuriick; er wurde
1814 veroffentlicht und 1820 von Cauchy vereinfacht. Ein vollig anderer Beweis wird iibli-

cherweise in der Funktionentheorie mit Hilfe des Satzes von Liouville gegeben.)

a) Wir zeigen zunéchst, dass p mindestens ein Nullstelle hat. Wegen

p(2)] = |2|"an + 2z tan_1 ...+ 2 "ag
n 1 -1 1-n
> ’Z| (’an|_m Gn—-1+2 ap-2+...+2 aOD

fiir z # 0, existiert ein r > 0 mit
’an’ n . .
p(2) = el > Jao| = Ip(0)] i 2] > -

Also nimmt |p(z)| in der Kreisscheibe |z| < r sein Minimum an (eine stetige Funktion auf

einer beschriinkten abgeschlossenen Teilmenge von R? bzw. C nimmt ihr Minimum an).

Wir zeigen p(zp) = 0, d. h. 2 ist Nullstelle von p. Dazu nehmen wir p(zy) # 0 an; nach
Multiplikation des Polynoms mit einer geeigneten komplexen Zahl vom Betrag 1 kénnen wir
sogar annehmen, dass p(zg) > 0 ist. Offenbar ist p(z9 + w) ein Polynom vom Grad n in w

mit konstantem Glied p(zp),
p(z0 + w) = p(z0) + bpw® + w* ' p(w)

mit 1 < k < n, by # 0 und einem Polynom p vom Grad n —k — 1 (dabei ist p = 0, falls k = n

ist; in diesem Fall ist der Rest des Beweises etwas einfacher).

Withlen wir nun wy so, dass bywk = —p(2,) gilt (wo := &/—p(20)/bk), so gilt fiir t € R

p(z0 + two) = p(20) + btFw + tF  wi Tp(twe) = (1 — t*)p(z0) + 5wl Tp(twy).
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Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 gilt (beachte p(zg) > 0)
[ B(two)| < t*p(z0),  also [p(z0 + two)| < p(z0)-
Das ist ein Widerspruch zur Wahl von 2y als Minimum von |p(z)].

b) Ist zp eine Nullstelle von p, so liefert Polynomdivision p(z) = pp—1(2)(z — z0) (der Rest
ist 0, da zp Nullstelle von p ist) mit einem Polynom p,,_1(z) vom Grad n — 1 mit héchstem

Koeffizienten a,,. Iteration dieses Verfahrens liefert nach n Schritten die Behauptung. |

Satz 12.16 (Komplexe Partialbruchzerlegung) Sei r(z) = qu; mit Polynomen q
p(z

und p, p(-) wie im obigen Satz. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen A;; € C und ein
Polynom h(-) mit

An Ao A

= h —_— o —

) = )+ P v RS g s
Ap1 Apo A,

+ . + (z—zk)Q + ... + (Z—Zk)ek.

Bemerkung Zur Integration (komplexer) rationaler Funktionen kann man sich also offen-
bar auf die obigen Fiélle 1 und 2 beschréanken; dabei mufl man dann allerdings die komplexe

Logarithmusfunktion beherrschen.

Beweis von Satz/12.16. Existenz: h(-) ergibt sich durch Polynomdivision mit Rest:

q1(2)
r(z) =h(z) + , degq < degp.
(2) = h(2) o) g g
Also konnen wir o. E. voraussetzen
r(z) = a(2) mit deggq < degp.

p(z)

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n = degp.

Firn=1,dh r(z) = , ist nichts zu beweisen.

z— 21
n — 1 = n: Die Behauptung sei also richtig fiir degp < n — 1 und somit degq < n — 2. Habe

jetzt p den Grad n, also ¢ den Grad < n — 1; 2q sei eine Nullstelle von p der Ordnung ¢ > 1,
d. h. es gilt

p(2) = (2 — 2)'P(z) mit degp<n—1, p(z0) #0, £> 1.
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Daraus folgt (fiir z mit p(z) # 0), da zp Nullstelle von ¢(2)p(z0) — p(2)q(20) ist,

(2)  q(20)  q(2)P(20) — P(2)q(20) (= _NZO)Q(Z)

q
plz)  B(z0) p(2)p(20) o B(®)

mit einem Polynom ¢ mit degq < n — 2, also

q(z) q(z) q(z) 1 q(z)

p(z)  (z=20)P(2)  P(20) (z—20)" (220" "P(2)

Auf den letzten Term kann die Induktionsvoraussetzung angewandt werden.

Eindeutigkeit: Seien zwei solche Darstellungen mit A;;, A;j gegeben. Multiplikation mit
(z — 2;)% liefert, wenn man z = z; setzt, Ay, = A;&_ (weil fiir z = z; alle anderen Terme
verschwinden). Anschliefend verfihrt man entsprechend mit (z — z;)%~1, (z — 2;)%72, und
erhélt A;¢,_1 = Afi,éi—l,m' SchlieBlich ergibt sich die Eindeutigkeit von h(-). [ |

Satz 12.17 (Reelle Partialbruchzerlegung) Sind p und q reelle Polynome, so erhilt

man anstelle der Resultate der beiden vorhergehenden Sdtze auch:

r k
o) p@)=an [I(@—a;)% [1(?+2bja + ;)™
J=1 J=1
mit xj,bj,c; € R, 375 +Z] 12 —nundb2<cj

b) Die Partialbruchzerlegung von r(x) hat die Form

q(x) An Ay,
r(z) p(z) (z) + T — 1 et (x—21)00
'Arl Aré
S e L
(x — z) (z — xr)ér
" Biiz + Chh Blm1$+clm1
22+ 2h1x4+c¢1 0 (22421 )™
L Bur+ G Brom, & & Clomy
22+ 2+ (22 + 20T + )
_ mx + C]m
SECID oot B p) phee o2

]1€1

mit einem reellen Polynom h und Ajp, Bjm, Cjm € R.

Alle Grdfien sind eindeutig bestimmd.
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23:15.01.2008

Beweis. a) Ergibt sich aus Satz[12.15 durch Zusammenfassen der Terme (z—z;) und (z—%;) =

a;—zj.

b) Zusammenfassung der Terme mit z—z; und z—%; in Satz[12.16 ergibt (mit 22 +2bx+c =

(x—2;j)(x—7%;) und einem Polynom g mit deg g < 2¢, wobei wir hier auf den Index j verzichten)

@) 1 ()
(22 4+ 2bx + )t (22 +2bx +¢) (2% + 20z + c)¢!
(Polynomdivision mit (% 4 2bx + ¢)*~ 1)
- xf—li-zzgcc—i P (a2 —i—g;é?—k c)t it deggy < 2(6—1)
(Polynomdivision mit (22 + 2bx + ¢)*2)
Az +C4 Asz + Co 92(z)
22+ 2bx+c¢ (224 2bx+¢)? (224 2bx+ o)t

mit  degge < 2(¢ — 2)

Dies liefert nach £ — 1 Schritten die Behauptung. |
4
o 2
Beispiel 12.18 x3 + .
-z
Die Nullstellen des Nenners 2° — 2 = x(2? — 1) sind: 21 =0, 23 =1, 23=—1 .

Polynomdivision mit Rest ergibt:

2
2
(:c4+2):(x3—x):x+;$2—+_1) (h(z) =2x).
2
2
Die Partialbruchzerlegung von M hat die Form:
x(z? —1)

242 A A A
e+ 1 2+3

z(x2-1) =z x—1 xz+1°
Multiplikation mit dem Nenner z(z? — 1) der linken Seite ergibt
x2 +2 = A1x2 — A1 + AQ.%'Q =+ Agx =+ A31‘2 — Agw.

Koeffizientenvergleich ergibt:

20 2 = —A.
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Die letzte Gleichung liefert Ay = —2; die zweite Gleichung liefert As = Ag; zusammen mit

der ersten Gleichung folgt As = Az = g, also:

xt+2 2+3 1 3 1
_ = — —
x(z?2 —1) x

271 2741

und somit fiir das gesuchte Integral

x4+ 2 x? 3
2 -1 1 3/2
_ 2 (e=1let1)
2 ||
O
1

Beispiel 12.19 ——.
1424
Die Nullstellen des Nenners 1 + z* sind:

(141) T (1)
7= — 1), 20 =21 = —(1—1),
1 NG 2 1 NG
1 1
z3 = —(—141), 24 =23 = —(—1—1),
3 ¢# ) 1 =73 ¢§ )
und somit
2 2 1
(x—21)(7 — 22) =22 —V2zx + 1 =224 2012 + c1, bhh=—+, =1,
V2
1
(:c—Z3)(x—Z4):x2+\/§x+1:x2+262m+62, bzzﬁ, co =1,

also

1+at = (ZE2+\/§1’+1)<3§2—\/§1‘+1>-
Die Partialbruchzerlegung hat also die Form

1 Bixz+C; Box + C

T+at 222241 2242241

Multiplikation der Gleichung mit dem Nenner (1 + 2*) der linken Seite liefert in geeigneter

Anordnung der Terme:

1 = leg + \/§le2 + BliL‘
+ Cu* + V201 + O
+ Bg$3 — \/§B2$2 + Box

+  Cyx? — V20 + .
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Koeffizientenvergleich ergibt:

x3 0 = B + By,

z? 0 = V2B — V2B, + C; + Oy,
z! 0 = By + By + V201 — V20,
xY 1 = cCi +  (Cs.

Hieraus erhilt man leicht

1 1
Cy=Chy==, —-By=Bj=-——1,
1 2 2 2 1 2\/5

und somit die explizite Partialbruchzerlegung
1 n 1 1 . 1
L 2v2 2 2v2 2
T+2* 22— V20+1 224+V22+1

Mit der oben unter Nr. 3 angegebenen Formel erhalten wir also fiir die Stammfunktion:

/ 1 +1m4 dz = %ln(x2 +2bjz +c1) + %arctan%
+% In(x? + 2byx + c3) + CZT\/% arctan \/:ch:_bi)g
= —ﬁ In(z? — V2 +1) + 2\1/5 arctan v2(x — %)
ﬁ In(z? +v2z + 1) + % arctan v2(x + %)
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13 Integration und Grenziiberginge

13.1 Vertauschung von Integration und Differentiation mit Grenziibergingen

Eine wichtige Frage in jeder Integrationstheorie ist die folgende: Kann aus f,, — f auf [ f, —
| f geschlossen werden? Ist (ggf. unter welchen Bedingungen) der Grenziibergang mit der

Integration vertauschbar?

Satz 13.1 Sind f, : [a,b] — R (n € N) Regelfunktionen. f : [a,b] — R mit ||f — fnllcc — O
fiir n — oo, so ist f Regelfunktion und es gilt
b b

[ @yt~ [ sia)an

a a

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert ein N = N(¢) € N mit
5 .o
||f_anoo<§ fiir n > N.

Fiir alle n seien (¢p m)m Folgen von Treppenfunktionen auf [a, b] mit || f,, — ¢nm||e — O fiir
m — o0. Zu jedem n € N existiert ein m(n) € N mit
€
an - SOn,m(n)HOO < 57

also

€ € ..
Hf - (pn,m(n)HOO < ”f - fTLHOO + an - (pn,m(n)HOO < 5 + 5 =¢ firn=>N.

Somit ist f Regelfunktion, und es gilt
b b b b
1w [f@a] = | [(¢@ - fe)a] < [11@ - @l

a

IN

(b—a)llf = falle = 0.

Das ist die Behauptung. [ ]

Als Folgerung erhalten wir aus dem vorhergehenden Satz:

Korollar 13.2 Sind f, : [a,b] — R Regelfunktionen und konvergiert die Reihe
fl@) =) falw)
n=1

gleichmdfig auf [a,b], so ist f eine Regelfunktion mit
b

o b
[ e = )3 / fulw) da.

a
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oo

Korollar 13.3 Fine Potenzreihe > an(x — x9)" mit Konvergenzradius o > 0 konvergiert
n=0

fir |x — zo| < r mit r < o gleichmdfig. Insbesondere kinnen also Potenzreihen im Inneren

des Konvergenzintervalls gliedweise integriert werden,

b [e9) [eS) a
[
w n=0 n=0

fiir a,b im Konvergenzbereich.

b

a

Beweis. Nur die gleichméfige Konvergenz fiir |x — xg| < 7 ist zu beweisen. Wegen ¢ =

-1
<lim sup 1/ |an|) gilt
n—oo
limsup {/|an(x — 20)"| = limsup ¥/|an ||z — 20| < <1 fir |z — zo| < p,
n—oo n—o0 0

also die gleichméfige Konvergenz fiir |x — zg| < 7. |

Es 148t sich aber auch ein Resultat iiber die gliedweise Differentiation von Folgen und

Reihen ableiten:

Satz 13.4 Sei I C R ein offenes Intervall. Sind f,, (n € N) in I stetig differenzierbar mit

fu(x) — f(x) fir allex € I (punktweise konvergent),

fh(x) — g(x) gleichmiflig auf jedem kompakten Teilintervall von I,

so ist f in I stetig differenzierbar mit f' = g, d. h. es gilt

Ist T abgeschlossen und gilt f)(z) — g(x) gleichmiflig auf ganz I, so gilt auch die Aussage
auf ganz 1.

Beweis. Fiir xg € I gilt nach dem Hauptsatz
fule) = fulao) + [ Fi(t)
zo

Fiir n — oo folgt daraus mit den Voraussetzungen und dem obigen Satz

xT

f(x) = f(zo0) + /g(t) dt.

o
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Da g (als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen) stetig ist, ist f stetig differenzierbar
mit ' =g. [ |

Auch hier folgt das entsprechende Resultat fiir Reihen:

Korollar 13.5 Seien f, : I — R und f(x) = § fulx) fir x € I. Sind die f, stetig
n=1

o0

differenzierbar und ist > fl(x) in jedem kompakten Teil von I gleichmifig konvergent, so
n=1

ist auch f stetig differenzierbar mit

d oo [e.e]
S @) =@ =Y fil)
n=1 n=1
Speziell gilt: Hat die Potenzreihe
Fl@) = an(z — z0)"
n=0

einen Konvergenzradius ¢ > 0, so ist f in (xg — 0,0 + o) beliebig oft differenzierbar und es

gilt
f'(z) = Z nan(z — )", f(z) = Z n(n — 1)an(z — x0)" 2 usw.
n=1 n=2

Zum Beweis ist lediglich anzumerken, dass die ,,abgeleitete Reihe“ den gleichen Konvergenz-

radius ¢ hat wie die urspriingliche Reihe: Dies folgt aus
n

"Ynlaal = Vi laal = (Y0 W/faal) =1 und Y- 1.

Damit wird nun der Beweis fiir die Konvergenz der Logarithmusreihe (Fufinote in Ka-
pitel 10) nachvollziehbar. Entsprechend kénnen jetzt noch weitere Entwicklungen angegeben

werden:

Beispiel 13.6 Arcus—Tangens—Reihe: Aus

1
arctan’x = fir |z] <1
1+ 22
und (geometrische Reihe)
1 [e.e]
i Z(—l)”t%, gleichméBig fiir |¢] < |z| < 1
n=0
folgt
r 1 % oo ) 0 2+l
_ _ ny2n _ n ..
arctanx = / T dt = /Z(—l) " dt = Z(—l) o 1 fir |z < 1.
0 o n=0 n=0
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Beispiel 13.7 Arcus—Sinus—Reihe: Aus

1
1 _—
aresin’z = ——— = (1 —2?%) 2

V1—2x2

und der Binominalreihe

= [«
(1+18)* = Z < > t",  gleichméfig fiir [t| < |z| <1
n
n=0
folgt
z 1 RS 00
- —1/2 —1/2\ 22l
e e T () ()
0 o n=0 n=0

Riemann—Summen

Haufig ist es niitzlich zu wissen, dass das Integral durch sogenannte Riemann—Summen ap-

proximiert werden kann. Eine Zerlegung Z des Intervalls [a,b] mit Stitzstellen ist gegeben
durch

{xg,xl,...,xk; xik,,x}';} mit z; <24 und a=a9 <z] <a; <a5<...<ap<zp=0.

[a, b] wird dabei zerlegt in Intervalle (21, ;) mit Stiitzstellen z} im jeweiligen Intervall. Die
Feinheit der Zerlegung ist n(Z) := max{|z; —z;_1|:j=1,... k}.

b
Die durch die Zerlegung Z definierte Riemann—Summe fiir das Integral [ f(z)dz ist
a

k
Zf —Tj-1)-

Jj=1

Im folgenden Satz wird eine Folge (Z,,) von Zerlegungen

. * *
Zyn = {xn,Oy Tndy -5 Tnk(n)s Tn,ds- - xn,k(n)}

betrachtet mit n(Z,) — 0 fiir n — oo.

Satz 13.8 (Riemann—-Summen) Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, (Z,) eine Folge
von Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit n(Zy,) — 0 fir n — co. Dann gilt
b
S2.(0) — [ @) da.
a

(Dieser Satz gilt véllig gleichlautend auch fiir die etwas grifiere Klasse der Reimann—integrierbaren

Funktionen.)
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Beweis. Sei e > 0 vorgegeben. Da f Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion ¢ mit

g
Hf—w@<3w_®.

Fiir dieses ¢ gilt offensichtlich

/\f \d.r<§ und ‘Szn(f)—Szn(cp) <§ fiir alle n.

AuBerdem gibt es fiir diese Treppenfunktion ¢ ein N mit
b
52,0~ [e@yae] <5 iz N
a

(da dies ,offenbar® fiir alle Zerlegungen mit hinreichender Feinheit gilt (U)). Damit folgt

insgesamt

b
| [ H@)de = 52,(5)

a

< ‘/bf(x) / dx‘—k‘/ )dz = S7,(9)| + |92,(6) = 52,(/)

< ¢ firn > N.

Also gilt Sz, (f) —

8=

f(x)de. [ |

.. 1 12 1 2
Beispiel 13.9 fe”ﬁd.r, Ly = {0,—,—, ,Ezl, —, ,1}
0 nn n nn
n+1
i 1 1 11—e n
_ k/n -~ _ ~ Iynye _ = 2% ™
Sz, (exp) = Ze n—nZ(e ) T n 1_el/n
k=1 k=1
n+1
1/n
_ 1_61/71(1_6 n >—>—1(1—e):e—1
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13.2 Uneigentliche Intgrale

o0 11
Integrale der Form [ e™* dz oder [ \/—_ dz sind nicht definiert, da das Intervall unbeschrankt
0 0 vV«¥

ist bzw. der Integrand am Rand unbeschriankt ist. Mann kann das in diesen Féllen so versu-
chen:

b b
= lim [e *dz= lim (— e_x) = lim (— e b+ e_0> =1,
b—oo b—oo 0 b—oo

1

1 1
—dz = i — = lim 2
\/de a0t N3 ot Ve

a

e Tdx

\
o3

1

— lim 2(11/2 _ a1/2> —9.
a a—0+

\
o ..

Allgemeiner betrachten wir die folgende Situation: f : (a,b) — R sei iiber jedem Intervall

b
[c,d] C (a,b) eine Regelfunktion. Das Integral [ f(z)dz heiBt

— bei b uneigentlich, wenn

e b= oo ist, oder/und

e f iiber [c,b] mit ¢ € (a,b) keine Regelfunktion ist,
— bei a uneigentlich, wenn ... (entsprechend).

b b
Ist [ f(z)dx uneigentlich bei b, so definiert man das uneigentliche Integral [ f(x)dz durch
a a

c—b—

lim / f(z)dx, falls der Limes existiert.

Entsprechend, falls das Integral bei a uneigentlich ist:

c—a+

b
lim / f(z)dz, falls der Limes existiert.
c

24: 17.01.08

Ist das Integral bei a und bei b uneigentlich, so exisitert das uneigentliche Integral, wenn

c b
die beiden uneigentlichen Integrale [ f(z)dx und [ f(z)dx fiir ¢ € (a,b) existieren, und man

a

setzt
b c

B
/f(:c)d:c:g}g}l f(x)da:—kglg})/f(x)dx

Die obigen Beispiele waren bei 400 bzw. 0 uneigentlich, und die uneigentlichen Integrale

existieren.
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Beispiel 13.10 [ z“dz (a € R) ist uneigentlich bei oo,
1

1 c
- . T—Hxajl . divergent fiir a > —1,
/xa dr = Lim [ 2%de = Lim lnx’l _ dlveirgent fir o = —1,
c—00 c—00 - ..
i i 1 xOH‘l‘C 1 fir o < —1.
a+1 1
OdJ
1
Beispiel 13.11 [z“dz ist fiir @ < 0 uneigentlich bei 0,
0
1 xoa+l ! 1
! a+1 L — fiir > —1,
« dr = i 1 _ Oéﬂ- 1 .
x = 50 nr =\ divergent fir a =—1,-
C
0 o+l ! divergent fir a < —1,
a+1 c
O

Zur Untersuchung der Existenz uneigentlicher Integrale, die man nicht explizit berechnen

kann, ist folgender Satz niitzlich:

b
Satz 13.12 Das bei b uneigentliche Integral [ g(x) dx existiere. f : [a,b] — R sei iber jedem

Intervall [a, c] mit ¢ € (a,b) Regelfunktion und es gelte |f(z)| < g(x) fiir alle € [a,b]. Dann
b
existiert das uneigentliche Integral [ f(x)dx und es gilt

by
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Folge (b,) mit b, — b— die Folge (f f(x) d:c)
a
eine Cauchyfolge (also konvergent) ist:

bn bm bm bm

[ 1@ [ @@ =| [ @] < [g@)ae -0 i nm -,

a a bn by,

da g uneigentlich integrierbar ist. |
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Beispiel 13.13 Die I'"Funktion (Gamma—Funktion) I" : (0,00) — R ist definiert durch

INa) = /:z:o‘_qu:_"’j dz.
0

Dieses Integral ist

— fiir @ < 1 uneigentlich bei 0,

— fiir alle « uneigentlich bei co.

a—1

2% le™® dr existiert wegen 0 < 2% e <z lfir 0 <o <1 (a—1>1).

e @ dx existiert, weil fiir z > 1 gilt

Rl g O —

ro_r r
e = <1‘a716_2>€_2 und 2% 'e 2 <c¢ fir z grof.
|
Satz 13.14 Es gilt
MNa+1)=al(«a) fir alea >0,
F'(n+1)=n! firn e N.
Beweis. Man rechnet leicht nach:
MNa+1) = lim [ 2% “dr= lim { — %" T/ + /ozxa_le_zdx}
1/n 1/n
l n
= lim { —n% "+n" % n+a« / :Ea_le_xd:r:}
1/n
= 0+0+ al'(a) = al'(a).
ro+1) = I(1) :/e_wdm: 1=0
0
Die verbleibende Aussage folgt daraus induktiv: I'(n 4+ 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = nl. [ |

Bemerkung 13.15 Die I'-Funktion ist stetig (sogar beliebig oft differenzierbar) auf (0, 00),
also eine stetige Interpolation der Fakultit. Auf den etwas technischen Beweis soll hier ver-
zichtet werden. (vgl. W. Walter Analysis 1, §12.8).
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Schliellich soll noch ein niitzlicher Zusammenhang mit der Konvergenz von Reihen be-

wiesen werden:

Satz 13.16 (Integralkriterium) Sei f : [1,00) — R positiv und nicht-wachsend. Dann

gilt
Zf(k) konvergent @/f(:r)da: existiert.
k=1
Beweis. Die Folge (s,) mit s, := > f(k) und die Funktion F(z) := [ f(¢)dt sind nicht—
k=1 1

fallend. Wegen
flE+1) < f(t) < f(k) firk<t<k+1

gilt
k+1
£k +1) / f(tydt < (k).
k
also
n n n—1
S (k) < / Fd < S f(h)
k=2 1 k=1
bzw.

Also ist (s,,) genau dann beschriankt, wenn (F'(z)) beschrénkt ist, also (s,) genau dann kon-
o

vergent, wenn [ f(x)dx existiert. [ ]
1
o0
Beispiel 13.17 Z n® konvergent < a < —1, denn f x®dzx existiert genau dann, wenn
n=1
a < —1 ist. O

Beispiel 13.18 Z ——— konvergent < s > 1.
n=2 n( nn)s

a) s < 1: ist auf (1,00) fallend, denn z Inz ist wachsend. Da auflerdem
zlnx
b
b
/ In(Inz)| — oo fiir b — oo
:pln:p 2
2

1
gilt, ist > e T divergent, und damit folgt die Aussage auch fiir s < 1.
nlnn
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1
z(lnx)®

b) s > 1: ist auf (1,00) fallend, denn z(Inx)*® ist wachsend. Da auflerdem

b
1 1 b -1
= Inz)!—* In2)'=* fiir b
/x(lnx)sdx 1_8(nx) 2_>1—s(n) o ee
2

gilt, ist die Reihe konvergent fiir s > 1.
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14 Vektorridume, Dimension, Basis

Wir erinnern uns: Ein Vektorraum V = (V, 4+, -) tiber dem Korper K (K- Vektorraum) ist eine
nicht-leere Menge V, auf der eine Addition (von Elementen aus V') und eine Multiplikation

(von Elementen aus V' mit Elementen aus K)

+:VxV =V, (u,v)—u+uv,

KxV >V, (aq,u)— a-u(auch x statt -)

definiert sind so, dass (V,+) eine abelsche (kommutative) Gruppe ist, d. h.

— es existiert ein neutrales Element beziiglich der Addition (Nullelement) © mit u+© =
O+ u=ufiralleueV,

zu jedem u € V existiert ein beziiglich der Addition inverses Element (das zu u negative
Element)a mit @ + u = 0; statt @ schreibt man auch —u, statt v + @ = v + (—u) auch

v — U,

es gilt das Assoziationsgesetz (u+v) +w = u + (v + w) fiir alle u,v,w € V,

die Addition ist kommutativ, d. h. es gilt © + v = v + u fiir alle u,v € V.

Beziiglich der beiden Operationen + und - gilt fiir o, 8 € K und w,v € V:

- (a+p) u=a-u+p-u,

—a-(ut+v)=a-ut+a-v,

- (@f) - u=a-(6-u),

-1l u=u.
Bemerkung 14.1 In der Schreibweise unterscheiden wir nicht zwischen den verschiedenen
Bedeutungen von + (in V und in K) bzw. von - (in K und zwischen K und V). Ebenso unter-

scheiden wir i. allg. nicht zwischen der Null 0 aus K und der Null © aus V' (nur gelegentlich

schreiben wir © fir die Null aus V.. Den - “~Punkt lassen wir meist weg.)

Einige Eigenschaften:

(1) 0cv=0und a-©=0firalleac K, veV:
0-v=(040)-v=0-v;0-0=0(O+0)=a-0+a-06.
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(2) a-u=0 < a=0oder u=0:
1 1
:>:ista;éO,SOistu:l-u:—-(a-u):a®:@.
<«: Eigenschaft (1)

(3) (—a) - u=a-(—u) = —(a-u), insbesondere (—1) -u = —u:
a-u+(—a) - u=(a—a) - u=0-u=0,
a-utal-u)=a-(u—u)=a-0=0.

4 a-(u—v)=au—av: a-(u—2v)=au+a(-v)=au—av.

Wichtige Vektorrdume sind z. B. (dabei diirfte in der Regel klar sein, was das Nullelement

bzw. das negative Element ist).
— R" = {(1,...,2n) : ¢; € R} ist ein R-Vektorraum mit

($1,---7xn)+(y17--'7yn) = (x1+y17-"7$n+yn)a

a-(x1,...,xn) = (a1, ..., axy).

— C"={(z1,...,2n) : zj € C} ist entsprechend ein C-Vektorraum.

— Die reellen/komplexen Polynome Pgr/Pr bzw. die reellen/komplexen Polynome vom
Grad <n Pr,/Pc, sind R — /C-Vektorrdume.

— Die Menge Abb(X,K) der Abbildungen von einer (beliebigen) Menge X nach K (=R
oder C) bildet ein R-/CC~ Vektorraum mit

(f+9)(x) = f(z) +9(x), (a-f)(z)=af(@)

Das Nullelement ist die Nullfunktion f(xz) = 0 fiir alle x € X; das zu f negative Element
ist (—f)(z) = —f(x) fir alle z € X.
Speziell:

e Abb (N,K) mit K =R bzw. C ist der Raum der reellen bzw. komplexen Folgen,
e Abb (R,K), Abb ((a,b),K),...ist der Raum der K—wertigen Funktionen auf R, (a, b), . ..

— Cla,b] der Raum der reellen (Cg[a,b]) bzw. komplexen (Cc[a,b]) stetigen Funktionen
auf [a, b].

- C"a,b], C™(...) der Raum der n mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a,b],. ..

— USW.
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Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heiit ein Untervektorraum (auch Teil-
raum oder linearer Teilraum von V'), wenn (U, +,-) mit den auf V' definierten Operationen
+ und - ein Vektorraum ist (d.h. wenn + und - nicht aus U herausfiihren; U ist beziiglich +
und - ,abgeschlossen*). Was ist zu zeigen, wenn man beweisen will, dass eine Teilmenge U
eines Vektorraums ein Untervektorraum ist? Der folgende Satz besagt, dass man nur diese

»Abgeschlossenheit* beziiglich + und - zeigen muss.

Satz 14.2 Sei V ein K-Vektorraum, U eine Teilmenge von V. U ist genau dann ein Un-

tervektorraum von V', wenn gilt:

U#0, und aus u,v € Uyja € K folgt u+v e U und au € U.

Beweis. =-: Offensichtlich.

<: Es ist nur die Existenz des Nullelements © (in U) beziiglich + und des zu u negativen
Elements —u (des inversen Elements (in U) beziiglich +) zu zeigen:

Fiir beliebiges u € U (ein solches existiert wegen U # ) ist 0-u =0 € U.

Firu e Uist (—1)u € U und (—1)u = —u. [ |

Fiir Elemente x1,...,x, € V heifit jedes Element der Form
n
Zaja:j mit  o; €K
j=1

eine Linearkombination der Elemente x1, ..., x,.

Die lineare Hille L(W) einer Teilmenge W von V ist der kleinste Teilraum von V', der
W enthélt. Offenbar gilt
Satz 14.3 Ist V ein K-Vektorraum und W C V, so gilt

L(W) = ﬂ{Z : Z Teilraum von V, W C Z}

n
= {Zaj:cj e EK,.%'J' S W,HGN}.
j=1

Beweis. Die erste Gleichung ist offensichtlich. Die zweite Gleichung ergibt sich aus:

- { Yoo, Ty } ist ein Teilraum von V (U; vgl. obigen Satz), der W enthélt, also
=1

LW)c (.},



14 VEKTORRAUME, DIMENSION, BASIS 140

— Ist W in einem Teilraum Z enthalten, so sind auch alle Linearkombinationen von Ele-
menten aus W in Z enthalten, also {...} C L(W).

|
Korollar 14.4 W st genau dann ein Teilraum, wenn W = L(W) gilt.
n
Elemente z1,...,z, aus V heiflen linear unabhingig, wenn aus ) ajz; = 0 mit a; € K
j=1
folgt aj = 0 fiir j = 1,...,n. Andernfalls heiflen die Elemente x1,...,z, linear abhdngig.
Sind z1,...,x, linear abhéngig, so 148t sich eines der Elemente als Linearkombination der

anderen darstellen: Es gibt (a1,...,a,) # (0,0,...,0) mit Z?Zl ajz; = 0; da mindestens ein
aj, # 0 ist, folgt

n

E : Q
j=1 Jo
J#3o

Beliebig viele Elemente z4(av € A) heiflen linear unabhingig, wenn je endlich viele linear
unabhéngige sind. Sind die x,, linear abhéngig, so 1463t sich eines der z,, als Linearkombination

von endlich vielen anderen darstellen.
25: 22.1.08

Bei linear unabhéngigen Elementen wird die lineare Hiille echt kleiner, wenn man ein
Element wegliafit. Sind sie linear abhingig, so kann man gewisse (mindestens aber eines)

weglassen, ohne die lineare Hiille zu verkleinern.
Eine Teilmenge F von V heifit ein erzeugendes System, wenn L(E) =V gilt.

Ein minimales erzeugendes System E (also ein erzeugendes System, bei dem Weglassen
eines beliebigen Elements v dazu fiihrt, dass L(E{v}) nicht mehr gleich V ist) ist also line-
ar unabhéngig. Man nennt ein solches System eine Basis von V (auch hamel-Basis, nach
G.HAMEL). Eine Basis erzeugt also den ganzen Raum und es ist kein iiberfliissiges Element
dabei.

Einige Basen lassen sich leicht angeben:
— in R™ oder C™ ist {¢/ : j = 1,...,n} mit ¢/ := {0,...,0,1,0,...,0} mit der 1 an jeder
j—ten Stelle einer Basis (linear unabhingig und erzeugend, U).

—{p;j :7=0,...,n} in Px, bzw. {p; : 7 € Ng} in Px mit p;(x) = 27 sind Basen (linear

unabhiingig und erzeugend, U).
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So einfach ist es nicht immer:

Beispiel 14.5 R kann natiirlich auch als Vektorraum iiber Q aufgefait werden (d.h. man

erlaubt nur Multiplikation mit rationalen Zahlen. Dann sind z. B. die Elemente
1, V2 und V3 linear unabhéngig.
Aus a-14bv2+c-+/3 =0 mit a,b, c € Q folgt nimlich
a=—-bvV2—cV3, a®=2b>+ 3+ 2bcV6.
Das wiirde bedeuten, dass v/6 rational ist, ein Widerspruch.

Man sieht auflerdem leicht ein, dass es kein endliches oder abzihlbares erzeugendes Sy-
stem E im Vektorraum R iiber Q gibt. Zusammen mit der Abzéhlbarkeit von Q wiirde die
Abzihlbarkeit von Lg(E) = R folgen. O

Hilfssatz 14.6 Ist {u',...,u"} linear unabhingig und {u',...,u™ u} linear abhingig, so
ist u € L{u',... u"}.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert {aq, ..., an,a} # {0,...,0} mit
n
Z a;u + ou = 0.
j=1
n .
Wiire o = 0, so wire ), oju? = 0 mit {aq,...,a,} # {0,...,0} im Widerspruch zur linearen
j=1

Unabhingigkeit von {u!,... u"}. Also ist @ # 0 und die Gleichung kann nach u aufgelost

werden. m

Hilfssatz 14.7 Wenn V ein erzeugendes System mit n Elementen enthdlt, dann sind beliebe
n+1 Elemente aus V linear abhingig. (Die Anzahl der Elemente eines erzeugenden Systems

liefert also stets eine obere Schranke fiir die Anzahl linear unabhingiger Elemente.)

Beweis. Sei E = {ul,... u"} ein erzeugendes System, v!,... v"*1 € V. Wegen L(E) =V
gibt es a;; € K mit

n
v’ :Zaijui fir j=1,...,n+ 1
i=1
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Es ist zu zeigen, dass (z1,...,2n11) # (0,...,0) aus K™ existiert mit

n+1

E zjv’ = 0.
i=1

Diese Gleichung ist dquivalent zu

n+1 n n n+1

0= Z T ( Z Oéijui) = Z (Z xjaij>ui,
j=1 i=1 i=1  j=1
was sicher dann gilt, wenn (x1,...,z,4+1) das Gleichungssystem

Az =0 mitA:(Oéij) —1,..,n

i
j=1,...,n+1

16st. Es ist also die Existenz einer nicht—trivialen Losung dieses Systems zu zeigen. Eine
solche existiert, da es sich um (nur) n Gleichungen mit n + 1 Unbekannten handelt (beim
Gaufischen Eliminationsverfahren stehen in der letzten (untersten) Gleichung 2 Unbekannte

xj; mindestens eine davon kann beliebig (insbesondere # 0) gewéhlt werden). [ ]

Damit konnen wir festhalten: Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V ist genau dann eine
Basis, wenn sie

— ein linear unabhéngiges erzeugendes System ist, oder

— ein maximales linear unabhéngiges System ist, oder

— ein minimales erzeugendes System ist.

Satz 14.8 Ist der K-Vektorraum V # {0} endlich erzeugt (d. h. es gibt ein endliches erzeu-
gendes System), so gilt:

a) V besitzt eine endliche Basis;

b) Je zwei Basen haben gleich viele Elemente;

c) Ist M = {u',...,u"} linear unabhingig, so ist M entweder eine Basis, oder es gibt
Elemente u™™1, ... u™ € V so, dass {u',...,u"} eine Basis ist (d.h. jedes linear un-

abhdingige System in V' kann zu einer Basis erginzt werden, Basisergénzungssatz ).

Beweis. a) Da V' # {0} ist, gibt es ein u! # 0 und {u'} ist linear unabhingig. Nach Teil c

kann es zu einer Basis ergénzt werden.
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b) Seien B und B’ Basen mit n bzw. n’ Elementen. Da B erzeugendes System ist, sind je

n + 1 Elemente linear unabhiingig, also mufl n’ < n gelten. Entsprechend folgt n < n’.

c) Ist L(M) =V, so ist M eine Basis. Ist L(M) # V, so gibt es ein "™t € V'\ L(M) so, dass
{u',..., w1} linear unabhingig ist (sonst wire nach obigem Hilfssatz u"+! Linearkombina-
tion von u!,...,u"). Das Verfahren kann so fortgesetzt werden und bricht nach Hilfssatz 14.7

nach endlich vielen Schritten ab. [ |

Bemerkung 14.9 Ein entsprechender Satz gilt in nichtendlich-erzeugten Riumen. Der
Beweis ist dann nicht konstruktiv (Zornsches Lemma). Trotzdem kénnen in konkreten Fillen

oft leicht Basen angegeben werden (z.B. im Raum P der Polynome)

Ist V endlich erzeugt, so wird die Anzahl der Elemente einer Basis als Dimension (dim V)
bezeichnet. (Nicht endlich erzeugte Raume heiflen unendlichdimensional, wobei u. U. noch

,verschiedene Unendlich“ unterschieden werden, insbesondere ,,abzéhlbar unendlich®“ und
,iberabzihlbar®.)

R"™, C™ haben offenbar die Dimension n; Pk, hat die Dimension n +1 .

Gelegentlich ist es wichtig anzugeben auf welchen Skalarenkorper sich die Dimension
bezieht,
dimg K" = n, dimg C =2, dimgR = oo.

Sind U, W Untervektorrdume von V', so ist U N W ebenfalls ein Untervektorraum (U),
UUW jedoch im allgemeinen nicht (Beispiel?, U) Fiir beliebige Teilrdume U, W nennt man

U+W ={ut+w:uelUweW}
die Summe der Teilrdume U und W. Dies ist offensichtlich der kleinste Teilraum von V', der

U und W enthélt, d.h. U+ W = L{U UW}.

Satz 14.10 (Dimensionsformel) Sind U und W endlichdimensionale Teilriume von V

(der Raum V' darf durchaus unendlichdimensional sein), so gilt

dimU 4+ dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Beweis. Sei {ul,...,u"} Basis von U N W. Dann existieren nach dem Basisergéinzungssatz

(Satz[14.8 c)

1

— ol .. 0% so, dass {ul,...,u", 0!

, 07, ...,v%} Basis von U ist,
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1

—wh, .. wt so, dass {u!,... u", w!

,wh ... w'} Basis von W ist.
Wir zeigen, dass

{ul, . w0t 0t et et}
eine Basis von U + W ist. Jedenfalls gilt
L{u',...,w'y DU und W, also L{U UW}.

Andererseits ist offenbar
L{u',... vy cU+W.

Es bleibt die lineare Unabhéingigkeit zu zeigen: Ist

T s t
> ol +YB07 + Y e’ =0 mit {az, 5,75} # 0,0},
j=1 j=1 j=1
so ist sicher ein 3; oder ein 7; von Null verschieden (da {ul,...,u"} linear unabhingig
ist). Also ist z.B. im Fall 7; # 0 eine nichttriviale Linearkombination der w’ gleich einer
Linearkombination der «’ und v7, also in U enthalten und somit in U N W, ein Widerspruch

zur Konstruktion von {w?, ..., w'}. Entsprechend wird der Fall 8; # 0 ausgeschlossen.

Die gewiinschte Formel folgt sofort: links steht » + s + 7 + ¢t = 2r + s + ¢; rechts steht
r+s+t+r=2r+s+t. |

Ist UNW = {0}, so heifit V' := U + W die direkte Summe von U und W (auch U & W oder
U+W).
Ist V = U+W, so heifit U ein Komplement von W bzw. W ein Komplement von U. In diesem
Fall gilt also

dimV =dimU + dim W.

Satz 14.11 Es gilt V. = U+W genau dann, wenn zu jedem v € V eindeutig bestimmte

u € U und w € W ezistieren mit v =u + w.

Beweis. =:Sei V. =U+ W und UNW = {0}. Dann 148t sich jedes v € V' schreiben in der
Form v = u + w mit v € U und w € W. Gébe es eine zweite Darstellung v = v’ + w’ mit
u # u' (also auch w # w'), so wire u —u' = w' —w € UNW = {0}, ein Widerspruch.

<: Nur UNW = {0} ist zu zeigen: Ein x € UNW \ {0} lieBe sich offensichtlich nicht eindeutig
in der Form u+w mit v € U und w € W darstellen (z. B. x = x+0 oder 04z oder %x+%x) |

26:24.01.08



15 FOURIERREIHEN 145

15 Fourierreihen

15.1 Vorbemerkungen

Eine Funktion f : R — C heifit p—periodisch, wenn gilt
flz+p) = f(x) fir alle x € R.

Offenbar gilt dann auch f(z + kp) = f(z) fir alle k € Z. Die kleinste Zahl p > 0, fiir die dies

gilt, wird als die Periode von f bezeichnet.
Ist f periodisch mit Periode p und L > 0, so ist
f@) =1 (%2)

periodisch mit Periode L. Es bedeutet deshalb keine wesentliche Einschréinkung, wenn im

folgenden nur 27—periodische Funktionen betrachtet werden.

Offensichtlich ist jedes trigonometrische Polynom (auf Grund der Additionstheoreme sind

dies tatséchlich Polynome in sinz und cos x)

f(z) = (12—0 + Z {ak cos(kx) + by, Sin(kx)}
k=1

1 . . ikx . —ikx _ ikx
= §{a0 + kzl [(ak — ibg)e"™™ + (ax + iby)e } } = kz_: Cre

2m—periodisch. Dabei gilt offenbar ¢y = % bzw. ag = 2¢cp und

1
i(ak — ibg) fur k£ > 0,

C — 1
E(a,k + ’L'b,k) fir £ <0,

ap = ¢ +c_p, bp = i(Ck — C_k) fir £ > 0.

Die Periode ist genau dann 27, wenn die Menge der k mit ay # 0 oder by # 0 (bzw. ¢ # 0
oder c_j # 0) teilerfremd ist; ist ko der grofite gemeinsame Teiler dieser k, so ist 27w /ko die

Periode.

Satz 15.1 Ist f ein solches trigonometrisches Polynom, so sind die Koeffizienten ay, by

bzw. ¢y, eindeutig bestimmt durch

1 2
ap = — (x) cos(kx) dx fuir £=0,1,2,...,n,
T Jo
1 2
by = — f(z)sin(kx) dz fir k=1,2,...,n,
m™Jo
1 2 )
cp = — f(a?)e*“mdx fir k=-n,-n+1,---,n—1,n.

2
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Beweis. Diese Formeln ergeben sich sofort aus den folgenden Beziehungen, wenn man in den

Integralen f(z) durch obige Summendarstellung ersetzt:

1. cos(kz) sin(k'z) dr = 0 fir alle k€ No, k' € N,

7
0
2
2. /cos(kzx) cos(K'z)de =0  fiir K,k € Ng,k #FK,
0
7
0

3. sin(kx) sin(k'z) dz = 0 fir kK e Nk #K,
27
4. /[sin(kz:z:)]2 dr=m fiir alle k€N,
0
21
5. /[COS(k}QS‘)]Qd.I‘ = fir alle k€N,
0
21

bzw.

2w
7. / etk e 4y = 8, 2w, fiir kK € Z,
0

wobei 0y, 3 das Kroneckersymbol ist (= 1 fir k = k', = 0 fiir k # k), die wie folgt leicht zu

beweisen sind:

1. Da der Integrand 2m—periodisch ist, &ndert sich das Integral nicht, wenn iiber (—m, )

statt (0,27) integriert wird. Da der Integrand ungerade ist, folgt die Behauptung.
2. Auf Grund des Additionstheorems fiir den Kosinus ist der Integrand gleich
%{ cos(k + k') + cos(k — k")x}
Wegen k + k' # 0 und k — k' # 0 verschwindet also das Integral.
Ebenso erhélt man in den Fillen 3., 4. und 5. fiir den Integranden
%{cos(k‘ — Ko — cos(k + K')x},
%{cos(k —k)x —cos(k+ k)x} = %{cos(Ox) — cos(2kz)}, bzw.
{cos(k + k)x — cos(k — k)z} = %{cos(ka) + cos(0z)}
und somit fiir die Integrale 0, 7 und 7.

Die Aussage 6 ist offensichtlich.
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Die Aussage 7 ergibt sich durch einfache Integration. |

T einfacher zu handhaben ist, arbeiten wir ab

Da die Darstellung in der Form > cpe'
jetzt mit dieser weiter (natiirlich lassen sich alle Aussagen sofort auf die andere Darstellung

iibertragen).

Der obige Satz gilt offenbar auch, wenn f die Form

o)

flz) = %0 + Z {ak cos(kx) + by, sin(lcgg)} — Z cpeike

k=1 k=—00
hat, wobei die Reihe gleichméflig konvergiert (Beweis!).
Wir stellen uns die Frage: Hat jede 2n—periodische Funktion die Form » ;. cpe*® oder

kann sie durch solche Funktionen beliebig gut approximiert werden? Was heifit hier ,jede“

Funktion, und in welchem Sinn soll approximiert werden?

15.2 Konvergenz im Quadratmittel

Im folgenden sei R der Raum der 2r—periodischen Funktionen f : R — R, die auf einem/jedem
Periodenintervall Regelfunktionen sind. Fiir jedes f € R sind dann die Fourierkoeffizienten

von f

ek =ck(f) = %

2T
/ e~ *f(r)de, kel
0

wohldefiniert. Wir kénnen also die (formale) Fourierreihe

angeben. Im folgenden sei

sp(x) = spp(x) = Z cpete, n € Ny

k=—n

die n—te Partialsumme der Fourierreihe von f. Es stellt sich also die

Frage: Konnen Bedingungen an f € R angegeben werden, unter denen gilt
f(x) = Z cpete, d.h. sp(x) — f(x)?

Dabei kann man an gleichméfige Konvergenz denken, an punktweise Konvergenz, oder an
eine u. U. noch schwéchere Konvergenz, z. B. die im folgenden erklirte Konvergenz im Qua-
dratmittel.
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Wir sagen: Eine Folge (f,) aus R konvergiert im Quadratmittel (oder auch konvergiert

im L?-Sinn) gegen eine Funktion f € R, wenn gilt

27
/ |fn(l‘)—f(l‘)|2d1‘—>0 fiir n — oo.
0

Durch
2

(f,9) = % ; f(x)g(x) dzx und IfIl = (f, £)/2

sind ein Semiskalarprodukt und eine Halbnorm auf R erklirt (Skalarprodukt bzw. Norm, wenn

man Funktionen f und g mit [ |f — g| dz = 0 identifiziert; Beweis!) und es gilt offensichtlich:

(fn) konvergiert genau dann im Quadratmittel gegen f, wenn (f,,) im Sinne dieser
(Halb—) Norm gegen f konvergiert, d.h. ||f, — f|| — 0.

Bemerkung 15.2 Aus der gleichmdfligen Konvergenz folgt natiirlich die Konvergenz im
Quadratmittel (U ). Die Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel konvergiert die Folge (f,) mit

0 fir 0§x§27r—1,
fn(x) = 1 n (2m—periodisch)

1 .
n(x+ — —2m) fir 27— — <z <2,
n n

im Quadratmittel gegen 0, nicht aber gleichmdfig (U), man mache sich dies auch an ei-
ner Skizze klar. Aus der Konvergenz im Quadratmittel folgt aber auch nicht die punktweise
Konvergenz (Aufgabe 14 am Ende dieses Abschnitts).

Im folgenden seien die Funktionen e; definiert durch

ex :R—C, ep(z)=e*  fir keZ, zeR.

Dann gilt offenbar

1

2T )
o= alf) = 5= [ @) dn = (o)

und (vgl. obige Eigenschaft 7)

1 2 »
(€j, ex) :%/0 I dr = oy,

d.h. {ey : k € Z} ist ein Orthonormalsystem (ONS) beziiglich des Skalarprodukts (-, -).

Satz 15.3 (Entwicklungssatz) Sei f € R; ¢, und s, = sy, seien wie oben erkldrt.
Dann qilt:

a) |If = snll® = IFII” = 25—y lexl?,
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b) Es gilt die Besselsche Ungleichung

o0

D lel® <1712

k=—0c

Insbesondere gilt das Riemann—Lebesgue-Lemma: ¢ — 0 fiir k — oo.

c) Die Folge (sy) konvergiert genau dann im Quadratmittel gegen f, d.h. ||s, — f|| — 0

fiir n — oo, wenn gilt

[ee]
Z lek]? = ||FII? (Parsevalsche Gleichung).
k=—00
(Die Giiltigkeit der Parsevalschen Gleichung fiir Treppenfunktionen f € R wird in Hilfs-
satz 15.9 bewiesen; daraus folgt dann in Satz 15.10 die Konvergenz im Quadratmittel

fir Funktionen aus R.)

Beweis. a) Man rechnet leicht nach:

2
1 2 n
2 _ k
If =sall® = o ; f@) = ) ™| de
k=—n
1 27 ) n 27 o
= 5 [ W@Pa - Y e [ F@et
0 e J0
S [ s 5 o
k=—n 0 k=—n
n n
= P = {ener e — e} = 1112 = Y Jel
k=—n k=—n
b) Dies folgt aus Teil a, da stets || f — s,[|? > 0 gilt.
¢) Dies folgt direkt aus Teil a. [ |

Diesen Satz kann man, bei wortlich gleichem Beweis, auch abstrakt formulieren:

Satz 15.4 (allgemeiner Entwicklungssatz) Sei (V, (-,-)) ein Vektorraum V mit Ska-
larprodukt (-,-) und Norm || - || = (., ->1/2 {ex : k € N} eine orthonormale Folge, f € V,

o
cr = (er, f), sni= Y crep
k=1

Dann gilt:

5Ein solcher Raum wird in der Mathematik als Préahilbertraum bezeichnet, wenn er beziiglich der Norm

|| - || vollstéandig ist als Hilbertraum nach D. HILBERT.
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a) [1f = sull> = 1£1% = 3 lexl2,

k=1

b) > ekl <|IfII>  (Besselsche Ungleichung),
k=1

¢) lsn—fll =0 X |exl>=|IfII*>  (Parsevalsche Gleichung)
k=1

Der Beweis geht wie oben. Dabei sieht die Rechnung in Teil a wie folgt aus:

If = sall® = (f- chek,f chek>
k=1
= Hf|’2_zck<f7€k:>_ZEk<€kaf>+Z‘ck’2
k=1
= AP =D el - E:km2+§:kﬂ2—HﬂV > el
k=1 k=1 k=1

Korollar 15.5 Fiir die Koeffizienten ay, und by ergibt sich hieraus

171> |2 + Z(rakmwbm),

Der Parsevalschen Gleichung entspricht auch hier die Gleichheit.

Der Beweis ergibt sich aus ¢y = ag/2, cy = (ag £ iby)/2.

Es ist unser Ziel zu zeigen, dass fiir jedes f € R die Folge (s,) im Quadratmittel gegen
f konvergiert. Teil ¢) von Satz [15.3 sagt aus, dass hierfiir die Parsevalsche Gleichung zu
beweisen ist, was wir in Satz 15.9 zun#chst fiir Treppenfunktionen tun werden. Dazu werden

noch drei leider etwas technische Hilfssétze benétigt.

Hilfssatz 15.6 Fir alle t € R\{2kn : k € Z} gilt

1
sm(n + 2) 1

Zcos (kt) 1 — 3

. 1
Beweis. Aus cos(kt) = 2( ekt 4 e7kt) folgt mit Hilfe der Summenformel fiir die geometrische
Reihe

1 n 1 n . 1 . 2n ‘
3 + Z cos(kt) = 3 ekt = 56_“” Z et
k=1 k=—n k=0
()t it )t
B 1 o 1_ €(2n+1)it - 1 e—z(n—i— 5 B ez(n—i— 5 .
D) 1—et 2 1 t 7

e 2-¢2
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das ist die Behauptung.

27:29.01.08

Hilfssatz 15.7 FEs gilt

T—x 2. sin(kx)
2 =2 k

k=1

151

fir 0<x < 2m;

fiir jedes § > 0 ist dabei die Konvergenz gleichmdfig in [, 27 — 4].

Beweis. Aus Hilfssatz[15.6! folgt fiir x € (0,27) und n € N

z”:sin;kx) _ Z /ﬂ cos(kt) d

/7r Z—‘I cos(kt) dt

k=1
z sin(n + —)t 1 _
= / 72dt——(az—7r) =: Fn(a:)—i-7T *
.1 2 2
T 2sin(=t)
2
mit
r 1 . 1
F,(x) = — sin(n + i)tdt
T 2sin(=t)
2
1.7 1
1 cos(n + 5)1& 1 x cos(it) 1
= — T i - i / i cos(n + §)t dt.
2Sln(§t) 7’L+§ - 7’L+§ n 4Sln2(§t)

Fiir jedes 6 > 0 konvergiert F,(-) in [, 2w — §] gleichmiBig gegen 0, weil dort das im Nenner

1
stehende sin (§t) gleichméfig von 0 entfernt ist.

Hilfssatz 15.8 FEs gilt

2. cos(kx r—m)? 7w
3 (kz) _ ( )

k2 4 12
k=1

Speziell erhdlt man fiir x = 0: Z

fir 0<zx<2m.
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Bewesis. Aus Hilfssatz[15.7/folgt fiir z,y € (0,27) durch Integration (wegen der gleichméBigen

Konvergenz in [y, z] bzw. [z, y] kénnen Summe und Integral vertauscht werden)

(z—m)? (y—m)? /‘”t—ﬂ B /m . sin(kt)
4 4 ), 2 @ = y§: R
k=1
L cos(kz) = cos(ky)
- Z 2 k2
k=1 k=1
also )
(x —m) > cos(kx)
4 Z L2
k=1
Aus
w3 7 (x—m)? (X cos(kx)
- — - 7 = = 2
5 /0 1 dz /0 ; 02 +c| dzx me

folgt ¢ = 72 /12 und damit die obige Behauptung fiir alle x € (0,27). Fiir z = 0 und = = 27
folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da beide Seiten stetig sind (man beachte, dass

die linke Seite wegen der gleichméifiigen Konvergenz der Reihe stetig ist). |

Satz 15.9 Ist f € R so, dass die Einschrinkung von [ auf [0, 2w eine Treppenfunktion ist,

so gilt s, — f im Quadratmittel.

Beweis. a) Wir betrachten zunéchst den Spezialfall

fua) = { P r0sesa iodisch fortgesetzt
xXr) = T — periodaisc ortgesetzt.
¢ 0 fira<ax<2m, P &

In diesem Fall berechnet man fiir ¢ = cx(f,):

a
o =
0 o’
= L[ e hrdr = L(e_“"’a -1) fir k#0,
2 0 21k
1 - _ 1 — cos(ka)
2 _ k k _ .
’Ck| = m(l—ez a)(l—e ¢ a) = W fiir k#O
und somit (unter Verwendung von Hilfssatz [15.8)
i cal? a? n i 1—cos(ka)  a? n 1 i 1 1 i cos(ka)
C = _ _— = — J— i
b 472 m2k?2 47?2 72 k2 72 k2
k=—o00 k=1 k=1 k=1

472 6 72
1

27
= o[ Ve@Pde = |ful®
0

SRR CE W
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Mit Teil ¢ von Satz folgt die Behauptung in diesem Spezialfall.

b) Sei jetzt f € R und f|g 24 eine Treppenfunktion. Dann ldBt sich f schreiben in der
Form f = Z§:1 d; f;, wobei die f; von der in Teil a des Beweises betrachteten Gestalt sind.

Sind sj,, die Partialsummen der zu f; gehorigen Fourierreihen, so gilt nach Teil a
I fi = sjnll = 0firn—o0, j=1,...,¢

und somit aus der Dreiecksungleichung fiir || - ||

¢ ¢
Hf —snl| = || D_(difi = djsin)|| <D \dlefj = Sjm| =0,
j=1 j=1
d. h. es gilt s, — f im Quadratmittel. |

Satz 15.10 Fiir jedes f € R konvergiert die Fourierreihe im Quadratmittel gegen f. Insbe-
sondere gilt die Parsevalsche Gleichung

oo

1 2
> lal =g [ r@)Pan

k=—o0

Beweis. Da f € Rist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein f. € R so, dass f¢||g 2] €ine Treppenfunktion

ist und

fola) — f(x)’ <e firalle z € R.
Dann folgt fiir g := f — f.

1 2
2—_
ol = 5- |

Sind sy, 8¢, und s., die Partialsummen der Fourierreihen zu f, g bzw. f., so gilt

fe(z) — f(x)’zdx < ;277 = &2,

f=fetg wd s, =50+ 59,

und somit
If=snll = Ife = Sem +9— Sgnll < Ife = semll + 19 — sgnll
(nach dem Entwicklungssatz(15.3)
< lfe = senll + gl
< |fe = senll +e < 2e fiir grofle n.

Das ist die Konvergenz s, — f im Quadratmittel, woraus die anderen Aussagen mit Satz
15.3! folgen. |
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15.3 Gleichméflige und punktweise Konvergenz

Der Satz ist zwar sehr allgemein giiltig, liefert allerdings nur eine ,recht schwache“
Konvergenzaussage. Gleichméflige Konvergenz wire schoner. Natiirlich kann man das nur fiir
stetige Funktionen aus R erwarten; es ist aber bekannt, dass dies auch fiir stetige Funktio-
nen i.allgem. nicht gilt. (Es gibt sogar stetige Funktionen, deren Fourierreihen nicht iiberall
konvergieren; Konstruktionen gehen auf P.du Bois Raymond, H. Lebesgue, H. A. Schwarz,
A.Haar und L. Fejer zuriick [vgl. z.B. A.Zygmund: Trigonometric series I, VIII.1]. Ande-
rerseits weifl man nach L. Carleson, Acta Mathematica 116 (1966), dass die Fourierreihe
jeder stetigen (sogar jeder Lo—) Funktion ,fast iiberall“ konvergiert.) Fiir etwas ,glattere®

Funktionen kénnen wir allerdings gleichméflige Konvergenz sehr leicht beweisen.

Satz 15.11 Sei f : R — C 27 -periodisch, stetig und stickweise stetig differenzierbar (d. h.
es gibt eine Unterteilung 0 =ty < t1 < ... < t, = 27 von [0,27] so, dass f’[tj_l,tj] stetig

differenzierbar ist). Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdfig gegen f.

Beweis. Sei

f'(x) fir x #t; + 2km,
p:R—>C, ¢x):= ( !

0 fir o =t; + 2km.

Dann ist offensichtlich ¢ € R. Seien ~; die Fourierkoeffizienten von ¢. Nach Satz[15.10 gilt

oo
Yl =llell* < oo

k=—o00

Fiir die Fourierkoeffizienten ¢ von f gilt

1 21 @ 1 T t; "
. = — fl@)e ™ de = — / flx)e ™ da
5 | 1@ 2], 1
t
Y Sy R
= — x)e - — p(z)e
2km = 2km S
ti—1
i _ i
= 0- By ) p(z)e e = _E%

1
und somit (wegen |ab| < §(|a\2 + [5%))

1
x| < 5(13 2+ ),

d.h. Y |cg| ist konvergent und somit (wegen |e?**| = 1)

§ :Ckeika:
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gleichméfig konvergent gegen eine stetige Funktion g.

Wegen
1f =gl <IIf = sgnll + 5.0 — gll —0

ist ||f —g|| = 0. Da || -|| nur eine Halbnorm ist, folgt daraus noch nicht direkt, dass f = g gilt.
Wire aber f # g, so gébe es ein xg mit f(xg) — g(xg) # 0, also ein € > 0 und ein Intervall I
um zo mit |f(x) — g(x)| > ¢ fiir x € I. Das widerspricht aber ||f — g|| = 0; also gilt f =¢. R

Beispiel 15.12 Sei
f(x) = |z| fir |z| <, 27 — periodisch fortgesetzt.

Nach Satz [15.11] konvergiert in diesem Fall die Fourierreihe gleichmiifig (dies werden wir
auch gleich an den Fourierkoeffizienten sehen; dass die Fourierreihe gleichméfliig gegen f
konvergiert, foglt aber nicht aus der Abschitzung der Koeffizienten, sondern aus obigem
Satz).

Da f gerade ist, haben wir natiirlich eine reine Kosinusreihe (Beweis!)

f(z) = % + Z ay, cos(kx)

k=1
mit
1 s
w = o[ e = =«
™ —T
1 (7 2 [T
a = —/ |z| cos(kx)dr = —/ x cos(kx) dx
T™J_r ™ Jo
2 (1 . ~ 1 [T 2. o @
= ;{Exsm(kx)o—E/O sm(kx)dx} = ;k (:os(kac)0
0 falls &k gerade ist,
—4(k?m)~! falls &k ungerade ist,
also

T cos(2n — 1)z
fo) = 5‘;;72%1 -

Fir |z] < 7 gilt somit

cos(3x) n cos(bx)

5ol = cosa
4IL‘ = COSsT 32 52
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und somit speziell fiir x =0

mooieii il
8§ 3 5 72V

oo
eine iiberraschende Formel fiir 72 (vgl. frithere Formel 72/6 = Y 1/k? in Hilfssatz[15.8). O
j=1

28:31.01.08

Wenn f nicht stetig ist, kann man zwar keine gleichméflige Konvergenz der Fourierreihe
mehr erwarten, eventuell aber wenigstens punktweise Konvergenz in gewissen Regularitits-

punkten.

Satz 15.13 Sei f € R und es existieren
fe(wo) = lim f(zo+h),

fileo) = Jlim o (flao+h) = faleo).

h—0+
Dann gilt )
sn(z0) — 3 (f+(mo) + f-(20)) -

Beweis. Man berechnet

n

ikx 1 2 —1
salan) = 3 e [Tty ay

k=—n

1 xo+T

= > M f(y) dy

27 Jpo—n =

Y LR
= g/ > e ™ f(xo+y)dy
T k=—n

= ), X U+ -

1
i . i sin(n + 5)9
(mit ) e ™ =142 cosky = ——=—, vel. Hilfssatz 15.6)
k=-n k=1 sin §y

- % {/07r (1 +2§cosk‘y> <f+(:vo) +f—(330)> dy

o (s K" . %> y] o ) = Solzn) o —y) = I () dy}

Sin(§y)

=9(y)
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— %{ /07r {f+(z0) + f=(z0)} dy

ok [ ) - () )
0

— S {Feeo) + ()},

wobei im letzten Schritt das Riem-Lebesgue-Lemma (vgl. Entwicklungssatz) benutzt wurde,

und dass auf Grund der Voraussetzung die 2r—periodische Funktion

i
exp(£5y)g(y)  fir y € [0, 2],

h(y) :=

0 fir y € (—m,0)

in R liegt. |

Beispiel 15.14 Die Sdgefunktion ist definiert durch

fx)=2z in (—m 7], 27 — periodisch fortgesetzt auf R.
Es ist dann
1 21 ) 1 ™ )
= 5 ; e" R f(r)de = o ze R dy
0 fir k=0
- B T ke okt .
Y |~ o 7Tre dr = (-1) ? fir k#0.

Fiir die Fourierreihe der Sdgefunktion erhalten wir also

i(—l)k% (eikx — e_ik"”> = Qi(—l)k"'l% sin kz,

k=1 k=1
eine reine Sinusreihe, da f ungerade ist. Das hétte man natiirlich schon frither erkennen und
gleich die Koeffizienten by der Sinusreihe berechnen kénnen (U). Nach obigem Satz konver-
giert sie fiir alle z € R\ {(2k+1)7 : k € Z} gegen f(x); in den Punkten (2k + 1)7 konvergiert
sie gegen 0, den Mittelwert der beiden Grenzwerte. Tatséchlich tritt an den Sprungstellen
das sogenannte GiBBsche Phinomen des ,,Uberschwingens auf: die Partialsummen der Fou-

rierreihe schwingt an der Sprungstelle noch um 18% mehr aus, als der Sprung ausmacht.
Konkrete Fourierentwicklungen und deren graphische Darstellung kann man sich unter
Fourierentwicklungen

anschauen. Insbesondere kann hier auch das GiBBsche Phidnomen beobachtet werden. O
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15.4 Die Sitze von Weierstraf}

Fiir beliebige stetige 2mr—periodische Funktionen kann man zwar nicht die gleichméfige Kon-
vergenz der Fourierreihe beweisen, trotzdem 143t sich aber jede derartige Funktion gleichméfig

durch trigonometrische Polynome approximieren.

Satz 15.15 (Weierstraflscher Appoximationssatz, periodisch)
Sei f € R stetig. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom p mit

Ip(z) — f(z)] <e firale zeR.

In anderen Worten: Es gibt eine Folge (p,) von trigonometrischen Polynomen mit p, — f

gleichmidfig.

Beweis. Da f stetig ist, ist es gleichméiflig stetig und es gibt zu jedem & > 0 eine stetige
stiickweise lineare Funktion f. mit |f(z) — f:(z)| < % fiir alle z € R (Beweis!). Nach Satz
15.11 konvergiert die Fourierreihe von f. gleichméfig gegen f.. Es gibt also ein trigonometri-
sches Polynom p mit |p(x) — fe(z)] < ° fiir alle z € R (eine hinreichend hohe Partialsumme
der Fourierreihe von f;) und somit |p(z) — f(z)| < e fiir alle x € R. [ |

Bemerkung 15.16 FEs kann auch explizit eine Folge trigononemtrischer Polynome angege-

ben werden, die gelichmdj$ig gegen eine stetige Funktion f € R konvergiert: Nach einem Satz

1 n
1 Zé’f,n(x) (das Fejer-Mittel der Partialsummen)
n
k=0

gleichmdfsig gegen f, vgl. K. Konigsberger: Analysis I, S. 350.

von FEJER konvergiert Sp(z) :=

Satz 15.17 (Weierstraflscher Approximationssatz) Sei
f i [a,b] — C stetig. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Polynom p mit |f(x) — p(z)|] < €
fir alle x € [a,b]. In anderen Worten: Es gibt eine Folge (p,) von Polynomen mit p, — f

gleichmdfig in [a, b].

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass [a, b] = [0, 1] gilt (andernfalls betrachtet
man f(z) := f(a+ 2(b—a))). Indem man definiert

{ f(x) fir x € [0, 1],

P+ oo (F(0) — F1) fiww € (1,2m)

g(x) =
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kann f zu einer stetigen 27—periodischen Funktion g fortgesetzt werden (man beachte g(0) =
g(2m)). Nach Satz[15.15 gibt es ein trigonometrisches Polynom g(x) = Y_7_  cre™™ mit

lg(x) — q(z)] < fiir alle x € R.

| ™

Jeder Term cpe’*® 148t sich auf [0,1] bis auf e/4n durch ein Polynom pj approximieren
(z.B. ein geeignetes Stiick der jweiligen Taylorreihe); exakt fiir £ = 0 mit pg = ¢o. Mit dem
Polynom p(z) = > ;__, pr(z) gilt also fiir x € [0,1]

€ ikx
|f(z) = p(2)] < lg(2) — q(2)| + lg(2) = p(2)] < 5 + > lere™™ — pr(a)| <e,
k=—n
d.h. f:]0,1] — C wird durch Polynome beliebig gut approximiert. [ |

Bemerkung 15.18 Im Falle [a,b] = [0, 1] ist die Folge der BERNSTEIN-Polynome

(Buf)(x) = ;f(%) (j ) (1

eine Folge von Polynomen, die gleichmdifSig gegen f konvergiert (vgl. z. B. HAMMERLIN, Nu-
merische Mathematik §4.2).

29:05.02.08

15.5 Ubungsaufgaben

15.1 Man berechne die Fourierreihe der Funktion f(x) := |sinz|.

Anleitung: Man beachte, dass f(z) und cos kz gerade und sin kx ungerade Funktionen sind.

15.2 Ein trigonometrisches Polynom Y 7_  cxe?*® hat genau dann die (minimale) Periode
27, wenn die Menge {k € N : |ci| + |c—i| # 0} teilerfremd ist.

15.3 Man zeige, dass die Funktionenfolge
folz) = 0 fir 0 <z <27 —1/n,
U\ n(z+1/n—27) fir 2r —1/n <z <27

im Quadratmittel konvergiert, aber nicht gleichmafig.

15.4 Man konstruiere eine Folge (f,,) von Funktionen auf [o,27)], die aus immer schma-
ler werdenden ,wandernden Buckeln“ bestehen so, dass (f,) im Quadratmittel (gegen 0)

konvergiert, aber nicht punktweise konvergent ist.
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15.5 Sei )
0 fir0<z<m, o
f(z) = .. 2m—periodisch.
1 firnm <z <2m,

a) Man bestimme die Fourierreihe von f (im wesentlichen eine reine Sinusreihe).
b) Mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung zeige man

%2 = 2(% —-1)72

k=1

c¢) Die Summe aller k=2 1Bt sich daraus berechnen.

1 6
15.6 Man beweise > o2, w = ;T5
. . . o o (t—m)? 7«2 .
Anleitung: Man integriere ) )~ k™ coskt = 1 — g vonm bis  und wende

die Vollsténdigkeitsrelation an.

15.7 Sei f:[1,00) — C stetig und lim, .~ f(z) existiere. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
n € N und Konstanten dgy, dq,...,d, mit

|f(x) — Zdjx_j\ <e fir alle z € [1,00).
j=0

15.8 Zu jedem f € C[0,1] gibt es eine Folge gerader Polynome, die gleichméBig auf [0, 1]
gegen f konvergiert.

15.9 Direkter Beweis des Riemannschen Lemmas: Fiir f mit f(z) = 1in [a,b] und f(z) =0
sonst berechne man ¢ (f) und zeige c(f) — 0 fiir K — oo. Damit beweise man ¢ (f) — 0

zuniéichst fiir Funktionen aus R, fiir die f[j2r) Treppenfunktionen sind und dann fiir alle
f€eR.
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