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1 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten
Wie 16st man (rechnerisch) ein u.U. groBes lineares Gleichungssystem

1121 + @229+ o ATy = by

p1T1 + Q22 + . oo+ A Ty = by

Schauen wir uns das zunichst fiir 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten an (n = m = 2):

1121 + a1322 = by

az171 + azry = by.

Sindalle a;; = 0, so ist offenbar nichts zu tun: Ist wenigstens ein b; # 0, so gibt es keine Losung
des Systems (linke Seite = 0, rechte Seite # 0). Sind auch alle b; = 0, so ist jedes Paar (zy, z3) eine

Losung.

Sei also mindestens ein a;; # 0. Durch Vertauschung der Zeilen (der Gleichungen) oder /und
der Spalten (der Variablen) kann erreicht werden, da a1 # 0 gilt. (Aus Griinden der numerischen
Genauigkeit wird man |a;;| auBerdem moglichst grofi wihlen. Falls Spalten vertauscht werden,
mufl man sich dies natiirlich merken, damit man am Ende die Werte der einzelnen Variablen richtig

zuordnen kann.)

Addiert man nun das — 22~ Fache der 1. Zeile zur 2. Zeile, so erhidlt man das neue System

a1
a1 + a2z =b
a21 a21
<(Z22 - —(112> = by — —b;.
a1y a1y

a1 .
Ist ay11a22 — a12a917 = 0, also wegen a;; # 0 auch azy — —ay2 = 0, so ist das System nur dann
ain

16sbar, wenn auch by — %h = 0 ist, d. h. @a;1b2 — az1b; = 0. Dann ist 25 beliebig wihlbar, und 2,
a1

kann (in Abhingigkeit von z3) berechnet werden.

a1 . C 1.
Ist aj1age — a1gaz1 # 0, also agy — —ayy # 0, so kann das System (fiir beliebige b1,b2) von
aii
unten her aufgel6st werden:
a1
by — —by b b
_ al 01102 — a1t
T = 21 — )
29 — — a2 11022 — 021012
a1
1 b artby —a1by \ 1 aiiazby — aziainby — ar1ai2bs + arzazi by
1 = — 01— a2 = —
a1 11422 — 421012 a1 1122 — 21012

biagzy — baayg

11629 — Uz10G712



Spater werden wir die Determinante quadratischer Matrizen kennen lernen, fiir 2 x 2-Matrizen

a b
det ( ) = ad — be.
c d
b b
det( 1 012) det(flu 1)
b2 a9 a21 b?

= a a p 2= a a )
11 Q12 11 Q12
det ( ) det ( )
a1 @2 a1 @2

Dies ist ein Spezialfall der spiter zu beweisenden Cramerschen Regel.

Damit ist also

Das obigeVerfahren 148t sich analog auf Systeme beliebig vieler (n) Gleichungen mit beliebig
vielen (m) Unbekannten anwenden. Dies liefert das sogenannte Gausssche Eliminationsverfahren

fiir lineare Gleichungssysteme

a1+ a4 .o a1y = by

(9121 + G292 + ...+ G2y = by

Up1T1 + A2 + 22+ .o F A Ty, = bn

Sind alle a;; = 0, so ist das Eliminationsverfahren beendet; das System ist genau dann l6sbar, wenn
alle b; verschwinden, und alle m—Tupel (24,...,2,,) sind Lésungen.

Andernfalls kénnen wir (ggf. wieder nach Vertauschung von Zeilen oder/und Spalten) anneh-

men, daB ayy # 0 ist (oder sogar méglichst grofl). Addiert man nun das IR der 1, Gleichung zur

ai
k—ten Gleichung (k > 2), so erhdlt man ein System der Form

a1+ ainza + ...+ a1, = by

(22%9 + ...+ G2 Ty, = by

Un2T2+ ...+ O Ty, = bn

Nun verfihrt man mit den neu entstandenen Gleichungen 2 bis n (das sind n — 1 Gleichungen
fiir m — 1 Unbekannte) entsprechend. (Man mufl beachten, daB man bei einer Vertauschung der

Spalten die entsprechende Vertauschung auch in der ersten Zeile vornehmen mu#.)

Das Verfahren ist spdtestens nach n — 1 Schritten beendet, oder friither, wenn in dem neu
entstandenen System links vom Gleichheitszeichen nur noch Nullen stehen. Es entsteht also ein
System der folgenden Form, wobei wir nur noch die Koeffizienten angeben und die Unbekannten

X1, ..., T, sowie die +—Zeichen weglassen
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a1; g o3 ... Opp Qg1 ... Oy B
Qigg Qg3 ... Qg Qgkt1 ... Qg 52
Q33 ... Q3 Q341 ... Q3y 53
Okl Ok kgl --r Qkm Bi
0 Br+1
0 Bn.

Die «ay; sind alle von 0 verschieden; die Zeilen mit den Nullen links vom Gleichheitszeichen miissen

i. allg. nicht auftreten. Jedenfalls ist immer k£ < min{n, m}.

Sind nicht alle Bgy1,..., 8, gleich 0, so ist das System nicht l6sbar. Sind diese alle gleich 0

(bzw. treten sie gar nicht auf, k¥ = n), so kénnen 244y,...,z,, beliebig gewdhlt werden und die
Zk,...,o1 konnen daraus rekursiv berechnet werden.

Das (urspriingliche) Gleichungssystem heifit homogen, wenn by = by = ... = b, = 0 gilt. In
diesem Fall ist natiirlich auch 8y = 83 = ... = 8, = 0. Ein homogenes Gleichungssystem hat
also immer mindestens die Triviale (Null-)Lésung (z1,...,2,) = (0,...,0). Zusammen mit der

vorherigen Uberlegung ist damit klar:

Satz 1.1 FKin homogenes Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Unbekannten (n < m)
hat nichttriviale Lésungen, d. h. (z1,...,2m) # (0,...,0).

Beweis. Die obige Uberlegung zeigt, daB mindestens ein z; beliebig (also insbesondere # 0) gewihlt

werden kann [ |

Satz 1.2 Ist ug eine beliebige Lisung de inhomogenen Systems und U die Menge der Ldsungen
des zugehorigen homogenen Systems (offenbar ein linearer Raum), so erhdlt man alle Lésungen des
inhomogenen Systems in der Form

ug+u mitu € U

Beweis. a) Zwei Losungen des inhomogenen Systems unterscheiden sich um eine Lésung des

homogenen Systems. Ist also w eine beliebige Lésung des inhomogenen Systems, so gilt

w=1ug+u mit v:=w—uyg € U

b) Fiir beliebiges u € U ist ug 4+ u Lésung des inhomogenen Systems. |



Bezeichnen wir die Spaltenvektoren der Matrix

ayyp ...y, a5

agy .. .Aym i (12]'
A= . mit  a; = . ,

anl « .« - Apm (J,n]'

so kann das Gleichungssystem auch in der Form

m bl
Z rja; =b mit b= :
J=1 b,
geschrieben werden Daraus ergibt sich:
Satz 1.3  a) Das System ist genau dann lésbar, wenn b Linearkombination der ay, ..., a,, ist:

be L{ay,...,amn}.

b) Das System hat hichstens eine Losung, wenn die Vektoren ay, ..., apy, linear unabhéingig sind.

c) Das System ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn die ay, ..., a,, linear unabhdngig sind mit
be l{ay,...,an}.

d) Das System ist genau dann fiir alle b eindeutig lsbar, wenn n = m gilt und {aq, ..., a,} eine
Basis in K™ bildet.

Bewets. a) Ist offensichtlich auf Grund der obigen Schreibweise des Systems.

b) Gibt es hichstens eine Losung, so ist jede nichttriviale Linearkombination der ay, . . ., @, ungleich

0,d.h. ay,...,a, sind linear unabhingig.
c¢) Folgt unmittelbar aus a) und b).
d) Aus ¢) folgt, daB a4,...,a, linear unabhingig sind, und daff K* = L{a,...,a,} gilt, d.h.

{ay,...,a;,} ist eine Basis von K", also ist die Anzahl m der Elemente von {ay,...,a,} gleich
dim K” = n. |

1: 20. April 2006

Beim Eliminationsverfahren sind die ,,Null“—Zeilen dadurch entstanden, daff Linearkombina-
tionen der ersten k Zeilen addiert (bzw. substrahiert) wurden. Also waren die Zeilen £+ 1,...,n
in der linearen Hiille der ersten k Zeilen enthalten. Andererseits sind die (neuen) ersten k Zeilen

offensichtlich linear unabhingig (warum?). Es ist also

k = dim L{ Zeilenvektoren von A} =: Zeilenrang von A.
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Satz 1.4 Seien V und W Vektorrdume iiber K, dimV =: m < co, A eine lineare Abbildung von
V nach W,

Kern (A) = Nullraum von A :={v €V : Av =0},
Bild (A) = Wertebereich von A := {Av:v € V}.
Kern (A) und Bild (A) sind Untervektorrdume von V bzw. W und es gilt
dim Kern (A) +dim Bild (A) = dim V.

Beweis. Sei {vy,...,v;} eine Basis von Kern (A), k := dim Kern (A). Dann gibt es vgt1,...,0m
so, daB {v1,..., v} eine Basis von V bildet. Jedes Element von Bild(A) hat die Gestalt

m m
Ar = AZC]"U]‘ = Z c; Av;,
7=1 j=k+1

d.h. dim Bild(A) < m — k. Andererseits ist keine nichttriviale Linearkombination der {Av; : j =
k+1,...,m} gleich 0, sonst wire die entsprechende Linearkombination der {v; : j =k+1,...,m}
im Kern(A). Also ist dim Bild(A) = m — k, womit die Behauptung beweisen ist. [ |

Satz 1.5 Sei Vy ein k-dimensionaler Teilraum von K™, Vi- das (beziiglich des tiblichen Skalar-

produkts) orthogonale Komplement von Vp,
Vit = {m EK™: (z,0)=0 Vo€ VO}.

Dann gilt dim V5t = m — k.

Beweis. Zuniichst gilt Vo N V- = {0}, da fiir jedes = € Vo N V- gilt ||z]|? = (z,2) = 0. Also gilt
dim Vy + dim Vgt = dim (Vo + V5h) < m

und somit dim Vit < m — k.

Die Elemente von V- sind die Losungen des homogenen Gleichungssystems
(z,v;) =0 fiir j=1,...,k, {v1,...,v;} Basis von Vj

mit k Gleichungen fiir 7 Unbekannte. Nach den obigen Uberlegungen ist dieser Losungsraum min-
destens (m — k)—dimensional, d. h. es gilt dim V- > m — k, womit die Gleichheit folgt. [ |

Satz 1.6 Fiir jede Mairiz A gilt

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A =: rang (A).



Beweis. Der Spaltenrang ist gleich der Dimension des Bildraums der durch A erzeugten linearen

Abbildung.

Der Kern ist gleich dem orthogonalen Komplement des durch die Zeilenvektoren aufgespannten

Teilraums, also
dim Kern (A) = m — Zeilenrang (A)
m = dim Kern (A)+ dim Bild (A)
= m — Zeilenrang (A) 4+ Spaltenrang (A).

Daraus folgt die behauptete Gleichheit. |

Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit der Lésung linearer Gleichungssysteme, der linearen
Un—/Abhingigkeit von Vektoren, oder allgemeiner der Untersuchung linearer Abbildungen ist die
Determinante. Den Spezialfall der Determinante von 2 x 2-Matrizen haben wir bereits oben kennen

gelernt.

Sei K™™ (bzw. R™" oder C™™) die Menge der n x n—-Matrizen mit Eintrigen aus K (bzw. R
oder C). Eine Abbildung (Funktion) det : K*" — K heifit eine Determinantenfunktion (oder kurz

Determinante), wenn gilt:

1 0
(a) det =1,
0 1

(b) det(-) ist linear in jeder Spalte, d.h. (wenn a’ bzw. &’ jeweils fiir eine entsprechende Spalte
[Spaltenvektor] steht)

det (al, conad™ Xad 4 pbd ettt L .,a”)
= Adet(a',...,a™) + pdet ((1,1,...,aj_l,bj,aj"’l,...,a”) (j=1,...,n)
(es wird sich zeigen, daff auch die Linearitdt in jeder Zeile gilt),

(c) bei Vertauschung zweier Spalten geht die Determinante in ihr Negatives iiber.

Die Eigenschaften (b) und (c) bedeuten, dafi det eine alternierende Multilinearform ist.

Es wird weiter unten zu zeigen sein, daf} eine solche Funktion existiert. Zunichst wollen wir aus

der Definition einige wichtige Eigenschaften ableiten:
Satz 1.7 FKine Determinantenfunktion hat die folgenden Figenschaften:

a) Es gilt det A =0, falls

(i) eine Spalte gleich 0 ist, oder

(ii) zwei Spalten gleich sind.
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b) Es gilt det A = 0 genau dann, wenn die Spalten linear abhéingig sind. Oder: det A # 0 genau

dann, wenn die Spalten linear unabhdngig sind.

c) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte dndert die Determinante nicht:

det (al, ol d + XNdF L .,a”> =det(a,...,a") fir A\ € K, k # j.

Bewets. a) (i) folgt aus der Linearitdt beziiglich der jeweiligen Spalte: Ist z.B. die j—te Spalte
gleich 0, so gilt
det(a',...,a™) = det (al, R e | R e .,a”)
= Odet(a',...,a”) = 0.

(ii) Vertauschung der beiden gleichen Spalten dndert einerseits nichts, fiihrt aber andererseits zum
negativen Wert.
b) <: Gilt z.B. ¢ = 3 ozjaj, so folgt aus der Linearitdt beziiglich der k—ten Spalte

i#k

det A = Zoejdet (al,...,ak_l,aj,ak"'l,...,an) =0,

i#k

da in den letzten Determinanten jeweils zwei Spalten gleich sind (die A—te und die j—te).

=>: Seien jetzt a',...,a” linear unabhingig, also eine Basis von K”. Dann 148t sich insbesondere
jedes e* der kanonischen Basis (e® = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der k—ten Stelle) durch die @’

darstellen: .

ek = E el mit oz € K
j=1

Damit folgt

n n

n
1 = det(e!,...,e") =det ( Z 21,07, Z 9,0, ..., Z mnjnaj">

J1=1 Ja=1 Jn=1

n n
= E E L1, 225, - - Tpj, det(a?, ..., a’")

n=1 Jn=1

(jede dieser Determinanten ist 4 det(a',...,a"), da sie aus

det(a',...,a™) durch endlich viele Vertauschungen hervorgeht oder 0,

da mindestens 2 Spalten gleich sind

= adet(a',...,d") mitacKk
Also ist det(a’,...,a™) # 0.
¢) Mit Teil a(i) folgt
det (al, o d T d  Xdk L .,a”)
= det(a',...,a") + Adet ((1,1, N e .,(1,”)

= det(a',...,a") + A0 = det(a',...,a").



Im folgenden sei S,, die Symmetrische Gruppe der Permutationen der Elemente 1,...,n. Dies ist
offensichtlich eine Gruppe (das neutrale Element ist die Identitdt [jedes 7 wird j zugeordnet]; das
inverse Element ist die Umkehrung der Zuordnung. S,, enthilt n! Elemente (dem ersten kénnen n
Elemente zugeordnet werden, dem zweiten n — 1, dem dritten n — 2 ...). Die Elemente o von S,
werden in der Form

B 1 2 3 R

B (0(1) o(2) o(3) ... U(n)>
notiert. Jedes o 148t sich als Zusammensetzung von endlich vielen Transpositionen (=Vertauschung

zweier Elemente) darstellen.

Jedes o 148t sich entweder als Produkt einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Trans-
positionen schreiben (den Beweis geben wir hier nicht an, vgl. z.b. B. G. Fischer: Lineare Algebra)
Je nachdem heifit o eine gerade oder ungerade Permutation. Man definiert das Signum einer Per-

mutation durch
. { 1 falls o gerade,
sign o :=

—1 falls o ungerade.

Fiir zwei Permutationen ¢ und 7 gilt offenbar
sign o7 = sign o sign T.

2:25.04.06

Satz 1.8 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante)

all Lo Qp

det | : : = Z Ao(1),1 " " Qo (n),n SIBN O = Z A1,0(1) " * U o (n) SIEN O

Gp1 .. Gpp 7ESn TESn

ist die eindeutig bestimmte Determinantenfunktion.

Beweis. Auf Grund der obigen Rechenregeln gilt

alq N /AT " "
. . — kl kn
det : : = det ag 1€ty ., Q€
k1=1 kn=1
[/ Ay, 1 s

n n
k k
= E E Aky1 - - - Ak, det(e™, ... e™)

k=1 kn=1
(alle anderen Determinanten verschwinden,

da mindestens zwei Spalten gleich sind )

= Z Ao(1),1 " " Co(n)n det(ea(l), .. .,e"(”))
ogES,

= Z ao’(l),l e ao’(n),n Sign g.
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Diese Summe ist offenbar gleich

S ST TIIREEEY

gES,

= Z a1,6(1)" " n,o(n) sign o.

oES,

Folgerung Aus dieser Formel fiir det ergibt sich sofort

— det A" =det A, det(A*) =det A,

— alle bisherigen Aussagen beziiglich der Spalten gelten auch beziiglich der Zeilen.
Eine weitere wichtige Konsequenz ist der

Satz 1.9 (Entwicklungssatz fiir Determinanten) Fir alleij € {1,...,n}x{1,...,n} sei
Ay die (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die i, j—te Minorante, die durch Streichung der i—ten Zeile und
j—ten Spalte entsteht. Dann gilt fiir jedes i € {1,...,n} bzw. 7 € {1,...,n}

a1 e A1y n n

det = Z(—l)i-l-jazj det(Az'j) = Z(—l)i-}'ja”‘ det(AZ']‘)
U . 3=1 i=1

die Entwicklung nach der i—ten Zeile bzw. nach der j—ten Spalte.

Beweis. Wir beweisen die Entwicklung nach der i—ten Zeile:

Durch 7 — 1 Zeilenvertauschungen und spiter j — 1 Spaltenvertauschungen erhilt man

a;1 e (1799
aiy e a1y
alq N /AT
det | : : = (=1)"""det | @ai—c11 ... Gic1g
Ap1l  --- Opp Ait1,1 -+ Gigln
an1 Unn
0 A5y 0
a1 e (ZZ']' e A1p
n
= (1)t E det
j=1 ai_l’l - ai_l’j - ai—l,n
OJH_LI e OJH_L]' e aH‘LTL

\ Up1 oo Upj p p
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a; 0 0 0 ... 0
ay; an aj—1 a1 j+1 ... Q1n
" . :
i—1 —1
= (-1) E (—1) Qi1 @1 @im1,j—1  Gi=1j41 oo Gi=ip
= Qg1 @ig1,) oo Giglj-1 Gig1gil oo Gigin
[12°%] e (Zn’]‘_] (Zn’_H_] e an,n

n,j
( da aus der ersten Spalte nur a;; einen Beitrag liefert)

= Z(_])i+jaij det Az]
=1
|

Als Spezialfall erhilt man fiir n = 3 die Sarrussche Regel

@11 Q12 413
det a1 a99 a93

@31 0a32 33

= @11022033 + G12023031 + (13021032

—(6113(122@31 + aq11a93a32 + (112(121033)a
die man sich so merken kann: Man schreibt rechts von der Matrix die 1. und die 2. Spalte (in dieser
Reihenfolge) nochmals. Die Produkte aus den absteigenden Diagonalen werden positiv, die aus den

aufsteigenden Diagonalen negativ gerechnet.
Jede n x m—Matrix A definiert in natiirlicher Weise eine lineare Abbildung A : R™ — R"™ durch

m
DORAVES
A —
o
on . tnjT;
=t

Umgekehrt wird jeder linearen Abbildung R™ — R™ durch

@15 @15 e QAQ1m

Aej =: : , A=
Qnj Unj Unm

eine n X m—Matrix zugeordnet.
Ist A eine n x m—Matrix und B eine £ x n—Matrix, so wird die entsprechende Abbildung BA :

R™ — R! durch das Matrizprodukt

n
bljajl e Z blja]‘n
j=1

s

<
Il
3

BA =
bgjajn

-

o
> bejaj
7=1 1

s
Il
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Dies folgt aus

b o b\ ([ 2"
(BA)z = B(Az) = ;
by ... b z”: 1ni®;

n m m
bii 32 aijz; 2 (
&0 2\ .

=1

Z b&' Z az-j:v]- E ( E b&'(lm‘)%j
=1 7=1 =

Speziell fiir quadratische Matrizen ergibt sich damit der

Satz 1.10 (Determinantenmultiplikationssatz) Fir A, B € K™ gilt

det(AB) = det A det B = det(BA).

Beweis. 1. Fall: det B = 0. Dann sind die Spaltenvektoren linear abhiingig. Das Bild der entspre-
chenden linearen Abbildung B (dies ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren) ist also # K*. Dann
ist aber auch das Bild des Produktes AB ungleich K", d. h. die Spaltenvektoren von AB sind auch
linear abhingig. Also ist 0 = det(AB) = det A -0 = det Adet B.

2. Fall: det B # 0. Dann gilt jedenfalls

dot AB = A8 oo .
det
. det AB . . . . .
Fiir den Ausdruck 1ot B gilt auf Grund der Eigenschaften einer Determinante: Er ist
e

— linear in jeder Spalte von A (man betrachte das Matrixprodukt AB und stelle fest, daf diese

linear von jeder Spalte von A abhingt),

- 0, falls die Spalten von A linear abhdngig sind,

1 0
- 1,falls A= F = ist.
0 1
Also ist A — det AB eine/die Determinante, d. h.
det B
det AB
detB det 4,

woraus die Behauptung folgt.

Die zweite Aussage ist nun offensichtlich. |



13

Folgerung Ist A € K™" invertierbar, d.h. es gibt eine Matrix A™! mit A™'A = AA™! = E, so
gilt det(A=1) = (det A)~1. (Da A genau dann invertierbar ist, wenn die Zeilen oder Spalten linear
unabhingig sind, ist A genau dann invertierbar, wenn det A #£ 0 gilt).

Wir kénnen nun die Ldsung von linearen Gleichungssystemen mit n Gleichungen und n Unbe-

kannten im Fall der eindeutigen L&sbarkeit geschlossen angeben:

Satz 1.11 (Cramersche Regel) Sei A € K™ mit det A # 0. Die eindeutig bestimmie Lisung

1 by
T = : von Az =b mit b=
ist gegeben durch
1 (AR e (Z]Jj_] b] (Z]’H_] N AT )
z;, = ——det, : : : : : uri=1,... n.
"7 det A f ER
n1 Ay 5—1 bn Apig1 -+ Onpp

Beweis. Das System Ax = b kénnen wir auch in der Form

ar Ain by
T1 : +...+z, : =
n Ap, bn
schreiben, bzw. fiir jedes 1
a1 1,41 ziay; — b 1,41 (GF)
T : + .o+ : + : + Zip : +... .+, : = 0.
anl Ap -1 Tilp; — bn Ay 541 Ann
Die Spalten der Matrix
a1 ... @im1 Tia — b @iy ... i
ap1  -«- Opgi—1 Tilp; — bn ni+1 Unn

sind also linear abhingig. Fiir jedes i folgt also wegen der Linearitit in der i—ten Spalte

arr ... @i-1 broaipr .. i
z;det A — det : : : : : =0
anl  «-- Opi-1 bn Api+l -+ Opn
Auflésung nach z; liefert die Cramersche Regel. |

Satz 1.12 (Matrixinversion) Sei A € K»" invertierbar (d.h. det A #0). Dann ist
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det 4411 — det 1421 det 1431
— det A12 det A22 — det A32

B=(b;)=((=1)"detA;;) =
( ‘7) (( ) ¢ ]) det A3 — det Ags det Ass

Speziell ist im Fall n = 2

1 0
Beweis. Aus AA™! = folgt, da die j-te Spalte von A™" (mit (a;;) bezeichnet) die
0 1
Losung des Gleichungssystems
0
Az=¢"=| 1 mit 1 an j-ter Stelle
0
ist. Also folgt mit der Cramerschen Regel
0= = 1 (“1)*idet Ay,
Y det A 7
Das ist die Behauptung. |

Beispiel 1.13 Eine wichtige Determinate ist die Vandermondesche Determinante

1 1
T Ty
Az, ..., zp) :=det . . fiir zq,...,2, € C.
$711—1 mg—]

Indem man sukzessive in der ersten Spalte Nullen erzeugt (der Leser wird erkennen, wie das

gemacht wird), erhilt man

1 1 1 1
L1 Z2 T3 e Tn
‘A(g’ilv .,l‘n) = det
)} zy~? 202 .. zn=2
0 mg_2(m2 — 1) mg_Q(m'g —z) ... 2%z, —3q)



1 1 1
L1 T2 T3
= det 3;717,'—3 w’g—lﬂ wg—'d
0 2y (ap—w) 23 (23 —m1) ... @)
0 a2 % (za—m) 2l % (azz—z1) ... 2
1 1 1
0 (g — 21) (x5 — z1) (xy — 1)
= det| 0 z3(z2—29) 3z — 1) ... zp(z, —2q)
0 25 %(va— 1) af *(az—21) ... 207% (2, — 1)
1 e 1
= H(mj—ml)det ’ "
i=2 ,
ah™? L. anT?
Indem man mit dieser Determinante entsprechend verfihrt, usw., erhdlt man
n n n
Aler,.omn) =[] —2) [T —22).o [T @husy = 20m1)
J1=2 J2=3 Jn—1=n

( das letzte Produkt besteht nur aus z, — z,_1)

= H(acj — ;).

i<
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Bemerkenswert ist, daf§ diese Determinante genau dann von 0 verschieden ist, wenn die Zahlen

Z1,..., T, paarweise verschieden sind.

3: 27. April 2006

2 Eigenwerte und Eigenvektoren

O

Sei V' ein K-Vektorrraum, A : V — V eine lineare Abbildung. Ein A € K heifit ein Figenwert (EW)
von A, wenn es ein x € V' \ {0} gibt mit Az = Az; ein solches z heifit Figenvektor (EV) oder auch

Figenelement (EE) von A zum Eigenwert A. (Mit z ist natiirlich auch cz Eigenvektor fiir jedes

ce K\ {0}

Ist V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und {z',... 2"} eine Basis von V, so ist

U:vV = K", chejb—) (1y...,¢n)

i=1

eine bijektive lineare Abbildung,

n
UK =V, (c1,---,¢n) »—>Zc]-ej.
i=1
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Ist A eine lineare Abbildung in V' mit

n

Amj:Zaijmi firj=1,...,n,

=1

S0 ist

UAU—l(cl,...,cn) = UAzn:ijj — Uzn:zn:aijcjmi
=1

=1 j=1
n n
= ( E A1jCiy ey E anjc]),

d.h. UAU! ist die durch die Matrix (a;;) in K” erzeugte lineare Abbildung. Man sagt, A wird
beziiglich der Basis {z',..., 2"} durch die Matrix (a;;) erzeugt.

Offenbar ist A genau dann ein Figenwert von A mit einem Eigenvektor 2, wenn A Eigenvektor von
UAU™! ist mit Eigenvektor Uz (nachrechnen). Wir kénnen uns deshalb im endlichdimensionalen
Fall auf die Untersuchung von linearen Abbildungen in K", die bekanntlich durch n x n—-Matrizen

erzeugt werden, beschrinken.

Man nennt eine lineare Abbildung A diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, beziiglich der A
durch eine Diagonalmatrix (alle nicht—-Diagonalelemente verschwinden) dargestellt wird. Offenbar

gilt

Eine lineare Abbildung A in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V ist genau
dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt. (A ist dann
beziiglich dieser Basis durch die Diagonalmatrix erzeugt, auf der Diagonalen die Kigen-

werte von A stehen.

Offenbar sind diagonalisierbare Abbildungen besonders einfach zu untersuchen. Es ist deshalb eine

wichtige Frage, woran man die Diagonalisierbarkeit erkennt.

Beispiel 2.1 Die Spiegelung S an der e!-Achse in R? (gilt entsprechend in C?, aber ist es da
0
1) dargestellt, hat also die Eigenwerte 1 und

1
noch eine Spiegelung?) wird durch die Matrix (0

—1 mit (den) zugeh&rigen Eigenvektoren e! und e?. O

Beispiel 2.2 Die Drehung D um 90° ~ 7/2 in R? (in mathematisch positiver Richtung) wird
bekanntlich (vgl. Teil I der Vorlesung, Satz 7.2) durch die Matrix

D_(COSW/Q —sin7r/2)_(0 —1)
~ \sinz/2 cosw/2 ) \1 0

dargestellt. Sie hat keinen reellen Eigenwert. Dies erscheint geometrisch offensichtlich. Rechnerisch

T — = — = 2
D Y Zq o To = Az o To = A 1
Ty T 1 = Axy T = — A1

sieht man das so:
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Das ist offenbar fiir kein A € R moglich (man beachte, daB (z1,z2) # (0,0) sein mu$B).

In C? hat die gleiche Matrix offenbar die Eigenwerte A = 4i mit den Eigenvektoren uy = (;)

1
fiir/\:iundu_:(,)fﬁr/\:—i.
)

Wie findet man Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A = (a;;)? Damit A Eigenwert ist, muf

offenbar die homogene Gleichung

all — A a2 - A1y 1
a9 agy — AL [12,7%% 9 0
1 Upo cie Oy — A Tn

eine nicht—triviale Losung haben, d. h. der Kern von A —AFE muf} # {0} sein, bzw. det(A—AF) = 0.
det(A — AF) ist ein Polynom vom Grad n, das charakteristische Polynom von A. Seine Nullstellen

sind die Eigenwerte von A. Der Fundamentalsatz der Algebra liefert:

Satz 2.3 Jede Matriz A € C™" hat mindestens einen Eigenwert und héchstens n verschiedene

aus C.

Das Gaufische Eliminationsverfahren liefert dann eine Méglichkeit, zugehorige Figenvektoren zu

bestimmen.

Beispiel 2.4

2 0 0 2-X 0 0
A=[0 0 1|, A-XE=[ 0 =) 1
0 -1 0 0 -1 -2

Das charakteristische Polynom ist
pa() = (2= 1)\ +1),

mit den Nullstellen A = 2,4, —1. Zugehérige Eigenvektoren sind

1 0 0
o), (1],(:
0 ; 1

g

Satz 2.5 Sei A € K" und Ay, ..., A, verschiedene Figenwerte von A mit zugehérigen Figenvek-

1 r

toren x*,...,2".

Dann ist {z',..., 2"} linear unabhingig. (Gilt entsprechend fiir beliebig viele verschiedene Fi-

genwerte einer linearen Abbildung in einem beliebigen Vektorraum.)
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Beweis. Induktion nach r.
r = 1: Richtig, da 2! # 0.

r —1 = r: Seien also z',...,2"~! linear unabhingig. Aus
Z cimi =0 folgt Z )\icixi = AZcixi =0,
=1 =1 =1
also )
0=\, Z ezt — Z ezt = Z()\, - )\Z-)ciac" = Z(/\r - )\i)cixi
=1 =1 =1 =1
und somit (wegen der linearen Unabhiigigkeit von z',... 2" ") (A, = X))e; =0 fiiri=1,...,r—1,

c; =0fiiri=1,...,r — 1. Wegen Y ¢;2' = 0 ist dann auch ¢, = 0, d.h. {2',...,2"} ist linear
=1

unabhingig. |

Besonders einfach und iibersichtlich ist die Situation bei symmetrischen bzw. hermiteschen Matri-
zen. Dazu betrachten wir Vektorrdume mit Skalarprodukt (vgl. Teil I, Abschnitt 7). Diese Rdume

nennt man
— euklidisch im reellen Fall (speziell R™)
— unitidr im komplexen Fall (speziell C").

Das iibliche Skalarprodukt ist

T:y; in
Z iYi R™,
=1 .
(z,y) = ”~ . fir e = (z1,..,20),y= (Y1, -+, Yn)-
TJy] n ,
i=1

In Vektorrdumen mit Skalarprodukt spielen Orthonormalbasen eine wichtige Rolle. Sei (V' (-, "))
ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Basis {e',...,e"} heifit eine Orthonormalbasis (ONB) von
V, wenn gilt

(ei,e;) =10;; fird,j=1,...,n

(d.h. die Elemente der Basis sind paarweise orthogonal und normiert). Gibt es solche Basen?

Satz 2.6 Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei {f!,..., f*} eine Basis von V. Das folgende Gram-Schmidtsche Orthonormalisierung-
verfahren liefert eine Orthonormalbasis:
1
61 — _fl
1)
1
62 — f2 _ 61,f2 61
e e )

T Hff+1 _ 2])1< i) fitlyei (fjH - Zj:<ei’fj+l>ei>

=1
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Offenbar sind die e/ normiert und paarweise orthogonal und damit linear unabhingig (Beweis!?).

Da sie auerdem die gleiche lineare Hiille haben wie {f1,..., f}, bilden sie eine Basis. |

In R™ bzw. C* bilden natiirlich die kanonischen Einheitsvektoren {e',...,e"}, e/ = (0,...,1,...,0)
mit 1 an der j—ten Stelle eine ONB.

Eine Abbildung U : Vi — V, heiit orthogonal (im reellen Fall), unitdr (im komplexen Fall),
wenn gilt

(Uz,Uy)v, = (z,y)y, firalle z,y € V.1

4: 2. Mai 2006

Satz 2.7 Seien Vi, V, n—dimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt (beide iiber R oder beide
iber C). Ist {e',...,e"} eine ONB von Vi und U eine lineare Abbildung von Vi nach Vs, so ist U
genau dann orthogonal/unitir, wenn {f',..., f*} mit I := Ue’ eine ONB in V; ist.

Beweis. =>: Wegen der Orthonormialitéit von {e!,..., e"} und der Orthogonalitit/Unitaritit von
U folgt
(ff, 1) = (Ue', Ue?) = (e',el) = & fiird,j=1,...,n.

Da dann {f',..., f"} auch linear unabhingig ist (aus Y ¢;f7 =0 folgt 0 = || >_¢; f;|I*> = 3 |¢;1%,
J J J

also ¢; = 0 fiir alle j), ist {f',..., f"} eine ONB.

<: Beliebige Elemente z,y € V7 haben die Form

n n

n n
r=Yod it Sl = el y=dde mit Y IR = i
7=1 7=1

7=1 7=1

Damit folgt, da {f!,..., f*} eine ONB in Vj ist,

n

(Uz,Uy)y, = <Uj:ZICjej,Uj:ZIdjej>V2:<ZCerj,Zdeej>V2

J=1 J=1

= <ZijjaZdjfj>V = @,
7=1 7=1 2 7=1

= <ZCj€j,Zdj€j>V = (z,y)vi.
7=1 7=1 !

Satz 2.8 Zu jeder linearen Abbildung A in einem endlichdimensionalen Vektorraum mit Skalar-

produkt (V,(-,-)) gibt es genau eine lineare Abbildung A*, die zu A adjungierte Abbildung, mit

(x, Ay) = (A*x,y)  fir alle z,y € V.

nsbesondere ist U/ isometrisch (IU=z||v, = ||z||v, fiir alle z € V7).
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(Das entsprechende gilt fiir eine lineare Abbildung A von einem Vektorraum (Vi,(:,-)v,) nach
(Va, (-, )v,), A* ist dann eine Abbildung von V5 nach V;.)

Beweis. Findeutigkeit: Seien By und Bj lineare Abbildungen mit der fiir A* geforderten Eigen-
schaft. Dann gilt

((By — By)z,y) = (z, Ay) — (2, Ay) = 0 fiir alle 2,y € V,
also
(By — By)z =0 fiiralle 2 € V, d.h. B; = By.

FEzistenz: Spezialfall V. = K" mit dem iiblichen Skalarprodukt: Wird A durch die Matrix (a;;)

erzeugt, so wird A* durch die adjungierte Matrix (@;;)" = (aj;) erzeugt:
n n n n n ’)’Li
(o, Ayy =D _TT) jaijy; =) i )T =) y;) e
i=1 7=1 7=1 1 =1

n n
also ist A*z = ( S ATy D, ammi)
i=1 i=1

Allgemeiner Fall (V,(-,-)): Es gibt eine orthonormale/unitdre Abbildung U : K* — V. Dann ist
B := U~ AU eine lineare Abbildung in K" mit einer Adjungierten B*. Fiir alle v, w € V gilt

(v, Aw)y = <U_1v,U_1AUU_1w>:<U_1v,BU_1w)
= (B*U 0, U ) = (UB*U™ v, w),

d.h. UB*U~" ist die Adjungierte von A. |

Eine lineare Abbildung A in einem Vektorraum mit Skalarprodukt (V, (-, -)) heifit selbstadjungiert
(d.h. zu sich selbst adjungiert), wenn A = A* gilt, d. h.

(z, Ay) = (Az,y) fiir alle z,y € V.

Bemerkung 2.9 Die durch eine Matriz (a;;) in K* mit dem tiblichen Skalarprodukt erzeugte
lineare Abbildung ist genau dann selbstadjungiert, wenn a;; = @j; gilt. Fine solche Matriz heifst

hermitesch, im reellen Fall auch symmetrisch.

Satz 2.10 Sei (V,(:,+)) ein endlichdimensionaler Vektorraum (reell oder komplex) mit Skalarpro-
dukt, A eine selbstadjungierte lineare Abbildung in V. Dann gilt

a) Alle Figenwerte von A sind reell.
b) A hat mindestens einen Eigenwert.

¢) Figenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.
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Bewets. a) Hier ist natiirlich nur im komplexen Fall etwas zu beweisen. Ist A Eigenwert von A mit

Eigenvektor z, so gilt

Xal? = Ma,z) = (Aa,a) = (Az,2) = (s, Az) = (, Aa)

= Maz,z) = Al«|?,

d.h. X ist reell.
b)Ist U : K™ — V eine unitire/orthogonale Abbildung, so ist B := U~! AU selbstadjungiert in
K™, denn es gilt

<B$, y)K’” = <U_1AU$, y)K’” = <UU_1AU:E, Uy>V = <AU$, Uy>V

- <Ux,AUy>V - <U_1U$,U_114Uy>K'm = <.’,C’By>K'm.

B wird also durch eine hermitsche (im reellen Fall symmetrische) Matrix erzeugt. Im komplexen
Fall hat B mindestens einen Eigenwert, der nach Teil a reell ist. Im reellen Fall erzeugt die reelle
Matrix B in C™ eine selbstadjungierte Abbildung, die (wie eben gezeigt) mindestens einen reellen

Eigenwert A hat, d. h. es gilt pg(A) = 0 fiir das charakteristische Polynom von B. Also ist B — AF

nicht injektiv in R™ und somit ist A auch im reellen Fall Eigenwert von B.
Ist v der zu A gehérige Eigenvektor von B, so gilt
A(Uv) = U(U™"AU)v = UBv = UAv = A(Uv),

d.h. Uv ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

¢) Sind Ay # Ay Eigenwerte mit zugehdrigen Eigenvektoren vy, vy, so gilt (da A; reell sind)

(>\1 - /\2)@1, U2> = <U17 >\2U2> - <)\1?Jl, U2>

— <U17 AU2> - <AU1,’I]2> = 07

also (v, v9) = 0. [ |

Satz 2.11 Sei A eine selbstadjungierte lineare Abbildung im m—-dimensionalen Vektorraum V mit
Skalarprodukt (-,-). Dann existieren reelle Zahlen Ay, ..., Ay, und eine ONB {e1,... ey} in'V mit

Ae; = Ne; fiiri=1,...,m,

AN ciet = > ;ciet fiir alle ¢; € K.

Beweis. Nach obigem Satz existiert ein reelles Ay und ein f; € V\ {0} mit Afy = Ay fi. Wir setzen

1
eri=——f und Vi={e}t={zeVv: x,e1) = 0}.
Hlef fea} ={zeV:(z,e) =0}

Dannist V = Vi+L{e},dim V; = m—1 und Ay, ist selbstadjungiert in V;. Dazu ist nur AV} C V4
zu zeigen: Fiir x € Vi ist (e1,Vz) = (Ver,2) = M (e1,2) = 0, also Va € {e;}+ = Vi.
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Ist m — 1 =0, so sind wir fertig.

1
Ist m — 1 > 0, so exisiteren Ay € R und f; € V4 \ {0} mit Afy = Ay fs. Setze eg := W
2

ist eg Le;. Setze Vi := {e1, e5}+. .. Bricht nach m Schritten ab. [ |

f2. Dann

Satz 2.12 (Hauptachsentransformation) Sei A eine selbstadjungierte lineare Abbildung in

einem m~dimensionalen Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-). Dann existiert eine unitdire /ortho-
gonale Abbildung U : K™ — V so, dafs

A\ 0
UTAU =
0 M

Ist V = K™ mit dem iiblichen Skalarprodukt, so ist

u™
(Spaltenvektoren von U = orthonormierte Figenvektoren von A; Zeilenvektoren von U~ = U* =
konjugierte der Figenvektoren von A).
Beweis. Sei e der i—te kanonische Einheitsvektor in K™. Dann ist U : R™ — V mit
Ue =4, Ul'=¢ firi=1,...,m
eine unitire/orthogonale Abbildung. Also gilt fiir z = (z1,...,2,)" € K™

U tAUz = U_lAijej =y-! Z)\jmjej = (MZ1, - AT
7=1 7=1

d.h. U=' AU wird durch die im Satz angegebene Diagonalmatrix erzeugt. Ist V = R™, so haben U
und U~ die oben angegebene Gestalt. |

5: 4. Mai 2006

Eine selbstadjungierte lineare Abbildung A in einem Vektorraum mit Skalarprodukt heift
— positiv semidefinit (bzw. nichinegativ, A > 0), wenn gilt (z, Az) > 0 fiir alle z € V,

— positiv definit (strikt positiv, A > 0), wenn gilt (z, Az) > 0 fiir alle 2 € V' \ {0}.

Satz 2.13 Sei A selbstadjungiert im Vektorraum (V(-,-)) mit Skalarprodukt, \; die Figenwerte
von A. Dann gilt:
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a) A>0< X; >0 fir alle 7,

b) A>0< X; >0 fir alle j.

Beweis. Sind w/ die zu den M\ gehorigen orthonormierten Eigenvektoren (eine Basis), so gilt

<AZc]-uj, Zc]'uj> = Z)\j|0j|2,
j j =1

=1 J=1 J=

also
a) <Azcjuj,zcjuj> > 0 fiir alle ¢; & X; > 0 fiir alle 7,

b) <A20ju17zc]~uj> > 0 fiir alle ¢; mit (e1,...,¢,) # (0,...,0) & X; > 0 fiir alle j.

1
Beispiel 2.14 Die Matrix A = ( )

dung: Das charakteristische Polynom ist p4(X) = (1 — A)* — 1; die Eigenwerte sind also A/, = 0/2,

1
1) erzeugt in K? eine nichtnegative selbstadjungierte Abbil-

beide > 0. Die zugehérigen normierten Eigenelemente (eindeutig bis Faktoren vom Betrag 1) sind

= 5(0) w5 0)

Die Nichtnegativitdt kann man aber auch so sehen:

AGPGD) = (G G)) =i romsmin

= |z+yl*>0 firalle (r) € K.
(Beachte, fiir = —y ist dieser Ausdruck gleich 0.) a

y

Beispiel 2.15 Die Matrix

hat das charakteristische Polynom

1-Xx 1 0
pa(A) = det( 1 1-2A 1 )
0 1 1-2A

(Entwicklung nach 1. Zeile oder 1. Spalte)
= (1=-N[A=-X*=1]-(10-XN)=1- [\ -2x-1].
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Also hat A die Eigenwerte Ay = 1,Ay3 = 1+ 1+1 = 1% V2. Da A positive und negative

Eigenwerte hat, ist A nicht definiert. Wir bestimmen die Eigenvektoren:

Zu A = 1:
] 010 z]
(A-1E) [z =1 0 1 zy | =0.
Ty 010 Ty
Daraus folgt z) = 0 und z] = —z}, also fiir den normierten Eigenvektor (z.B.)
) -1
1
= —
V2
Zu Xy =1+ V2
z? -2 1 0 z?
A-Q+V2)E) [ 22| = 1 —-v2 1 22 | =0,
mé 0 1 -2 xé
woraus folgt
1
g 1
zt = - \/5 ,
2
1
7u A3 = 1 — /2 entsprechend
1
P=— =2
1
Damit kann auch die Hauptachsentransformation
—1/vV2  1)2 1/2
U= 0 1/vV2 —1/2
1/V2  1)2 1/2
gewonnen werden. O

Wir wissen jetzt: Eine lineare Abbildung A, die eine Basis aus Eigenvektoren besitzt, ist diago-
nalisierbar. Dies gilt insbesondere dann, wenn A selbstadjungiert ist (auch wenn A normal ist,

A*A = AA*, was wir hier nicht zeigen). Ein anderer Spezialfall ist:

Satz 2.16 Ist A eine lineare Abbildung in einem m-dimensionalen Vektorraum mit m verschie-

denen Figenwerten, so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Nach Satz 77 sind die m Eigenvektoren zu den m verschiedenen Eigenwerten linear un-

abhédngig. Sie bilden also eine Basis V. |
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Beispiel 2.17 Im allgemeinen hat eine lineare Abbildung keine Basis aus Eigenvektoren, wie man

=5 o)

1
in K* erzeugten linearen Abbildung erkennt. Sie hat den Eigenvektor (0> zum Eigenwert 0. Das

schon an der durch die Matrix

charakteristische Polynom p4()\) = A? liefert nur den Eigenwert 0, zu dem es aber keinen zweiten

linear unabhangigen) Eigenvektor gibt. O
( gig g g

Das vorausgehende Beispiel ist ein Spezialfall fiir die JORDANsche Normalform einer Matrix.

Satz 2.18 (Jordansche Normalform) /st A eine beliebige lineare Abbildung in einem end-
lichdimensionalen Vektorraum, so gibt es eine Basis in V', beziiglich der A dargestellt wird durch

eine Matriz der Form

Ch 0
C
0 Cy
mit sogenannten JORDAN—Kisten
1 0
Ak
A 1
Cr = A € K*" A, € K
1
Ak

Dabei ist natiirlich > v, = dim V. Die A\, fiir verschiedene k kénnen gleich sein.

Man beachte, daff C in K den einzigen Figenwert A\, hat mit dem einzigen Eigenelement e'.
A ist vy —fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von Cy. Ay ist Figenwert von C} mit
geometrischer Vielfachheit 1 und algebraischer Vielfachheit vy. (Geometrische Vielfachheit eines
Figenwerts = Zahl der linear unabhdngigen Figenvektoren zu diesem Figenwert = Dimension des
zugehdrigen Figenraumes; algebraische Vielfachheit = Vielfachheit des Figenwerts als Nullstelle

des charakteristischen Polynoms = Gesamtdimension der zugehdérigen Jordan—Kdsten.)

1
Beispiel 2.19 Die Matrix A = (4 ) hat das charakteristische Polynom

1-2A -1

pa(A) = det(A—/\E):det( 4 31

)Z(AH)?,

d.h. A = —1 ist Kigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2. Da

2 —1
A—ANE=A4+F = 0
+ (4 —2)7'é
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ist, gibt es (bis auf Vielfache) nur einen Eigenvektor, z.B.

=)

1
Mit dem zweiten Vektor uy = (] ) gilt:

Aup = —uy  und  Aug = uy — ug,

d.h. beziiglich der Basis {u1,u2} wird A durch seine Jordansche Normalform

(3 )

dargestellt. O

3 Stetige Funktionen mehrerer Variablen

Bei diesem Abschnitt handelt es sich teilweise um eine Wiederholung von Stoff aus dem 1. Semester.

Auf R™ wird durch

d(z,y) ::{ ) (fj—nj)2}1/2 e O Conta)

i=1 y="{(m,. .- mm)

ein Abstand definiert (analog in C™, wobei dann (£; —1;)? durch (& —n;)(€; — n;) zu ersetzen ist).
Genauer hat dieses d die Eigenschaften einer Metrik:
(M1) d(z,y) > 0 fiir alle 2, y; d(z,y) =0 2 = y.
(M2) d(z,y) = d(z,y), Symmetrie.
(M3) d(z,z) = d(z,y) + d(y, z), Dreiecksungleichung.
Eine Menge X ausgestattet mit einer Metrik d nennt man einen metrischen Raum (X, d). Eine

Teilmenge Y von X ausgestattet mit der Metrik d aus (X, d) ist wieder ein metrischer Raum (ein

Teilraum von (X, d) mit der induzierten Metrik).

Fiir eine Folge (z,) aus z sagt man (z,) konvergiert gegen z, z, — =z, nh_)rr;o T, = x, wenn
gilt d(z,,2) — 0. Offenbar gilt z,, — = in R™ genau dann, wenn &, ; — & fiir j = 1,...,m gilt
(z= (& &m)y Tn = (Eny ooy Enim))-

Sind (X, d) und (Y, e) metrische R&dume, so heifit eine Abbildung (im Fall Y = R oder C, oder
auch R” oder C™ redet man meist von einer Funktion) f: X — Y stetig im Punkt € X, wenn

gilt

-Ve>036>0s0dassV ye€ X mit d(z,y) < 6 gilt e(f(z), f(y)) < e, oder

— fiir jede Folge (z,) aus X mit z,, = z € X gilt f(z,) = f(z). f heiit stetig, wenn es in jedem
x € X stetig ist.
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Die d-Kugel um z mit dem Radius € > 0 ist die Menge
Ke(z) :={y € X : d(z,y) < ¢}

(insbesondere ist Ko(z) = 0).

Eine Teilmenge O von X heifit offen, wenn zu jedem z € O ein € > 0 existiert mit K.(z) C O.

Insbesondere ist K.(z) offen: Ist ¢ = 0, so ist K.(2) = () und die Bedingung ist offensichtlich
erfiillt. Ist € > 0, so ist fiir jedes y € K.(z) die Kugel K._y ) (y) in K:(z) enthalten, denn nach
der Dreiecksungleichung gilt fiir z € Ka_d(a:,y)(y)

d(z,z) =d(z,y)+ d(y, z) < d(z,y)+ e —d(z,y) =¢.
6: 9. Mai 2006 Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen
ist. Insbesondere ist jede (sogenannte abgeschlossene) Kugel
K(z):={y € X :d(z,y) <e} (>0

abgeschlossen: Ist y € X\ K.(z),soist d(z,y) > ¢, also nach der Dreiecksungleichung Ky, ,)—. (y) €
X\ K.(2).

Endliche Vereinigungen /Durchschnitte offenbar/abgeschlossener Mengen sind offen /abgeschlossen.

Es ist leicht zu sehen, dafi beliebige Vereinigungen offener Mengen offen sind, wihrend beliebige

Durchschnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind (Beispiele!?).

Oben wurde die Stetigkeit punktweise definiert. Auf Grund des folgenden Satzes ist die Stetigkeit

(in allen Punkten) dquivalent zu einer schénen globalen Eigenschaft:

Satz 3.1 Seien (X,d) und (Y, e) metrische Riume. f : X —'Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild jeder offenen Menge offen ist, d. h.

O offeninY = f~1(0) :={z € X : f(z) € O} ist offen.
(Die Schreibweise f~' impliziert nicht, daff f injektiv ist.)

Beweis. <=: Fiir beliebiges z € X ist die Stetigkeit im Punkt z zu beweisen: Zu jedem ¢ > 0 ist
K:(f(z)) offen in Y und = € f~'(K.(f(x))). Also existiert ein § > 0 mit Ks(z) C f~' (K:(f(z))).

Damit gilt fiir jedes y € Ks(z)
fy) € Ko(f(2)),
d.h. f ist stetig in z.
=: Sei O offen in Y, z € f~1(0). Da O offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit K.(f(z)) C O. Da f

in z stetig ist, existiert ein § > 0 mit

fly) € K.(f(z)) fiir alle y € Ks(z).

Also ist Ks(z) C f~(K.(f(2))) C f~1(O), d.h. f~1(O) ist offen. [ |

In R™ bzw. C™ kann man aufler der Stetigkeit noch definieren:
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— partiell stetig (d.h. stetig in den einzelnen Komponenten von z), und

— richtungsstetig.

Wir haben gesehen:

stetig = richtungsstetig = partiell stetig,
aber (vgl. Teil I, Beispiel 8.1)

partiell stetig 7= richtungsstetig 7= stetig.

Fiir eine Teilmenge A eines metrischen Raumes definiert man:

die abgeschlossene Hiille von A
A := N aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten
= kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt = {y € X : 3(z,) aus A mit z,, — y}

und den offenen Kern von A
104 := U aller offenen Teilmengen von A = grofite offene Teilmenge von A
={z € A:3Fe>0mit Ky(z) C A}.

eibt wollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in onvergiert. Insbesondere sin un
(X, d) heiBt vollstindig, jede Cauchyfolge in X konvergiert. Inshesondere sind R™ und C™

mit den oben angegebenen Metriken vollstindig.

Satz 3.2 Seien (X, d), (Y, €) metrische Riume, Y vollstindig, A C X und f: A=Y gleichmdfig
stetig 2. Dann ldpt sich [ eindeutig stetig auf A fortsetzen.

Beweis. Sei € A (beliebig, es darf auch aus A sein). Es existiert eine Folge (z,) aus A mit
z, — x. Wegen der gleichmifBigen Stetigkeit ist dann (f(z,)) eine Cauchyfolge, also konvergent.

Man kann also definieren

f(z) := lim f(x,).

n—oo
Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Folge (z,,) (mit z,, — z) (Beweis!); fiir 2 € A ist
fz) = f(2).
Bleibt 7u zeigen: Fiir jedes x € A ist f stetig in . Dazu sei (z,) eine Folge aus A mit x, — z.

1 1
Dann existieren y, € A mit d(y,, z,) < — und e(f(yn), f(zn)) < —, also
n n

e(f(2), f(zn)) < e(f(2), f(yn)) + e(f(yn), f(2n)) = 0

wegen e(f(z), f(yn)) — 0, da y, — z gilt, und e(f(yn), f(zn)) < % [ |

Ein metrischer Raum (X, d) heifit kompakt, wenn jede Folge (z,) aus X eine in X konvergente
Teilfolge enthilt. Dies ist dquivalent zu der folgenden Uberdeckungseigenschaft (die in allgemeineren

Situationen als Definition benutzt wird; in R™ ist dies der Satz von Heine-Borel, vgl. z. B. H. Heuser,
Analysis1, S. 157):

MDh.Ve>03IT6§>0V x,2 € X mit d(z,z) < § gilt e(f(z), f(2)) < e.
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Jede offene Uberdeckung {O,,a € A} von X enthilt eine endliche Uberdeckung (d.h. es

gibt n € Nund ay,...,a, € Amit X C |J A,,).
J=1

Jetzt noch drei wichtige Sitze iiber Funktionen auf metrischen Raumen.

Satz 3.3 (Satz vom Maximum) Sei (X,d) ein kompakter Raum, f : X — R stetig. Dann

existieren x,, und xp; in X mit

f(am) =min f(z) und  f(zar) = max f(z)

Beweis. Dieser geht genauso wie fiir Funktionen auf R. Zunéchst wird die Beschrinktheit von
f gezeigt: Wire f unbeschriankt, so gidbe es eine Folge (z,) mit |f(z,)| > n. Da X kompakt ist,
gibt es eine Teilfolge (z,,) mit z,, — zo fir & — co. Wegen der Stetigkeit vonf folgt daraus
f(zn,) = f(zo) im Widerspruch zu |f(z,,)| > n.

Also ist die Menge {f(z) : * € X} beschridnkt, besitzt also ein Supremum (Infimum), d.h. es
gibt eine Folge (z,) mit f(z,) — sup f (f(z,) — inf f). Wieder gibt es eine Teilfolge (z,,) mit

Ty, = Za (T, = 2) und somit wegen der Stetigkeit von f

f(wM) = klggo f(wnk) = supf (f(wm) = kh—>r{>lo f(wnk) = inf f

f nimmt also in z; bzw. z,, sein Maximum bzw. Minimum an. |

Satz 3.4 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Ist f :
X — X eine Kontraktion, d. h. es gilt

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) Vaz,yeX

mit einem L < 1, so besitzt f genau einen Fizpunkt T, f(T) = T. Genauer gilt: Fiir jedes € X
konvergiert die Folge (f,(z)) mit fo(z) = 2, fay1(2) = f(fu(z)) gegen T, und es gilt

A(fu(2),7) < —

< 7= d(f(@),7) VneN.

Beweis. Sei z € X. Dann gilt

A(Fut1 (@), Fa(®)) < LA(fu(2), facr (2)) < - < L7d(f(2), ), (+)

und entsprechend

d(fm(2), fu(2)) < L"d(fr-n(z),2) fir m > n.

Durch Induktion zeigt man
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n = 1: Offensichtlich richtig.
n=n-++1:

d(fusr(2),2) < d(farr(2)falx) + d(fu(x), 2)

( Ungleichung (*) u. Induktionsannahme)
1-L"

1 — Ln-l—l
= 7 /(@) 2)
Damit folgt dann
L 1= L

A (2), fu(@)) < L"A(frmn(@) ) < L d(f(z),2).

1-L
Insbesondere ist (f,(z)) eine Cauchyfolge, also konvergent, T := lim, 0o, fn(2).

Da f stetig ist, gilt (beachte f,_i(z) = T)

7= lim fu@)= m [(facr (7)) = (7).

n—oo

Also ist T ein Fixpunkt von f. Fiir m — oo folgt aus obiger Ungleichung

n

d(z, fu(z)) <

< d( (@), ).

Es bleibt die Findeutigkeit zu zeigen: Sind T und & Fixpunkte, so folgt

d(@,2) = d(f(2), f(2)) < Ld(zT, %).

Das ist nur méglich, wenn d(Z, ) = 0, also 7 = %, gilt. |

Beispiel 3.5 In 2z = [0, 00) mit der iiblichen Metrik sei

1
14z

Dann gilt |f(z) — f(y)| < |z — y|: Fiir z > y folgt das aus

f@) =2+

. 1 o 1+y—1-12z { > 0,
entsprechend fiir z < y. f hat aber keinen Fixpunkt, denn
T=T+ ! folgt 0 ]
aus T=7+ —— fo =
1+z ° 147
ein Widerspruch. (In obigem Satz ist also d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) mit L < 1 nicht durch d(f(z), f(y)) <
d(z,y) ersetzbar.) O

7: 11. Mai 2006
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Beispiel 3.6 In X = (0,00) mit der iiblichen Metrik (beachte X ist nicht vollstindig) sei f(z) =
Lz mit 0 < L < 1. Offenbar ist f eine Kontraktion, aber f hat keinen Fixpunkt. In obigem Satz

kann also auf die Vollstindigkeit nicht verzichtet werden. O

Satz 3.7 Seien (X,d) und (Y, e) metrische Rdume, X kompakt und f : X — Y stetig, so ist f
gleichmdflig stetiq.

Beweis. Annahme: f ist nicht gleichmiBig stetig. Dann gilt
de>0 Vo>03z,z€ X mitd(z,z) < und e(f(z), f(z)) >¢

oder
1
de>0 VneN Jz,,z2, € X mitd(z,,z,) < - und e(f(z,), f(2,)) > €.

Da X kompakt ist, existiert eine Teilfolge (ny) von Nmit (z,,,) — 2, (25,) — 2. Wegen d(z,, , 2,, ) <

L ist z = z, also lim f(z,,) = lim f(z,,) im Widerspruch zu e(f(z,,), f(zn,)) > €. [ ]
ng
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4 Differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen

Aus der Analysis der Funktionen einer Variablen kennen wir zwei dquivalente Definitionen der

Differenzierbarkeit: Eine Funktion f:R — R ist differenzierbar im Punkt zg, wenn gilt

— der Limes
lim J(z) = f(z0) — lim flxzo+h) = f(zo)

T—T( T — Xg h—x0 h

existiert; dieser Limes ist die Ableitung von f im Punkt zy (= Steigerung der Tangente an

die Kurve im Punkt (z¢, f(zo)) = Tangens des Steigungswinkels), oder

— fist in der Umgebung von zq linear approximierbar, d.h. es gilt

fz) = f(zo) + m(z — o) + puy (2)

mit

M—)O fiir x — zo;
|z — zo

hier ist m die Ableitung von f im Punkt z.

Fiir Funktionen, die auf R™ definiert sind (gleichgiiltig, ob sie nach R oder R™ abbilden) ist die
erste Definition nicht brauchbar, da nicht durch einen Vektor z — z dividiert werden kann. Die

zweite Definition 148t sich dagegen unmittelbar verallgemeinern.

Sei A C R™ offen (damit jeder Punkt in A eine Umgebung hat, die ganz in A liegt), f: A — R",
zg € A. f heifit bei zq (total) differenzierbar, wenn eine (natiirlich i.allg. von zg abhingige) lineare
Abbildung L : R™ — R" existiert mit

f(z) = f(z0) + L(z — z0) + ¢y (z)  mit |";% (;C)| — 0 fiir x = zg
L T 0
bzw. )
m(f(m) — f(20) = L(z — 20)) = 0 fiir 2 — 2.

(Die letzte Zeile macht auch deutlich, daB ¢, (z) = f(z) — f(z0) — L(z — zo) ist, und daf die
Forderung an ¢, (-) sich eigentlich auf diesen Ausdruck bezieht.)

Satz 4.1 Ist f in zq differenzierbar, so ist die lineare Abbildung I, eindeutig bestimmi.

Beweis. Haben L, und L, die gewiinschte Eigenschaft, so gilt fiir M := Ly — Ly

M M(z - Li(z — x0) — La(z —
lim A lim M = lim 1(z = @0) 2(z — zo)
r—0 |.r| r—rg |33 — $0| =g |r _ $0|
— lim 2,20 (LE) — P11,z (m) —0
r—xg |£E — $0|

(wobei ¢; 5 (+) die Funktion ist, die in obiger Definition von L; auftritt). Also gilt fiir alle z € R™

x

n

|z| = 0 fiir n — oo.
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Da die linke Seite nicht von n abhéangt, gilt also Mz = 0 fiir alle z € R™,d.h. M =0, Ly = L,. 1

Diese eindeutig bestimmte lineare Abbildung L : R™ — R” heifit die Ableitung von fim Punkt zq.
Man schreibt dafiir D f(z0), f'(z0).

[+ A — R” heifit differenzierbar, wenn es in jedem Punkt von A differenzierbar ist. Dann ist
Df:A— LR™R"), 2+ Df(z) wieder eine Funktion, jetzt von A C R™ in den Raum L(R™,R")

der linearen Abbildungen von R™ nach R".

Satz 4.2 A C R™ offen, f : A — R” differenzierbar (im Punkt xzq € A). Dann ist f stetig (im
Punkt zg).

Bewets. Da jede lineare Abbildung von R™ — R" stetig ist (Beweis?), folgt dies direkt mit der

obigen Definition der Differenzierbarkeit. |

Beispiel 4.3 f:R™ — R", f(z) = Az mit einer linearen Abbildung A : R™ — R". Offenbar ist
f(z) = f(zo) + Az —20) +0,d.h. Df(z) = A fiir alle z. O

Beispiel 4.4 f:R™ = R, f(z) = |z]* = E ¢7 ist in 0 differenzierbar mit Ableitung 0, denn es

gilt =
f(z) = £(0) = 0(z = 0) = f(z) = po(x), ¢olz) = |z|,
also
#o(z) | ’ —0 fir|z| =0
[z —0] 2|

O

Fiir allgemeinere Fille (und auch in obigem Beispiel fiir 2 # 0) ist es mit unseren bisherigen

Kenntnissen nicht leicht, die Ableitung explizit auszurechnen bzw. die Differenzierbarkeit zu zeigen.

Deshalb schauen wir uns zun&chst die einzelnen Komponenten von z und f an: Sei also f in zq

differenzierbar,

also (mit zg + = statt z)

F(w0+2) = F(30) = Guy(ao+2) = Lo = (3 €36y ).

p=1
Speziell erhalten wir fiir die j—te Komponente von f

9‘9390,]'('770 + x)
|z|

7 (5@ +2) = £ (w0) ijpsp)z
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Spezialisieren wir nun weiter
x=he* =(0,...,0,h,0,...,0) (h an der k-ten Stelle),

so folgt
fir > 0 (also Ja = h): - 1{fs (w0 + he®) = fy(w0)} = L — 0 fir h = 0,
fiir h < 0 (also 2] = —h): _ih{fj(xo +het) = fi(2o)} + £ — O fiir b= 0,
d.h. es gilt
b5 = fim (0 het) = fy(m0)) = 52 (s,
Dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von f; nach der k—ten Komponente im Punkt z.

(Fiir g% schreibt man auch Dy f;, 0 f;, f;5-) Wir haben also gezeigt:
k

8: 16. Mai 2006

Satz 4.5 A C R™ offen, f : A — R” differenzierbar in zy. Dann ezistieren alle partiellen Ablei-

tungen %(aco) (3=1,...,n, k=1,...,m) und es gilt
297
Df(zo) = (Z—g(mo)) o1 JAcoBI-Matrix im Punkt xq.
k=1,...,m

Diese Matrix wird auch als Differentialmatriz oder Funktionalmatriz im Punkt zg bezeichnet; man

, I fi,-- 1 fn)
schreibt auch <m> (20).

Man definiert nun fiir f: A - R™

— [ heifit im Punkt xo partiell differenzierbar, wenn dort alle partiellen Ableitungen existieren,
— f heifit partiell differenzierbar, wenn es in allen Punkten von A partiell differenzierbar ist,

— f heifit stetig partiell differenzierbar, wenn es partiell differenzierbar ist und alle partiellen

Ableitungen stetig sind.

Der obige Satz besagt: Aus der Differenzierbarkeit folgt die partielle Differenzierbarkeit.

Gilt auch die Umkehrung? Nein, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 4.6 Die Funktion

a6
FRISR, J0)= feng) = Grg 700

0 fiir (§1,€2) = (0,0)
ist jedenfalls auflerhalb 0 (sogar stetig) partiell differenzierbar. Da f auf beiden Achsen identisch

verschwindet, existieren die partiellen Ableitungen auch in 0 und sind beide gleich 0. f ist aber
im Nullpunkt nicht stetig, und somit sicher nicht differenzierbar: Fiir alle t # 0 ist f(t,t) = -,
wiahrend f(0,0) = 0 ist. ad

N[ —
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In den Punkten z # 0 ist die Funktion dieses Beispiels total differenzierbar, wie aus folgendem Satz
folgt:

Satz 4.7 A C R™ offen, f : A — R™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist [ differenzierbar.
(Tatsichlich wird gezeigt: Ist f partiell differenzierbar nahe o und sind die partiellen Ableitungen
bei zq stetig, so ist f bei xqg total differenzierbar. Wenn alle partiellen Ableitungen stetig sind, sind

alle Eintrdge in der Jacobi-Matriz stetig; man sagt dann, daf f stetig differenzierbar ist.)

Beweis. Sei zg € A, L == (D; fk(aco)) . Wir haben zu zeigen: zu jedem £ > 0 existiert ein
d > 0 so, dass fiir alle z € A mit |2 — :v0| < 5 gllt

o () [f(2) = flwo) = L(z = wo)|

EREN |z — @0

<eé€.

Sei also € > 0. Da alle D; fi(+) stetig sind, existiert ein § > 0 mit

|D; fi(2) — D; fr(z0)| < firz € A mit |z — 29| < &;

€
7
fir 2,y € Ks(zo) ist dann |D; fr(z) — D; fu(y)| < e/y/nm.
Sei z € Ks(zo), t = (T1,.-,Tm)! := 7 — z0,
J
t; = (Tl,...,T]’,O,...,O)ZZTgeé fir j=0,...,m

=1

(to =0). Dann gilt fir k=1,...,n

fe(@) = frlmo) =) <fk (zo +t;) — frl(zo +tj_])>.

=1

Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz der Differentialrechung (vgl. Teil I, Satz 10.3) existieren

0k zwischen 0 und 7; mit

fe(zo+t;) = flzwo+tim1) = felwo+tjm1 +75€¢7) — fr(zo+tj-1)
7D fi(wo + tjo1 + ojke’),

‘fk($o+tj) — fe(zo+1tj-1) = Tijfk(ro)‘ < nil|Djfe(wo + tim1 + ojke”) = D fr(wo)
S |$—$0|\/2m,
(@) = felzo) Zka vo)i| < D [felo+15) = fulwo+ti1) = 73D (o)

7=1

< |x—mo|%,

1) = feo) — L= )| = 32 |Aue) = fuleo) ZD fuleo)|

k=1

< |x—mo|25n=|m—xo|%2

n
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und damit schlieBflich

|f(z) = f(zo) = L(z — z0)|

|z — xq|

<e fir |z — zg| <6,

womit die Behauptung bewiesen ist. |

Im Fall m =1 ist die Ableitung nichts anderes als der aus den Ableitungen der einzelnen Kompo-

nenten von f gebildete Vektor:

fi@)
f@)=Di@) = |
f(@)

Wie bei der Untersuchung der Stetigkeit passiert hier nichts wesentlich neues.

Interessanter ist der Fall m > 1 und n = 1, eine reellwertige Funktion von m Variablen

0 0

J'(@) = D) = (g @) g

f(2)) = grad f(2),
der Gradient von f. Als Matrix ist dies eine 1 x m-matrix; als Vektor (s. unten) schreibt man es

wohl besser als Spalte, wie die Vektoren in R. Fiir y = (n1,...,7,) € R™ ist
Z0
Df(zo)y = Z ——f(@o)me = (D f(x0),y).

Um die (geometrische) Bedeutung des Gradienten zu erkennen, betrachten wir zunéchst rich-
tungsableitungen von f. Die Richtungsableitung von f im Punkt 2 in Richtung e (mit |le|| = 1)

ist definiert durch (falls der Limes existiert)

0 .1
5/ @otte)| = lim = (f(zo+te) — f(20)).

Die partielle Ableitung ff(%) ist also nichts anderes als die Richtungsableitung in Richtung des
k

k—ten Einheitsvektors e*.

Satz 4.8 (Geometrische Deutung des Gradienten) Sei f : R™ — R differenzierbar im
Punkt xg.

- Ist grad f(z9) = 0, so sind alle Richtungsableitungen gleich 0.

— Istgrad f(zq) # 0, so zeigt der Vektor grad f(zo) in die Richtung e mit der gréfiten Richtungs-
ableitung (genauer: die Richtung, in der f am schnellsten wéchst); die Norm des Gradienten

ist gleich dieser Richtungsableitung.
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‘ m 1/2
Beweis. st e € R™ mit ||| = { > 8?} = 1, so ist die Richtungsableitung von f in Richtung e
i=1

im Punkt z( (aufgrund der linearen Approximierbarkeit)

%f(mo +te) =0 ]ﬂ% % (f(aco +1e) - f(JCO))
- }51_% %{f(mo) + (grad f(z0),te) + ©r, (z0 + te) — f(mo)}

(da %9%0(300 +te) — 0 gilt fiir t — 0)
= (grad f(zo), ) < |grad f(zo)|
(ab hier gilt es nur fiir grad f(zo) # 0)
1
= ————pgrad f(z
<gradf (20), Tarad (20)] gra f(r0)>
( erneute Anwendung des dritten ,=%“-Zeichens, jetzt mit

1
= Tarad f(v0) grad f(zo))

= ﬁf(%-l—

: s )

t:O-

t
| grad f(zo)|
Hieraus folgen beide Aussagen. |

Geht man ein (nicht zu grofies) Stiick in Richtung des Gradienten, so vergréfiert sich der Funktions-
wert. Diese Tatsache macht man sich beim Gradientenverfahren zur Bestimmung von Extremwerten

zu Nutze.
Beispiel 4.9 Die Funktion

FiR™ SR, f(z) = 2| = (€ +...+ &)

ist fiir 2 # 0 differenzierbar, nicht fiir 2 = 0. Geometrisch ist offensichtlich, daf gilt

L(51,...,£m) = L:C fiir  # 0.

|] ]

Man rechne das explizit nach! O

grad f(z) =

Sind f,g : R™ — R stetig differenzierbar, so folgt mit der Produktregel fiir Funktionen einer
Variablen (hier angewandt auf partielle Ableitungen)

grad(f,g)(z) = f(z) grad g(z) + g () grad f(z).

Sei A C R™. Eine Abbildung f: A — R™ (gleiches m) heifit ein Vektorfeld auf A. (Man stellt sich
das so vor, dass in jedem Punkt von A ein Vektor angeheftet wird.) Ist f differenzierbar, so ist die
Divergenz des Vektorfeldes f definiert durch

df;
div f(z Z (%j
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diese (reellwertige) Funktion wird auch als Quellendichte des Vektorfeldes f bezeichnet, was wir

erst spiter verstehen werden.
Gelegentlich ist es niitzlich, den ,formalen Vektor®
0 0 )
& 0

zu betrachten (Nabla=antikes Saiteninstrument mit der form 7). Damit kann man (formal) schrei-

Nabla = v = (

ben:

grad f=vf fir f:R™ =R,
divf =(v,f) firf:R™ = R™
Ist ACR™, f:A—R™ g:A— R stetig differenzierbar, so gilt
div(g, P Z U9 Z{(%y( D))+ 0(e) 31 )}
= {gradg(o), J(2) + 9(e) v 1(2) = o (5(2), (0 + 9 (a1 (a1

Beispiel 4.10 Das Vektorfeld f : R™ — R™, f(z) = z hat die Divergenz
06 &
div = = 1=m.
o= ge=%

Fir f:R™\ {0} = R™, f(z) = Lr (= Einheitsvektor in Richtung z) gilt

|z|
divf(@) = (grad o) + —d
iv f(zr) = (grad —,z ivze
|z| |z]
1 m m—1
= < ,;E>—|——:
o || |z|
fiir « # 0. O

9: 18. Mai 2006 Ahnlich wie im 1-dimensionalen gelten auch hier einige niitzliche Differentiati-

onsregeln:

Satz 4.11 (Differentiationsregeln) Sei A C R™ offen.

a) Sind f,g: A — R" differenzierbar in zo € A, a,b € R, so ist auch af + bg differenzierbar in
ro mit

D(af +bg)(zo) = aDf(zo) + bDg(z0).

b) Produktregel: Sind f : A — R” und g : A — R differenzierbar in zo € A, so ist auch
gf A = R” differenzierbar in zy mit

D(g - f)(zo) :R™ = R",  y = g(z0) Df (20)y + (Dg(z0)y) f(20),

speziell ist also

Di(gf)(z0) = g(20) Drf(20) + Drg(z0) f(20)-
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¢) Kettenregel: Ist f: A — R” differenzierbar in zo, B C R" offen mit f(A) C B und g : B —

R? differenzierbar im Punkt f(zq), so ist h:= g o f differenzierbar in zy mit

Dh(zo) = Dg(f(x0)) - Df (o).

Beweis. a) Da f und g in z, differenzierbar sind gilt (lineare Approximierbarkeit)

f@) = f(zo) + Df(wo)(z — z0) + ¢1,2(2)
9(z) = g(zo) + Dg(z0)(z — z0) + 2,20 ()

99‘7-7330 (m)

E x|—>0 firz — zg, j=1,2.
— Zg

Damit folgt

(af +bg)(x) = (af +bg)(xo) + (aDf(z0) + bDg(20)) (2 — 20) + ¢, (2)

P (7)

E ar|_>0 fiir 2 — 2q.
1_10

mit Pz (m) = Q1 (m) + b9927950 ('r)7 also
b) Fiir f und g gelten Darstellung wie oben. Damit folgt

9(2)f(z) = g(z0) f(20) + g(20) Df(z0) (z = o) + (Dg(w0)(z = o) f(20) + way (2)

We, () = Terme mit mindestens einem ¢; -, (z),

1
also ————wg, () — 0 fiir 2 — 2. Also ist
|z — 0]

D(gf)(zo)y = g(z0) Df(z0)y + (Dg(z0)y) f(0)-

c) Wieder gelten fiir f und g Darstellungen wie oben; fiir g bedeutet das

9(y) = g(f(20)) + Dg(f(20))(y = f(x0) + ¥2, () (v)

P2, f(z0)(Y)

W= F(zo)] — 0 fiir y — f(z0).

Damit folgt
W) = g(f(2) = g(f(m )+ DI (20)(@ = 70) + @100 (7))
= 9(f(20)) + Dg(f(20)) (Df (w0) (2 = 20) + P10 ()
(
(

02, o0) (£ (20) + DF (@0) (2 = 70) + P10 ()
= h(zo) + Dg(f(z0)) D f(z0)(z — z0)
‘I‘Dg(f( ))991 acg( ) + P2 f(ro)(f(m))
it Dg(f(20))¢1.00 (0)

|z — 20|

G xr z T
= Dg(f(mo))ﬁ’_oio)| — 0 fiirz = 29
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und

— 0 firz — 0.

©2, (o) (F (@) | f(2) = F(2o)| )
7(e) = floo)] Je—wo] 0 ur /(@) # flwo),

da fiir den letzten Term gilt
166) = Slan) _ | DSo)s ) 1m0

|z — 0| |z — @o| [z — z0]

@Mmﬁ@>_{0 fiir () = f(xo),

|z — zol

< C fiir z nahe zq.
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Folgerung 4.12 Speziell folgt aus der Kettenregel:

Dyh(zo) = Dh(zo)ex = Dg(f(z0)) D f(zo)er = Dg(f(z0)) D f (o),

Dihj(zo) = Dg;(f(z0)) Dif(zo) = 275, Defi(f(20)) Drfe(zo)-
Wie im eindimensionalen Fall hat man auch hier verschiedene Versionen des Mittelwertsatzes:

Satz 4.13 (Mittelwertsatz) Sei A C R™ offen, f: A — R = R! differenzierbar, =,y und die
Verbindungsstrecke von x und y liegen in A. Dann gibt es ein ¥ € (0,1) mit

fy) = f(z) = Df(z +9(y — 2))(y — =).

Beweis. Sei
g(t) =z +t(y—=z) firtel0,1].

Dann ist
h:=fog:[0,1] >R

differenzierbar mit
W(t) = Dh(t) = Df(g(t)) Dg(t) = Df(z +t(y - ))(y - ).
Mit dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz folgt: Es gibt ein 9 € (0, 1) mit
fly) = f(2) = h(1) = h(0) = K'(D)(1 = 0) = Df(z +I(y — 2))(y - @).

Das ist die Behauptung. |

Daraus ergeben sich einige fiir Anwendungen niitzliche Abschitzungen:

Folgerung 4.14 Sei A C R™ offen, f : R™ — R"” differenzierbar.

a) Gilt (Dyfj(z)) <M firallex € Aundk =1,...,m, j=1,...,n und liegt mit x und y auch
die Verbindungsstrecke in A, so gilt

£(y) = f(2)| < My/nmly — af.

b) Ist A zusammenhdingend (d.h. zu belicbigen xz,y € A existieren x1,...,2¢ € A so, daf alle
Strecken TZ1,T1%3,...,Z¢y in A liegen) und gilt D f(z) = 0 fiir alle x € A, so ist f konstant.

c) Liegen z,y und die Verbindungsstrecke in A, so existiert ein z zwischen x und y mit
|f(z) = F)| < IDF ) |y -l

wobei |C| die Operatornorm der Matriz C' ist, d. h. |C| = max{|Cz| : |z| < 1}.
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Bewets. a) Zunichst gilt fiir alle j = 1,...,n nach obigem Mittelwertsatz
|fi(y) = fi (@) = [Dfi(z + 9y — 2))(y — 2)|
= ‘ > Difi(z+ 3y — ) (m — Sk)‘ <MD mk — &
k=1 k=1

m 1/2
< Mt (3 - &f?) T = My - al,
k=1

also

1/

2
= Mm*n 2y — z|.

Fw) - F@l= (Y150 - fi@)F)
7=1
b) Mit Teil a folgt fiir z,y, z1, ..., 2z, wie oben

fle)=fle)=...= f(ze) = f(y).

¢) Betrachten wir zunichst den Fall, daBl ein j existiert mit fi(z) = fi(y) fiir £ # j. Nach dem

Mittelwertsatz existiert dann ein z zwischen z und y mit

fity) = fi(z) = Dfi(z)(y — z),
also

|f(w) = @) = 1fiy) = L (@) < [Df )]y — 2]
D) |y — |

IA

(da die Operatornorm von D f;(z) sicher < der Operatornorm von D f(z) ist).

Im allgemeinen Fall existiert eine orthogonale Abbildung U : R” — R” und eine Translation 7’
in R™ so, daf

gilt. Wegen
[DUTF ()| = [UDTf)(2)] = |Pf(2)|

folgt die Behauptung aus dem ersten Teil des Beweises. |
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5 Hohere Ableitungen, der Satz von Taylor, Extrema

Ist f partiell differenzierbar und ist die partielle Ableitung D;f wieder partiell differenzierbar, so
bildet man z.B. Dy D; f = Dy(D; f) usw., die zweiten partiellen Ableitungen von f.

Entsprechend definiert man, falls f p mal partiell differenzierbar ist, die p—ten partiellen Ablei-
tungen D; D;, ... D; f.

Bei allen einfachen Beispielen (man lasse sich etwas mehr oder weniger beliebiges einfallen)
gilt D;D;f = D;D;f und entsprechend, falls f hinreichend oft partiell differenzierbar ist, fiir die
hoheren partiellen Ableitungen. Gilt das immer? Bzw. unter welchen zusdtzlichen Bedingungen gilt
es? Das folgende Beispiel zeigt, dafl es nicht immer gilt. Der dann folgende Satz liefert dann eine

einfache Bedingung unter der die Ableitungen vertauscht werden diirfen.

SIS
Beispiel 5.1 Die Funktion f : R* — R, f(&,&) = g1 fiir 2 # 0, (die auBerhalb 0
0

fiir z =0
beliebig oft differenzierbar ist) ist in 0 zwei mal partiell differenzierbar (allerdings nicht stetig

partiell differenzierbar) und es gilt D7D f(0,0) # Dy D4 f(0,0):

Zunichst gilt fiir 2 # 0

3(¢2 2 2 2 2
arad J(61.€) = (D1 (), Dof (o)) = (=) SGOTLE)),
1 2 1 2

Da f auf beiden Achsen und im Nullpunkt verschwindet, gilt Dy f(0,0) = D, f(0,0) = (0,0). Fiir
die iibrigen Punkte auf den Achsen folgt aus obiger Formel

Dif(0,&) =& und  Dyf(6,0)=0 firalle &, .

Damit folgt
DyDyf(0,&2) =1 und DDy f(&1,0)  fiir alle &, &o.

Also gilt Dy Dy £(0,0) # Dy Dyf(0,0). m
10: 23. Mai 2006

Satz 5.2 (Vertauschbarkeit der Diff.—Reihenfolge) Sei A C R™ offen, f: A — R"™ zwei

mal stetig differenzierbar. Dann gilt fir alle 1,7 =1,2,...,m
D;D;f = D;D;f.

(Unter der obigen Voraussetzung sind also zwei beliebige partielle Ableitungen vertauschbar; ist f

p mal stetig differenzierbar, so sind in Dj, ...D; f die Ableitungen beliebig vertauschbar.

Beweis. Zunichst wird das Problem in 3 Schritten vereinfacht.
O.E. n = 1: Es geniigt D;D; fi, = D;D; fi, zu zeigen.
O.E. m =2 und 2,7 = 1,2: Fiir i = j ist nichts zu zeigen.

Da die Koordinaten z; mit k # ¢ und # j keine Rolle spielen, kénnen sie als fest betrachtet werden.
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O.E. z.z. D1D3f(0,0) = D2D1f(0,0): Das ist immer durch eine Translation zu erreichen, die

am Problem nichts dndert.
Sei also A C R? offen, f : A — R zwei mal stetig differenzierbar, (0,0) € A. Fiir hinreichend
kleine s,t # 0 gilt nach dem 1-dim Mittelwertsatz fiir z — f(z,t) — f(z,0) bzw. 2 — D;(sy, )
(F(s:) = £(,0) = (£(0,8) = £(0,0)) = s(Drf(s1,8) = Dif(51,0))
= StDQDl (81, t1)7
und entsprechend bei anderer Klammerung mit dem Mittelwertsatz fiir 2 — f(s,z) — f(0,z)
bzw. z +— Dy f(z,t2)
(F(s,8) = F(0,8) = (F(5,0) = £(0,0) = #(Daf(s,12) = D2f(0,12))
= tSDlDQf(SQ,tQ).

Da die linken Seiten identisch sind und s,t # 0, folgt
DyDyf(s1,t1) = D1 Dy f(s2,t2)

(man beachte, daf in der Regel s; # s; und t; # t3 sein wird). Die s; und ¢; liegen zwischen 0
und s bzw. zwischen 0 und ¢. Mit s,z — 0 gilt also auch s;t; — 0 fiir j = 1,2. Da die zweiten
Ableitungen stetig sind folgt

D2D1f(0, 0) = D1D2f(07 0)-

Mit CP(A,R™) oder C?(A,C™) bezeichnet man den Vektorraum (reell oder komplex) der p mal
stetig differenzierbaren Funktionen f: A — R” (oder C").

Fir f € CP(A,R™) und ¢ <p, J1,72,---,7p C {1,...,m} gilt dann

m
Dj,...D;f =] P;"f = D,

j=1

wobei & = (a1, ..., ) € NI ein Multiindez ist; o; gibt an, wie oft j unter den jy, ..., j, vorkommt.

ol =«

bezeichnet man die Léinge oder Ordnung von «. Schlieilich definiert man noch

Mit

m
e =056, ali= Hoej!.
i=1
Damit konnen wir nun den Taylorschen Satz auf Funktionen von m Variablen iibertragen:

Satz 5.3 (Taylor) Sei A C R™ offen, f € C?(A,R), p > 0, 2o € A. Dann gilt fiir alle z € A,

fiir die die Verbindungsstrecke von zg nach x in A liegt,

J@)= 30 D f(eo) (¢ = 20)” + Ry(2)

|| <p—-1
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1 [o} [o} .
Ry(z) = |z|: aD flz+9(x —20))(z — 20) mit 0 < 9 < 1.
al=p
Die wichtigsten Spezialfille sind:
p = 1: Mittelwertsatz,

p=2: f(z) = f(z0) + kﬁ Dif(20) (& — €ox) + Ra(2),
p=3: f(z) = f(o) + § Dif (w0) (€ — €o)

+% Z DDy f(x0) (&5 = £0,i) (§r — Eo,k) + Rs(z).

Jk=1

Beweis. Der Beweis ergibt sich — mit einiger Rechnung — direkt aus dem 1-dimensionalen Satz.
Sei
y=(x—20)= (M, M),
gil-e,1+e] R, g(t) i= f(so+1ty)) = [0 h(t)
mit h(t) = zo + ty. Fiir kleines ¢ > 0 ist g auf [—,1 + ] definiert mindestens p mal stetig

differenzierbar.

Mit der Kettenregel folgt (beachte h;(t) = & ; + tn;, %hj (t) =mn;)
§) = Dglt) = DS (A1) DA
d
= ZDfroHy)dt ZmeroHy)

1=1

Ist p > 2, so ist ¢’ auch stetig differenzierbar mit

g"(t) = Zmatnfmwfy ZmZmDDfroHy)

(anDj> f(zo + ty).

wobei hier (...)? formal auszurechnen und der entstehende Ausdruck auf f(z( + ty) anzuwenden
ist.

Durch Induktion nach £ folgt

90 = (S ni05) fieat 1)

Mit dem Polynomischen Satz (oder Polynomialformel, vgl. Binominalformel) 2

(i@')k: > Bar (mite= (6,60
j=1

lee|=k

4 Beweis durch Induktion nach m: m = 1 ist offensichtlich, m = 2 ist die Bonominalformel.

m = m + 1: Sei die Formel nicht fiir m. Dann folgt mit der Bonominalformel

€+t b+ ) =[G+ o+ ]+ )
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folgt
k'g Z . fzo + ty).

|ov|= ke

Einsetzen in den 1-dimensionalen Satz von Taylor,

p—1
10=3 O O+ Bylt), Rolt) = 797 (01
=0
mit 0 < 9 < 1, liefert
p—1 1 ~
fa)=g(1) =) 90O Ry(1)
k=0
p—1 1 ~
= Z Z ayo‘l)af(mo) + Ry(1)
k=0 |a|=k
. $Daf(ac0)(m o)™ + Ry(1)
lo|<p=t
mit . )
Ry(2) = Ry(1) = g () = 37 250 fmo + 9z = 20)) (2 = 20)".

lal=p

Eine wichtige Anwendung des Satzes von Taylor ist die Bestimmung lokaler EKxtrema bei hinreichend

differenzierbaren Funktionen.

Sei A C R™ offen, f: A — R. Wir erinnern:

— lokales Mazimum (lokales Minimum) in z¢ € A:

36> 0mit f(z) < f(zo) (f(z) > f(wo)) fiir z € A mit |z — z0) <6,

— strenges lokales Mazimum (strenges lokales Minimum) in 2oy € A: ... f(z) < f(zo) (f(z) >
f(zo)) fiir alle z € A mit 0 < |z — 20| < 9.

11: 30. Mai 2006

Satz 5.4 Sei A CR™ offen, f: A= R, g € A.

(p’“ )(sl...+sm)k% P

otk =pm)t 0 5,

éla"-7€m7£m+l)a= —T .

k
2.
k
ZL > Bl e,
P
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a) Notwendige Bedingungen fir Extrema: Sei f differenzierbar und bei xq liege ein Euxtre-

mum (Mazimum oder Minimum) vor.

(i) Dann gilt grad f(zo) = 0 (d. h. in x¢ verschwinden alle partiellen Ableitungen).
(i) Ist auferdem f € C*(A,R), so ist die Hesse-Matrix (D;D;f(0))i j=1,..,m negativ semi-

definit (im Fall eines Mazimums), positiv semidefinit (im Fall eines Minimums).

b) Hinreichende Bedingung fiir Extrema: Ist f € C*(A,R), grad f(zo) = 0 und ist die
Hesse=Matriz (D;D; f(x0))i j=1,.,m negativ definit (bzw. positiv definit), so liegt bei x( ein

strenges lokales Maximum (bzw. ein strenges lokales Minimum) vor.

Beweis. a) (i) Da f differenzierbar ist, sind auch die ,,partiellen Funktionen® g;(t) := f(z+te’) bei
0 differenzierbar und haben dort ein lokales Extremum. Nach dem entsprechenden 1-dimensionalen

Satz gilt also ¢7(0) = 0 und somit
Dif(zo) =g;(0)=0 fir j=1,...,m.

(ii) Bei z( liege ein lokales Maximum vor. grad f(z¢) = 0 folgt wie in (i). Nehmen wir an, da8
(D;D; f(z0)) nicht negativ semidefinit ist, d.h.

3y eR™ mit <(D¢Dj(f(xo))y,y> > 0.

Da die Funktionen D;D; f(z) stetig sind, existiert ein § > 0 mit ((D;D; f(x))y,y) > 0 fiir alle z
mit |2 — zg| < 6. Mit dem Taylorschen Satz (p = 2) folgt fiir 0 <t <1 (0 <9, < 1)

flzo+ty) = f(zo) + 0+ Z D fzo + Osty)tlly®

o= 2@
1 m
= flzo)+3 > " °DiD;f (w0 + Dity)nin; > f (o),
t,5=1
im Widerspruch dazu, dafl bei zg ein lokales Maximum vorliegt. Kntsprechend fiir Minimum.

b) Sei grad f(zo) = 0, (D;D;f(z0)) positiv definit. Es gibt also ein A > 0 (der kleinste Eigenwert
der Matrix (D;D; f(z0)) mit

Y DiDjf(zo)nin; > A fiir alle y € R™ mit |y| = 1.
irj=1

Da die D;D; f(+) stetig sind, existiert ein § > 0 mit

ZDDf 77177]25 fiiry e R™ mit |[y| =1, 2 € A mit |z — 20| < 4.
ij=1

Also gilt
A .
<(D¢Djf(ac))y,y> > §|y|2 fiiry ¢ R™, 2 € A mit |z — 2¢| < 4,
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und somit fiir alle z € A mit |z — 20| <9

F(z) = (o) = 32 D% (o + Dl — 20) (& — 20)°

|(1|:2

= 13 DDy o 4 Pale = 20)) (6 €0.)(E — Eo0,) > 0.

1,=1

Bei z( liegt also ein strenges lokales Minimum vor. entsprechend verfihrt man im anderen Fall. H

Beispiel 5.5 f, : R* = R, fi(z,y) =™ + 22+ Ay? (A > 0)

Zunéchst einige Voriiberlegungen zum Verhalten von f:

- Az, 0)=142% fo(0,y) =1+ Ay,

= At = (T N2t —t) = e + (14 1),

Die partiellen Ableitungen von f:

Difi(z,y) = ye™ 42z,  Dafa(z,y) = ze™ 42Xy,
D%f/\(xvy) = erxy_|_27 D%f/\('rvy):$2€xy+2>‘v
DiDyfs(z,y) = DaDifa(z,y) = (1 4+ zy)e™.

Im Nullpunkt gilt f,(0,0) =1, grad f,(0,0) = (0,0). Die Hessematrix ist dort

(D?fA(O,O) DngfA(O,O))_(Q 1)
D1DyfA(0,0)  D2£(0,0) ) \1 2x)°

Mit dem charakteristischen Polynom

2 — 1
det( a ):(2—,u)(2/\—,u)—1:#2—2(1—}-/\)#—}-4/\—1,
1 20—

also mit den Kigenwerten

p=14+A+/(1+N2—dAF1=14+X4+ VA2 -2\ +2.

1 5 25 5

Fir A= —p=-+11/— == bzw. 0.

ur AR T T

1 2 1

Fiir A > 1 : Beide Eigenwerte > 0, denn dann gilt pypuo = det (1 2/\) =4X-1>0.
1 2 1

Fir A < Z: Ein Eigenwert > 0, ein Eigenwert < 0, da dann py, ug = det (1 2)\) < 0.

Damit folgt:

1
Fir A > " liegt (nach obigem Satz) bei (0,0) ein strenges lokales Minimum fiir fy vor.

Fi A—l'tf ( )—1+(+1)2+(”"’y—1— )>1+(+1)2f" 70
ur _le 1/4(%,y) = x §y e Ty x §y ir zy .
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Also ist |
>1+(w+§y> fiir zy # 0,
f1/4($ay) :ac2-|—1y2-|-1 fiir 2y = 0,
=1 ! fiir (2,y) = (0,0).
also hat fy/4 in (0,0) ein strenges globales Minimum.
Fir A > % gilt fa(z,y) > fija(z,y) und £1(0,0) = 1; also ist das fiir A > % strenge lokale
Minimum tasichlich ein strenges globales Minimum in (0, 0).
Fiir A < % liegt bei (0,0) ein Sattelpunkt vor. Gibt es weitere Punkte mit grad fy = 07 Aus
Dy fy = Dyfy = 0 folgt zye™ = —222 = —2X\y?, also 2 = £/ \y. = v/ Ay kommt nicht in Frage,

222
da dort Dy fy = ye®™ + 2z # 0 gilt. Bleibt 2 = —v/\y, also eV = 2T 2 =2V/\. Wegen

rY Y
e~VAY < 1ist eine Losung y # 0 nur méglich, wenn 2V < 1,also X < 7 gilt. Die positive L.osung

ist dann (im 2. Quadranten)

y= %ﬁm, z=—Vy=—1/=VAIn(2V).

Entsprechend (im 4. Quadranten)

__=hevy A
y= AT \/Xy— VI (2\5)

Wegen f(z,y) — oo fiir |(z,y)| — oo und der Punktsymmetrie von f (f(z,y) = f(—=),—y) sind

dies notwendige globale Minima.

1
Zusammengefaft: fir X > 1 hat fy in (0,0) ein globales Minimum.

+ (\/\/Xln(Q\/X), \/_]%;ﬁ)
1

— 2V A In(2VX\) und in (0,0) einen Sattelpunkt.

1
Fiir A < 1 hat fl in

globale Mazima (mit gleichem Funktionswert

O

2/

12: 01. Juni 2006
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6 Kurven, Kurvenlinge und Kurvenintegrale

6.1 Parameterdarstellung
eine Kurve I" in R™ denken wir uns in der Regel gegeben durch eine Parameterdarstellung
v la, bl = R™, t = (1),

wobei 7. B. v(f) den Ort eines Teilchens (hier also in R',R? oder R¥) zur Zeit ¢ beschreibt. Meist

werden wir annehmen, dafl v zumindest stiickweise stetig differenzierbar ist.

v'(t) (in der Physik meist v(¢)) ist dann die Geschwindigkeit, mit der der Punkt +(¢) durchlaufen
wird (bzw. die Geschwindigkeit zur Zeit t).

Einfache Beispiele sind:

Beispiel 6.1 a) Strecke von z nach y:
v:[0,1] 5> R™, ~(t):=z+tly—z).

Es kann aber auch eine andere Parameterdarstellung interessant sein:

. T mo ey L ) ‘
i =55 2R A0 (e y+ Gt -2),
G115 R 5

b) Kreislinie mit Radius r um den Nullpunkt in R? (im mathematisch positiven Sinn, d.h. entgegen

dem Uhrzeigersinn, durchlaufen):
v :10,27] = R%  y(t) := (rcost,rsint),

oder

7:[0,1] = R*  F(t) := (rcos 2wt, rsin 27t),
oder, mehrfach durchlaufen (k—fach):
v 1 [0,27] = R?, ~4(t) := (rcoskt,rsin kt).
¢) Schraubenlinie mit Radius r und Ganghdhe ¢:
v:R—=R? 7(t) = (rcost,rsint, %t),
oder, nur ein Umlauf:
v1:[0,1] = R?, 41 (t) := (rcos 2wt rsin 2nt, ct).

c¢) NEiLsche Parabel: v : R — R?% ~(t) = (#%,¢3).
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Abbildung 1: Neilsche Parabel

Hier fillt auf, da die Kurve, obwohl die Parameterdarstellung beliebig differenzierbar ist, im
Nullpunkt nicht ,,glatt® ist. Woran liegt das? Zun&chst fillt auf, dafl im Nullpunkt die ,,Geschwin-
digkeit“ +'(t) verschwindet. O

Die meisten Kurven lassen sich, zumindest stiickweise, als Graphen darstellen: v (t) = (¢, f(t)).
Kreis: v : [—r,r] = R% y(t) = (¢, £Vr? — 2).
Neilsche Parabel: Offenbar ist y(z) = +2%/% (z > 0) oder z(y) = |y|*/®. Dementsprechend erhilt
man

v:[0,00) = R? () := (¢, j:t3/2)
oder

TR RY () = (1),

Eine Kurve I' mit Parameterdarstellung v heifit regulir, bzw. requldr im Punkt ~(t), wenn +' nicht

verschwindet, bzw. 7/(¢) # 0 ist.

Die Neilsche Parabel ist nicht reguldr im Nullpunkt. Das kdnnte zunichst an der Parameter-
darstellung liegen. Tatsdchlich kann aber die Neilsche Parabel keine iiberall regulire Parameter-

darstellung haben, da sie im Nullpunkt keine wohldefinierte Richtung hat.

Andererseits ist die Strecke von z nach y (vgl. obiges Beispiel a) mit der Darstellung ~ regulir,

mit der Darstellung 4 nicht reguldr in den beiden Randpunkten. Mit der Darstellung

m 2 I—I—y (y_x
Yi[-L1] = R™, A()(t) = —t’

2 2

ist sie nicht reguldr im Mittelpunkt.
Wenn sich zwei Kurven (I'1,7;) und (I'y,72) in einem Punkt ~(t;) = 72(t2) schneiden und

beide Kurven in diesem Punkt reguldr sind, gilt

(71(t1),7a(t2)) = cos Winkel (v1(t1), v3(t2)) V1 (B (72 (),
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d.h. derSchnittwinkel ist gegeben durch

(), 75(t2))
[ @I v ()]

Winkel (v (t1),v5(t2)) = arccos

6.2 Rektifizierbare Kurven, Kurvenliange

Eine Kurve (L', v) heifit rektifizierbar, wenn ihr auf folgendem Weg eine Linge zugeschrieben werden
kann: Ist v : [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung von I' und gibt es ein C so, daf fiir alle
Zerlegungen o =tg < t; < ... < t, = b des Intervalls [a, b] gilt

L’y(tht17-"7 Zh/ ﬁ 1)|<C

so existiert das Supremum aller L, (tg,...,t,) (n € N). Dieses wird mit Lp = Léinge der Kurve T’

bezeichnet.

Nun ist zwar ziemlich klar, dafl z. B. die Schraubenlinie oder die Neilsche Parabel keine endliche
Liange haben. Ist aber das Parameterintervall beschriankt (und abgeschlossen) und 7 stetig, so wird

man das schon erwarten. Tatsichlich gilt das nicht:

.. 1
Beispiel 6.2 Die Kurve I' mit v : [0,1] = R% (t, tsin Z) (v(0) = 0) ist nicht rektifizierbar. Das

1
sicht man, wenn man fiir die Zerlegung von [0, 1] immer mehr Punkte nimmt in denen sin 7= +1
gilt. O

Satz 6.3 Fine Kurve I' mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung v : [a,b] — R™ ist rek-
tifizierbar und hat die Linge

b b

L= [ela = [ (307 +o+ ot 2i07)

a a

Beweis. Fiir jedes 7 gilt

(8 =1t = { 32 et = elti) P} = (6 = )] ki)
k=1

k=1

1/2

n

mit 7; ; zwischen ¢;,_; und ¢;. Also unterscheidet sich > |y(¢;) — v(ti=1)| bei zunehmender Verfei-
i=1

nerung immer weniger von der Riemann-Summe*

i{im }1/2t —ti-1) ZW t1)|(ti — tiz1)

=1 =

“Ist man {|t; —t;—1] i =1,...,n} <3 mit |y4(t) — v4(s)| < e fiir [t —s| <dund k = 1,...,n, so ist

Iy (8:)] — {i Tzk)2}1/2

k=1

m

< {Z (vé(tz‘) - vé(ﬂ,k))2}l/2 < /me.

k=1

Also unterscheiden sich die beiden Summen fiir eine solche Zerlegung héchstens um (b — a)/me.
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b
fiir das Integral [ |/(¢)] dt. ]

Bis auf die Neilsche Parabel sind die Lésungen der obigen Kurve leicht zu berechnen (und elemen-

targeometrisch bekannt). Hier wollen wir die Linge einer weiteren Kurve berechnen:

Beispiel 6.4 Die Zykloide ist die Bahn eines Punktes auf dem Rand des Einheitskreises, der auf
der z—Achse abrollt:

t pi

Abbildung 2: Zykloide

v:R — R% ~y(t)=(t—sint, 1 — cost),
Y'(t) = (1 —cost,sint),
Y ®)? = (1—cost)?+sin*t =1—2cost+ cos*t +sin?t
t t t t t
= 2-—2cost= 2<sin2 — —I—cos2 —) — 2cos? — + 2sin? — = 4sin? -,
2 2 2 2 2
[7/(1) = 2l sin ¢
2
und damit die Linge (einer Periode) der Zykloide:
2 2
.t ot 27
L= 2‘51n—‘dt:2 sin —dt = —4cos-| =8.
2 2 2lo
0 0

(Es ist iiberraschend, dafl hier kein Ausdruck entsteht, der 7 enthilt, sondern eine ganze Zahl.) O

Es ist noch interessant zu sehen, wie die Kurvenldnge in zwei speziellen Formen der Parameterdar-

stellung berechnet werden kann:

Satz 6.5 a) Ist die Kurve als Graph der stetig differenzierbaren Funktion g : [a,b] — R™~!

gegeben, so ist die Kurvenlinge

b
L:/(1+Ig’(t)|2)1/2dt.
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b) Ist eine ebene Kurve in Polarkoordinaten r : [a,b] — R?, ¢ — r(p) mit stetig differenzierbarem

r(-) gegeben, so ist die Kurvenlinge

b

v= [ (e +rier) " e

a

Beweis. a) Hier ist v(t) = (¢, ¢(t)), also |7'(t)) = (1 + |¢'(t)]?)'/?, woraus die Behauptung folgt.

b) Hier ist v(¢) = (r(¢) cos g, r(p) siny), also

V(@ = ('(9) cosp—r(p)sing)” + (' () sin g + r(p) cos )
= (@ +r(p)?
woraus auch in diesem Fall die Behauptung folgt. |

13: 6. Juni 2006

6.3 Kurvenintegrale

Die bei einer Bewegung eines Korpers im Kraftfeld &(-) geleistete Arbeit ist gleich der Weglinge
mal der Kraftkomponente in Richtung des Weges. Durchliuft der Kérper eine Kurve (I',7), so

zerlegt man zundchst das Parameterintervall
a=ty<t; <...<t, =b.

Die im (Zeit—)Intervall [tx_1,tz] geleistete Arbeit ist ndherungsweise

(kOrltem), 1) = 7(tam) )~ (RO (Em)), 7 (b)) (0 = ).

Die iiber das ganze Zeitintervall [a, b] geleistete Arbeit ist also

n

> (kG (te-1))s 7' (kmr) ) (2 = tren):

k=1
Dies ist die/eine Riemannsumme fiir das Integral
b
/k(ac) dz ::/<k(7(t)), 7’(t)>dt.
r a
Aus der Voriiberlegung zu dieser Definition ist offensichtlich, daf dieses Integral nicht von der Wahl
der Parameterdarstellung abhingt.

Haben wir nun allgemein in einer offenen Menge A C R"™ ein stetiges Vektorfeld £ : A — R™ und
eine Kurve I' in A mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung v : [a, b] — R™, so definieren
wir das Integral des Vektorfeldes k lings der Kurve I durch

b

/k(m) da ::/<k(7(t)), A1) .

r a
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Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion V : A — R mit k(z) = grad V' (z), so heifit k ein
Gradientenfeld und V ein Potential von k. Der folgende Satz charakterisiert die Gradientenfelder

durch ihre Kurvenintegrale:

Satz 6.6 Sei A C R™ offen, k: A — R™ ein stetiges Vektorfeld auf A. Dann ist k genau dann ein
Gradientenfeld, wenn die Kurvenintegrale iiber k wegunabhingig sind (d. h. der Wert des Integrals
héngt nur von Anfangs— und Endpunkt der Kurve ab). Fs gilt dann

b

[ #@rds = [ (k). 7O}t =k 6) - k@)

r a

Beweis. =>: Sei k = grad V. Dann gilt

b

[ (e, vyt = [ S0y 6) e dt = [ Zvam)d=vae) - V).

a

<: Sei das Kurvenintegral wegunabhdngig. Wir konstruieren ein Potential von k. Dazu sei 2o € A

fest gewdhlt, I',, ein beliebiger Weg von zy nach 2z in A,

V(z) = /k(z) dz

Iz

(damit ist V() wohldefiniert, da das Integral wegunabhéngig ist). Dann gilt

a:+hej T
1 - 1
R - lim . iy _ — Tim _
DV(z) = Jim (Ve +he) = V(2)) = fim / /k(z) dz}
o o
1 r+het 1 h
— i = S T AN
= flzl—%h / k(z)dz }lbl_%h/<k(w-|—te ), € >dt
T 0
1 h
= )Lmﬁ/kj(x-ktej)dt:kj(m),
0
d.h. V ist ein Potential von k. [ |

Beispiel 6.7 Das Vektorfeld
k :R2_>R27 k(.ﬂ) = (527_51)
hat kein Potential. Auf Grund der Skizze

sieht man sofort ein, dafl das Kurvenintegral iiber Kreise um Null nicht verschwindet.

AuBlerdem: Wire k = grad V = (D, V, D;V), so wiirde folgen (beachte, da dieses £ beliebig oft

stetig differenzierbar ist)

rot k(z) := D1ky — Dyky = D1 DV — DyDV = 0.
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Abbildung 3: Vektorfeld k(z) = (&2, —&1)

Tatsdchlich gilt aber rot k£ = 2. (Die Bedeutung der Rotation rot werden wir spéter kennen lernen.)
g

Ist k ein stetig differenzierbares Gradientenfeld k& = grad V', so gilt (da dann V' zwei mal stetig
differenzierbar ist) fiir alle 7,5 € {1,...,m}

DZ']CJ' — Djki = DiDjV - DjDﬂ/ =0.

Man kann sich also fragen, ob das ausreicht um zu garantieren, dafi £ ein Gradientenfeld ist. Im

allgemeinen Nein!

Beispiel 6.8 Sei k£ :R?%\ {0} das Vektorfeld

k(m):( Y ? )

-’E2+y2’ $2+y2

Dann gilt zwar Diky = Dyky = 0, aber die Integrale iiber Kreise um 0 verschwinden nicht, d.h. k&

ist kein Gradientenfeld. Der folgende Satz macht deutlich, woran das liegt. O

Satz 6.9 (Integrabilititsbedingung) Sei G € R™ offen und einfach zusammenhingend (d. h. je-
de geschlossene Kurve in G lifit sich in G [d. h. ohne das man dabei G verlifit] stetig auf einen
Punkt zusammenziehen ®), k : G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit D;k; — D;k; =0
fiir alle 1,5 € {1,...,m}. Dann ist k ein Gradientenfeld.

5Tn R? bedeutet das, dass im Innern der Kurve keine Punkte liegen, die nicht zu G gehéren; R? \ {0} ist nicht

einfach zusammenhingend; dagegen ist R\ {0} fiir m > 3 einfach zusammenh&ngend
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Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir nur sternférmige Gebiete: Ein Gebiet G C R™

heifit sternférmig beziiglich zg, wenn mit jedem 2 € G auch die Verbindungsstrecke mit z¢ in &G
liegt.
Ohne Einschrinkung sei G sternférmig beziiglich 0. Wir definieren (v : [0, 1] — R™, ~(t) = tz)

T 1

V(z) ::/k(z) dz:/<k(tx),x>dt.

0 0
V ist damit wohldefiniert und offensichtlich (?) stetig in G. Weiter gilt

1 1
0 0 —
0 0

I =1

= /{k](tw) +i$g%kz(tw)}dt

J
0
( hier wird die Voraussetzung benutzt)
1

= /{ (tz) +er }df

0
1

= /{k (tm)—l—t< grad k; (tz), : >}dt

Produktregel fiir ¢ - k; und Kettenregel fiir %kj(tm))

Q’)|Q~,

0

1
0/
Also ist V ein Potential von k. [ |

14: 8. Juni 2006
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7 Umkehrfunktion und implizit definierte Funktion

7.1 Umkehrfunktion

Aus dem 1-dimensionalen Fall wissen wir: Ist f : [ — R stetig und streng monoton, so ist auch das
Bild f(7) ein Intervall und f besitzt eine Umkehrfunktion (Inverse) f=': f(I) — I. st zusitzlich
f differenzierbar mit f’(z¢) # 0, so ist f~1 an der Stelle yy = f(z¢) differenzierbar mit
1 1
(f=)(f(z0)) = m bzw.  (f71) (yo) = m-
Ist f stetig differenzierbar mit f’(z) # 0, so ist auch f~' stetig differenzierbar (die strenge Mono-
tonie folgt dann bereits aus der Forderung f'(z) # 0).

Hier soll das Resultat auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinert werden. Die Monoto-
nie 138t sich nicht iibertragen. Dagegen erweist es sich als sinnvoll, die Forderung f’(z) # 0 durch
det Df(z) # 0 zu ersetzen.

Wir sehen dies zundchst an folgendem einfachen Beispiel:
Beispiel 7.1 Sei L eine m x m—Matrix, a € R™, f die affine Funktion
f:R™ = R™, f(z)=a+ La.
Offensichtlich ist f in jedem z € R™ differenzierbar mit Ableitung Df(z) = L fiir alle z € R™,
denn es gilt
f(z) = a+Lz=a+ L+ L(z-2)
= f(@)+ L(z - 2) + ¢z(2) mit p-(2) = 0.

Da y = a + Lz genau dann fiir alle Y eindeutig nach z auflésbar ist, wenn L invertierbar ist,

z=L71(y—a),ist f genau dann invertierbar, wenn L invertierbar ist, und es gilt
TR R™, ' y)=L""(y—a)=b+ L7y mitb=-L""a.
Insbesondere ist auch f~1 differenzierbar mit Ableitung (D f)~")(y) = L=! fiir alle y € R™. O

Da eine differenzierbare Funktion f: A — R™ (mit A C R™ offen) in der Ndhe von 2y durch die
affine Funktion

Fo:R™ =5 R™,  Fy(z) = f(zo) + Df(z0)(z — z0)
sehr gut approximiert wird, liegt es nahe, daf§ f in der Nihe von g umkehrbar ist, wenn die Matrix

D f(zg) invertierbar ist. Genauer: annihernd sollte fiir y nahe f(zo) gelten

I ) ~ FRHy) = Df (20) ™ (y = f(20)) + 2o

Die Ableitung von f~1 bei zq sollte also gerade (D f(zo))~! sein. Da die Approximation nur lokal
gut ist, ist aber zu erwarten, da§ auch diese Aussage nur lokal gilt (vgl. dazu den folgenden Satz

und das darauffolgende Beispiel).

Im folgenden Satz benutzen wir eine neue Sprechweise: ist xg € A C R™, so heifit U eine offene
Umgebung von zq in A, wenn U offen ist mit 2o C U C A. Im Fall A = R™ nennen wir U einfach

eine offene Umgebung von x.
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Satz 7.2 (Umkehrfunktion) Sei A C R™ offen, f : A — R™ stetig differenzierbar, zo € A,
Yo = f(z0), Df(z¢) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung U von xq in A und eine offene
Umgebung V' von yo so, dafi

f:U—=V  bijektiv

ist und D f(z) fir alle x € U invertierbar ist. Die Abbildung
g=lo)"" VU
ist stetig differenzierbar mit

Dy(f(2)) = (Df(2))™" fire €U baw. Dgly) = (Df(g(y)™" firy € V.

Beispiel 7.3 Wie oben schon vermutet, gilt die Aussage des Satzes (insbesondere die Invertier-
barkeit) nicht global. Dies wird durch folgendes Biespiel belegt:

A=R*\ {0} CR? [f(&,&) = (& —&,26,8).
(Setzt man z = & + i€y, so ist offenbar f(&1,&2) = (Re 2z, 1Im 2?), d.h. bei f handelt es sich um
die Darstellung der komplexen Quadrierung in R2.)
Es gilt
26 —1&
26 26
Trotzdem ist f nicht injektiv, denn es gilt fiir jedes z = (&,&) € A

Df(&1,&2) = ( ) , also det D(f(&1,&)) = 4(6] +&5) #0 fiir alle z € A.

f(=&1, &) = f(&1,62)-

O

Beweis von Satz ??. Da A offen ist, und f stetig differenzierbar, existiert ein § > 0 mit U :=
Ks(zp) C Aund ©

|Df(z) = Df(z0)| < %‘Df(xo)“ =: A fiir 2 € A mit |z — 20| < 4.

Wir werden zeigen: Mit diesem U und V' := f(U) gilt die Behaauptung des Satzes.
1. Schritt: Df(z) ist invertierbar fir @ € U: Fiir alle z € U und y € R™\{0} gilt (dabei

benutzen wir, daB fiir eine invertierbare Matrix L gilt |y| < |L7'|Ly| bzw. |Ly| > |L= ™" |y])
[Df@)yl > Do)yl — | D @)y — DF o)y
|-t 1 |-t
> | D7)yl = 5| Do) Iyl
1 47t
= 5|vs@) |l > o,
dabei ist fiir eine m x m—Matrix L mit |L| die ,Operatorennorm® von I gemeint, |L| := sup{|Lz|: z € R™, |z| <

1}. Es gilt z.B. |L] < > |[€ij| und |L| < { > |Zij|2} ; insbesondere ist |L| klein, wenn alle a;; klein sind.
. =

igj=1 ig=
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d.h. fiir z € U ist Df(z) invertierbar.

2. Schritt: f ist auf U injektiv: Fiir x € U schreiben wir f in der Form
f(z) = Df(zo)z + F(z) mit F(z) :== f(z) — Df(zo)z.
Dann gilt fiir alle z,2" € U mit  # 2’ (wieder benutzen wir |Ly| > |L™'7"y])
|/(2) = f(&")] = | Df (20) (2 = 2") + F'(2) — F'(")
> [Df(zo)(z = a')| = |F'(z) — F(")
1D (z0) [Tz — &' = [DF(€) ||z — 2

e — '] ~ |DF(E) — Df(ao)lle o'
2A|z — 2| = Mz — 2’| = Mz — 2’| > 0.

AV

(V4

Also ist f|iy injektiv.
Damit ist jedenfalls f : U — V bijektiv.

3. Schritt: V ist offen: Dazu zeigen wir: Ist
/ / - / N / / Ao
V= 1) €V = f(U), 8 =5 |a —zo], £ = (') 1= 58,

soist K.(y') € V, d.h.: zu jedem z € K.(y') gibt es ein 2 € U = K;s(z¢) mit f(z) = 2.
A A
Wegen |z —y'| < e = 55’ gibt es ein r < ¢ mit |z — y'| < 5
Wir betrachten die Hilfsfunktion

VK (2)) = Ry, x| f(z) - 2%

Gesucht ist also ein z € K,(2') C U mit f(z) = z, d. h. mit ¥(2) = 0; da ® nicht negativ ist, ist
dies ein Minimum von ). — Da % auf K,(z') stetig ist, nimmt es dort sein Minimum an; es ist zu

zeigen, daf dieser minimale Wert 0 ist. Fiir 2 auf dem Rand von K,(2'), d.h. |z — 2| = r, gilt

ba) = (1@ -2 {15 - 1) -y - 2}

> {)\|x —a'| - %r}Q = {)\r - %r}Q = %/\273.

Andererseits gilt im Mittelpunkt 2’ von K,(z)

1 2 1
i ! 2 / 2 2.2
() =[f(&') = 2" =y’ - 2| <<—2>\r> ——4)\r.

Also nimmt % sein Minimum im Innern der Kugel K, (z') an, etwa in & € K,(2'). Dann muf} aber

gelten

0 = gradg(5) = (oo ;Y0 1S0) 5l )
k=1

= (23 DR ) - 1)) = 2 DI ) - =)
k=1
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Da D f(z) invertierbar ist, gilt dies auch fiir (D f(%))*, und somit ist f(Z) = z, d.h. Z ist das
gesuchte 2 mit z = f(2). Damit ist bewiesen, dafi V' offen ist.

4. Schirtt: Es bleibt schlielich nur noch zu zeigen g := (f|r)~?! ist in yo = f(z0) differen-
zierbar mit Dg(yo) = D f(zo)~t: (O.E. kénnen wir uns auf zo beschriinken, da jedes z € A als
Ausgangspunkt gewidhlt werden kann.) Fiir y € R™ mit |y| < e (¢ wie oben) gilt

go+y) =0+ € U= Ks(z0).
Wegen
y=flzo+2) —yo = f(z0+2) — f(z0)
folgt aus den obigen Uberlegungen
1
|yl > Alz| baw. |z] < Tlyl.
AuBlerdem gilt (da f in 2o die Ableitung Df(zo) hat)
y— Df(zo)r = f(zo+ ) — f(zo) — Df(z0)7 = @420 (T0 + ),

Df(z0)~'y — x = Df(0) ™ ¢ f.m (0 + )

1
— @z (o + 2) = 0 fiir 2 — 0.

||
Damit erhalten wir
l9(%0 +y) — 9(y0) = Df(z0) "'yl = |(z0 + @) — 20 — Df(z0) ™'yl
= |z = Df(zo) "yl = | Df (0) ™ ¢ (20 + 2)]
< IDF (o) HI@ s (20 + 7))

mit

1 _ 1
1 DS (20) "l @00 (0 + 2)| < 11D (w0 —0

|y

fir y — 0 (was mit  — 0 gleichbedeutend ist). Also gilt

) |S0f71'0($0 -I_ 'T)|
||

x

9(yo+y) =g(yo) + Df(x0) ™"y + @450 (vo + )
mit
B |<Pg,yo(yo+y) — 0 fiir y — 0,

d.h. g ist in yo = f(zo) differenzierbar mit Dg(yo) = Df(zo)~ . |
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7.2 Implizit definierte Funktionen

Wir betrachten erst die wesentlich iiberschaubarere Situation in R% Ist g : R? = R eine ,,verniinf-
tige® (was das genau heifit sehen wir spiter; z. B. stetig differenzierbare) Funktion, so wird durch

die Nullstellenmenge
M = {(w,y) eR?:g(z,y) = 0}
in vielen Fillen eine Kurve in R? beschrieben. So ist z.B. fiir g(z) = 2% + y? — 1 die Menge

M gerade die Einheitskreislinie. Da sich Kurven in der Regel (zumindest stiickweise) als Graph

darstellen lassen, kommen wir zu der

Frage: Gibt es eine Menge U C R und ein f : U — R so, dafl der Graph von f ein Stiick
der Nullstellenmenge M von g beschreibt. In anderen Worten, kann die Gleichung g¢(z,y) = 0
(wenigstens lokal) nach y aufgeldst werden, y = f(2) mit g(z, f(2)) = 07 Eine solche Funktion f
heifit durch g implizit definiert.

Offensichtlich ist M sicher dann ein Graph einer (allerdings i. Allg. nicht notwendig stetigen

und iiberall definierten) Funktion f, wenn die Funktion

9s 1y = g(z,y)
fiir jedes 2 streng monoton ist, denn dann gibt es fiir jedes z héchstens ein y mit g..(y) = ¢g(z,y) = 0.
Dies gilt aber schon fiir so einfache Funktionen wie die oben genannte
gz, y) =" +y* ~ 1

nicht global. Allerdings 148t sich die Einheitskreislinie stiickweise als Graph von stetig differenzier-

baren Kurven darstellen, nimlich

y=%2V1-2a% fir —1<az<y bzw. z==4+1-y% fir —1<y<I1.

Bevor wir den allgemeinen Fall betrachten, formulieren und beweisen wir den entsprechenden Satz
fiir den bisher betrachteten einfachen Fall, in dem die Situation noch geometrisch einfach erfa3bar

ist.
Satz 7.4 Sei A C R? offen, g € C'(A) = C'(A,R),
(20,90) € M = { (2, y) € Az g(2,5) =0} mit Dyg(wo,y0) £ 0.
Dann existieren offene Intervalle U,V C R mit
€U, eV, UxVCA
und eine stetige Funktion
U=V mit MN(UxV)=Gs:={(z, f(z)):2 €U}

und

Df(z) = f'(z) = ‘%

(Insbesondere kann die Ableitung von f angegeben werden , ohne daff man die Funktion f genau
kennt.)

fir z € U.
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Bewets. Wegen Dag(zo,y0) # 0 und der Stetigkeit von Dayg existiert ein Rechteck U’ x V' um
(z0, yo) mit
Dag(z,y) # 0 fiir (z,y) € U' x V,

d.h. g(z,-) ist streng monoton in V fiir jedes = € U’. Also gibt es zu jedem z € U’ héchstens ein
y € V mit g(z,y) = 0; es gibt also ein Teilintervall U C U’ mit zg € V so, daB fiir jedes z € U
genau ein y =: f(z) € V existiert mit g(z,y) = 0.

Wenn wir hier die Differenzierbarkeit von f als gegeben betrachten (im Beweis des folgenden

Satzes ergibt sich diese fiir den allgemeinen Fall), dann folgt aus h(z) := g(z, f(z)) = 0 mit
k(z) := (2, f(x))

0 = h'(z) = Dh(z) = Dg(k(z))Dk(z)

= ((Digle, £=)), Dage, £(2)), (1, 7))
= Dig(z, f(z)) + f'(z) Dag(z, ().

woraus die behauptete Formel fiir f/ folgt. |

Beispiel 7.5 Fiir g(z,y) = 2 — y* ist das Nullstellengebilde
{(m,y) eER?:z = yZ}, {(m,y) eER?:2>0,y= :I:\/E}
Die durch g implizit definierte Funktion ist also
(0,00) = R, 2z oder z — —/x.

Im Nullpunkt ist der Satz nicht anwendbar, da dort D4g(0,0) = 0 ist (dort ist aber auch die Wurzel

nicht differenzierbar).

Fiir andere Punkte gilt

i =) = _Dlg(ac,y(m)) _ 1 _ 1
7 (£V5) =~ 5 =~ o ~ ST

Wir haben damit einen anderen Weg gefunden, die Ableitung der Wurzelfunktion zu bestimmen.

Dies kann natiirlich entsprechend auf andere Umkehrfunktionen angewandt werden. O

15: 13. Juni 2006

Korollar 7.6 Sei A C R? offen, g : A — R stetig differenzierbar mit

grad g(z,y) #0 fir alle (z,y) € M = {(z,y) € A:g(z,y) = 0}.

Dann ist M endliche Vereinigung von Graphen stetig differenzierbarer Funktionen f; (zum Teil y

als Funktion von z, zum Teil z als Funktion von y).
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Beweis. In jedem Punkt (zo,y0) € M ist Dig(zo,yo) # 0 oder Dag(zo,y0) # 0. Deshalb gibt es
ein ganzes Rechteck U x V um (zg, yo) mit Dyg(z,y) # 0 fiir alle (z,y) € U XV oder Dyg(z,y) # 0
fiir alle (z,y) € U x V, also eine Funktion

f:U—=V oder f:V—oU

MNUxV)=Gy oder MO(UXV):G;I,

(wobei ;' aus (7, durch Vertauschen der Komponenten hervorgeht). In konkreten Illen ist klar,
dafl sich M durch endlich viele solcher Rechtecke iiberdecken 1&8t; im allgemeinen Fall wird hier
der Satz von Heine—Borel bendtigt (vgl. z. B. H. Heuser, Lehrbuch der Analysis 2, §157). |

Satz 7.7 (Implizite Funktionen) Seim,n € N, A C R™*" offen, g € C'(A,R"). Die Punkte

aus R™T™ schreiben wir in der Form

(’E,y) = (517"'7577177717"'77771)-

Fs sei
Dlgl(may) Dmgl(may)
Ll(mv y) = (Digj(xv y)) =1..m = . )
Jj=1,...,m
Dign(z,y) ... Dumgn(z,y)
Dm+1gl(:r,y) Dm+ngl(x7y)
La(2,y) := (Dm4;gi(2,9))ij=1,..n = : : :
Dps1gn(z,y) o Dpgngn(z,y)
und somit
Dg(z,y) = (Li(z,y) : L2(z,y)).
Fiir ein

(z0,50) € M = {(z,y) € A: g(z,y) = 0}

sei die Matriz Lo(zo,yo) invertierbar.

Dann existieren offene Mengen U € R™ und V C R™ mit
(20, y0) EU XV C A
und eine stetig differenzierbare Funktion

fiU=SV mit MO (UxV) =Gy,

Df(x) = ~La(z, f(2))" L (2, f(x).
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Beweisidee: In der Ndhe von (zg,yo) gilt mit ,,grofier Genauigkeit*

9(z,y) ~ g(zo, yo) + L1(z0, yo) (z — yo) + L2(z0, Y0)(y — vo)-

Auflésung der Gleichung g(z,y) = 0 nach y in der Nihe von (zo, yo) mit g(zo,yo) = 0 sollte also

moglich sein, wenn die Gleichung

L1(z0,y0)(z — 20) + L2(20,40)(y — o) =0

nach y auflgsbar ist. Das ist genau dann méglich, wenn Ly(zg, yo) invertierbar ist. Die Losung ist
f(2) =y =yo+ La(zo,50) ™ L1 (20, yo) (z — 20).
Als Ableitung erhalten wir, insbesondere im Punkt z =

Df(zo) = La(zo, y0) " L1(%0, o).

Beweis. Wir definieren die folgenden Hilfsfunktionen
G A=R™T (2,y) & (2,9(n,y),
g1t R® = R™" 2+ (2,00  (Injektion),
p2 : RS R (2,y) =y (Projektion).

Im folgenden sei £, die m—dimensionale Einheitsmatrix, 0, , die m—zeilige und n-spaltige Null-

matrix. Damit gilt offensichtlich

rodo) = Li(zo,y0) La2(z0,90) /"’

det DG (zg,y0) = det Ly(zg,y0) # 0

da Ly(zo, yo) invertierbar ist. Also gibt es eine Umgebung von (zg, yo) in A, ohne Einschrinkung in
der Form U; x V wihlbar mit offenen Umgebungen U; und V von xg bzw. yp,so, daB G : Uy x V —
R™*" eine stetig differenzierbare Inverse (G/|u,xv) ™" hat; wegen G(zo, yo) = (0, 9(0, y0)) = (20, 0)
ist (Gluxy)~! jedenfalls auf U x {0} definiert fiir eine geeignete Umgebung U C U; von zg in R™.

Wir zeigen, dafl
fi=poGloj: UV
die gewiinschte Funktion ist:
— 71 bildet U auf U x {0} ab, z — (z,0),
— G~ bildet U x {0} in U x V ab, (z,0) — (z,y) mit g(z,y) = 0,

— pg bildet U X V nach V ab, (z,y) — y, wobei fiir die hier in Frage stehenden (z,y) das y die
Eigenschaft hat, daB g(z,y) = 0 ist.
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Insgesamt bildet also f jedes z € U auf das y € V ab, fiir das g(z,y) = 0 gilt; wir haben also die

gesuchte Funktion von f auf einer Umgebung U von zg ,explizit® dargestellt.

Nun bleibt nur noch die Ableitung zu berechnen:

Df(z) = Dpo (G (2 (2)) ) DG (s (x)) D (2)-

Der erste und der letzte Faktor sind einfach zu berechnen,

DpQ(-):(on,m En), Dj]:(Em>.

On,m

Den mittleren Faktor erhalten wir aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz ??). DG(z,y)

haben wir bereits oben angegeben (wobei fiir (zo,yo) jetzt (z,y) zu setzen ist). Man sieht leicht,

daB gilt

— Em Om,n .
6™ = (5 ) i L= L),
2 2

also, mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion,

-1

DG (ji(z)) = DG (,0) = (DG(G‘](:C,O)))

- (vt f(:c))>_1:(_]\f2_ﬂ;Ml f\;) mit  M; = Lo, f(2)),

und damit erhalten wir

D = Onm E’fl :
f(x) < ’ )(—MQ_IMl M;l)(on,m>

By, _1
= <0n,m En) _1 :—M2 M,
MM,

= —La(z, f(2))"" Li(z, f(2)).

Das ist die behauptete Formel. |

Vollig analog zu Korollar 77 gilt:

Korollar 7.8 Sei A € R™ offen, g : A — R stetig sifferenzierbar mit
gradg(z) #0 firallex € M:={z € A:g(z)=0}.

Dann ist M endliche Vereinigung von Graphen stetiger Funktionen f; (jeweils eine Koordinate als

Funktion der anderen m — 1).
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7.3 Bedingte Extrema

Hiufig will man Extrema von Funktionen auf Flichen oder Kurven bestimmen, bedingte Frtrema.
Dies ist auch wichtig, wenn man Extrema auf Teilgebieten von R™ einschliefilich ihres Randes
bestimmen will: Mit der friither beschriebenen Methode findet man lokale Extrema im Innern. Dies

mufl man dann noch vergleichen mit den lokalen Extrema auf dem Rand.

Satz 7.9 (Methode der Lagrange—Multiplikatoren) Sei A C R™ offen,
g;A — R™ stetig differenzierbar, M;:={z € A:g;j(z) =0} firj=1,...,k,

k
M:= N M;, zo€Mund {gradg;(zo):j=1,...,n} linear unabhingig.
j=1

Ist f : A — R stetig differenzierbar und hat f in xq ein bedingtes lokales Fxtremum auf M, so
qilt
grad f(zo) € Ligrad gj(ao) 1 j = 1,..., k},

d. h. es gibt reelle Zahlen Xy, ..., \; (Lagrange—Multiplikatoren) mit

k
grad f(z0) = Y A, grad g; (zo).

i=1

Beweis. 1Ist v : [a,b] — M eine (in z) differenzierbare Kurve in M durch zq, v(c) = z¢ fiir ein
¢ € (a,b), so hat die Funktion

h:fa,b] = R, h(t) = f(y(t))
in c ein lokales Extremum. Da A in ¢ differenzierbar ist, gilt
0= h'(c) = (grad f(v(c)),7'(c)),

d.h. grad g(zo) steht in 2o senkrecht auf jeder Kurve in M durch zo.

Da 7/(¢) jede Richtung haben kann, die orthogonal zu {grad g;(z¢) : j = 1,..., k} ist, bedeutet

das, daB grad f(z¢) eine Linearkombination der grad g;(z¢) sein mu8. [ |

Bemerkung 7.10 Die Anwendung dieses Satzes geht so: Man lést das Gleichungssystem

9i(@) =0 (j=1,....k)
k
grad f(z) — 32 Ajgrad g(z)
7=1
k + m Gleichungen fir die k + m Unbekannten &1,...,&mn, A1 ..., A, auf, wobei die \; eigentlich

nicht interessieren. Dann iiberprift man anhand der Funktionswerte in den gefundenen Punkten x,

wo das Maximum bzw. Minimum liegt.
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Beispiel 7.11 A =R? g(z) =& + &2 -1, also
M :={zx € R*: £+ & =1} FEinheitskreislinie.

Es sollen die Extrema der Funktion
fl) =& + 26

auf M bestimmt werden. Man hat also das Gleichungssystem

G+&-1=0 ()
(1,2) = AM(261,26) = 0(= grad f(z) + Agrad g(z)) (2)
zu l6sen. Aus (2) folgt A # 0 und
1 1
& % §a= < (3)
Einsetzen in (1) liefert
11 , 5 |
et o120 M=o A=+5V6
Einsetzen in (3) liefert
1 2
51 — I 52 = IT—F

Die Funktionswerte in diesen Punkten sind

f(i%,i%) — +V5~2,236...

. . 1 2
) das Maximum, in (— (

1 2

Es gibt mindestens zwei weitere Moglichkeiten, dieses Problem zu l6sen:

Also liegt in ( ) das Maximum auf M vor.

— Manstellt den Kreis in Parameterdarstellung dar und fiihrt damit das Problem auf ein 1-

dimensionales Problem zuriick.

— Man stellt fest, dal f auf den Geraden &; = —%51 + ¢ konstant ist (Wert = ¢) und bestimmt

die ¢, fiir die diese Geraden Tangenten sind.

16: 20. Juni 2006
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8 Holomorphe Funktionen

Funktionen einer komplexen Variablen kénnen natiirlich als Funktionen von zwei reellen Variablen
(Real- und Imaginirteil) aufgefafit werden. Sie kénnen dann partiell differenzierbar oder stetig
partiell differenzierbar (und somit reell differenzierbar) sein. Dies ist jedoch nicht interessant, es

bringt keine neue Struktur. Hier wird ein neuer Begriff wichtig:

Sei Q2 C Coffen, f: Q — C heifit im Punkt zo € Q komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert
f(z) = f(=0)
zZ—2 zZ— 2y

existiert. f/(zo) heifit die (komplexe) Ableitung von fim Punkt zo. f heifit komplex differenzierbar,
wenn es in jedem Punkt von © komplex differenzierbar ist. (Es wird sich zeigen, dafi dann f bereits

beliebig oft stetig komplex differenzierbar ist.)

Wenn f in zy komplex differenzierbar ist, kann man natiirlich auch die (reellen) partiellen

Ableitungen
fx(ZO) — %}_}IHO f(ZO + h})L - f(ZO)
' h e R\ {0}
f,(z0) == h_>0 flzo0 + Z];L) — f(z0)

betrachten. Es gilt der iiberraschende

Satz 8.1 (Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen) Ist f in zy komplex differen-
zierbar, so gilt

fa(20) = —ify(20) = f'(20).
Zerlegt man f in Real- und Imagindrteil, f = u+1iv mit reellwertigen Funktionen u und v (u(z) :=

Re f(z),v(z) := Im f(z)), so sind auch u und v in zy partiell differenzierbar und es gelten die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

uz(20) = vy(20), vz(20) = —uy(20).

Beweis. Die Gleichung f,(20) = f'(20) ist offensichtlich, bei f, betrachtet man bei der Differen-

tiation nur z mit Im z = Im zy. Weiter gilt

f(20 +ih) = f(20) f(z0+ i’}) — f(20)

fy(z0) = fimy h =i, ih = if'(z0).
Damit folgt
Uz (20) + vz (20) = (u+ iv)2(20) = fo(20) = f'(20)
= h(e0) = it i)y (20) =~y (20) + vy (20)
Vergleich von Real— und Imaginirteil auf beiden Seiten liefert die Behauptung. |

Fiir die Umkehrung des Satzes wird zusidtzlich die stetig partielle Differenzierbarkeit benétigt:
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Satz 8.2 Sei Q C C offen, f : Q — C stetig partiell differenzierbar (d.h. auch v und v sind
stetig partiell differenzierbar) mit fy(z) = —ify(z) (bzw. uzy(z) = vy(2) und vy(z) = —uy(2)). Dann
ist [ komplex differenzierbar und f' stetig. (Tatsichlich geniigt es, vgl. Beweis, in dem jeweils

betrachteten Punkt die totale Differenzierbarkeit von f bzw. u und v vorauszusetzen.)

Beweis. Da u und v stetig partiell differenzierbar sind, sind sie total differenzierbar. Fiir z, zg € Q

(z =+ iy, z0 = o + iyp) gilt also

u(2) = u(z0) = uz(20) (2 = o) + y (20) (¥ = Yo) + Yu,z (2)

v(z) = v(20) = vz (20) (2 — o) + vy (20) (¥ — ¥0) + P, (2)

mit
1 .
S‘%,ZO(Z)Z = =0, ©uz (Z)z = — 0 fiir z — 2.
Wegen u, = v, und v, = —u, folgt daraus
f) = fl=) _ 1 .
T = ——{ule) —ulz0) +ilv(2)  v(0)] |
1
- {1220) (@ = 70) + 1y (20) (U = Vo) + Pz (2)
Z— 20
i v (20) (@ = 20) + vy (20) (U = ¥0) + P (2)] }
1
= om0 7o) — (o) (4~ 0) + P (2)
i va(20) (2 = 0) + ta(20) (& = 20) + 0,20 ()] }
1 . . .
= = = {ux(zo) {(:c —x0) +i(y — yo)} + ivz(20) {(ac —x0) +i(y — yo)} }
1 1
e (2) ()
= uy(20) +ivg(20) = fo(zo) fiir 2 — 2.
Also ist f komplex differenzierbar. Die Stetigkeit von f’ folgt aus der von f,. |

Sei Q C C offen. Eine Funktion f: Q — C heifit holomorph (auch analytisch, reguldr), wenn es in

jedem Punkt komplex differenzierbar ist.
f heifit holomorph bei zy, wenn sie in einer Umgebung von zg holomorph ist.

f heiit bei oo holomorph, wenn g(z) := f(1/z) mit einem geeigneten Wert fiir g(0)z : f(co) bei
0 holomorph ist. Z. B. ist die Funktion f(z) =1/z bei oo holomorph mit f(co) = 0.

Wie im reellen gilt:

Satz 8.3 Q € R™ offen, zg € Q. [ ist bei zg genau dann komplex differenzierbar, wenn es bei zy

(im komplexen Sinn) linear approximierbar ist.
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Beweis. =: Ist f bei zg komplex differenzierbar, so gilt

0(2) = f(z) = f(20)

= f'(20) = 0 fiir z — 2,

z — 29
also
F(z) = f(20) + ['(20)(z = 20) + 2 (2)
mit
fzi(jz =o(z) = 0 fiir z — 2.

<: Ist f bei zy linear approximierbar, so gilt

f(z) = f(z0) + m(z — 20) + ¢z (2) mit sz_(ZZ) — 0 fiir z — 2o,
— 2
also
N (C (6]
2z 2 — Z
d.h. fist in zyp komplex differenzierbar mit f’(z9) = m. [ |

Fiir komplex differenzierbare Funktionen gelten alle aus dem Reellen bekannten Differentiations-
regeln mit i. wes. unverdnderten Beweisen: Linearitdt, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel

und inverse Funktion.
Wir untersuchen zunichst eine wichtige (geometrische) Eigenschaft holomorpher Funktionen:

Sei f holomorph bei zp mit f'(z9) # 0, (I',7) eine regulire Kurve durch zy, d.h. v :
[a,b] = C, v(tg) = zo fiir ein ty € (a,b) und +'(ty) # 0. Im Punkt z, hat I' die Richtung ~/(to)

bzw. v'(t0) /|7 (to)|. Bei Anwendung von f geht die Kurve (I',7) iiber in eine Kurve (I',7) mit
¥ila b= C 3(1) = f(v(1)
Diese Kurve hat in ¥(tg) die Richtung
7'(8) = f'(v(t0))7'(t0) = f'(20)7"(t0)-

Die Richtung von T'in f(z) ist also gegeniiber der Richtung von I' in zy um den Winkel arg f'(zo)
verdreht.

Betrachtet man zwei Kurven, die sich in zg schneiden, so werden diese auf zwei Kurven abge-

bildet, die sich in f(zo) im gleichen Winkel schneiden.

Satz 8.4 Fine holomorphe Funktion f mit f'(z) # 0 ist winkeltreu (dies gilt auch punktweise in
jedem Punkt zo mit f'(z9) # 0). (Solche Funktionen heiffen auch konforme Abbildungen.)

Bemerkung 8.5 Fine total differenzierbare Abbildung f : R?* — R? mit det Df(z) # 0 ist
1
i. allg. nicht winkeltreu, z. B. f(&1,&2) = <§fl,fz>.

Wichtige elementare Beispiele holomorpher Funktionen sind:



72 8 HOLOMORPHE FUNKTIONEN

1. Monome f,(z) := 2" (n € Np) sind holomorph in ganz Z mit f](z) = nz"~'. Entsprechendes
gilt fiir beliebige komplexe Polynome.

2. Rationale Funktionen, p, g Polynome
p(z
fi0={ze0ig) 20} 0 fa) =2
sind holomorph in €. Differentiation mittels Quotientenregel.
Ist m := grad p < grad ¢ =: n, so ist f = p/q holomorph bei co mit
{ Z—: fiir m = n,

0 fiir m < n,

m n
denn, mit p(z) = > aik,q(z) = 3 b2" ist

nem Om + @m_12+ ...+ apz™

g(z):f(2>:'z b+ ...+ boz"

holomorph bei 0.

3. Ezponentialfunktion exp : C — C ist holomorph in ganz C mit exp’ = exp:

V)

w
e — 1 w+7+ w ,w2 .
= =14+ —=—4+—+...2 1 fiir w— oo,
w w 2 3!
. eZ_eZO . eZ—ZO_
lim,,, ——— = lim —————e™ =1-¢® = €.
Z— 2y zZ—rzQ zZ—Zy

4. Sinus und Cosinus sind holomorph in C,

: _ ’23 25 _ 1 iz —1z s
smz_z—g%—a——l—..._ﬂ(e —e "), sin’ = cos,
-z + & + 1( " eT) ! i
=1- = —_— — oo = —l€ = — .
cos z STRRET 3 e ,  COS sin

Es gibt aber auch viele einfache Funktionen, die nicht holomorph sind:

1. Q C C offen, f: Q2 — R (also f reellwertig) : f ist entweder
e holomorph: Dann ist f/(z) = 0, d.h. f ist konstant, oder

e nicht holomorph. wenn f nicht konstant ist, ist f nicht holomorph.

Beweis. f=u+iv=>v=0= v, = v, =0 (also auch uy = u, =0) = f' = 0. |

17: 22. Juni 2006 Insbesondere sind z — Re z,z — Im z, z — |z| nicht holomorph.

2. f(z)=Z=Rez—ilmz=2—-2ilm z.

Da z — z holomorph ist und z + Im z nicht holomorph = z + Z ist nicht holomorph.
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Ist f holomorph und 2 mal stetig differenzierbar, so gilt

AU = gy + Uyy = Vyx — Uy = 0,
AV = Vg + Vyy = —Uye + Uzy = 0.

Dies ist (bei einer zusitzlichen Voraussetzung) umkehrbar:

Satz 8.6 Q C C offen und einfach zusammenhingend. Fir eine Funktion u : Q — R sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

(i) u ist zwei mal stetig differenzierbar mit Au = 0.

(ii) Fs gibt eine in Q holomorphe Funktion f:Q — C mit u= Re f.

Die gleiche Aussage gilt fiir den Imagindrteil.

Beweis. (i1)=>(i): Hier benutzen wir (was erst spiter gezeigt wird), daf§ jede holomorphe Funktion
zwei mal (tatsichlich sogar beliebig oft) stetig differenzierbar ist. Wie oben gezeigt wurde gilt dann

Au = 0.
(1)=-(ii): Es ist ein v : Q@ — R zu finden so, daf§ f := u + iv holomorph ist, d. h. da gilt

gradv(z, y) = (vz(2,9),vy(2,y)) = (=uy (2, y), wa(2, y)).
Das Vektorfeld
k(m7 y) = (_uy(mv y)7 uﬂf(‘r7 y))
ist rotationsfrei,

0 0
I‘Otk(way) - 8_mk2($’y) - 8_yk1($’y) = uxm('ray) + uyy(xay) =0,

erfiillt also die Integrabilititsbedingung. Also ist &(-,-) ein Gradientenfeld, d. h. es gibt ein Potential
v(z,y) mit

(v (2, ), vy (2,9)) = grad vz, y) = (1, (2, ), wa(z,y))-
Also ist f = u + v holomorph. |

Man kann dieses v(z,y) und damit f(z) explizit berechnen (natiirlich nur bis auf eine additive

Konstante): Wihle zo = zg + iyo beliebig aus A, und definieren

(z,y)
vo) = [ (e ualé n) e n),

(33071/0)

wobei das Integral iiber eine beliebige Kurve in © von (zq,yo) nach (z,y) erstreckt wird, z.B. —

wenn es € erlaubt — von (z,y) geradlinig nach (zo,y) und von dort geradlinig nach (z,y).
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8.1 Mbobiusfunktionen

Mébiusfunktionen (oder —abbildungen) haben die Form

az+b . a b
f(z)_cz—}—d mit det(c d);éO.

b
(Wire det (a d) = 0, so wiren die Zeilen linear abhingig und somit f konstant.) Um die
c d

Abbildungseiéenschaften dieser Funktionen zu untersuchen sind i. wes. zwei Typen von Abbildungen

7u untersuchen:

1. Affine Funktionen g(z) = az + b (entspricht der Mébiusfunktion mit ¢ = 0 und d = 1) mit

b
a # 0, denn sonst wire det (a d) = 0. Diese besteht aus

c
(i) Drehung aus dem Winkel ¢ = arg(a),
(ii) Streckung mit Faktor |al,

(i) Translation um b.

1 1 b
Wegen a # 0 ist g bijektiv, ¢~ (w) = —(w — b) = —w — —, also wieder eine affine Funktion.
g
a a a

Satz 8.7 Jede affine Funktion g(z) = az + b mit a # 0 bildet Geraden auf Geraden und

Kreise auf Kreise ab. (Genaueres im Beweis!)
Beweis. Die Gerade mit Richtung w durch zy geht iiber in die Gerade mit Richtung aw
durch azg + b. Der Kreis um zy = zg + tyg mit Radius r hat die Form
K(zp,r)={2z€ C:|z— 2| =r}.
Dann ist

g(K(z0,7)) = {w =az+b:2€C, |z — 2| = r}

1 b :r}

= {wE(C:—w———zo
a
= {w €EC:|w— (b+az)| = r|a|} = K(b+ azo,r|al).

a

2. Die Funktion h : C\ {0} — C\ {0}, A(2) = L Sie ist offenbar bijektiv (aber nicht auf C,
z
sondern auf C\ {0}). Man erweitert deshalb C um einen Punkt ,c0“=Unendlich und definiert

h(0) := 0o, h(cc) := 0.

C := C U {00} heiBt die erweiterte Zahlenebene. h: C — C ist bijektiv.

Zur weiteren Untersuchung ist es niitzlich, die stereographische Projektion zu betrachten. Sie
bildet C bijektiv auf die Riemannsche Zahlenkugel ab,
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P(z1)

72 z1

P(z2)

Abbildung 4: Stereographische Projektion

Dabei ist P(co) = N (Nordpol). In Formeln gilt

! 2 .
P(z) = W(QRQ z,2Im z,|z|" = 1) fiir z € C,
N = (0, 0, 1) fiir z = 00,
1 N ..
p-! (T) = P—l(fufZaf?,) = { 1— & (51 + lfg) fiir x # N,
o0 fiirz = N.

Offensichtlich sind P und P~! stetig, wobei dies bei N bzw. co so zu verstehen ist:
aus z — oo folgt P(z) = N, ausz — N folgt P~ (z) — oo.

(Mit Hilfe von Umgebungen heifit dies: Jede Menge in C, die den gesamten AuBenbereich eines
Kreises um 0 enthilt, ist eine Umgebung von co.) In diesem Sinn gilt: Stetige Funktionen auf

C entsprechen genau den stetigen Funktionen auf der Zahlenkugel.

Satz 8.8 Kreise auf der Zahlenkugel entsprechen unter stereographischer Projektion den Kreisen
und Geraden in C, diese werden als verallgemeinerte Kreise, kurz ,Kreise* bezeichnet. (Kreise
durch N entsprechen offenbar Geraden [speziell Grofkreise durch N entsprechen Geraden durch 0],

alle anderen Kreise auf der Kugel gehen in Kreise iiber.)

Der Beweis ist etwas miihsam (vgl. z. B. Skript zur Analysis TII).

Satz 8.9 Die Abbildung h : C — C, h(z) = = (h(c0) = 0, h(0) = 00 bildet ,Kreise® auf ,Kreise®

ab. Genauer:

IS

- Geraden durch 0 auf Geraden durch 0,
- Geraden, die nicht durch 0 gehen auf Kreise durch 0,

— Kreise durch 0 auf Geraden,
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— Kreise die nicht durch 0 gehen auf Kreise, die nicht durch 0 gehen.
Auch fiir diesen Beweis sei auf das Skript zur Analysis Il verwiesen.

Damit sind wir in der Lage, die allgemeine M&biustransformation zu studieren:
b
¢ = 0: Wegen det (g d) # 0 folgt a #0,d#0,d.h. f(z) =

a

dz + % ist eine affine Abbildung.

d
c;éO:Fiirz;é—;und z # oo gilt

a a
_(CZ‘}‘d)‘I_b_Ed_a 1bc — ad

_ [ _ _
1) = cz+d _c+ccz+d

= f3ofaofi

filz)=cz+d affin,
fa(z) =
fa(z) =

z
be — ad a

z+ — affin.
c

d d ,
Durch Grenziibergang folgt: Fiir z = —— ist f( — —) = 00, fiir z = oo ist f(o0) = ﬁ; diese Werte
c c c

erhilt man auch mit f = fz30 fy0 fi.

c

b
Satz 8.10 Jede Mébiustransformation (A = (a d) >
c

az+b

fa(z) = cz+d

ist eine bijektive Abbildung von C auf C, die ,Kreise® auf ,Kreise® abbildet.

f?’irzE(C\{—d}, fA(—g):oo, fA(oo):%

c

18: 27. Juni 2006
a b
c d

fag = faofs, speziell fp =id, fuor = f;".

Satz 8.11 FﬁrA:( ) B(“ f) mit det A 0, det B # 0 gill
¥

Beweis. Nachrechnen

fAB(Z)zfA<az+ﬂ):ajzig+b: _ (st by)z+aB + b5
72+ c;“z—j;?er U (catdy)zt B+ dS
und Ausnahmepunkte extra iiberpriifen. -

Beispiel 8.12 Die Abbildung f : 2z — ! (00 +— 0,0 — oo) bildet die Gerade z =1 (y € R) auf
z

1 1
den Kreis mit Radius g um (5,0) ab. Die Halbebene rechts von z = 1 geht in das Innere des

Kreises, die Halbebene links von z = 1 in das AufBere des Kreises iiber. O
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9 Kurvenintegrale und Cauchyscher Integralsatz

Die im folgenden betrachteten Kurven oder Wege I' in C seien mit einer Parameterdarstellung
v : [a,b] — C gegeben, wobei v zumindest stiickweise stetig differenzierbar ist. (In der Regel wird
~ auf einem beschrinkten abgeschlossenen Intervall definiert sein; gelegentlich werden wir auch ein

unbeschrinktes Parameterintervall zulassen.) Typische Kurven sind etwa

Q € C offen, f:Q — C stetig und I' eine Kurve in Q mit Parameterdarstellung v : [a, b] — C.

Wie beim Integral iiber ein reelles Intervall betrachten wir Summen (a =ty <t < ... <t =b)
k
Zf(fy(tn))('y(tn) = Y(tn=1)) »= Z Funktionswert x Wegstiick®.
n=1

Ist v stetig differenzierbar, so ist die etwa gleich (und zwar umso besser, je feiner die Zerlegung

a=ty <ty <...<tp=>gewihlt ist)

Das ist eine Riemannsumme fiir das Integral

b
[rowrwa= [ e

r

Letzteres ist dadurch definiert und heifit das Kurvenintegral von f diber die Kurve T.
— Linearitit: [(af +bg)dz =a [ fdz+b [ gd=.
T r r

— Abschitzung: | [ f(z)dz| < |‘G| max{|f(z)|: z € I'}.

— Sind I'y, I'y zwei Wege mit Endpunkt von I'y = Anfangsdunkt von 'y, so gilt fiir I' := ['; + 'y

F/:/+F[.

I
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— Ist I'_ der inverse Weg zu I', d. h. [' wird in umgekehrter Richtung durchlaufen,
P, bl = € y-(1) =v(b+a—1) und (v =7(b), 7-(b) = v(a)),

so gilt (v_(t) = —v'(b+a —1))
b

b
[1@1d = [ r-@n-trdt == [ faat b= )0 +a- o d
r— a

a

b

t:bia_S/f('r(s))'y’(s) ds = —/f(v(S))v’(S) = —/f(z) dz.
) r

a

Beispiel 9.1 Wir integrieren f(z) = 2" (n € Np) iiber verschiedene Wege in C von —1 nach 1: a)
Geradlinige Verbindung: I'y, v1 : [-1,1] = C, v; = id. In diesem Fall ist das Integral

1
1 1 1
n — n — tn+1‘ — 1— (=1 n+1
/zdz /t 1dt i . n—l—l{ (1) }v
[-1,1] -1

also das ganz normale ,reelle“ Integral iiber [—1,1]. Oder, mit der Parameterdarstellung ¢ :
[0,1] = C, ¢1(t) =2t — 1
1
/ 2"dz = /(Qt -1 2dt = ! (2t — 1)+ - vgl. oben.
n 4+ 1

0
[_171] 0

b) Kreisbogen um 0 in der unteren Halbebene,

IETROE [0, 1] — C, 72(0 — eiﬂ(t—l)
1

1
/Zn de= /yQ(t)n%(t) :/eim(t_l)iwe”(t‘l)dt
0

Iy 0
1
_ ir / it n(t=1) g — L itnayn(e-1)]'

n+1 0
0

= n_]l_l{l—(—l)”+1}:!/z”dz.

I

Diese letzte Rechnung gilt iibrigens (bitte nachpriifen!) auch fiir n € Z mit z < —1. ¢) Kreisbogen
um 0 in der oberen Halbebene liefert (ebenfalls fiir alle z € Z\ {—1}) das gleiche Resultat (Ubung!).
O

Wie in R definieren wir: Sei Q C C offen, f: Q — C. Dann heifit F': Q — C (eine) Stammfunktion
von f, wenn F in ©Q komplex differenzierbar (also holomorph) ist mit /’(z) = f(z) fiir alle 2 € Q.

Mit F ist immer auch F + ¢ eine Stammfunktion. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich
nur um eine Konstante (die allerdings auf verschiedenen Zusammenhangskomponenten verschieden

sein kann.
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Wann besitzt f eine Stammfunktion? Oder anders formuliert, wann ist f integrierbar (spiter

mehr zu diesem Begriff).

Beispiele integrierbarer Funktionen sind jedenfalls

o f(z) = 2™ fiir n € N hat auf C eine Stammfunktion F(z) = %z”"’l. Firn € Z,n < -1
n
1
ist f(z) = 2™ auf Q\ {0} definiert und hat dort ebenfalls die Stammfunktion " lz”'H.

e f(z) = exp(z) hat auf C die Stammfunktion exp(z),
e sin z hat die Stammfunktion — cos z.

e cosz hat die Stammfunktion sin z.
Allgemein gilt der folgende Satz:

Satz 9.2 Q C C offen, f: Q — C stetig. Dann gilt: f besitzt genau dann eine Stammfunktion F,

wenn das Kurvenintegral dber f (in Q) wegunabhingig ist. Es gilt dann

/ () dz = F(End-Pkt) — F(Anf-Pkt),
r
insbesondere ist das Integral iber jede geschlossene Kurve Null.

Beweis. =>: Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/ £z

)dz =
F = F('y(b);1 — F(y(a)) = F(End-Pkt — F(Anf-Pkt).

b b

[ rawmoa = [ Lrema

a

<: Sei jetzt das Kurvenintegral wegunabhingig. Dann kénnen wir offenbar definieren
z
F(z) = /f(f) fiir alle z € Q,
)

wobei zg € €2 fest gewdhlt wird und das Integral iiber einen beliebigen Weg von zp nach z erstreckt
wird (wenn  zusammenhingend ist, ist dies fiir alle z € Q méglich; andernfalls mufl man in jeder

Zusammenhangskomponente entsprechend verfahren).

Wir wollen nun F(-) in einem Punkt z differenzieren. Fiir jedes 2z’ € Q, daff in Q geradlinig mit
z verbunden werden kann (da 2 offen ist, sind das alle Punkte aus einem kleinen Kreis um z)
F() — F(2)

2l — 2z

- o [ 1o=1@+ o [ (1@ - 1)
(2] (/]

—  f(z) fiir 2’ — 2,

da der Integrand des Integrals gegen 0 konvergiert. Also ist F’ eine Stammfunktion von f. |
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Wie schon in der reellen Analysis definieren wir: Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdingend,
wenn jede geschlossene Kurve in G nur Punkte aus G umschliefit oder, wenn jede geschlossene
Kurve stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ohne dafl man dabei GG verldfit. Das
wichtigste nicht einfach zusammenhingende Gebiet ist C\ {0} oder C \ {0} mit einem beliebigen
zp € C.

Satz 9.3 (Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhingende Gebiete) Ist
G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f : G — C holomorph, I' eine geschlossene Kurve
in G. Dann gilt

/f(z) dz=0, d.h. f istintegrierbar.

r

Beweis 1. Der Beweis kann ganz kurz mit uns bereits bekannten Mitteln der reellen Analysis
gefithrt werden, wenn wir annehmen, dafl f nicht nur differenzierbar, sondern sogar stetig differen-
zierbar ist. Zwar wird sich spiter zeigen, dafl jede komplex differenzierbare Funktion sogar beliebig

oft differenzierbar ist. Aber dazu brauchen wir gerade den hier zu beweisenden Satz.

Sei also f stetig komplex differenzierbar, f = u + iv. Die beiden Vektorfelder in G
k=(u,—v) und k= (v,u)

sind Gradientenfelder, denn sie sind stetig differenzierbar und es gilt (Integrabilititsbedingung)

) o
kaQ_ka] —_Ux_uy:_(vx+/U/y):0,
. 9.
8—m]k2—8—x2k1:ur—vy—0.

Damit folgt (mit der Parameterdarstellung v (t) = z(t) + iy(t)):

{u@®),y®)2(t) - v ), y(1) ¥(0)

i ulw (1), y(0) (1) + oo (t), y(1) 2 ()] | dt

= [ @) e +i [ 00),060) de)
I I
0
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19: 29. Juni 2006 Fiir einen vollstindigen Beweis werden einige Vorbereitungen bendtigt. Ent-

scheidend ist der

Hilfssatz 9.4 Sei G ein einfach zusammenhéingendes Gebiet, f : G — C holomorph. Dann gilt

!f@ﬁb:&

fiir jeden Dreiecksweg A in G:

Beweis. Man beachte, da wir nur die Differenzierbarkeit in jedem Punkt von G benutzen, aber
nicht die Stetigkeit der Ableitung.

Sei Ag ein Dreiecksweg in G (insbesondere liegt, da G einfach zusammenhingend ist, auch das

Innere von A in G). Wir nehmen an, dafi C' = ‘ff(z)dz
A

> 0 gilt, und fiithren dies zu einem
Widerspruch zur Differenzierbarkeit.

Dazu zerlegen wir Ag in 4 Dreieckswege, indem jede Seite halbiert wird; jede Strecke im Inneren

wird 2 mal — in verschiedener Richtung — durchlaufen:

Dann gilt

c:k/ﬂ@@
Ap
Also gibt es ein j; € {1,2,3,4} mit
‘ / f(z)d=

J1
A1

< i\ JECEE
=1 Al

> ¢
— 4

Sei nun A := A{l. Mit diesem verfihrt man entsprechend wie mit Ag und findet ein Ay := A%é

[ 2 5
As

mit

usw. fiir alle n € N ein A, mit

| [r@e]> 4 (+)
Ay
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Ist D,, die groBite Kantenldnge von A,,, L, die Linge des gesamten Weges A,,, so gilt

Do,
2n 2n

Da die Dreiecke ineinander enthalten sind (A,41 C A,), gibt es genau einen Punkt zp € C,
der in allen Dreiecken A, enthalten ist, und auf den sich die A, zusammenziehen. Da f in z

differenzierbar ist 7, gilt

P (2)

F(2) = f(z0) + f'(20) (2 — 20) + ¢4 (2) mit S 0 fiir z — 2o,
- 20
also
_ ' _ _ Pz (2)
| [ 1] =| [ {6+ e -mfat [ {e-m 2 a)]
A, An n
( der 1. Integrand hat die Stf. f(z)z + %f’(zo)(z — %)%
|20 (2)]
< n - T _ - n
< A |max{|z ZO||z— p z€A }
< L,D, max{M 1z € An}
|z — 2
_ 2 (2)]
= ELQDOmaX{m.ZeAn}.
Wegen max{...} — 0 fiir n — oo ist dies ein Widerspruch zu (x). [ |

Beweis 2 von Satz ??. Aus dem Hilfssatz folgt fiir jeden geschlossenen Polygonzug I', indem man

ihn in Dreieckswege zerlegt, [ f(z)dz = 0. Dann ist
r

F(z) = / F(2)dz

wohldefiniert, wenn man als Integrationsweg beliebige Polygonziige von zy nach z zuldfit. Wie im

Beweis des vorhergehenden Satzes folgt, dafi I eine Stammfunktion von f ist. |

Im Folgenden betrachten wir beliebige — also nicht notwendig einfach zusammenh&ngende Gebiete

G in C.

Einen geschlossenen Weg I' in G nennen wir nullhomotop (beziiglich G), wenn er sich stetig auf
einen Punkt zusammenziehen 1dt, ohne daffi man dabei G verldfit. Im allgemeinen ist das sicher
schwer zu entscheiden, ob ein Weg nullhomotop ist. In allen konkreten Fillen ist es leicht. (Man
kann das auch etwas genauer so fassen: I' ist nullhomotop (beziiglich &), wenn es sich schreiben 138t

in der Form I' = I'; 4. . .41'), mit geschlossenen Wegen I';, die in einer einfach zusammenh&ngenden

"Wir benutzen die Differenzierbarkeit zwar nur in diesen Punkt, da man aber nicht wei}, welches der Punkt zo

sein wird, muf} die Differenzierbarkeit in allen Punkten vorausgesetzt werden.
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Teilmenge G; von G liegen [bei der Zerlegung werden natiirlich in der Regel gewisse Wegstiicke

hinzugenommen, die in beiden Richtungen durchlaufen werden].)

Am schwierigsten ist es natiirlich, von einem Weg zu zeigen, daf§ er nicht nullhomotop ist; es

kénnte ja sein, dal man zu ungeschickt ist, es zu zeigen.

Beispiel 9.5 Ein Kreisweg I' um 0 (und entsprechend um jeden anderen Punkt zp) ist nicht
nullhomotop beziiglich C\ {0} (bzw. C\ {20}). Da f(2) = ! in C\ {0} holomorph ist, miiite sonst
z

1
nach dem folgenden Satz fF —dz = 0 gelten. Tatsdchlich ist aber
z
2m 2m
/1dz—/ ! ie“dt—/idt—Qﬂ'i;ﬁO
2z ] et o o )
r 0 0

g

Satz 9.6 (Cauchyscher Integralsatz, allgemeine Form) Sei G C C offen, f : G — C
holomorph. Dann gilt:

a) Fiir jeden geschlossenen beziiglich G nullhomotopen Weg I in G ist [ f(z)dz = 0.
r

b) Sind 'y, 'y zwei Wege von zq nach z; so, daff 'y 4+ (—=1'g) beziiglich G nullhomotop ist, so gilt
/f(z) dz = /f(z) dz.
1 V2

Beweis. a) Sei I' = I'y + ... 4+ I'y, T'; geschlossen mit I'; C G; C G und G einfach zusam-

menhidngend. Dann gilt nach dem vorhergehenden Satz
/f(z) dz = Z/f(z) dz = 0.
r =15,

b) Folgt aus Teil a. [ |

Satz 9.7 Sei G C C offen und einfach zusammenhingend, A C G, f : G\ A — C holomorph.
Dann existiert ein C' € C so, daf fiir jeden geschlossenen Weg I' in G\ A , der A genau N mal im

positiven Sinn umlduft (Umliufe im negativen Sinn zihlen negativ) gilt

/ f(z)dz = NC.

Ist A = {z} ein einzelner Punkt, so nennt man z, eine isolierte Singularitit; die Zahl C' heifst

dann das Residuum von f bei zy, Res(f, zy)-
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Bewets. Sei I'g ein beliebiger (fest gewidhlter) geschlossener Weg um A in G\ A, der A genau 1

C ::F[f(z) dz.

Durch Einfiigen geeigneter doppelt durchlaufener Wege erkennt man, daf I'=I'p—...—['c = T'=NT

mal umliduft und

beziiglich G\ A nullhomotop ist, also

F/f(z) dz = NF/Of(z) dz = NC.

Beispiel 9.8 G = C\ {2}, f(2) = (2 — 20)", n € Z, ', der Kreis mit Radius r um zq in positiver
Richtung,

%1 [0,1] = C, () = 20 + re*™
1 1

/(Z _ Zo)n dz = /rne27rint2ﬂ_ir627rit dt = 274t / eZm'(n+1)t dt.

Y 0 0
n > 0:...=0, folgt durch Rechung oder aus dem Cauchyschen Integralsatz.
1
n = —1:...=2wi [ 1dt = 2mi.
0

n < —1: Mit der gleichen Rechnung, wie sie fiir n > 0 mogliche gewesen wire folgt

san+1 = n+1
o= 2T ey gy,
2ri(n+ 1) t=0 n+1

Fiir alle n < 0 ist 2o eine isolierte Singularitdt, aber nur fiir n = —1 ist das Residuum # 0. O

20: 4. Juli 2006
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10 Cauchysche Integralformel

Die Werte einer holomorphen Funktion im Inneren einer geschlossenen Kurve sind durch die Werte

auf der Kurve festgelegt:

Satz 10.1 (Cauchysche Integralformel) Sei Q@ C C offen, f : Q — C holomorph, z € Q.
Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve ' in ), deren Inneres ganz in S liegt und die z genau ein

mal in mathematisch positivem Sinn umlduft, die Cauchysche Integralformel

T2 E—z
r

Beweis. Da Q offen ist, gibt es ein § > 0 mit K(z,4) C 4. Also liegen alle Kreiswege I, mit
0<r<é

Y1 [0,27] = C, A, (t) = 2+ rett
und deren Inneres ganz in C. Da [' den Punkt z genau ein mal umlduft, ist I beziiglich {2 homotop

zu 'y (d.h. I'=T, ist nullhomotop beziiglich ), und die I, sind alle zueinander homotop beziiglich
Q. Also gilt fiir alle r € (0, 4]

[ = [ [HeBase [
r

= fég 5 d¢ + 2mif(2).

Wegen
‘/wdf‘ SQﬂrmaX{|f(f)—f(2)|l|f—z|:r}—>0 fiir r — 0

-z
folgt daraus

/ gf(é) dé = 2rif(2);
T

das ist die Behauptung. |

Satz 10.2 (Mittelwerteigenschaft) Sei Q C C offen, f : Q — C holomorph, z € Q. Dann
gilt fiir jedes r > 0 mit K(z,7) C Q

27 1
flz) = % / fz+re)dt = /f(z + re?™) dt

1 : .

= 5 [ fetiday  (€E=oti.
|€==|<r

Die erste Zeile ist das Mittel von f iber die Kreislinie mit Radius r um z, die zweite das Mittel

von f dber die Kreisscheibe mit Radius r und Mittelpunkt z.
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Beweis. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

2m .
_ _ L [ ftret)
1) = 2mi / & — z N % reit ¢ dt

= /f z+r€ dt = /f z-l—reQT”s

Da diese Formel mit p statt r fiir alle o < r gilt, folgt

[ = 16) / vdo= " / 0f(2) do

= 27rr2/ /fz+ge)dtdg_% / flz+iy)d(z,y).

0 lg—2|<r

Die letzte Gleichheit setzt etwas Kenntnis der mehrdimensionalen Integration voraus, die in diesem
Vorlesungszyklu noch nicht behandelt werden. (Man kann dies auch als zusitzliche Mittelung iiber

die verschiedenen Kreise betrachten.) [ |

Korollar 10.3 Sei Q C R? offen. Jede harmonische Funktion u : Q — R erfiillt die obigen
Mittelwerteigenschaften. (Dies gilt auch fiir harmonische Funktionen in R™, was aber ganz anders

bewiesen wird.)

Bewets. Jede harmonische Funktion ist (z. B.) Realteil einer holomorphen Funktion. Da die obigen
Eigenschaften offenbar auch fiir Real- und Imaginidrteile von f gelten, folgt damit die Behauptung.
[ |

Satz 10.4 (Maximumsprinzip) Sei Q C C offen, f : Q — C holomorph.

a) Ist K(z,r) C Q und |f(z)| = max{|f(€)] : |¢ — 2| < r}, soist f konstant auf K(z,r).

b) Ist Q zusammenhdngend und f nicht konstant, so besitzt | f| in Q kein globales Mazimum.

Beweis. a) Nehmen wir an, daf§ f auf K(z,r) nicht konstant ist. Dann ist auch |f| nicht konstant.
Wire ndmlich |f| konstant, so ligen alle Werte auf einer Kreislinie um 0, kénnten also mit einer
Mébiustransformation ¢ auf die reelle Gerade abgebildet werden, d. h. ¢ o f wire reellwertig und

somit konstant.

Aus der Voraussetzung folgt

17O < |f(2)] fiiralle &€ K(z,r),
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aber nicht |f(&)| = |f(2)] fiir alle £ € K(z,r), da sonst f konstant wire. Damit ergibt sich aus der
Mittelwerteigenschaft

1@l = = [ feriden| o [ e+ ildey

mre T2
|E—z|<r [E—2[<r

<max{[f(§)]:]€ - z[ < r}=[f(2)],
ein Widerspruch.

b) Nehmen wir an, daf ein z; € Q existiert mit
|f(z0)] > |f(2)] fiir alle z € Q.
Da | f| nicht konstant ist, existiert ein z; mit |f(z1)] < |f(20)|. Sei nun T" eine Kurve in © mit
[0,1] = Q, 5(0) =20, (1) = 2.
Dann existiert ein ¢y € [0, 1) mit
|f(v(to))| = |f(20)| und [F(v(£)] <[f(z0)] fiir t € (to,1].

Sei nun r > 0 so, daBl K(vy(tp),r) C Q gilt. Dann nimmt |f| in K(y(tg),r) sein Maximum im

Zentrum an, obwohl f nicht konstant ist; Widerspruch zu Teil a. |

Korollar 10.5 Sei Q offen und zusammenhdngend, f : Q@ — C holomorph und nicht konstant,
f(2) #0 fiir alle z € Q. Dann nimmt | f| in Q kein Minimum an.

: . P |
Beweis. Maximumprinzip fiir — |

7

Korollar 10.6 SeiQ offen, f : Q — C holomorph und K (z0,7) C Q. Dann nimmt |f| auf K(zo,r)
sein Maxzimum nur auf dem Rand an. Ist f(z) # 0 in K(zo,7), so nimmt |f| auch sein Minimum

nur auf dem Rand an.

Es gibt auch eine der Cauchyschen Integralformel entsprechende Formel fiir die Ableitungen. Dar-
aus ergibt sich dann endlich, dal jede holomorphe Funktion in Wirklichkeit beliebig oft stetig

differenzierbar ist. Zun#chst eine (leider etwas technische) Vorbereitung:

Satz 10.7 Seil eine rektifizierbare Kurve in C (also insbesondere mit endlicher Linge), g : T — C
stetig. Dann ist fiir jedes n € Ng die Funktion

fn i C\I'=C, f.(2) ::n—!./&dc

27

holomorph, und es gilt
fi(2) = far1(2)  fiir alle z € C\T und n € No.

Insbesondere sind alle f, beliebig oft (stetig) differenzierbar.
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Bewets. Fiirn € Ng und z € C\ I ist zu zeigen

lim —fn(UJ) — nl2)

w—z w—z

= fut1(2).
Zunéchst gilt

R SR s L (e
e e N R R
mit ¢”tt — pntl = (a—b)(a" + a4+ b”))

e eV (=) )t (( - w)”
{c-2-(-w} i o
€=+ (=2 (C—w) +.. 4 (C—w)"
(R (S |

also

dc.

fa(w) = fu(2) _ n! C-2)"+ -2 "(C—w)+...+((—w)"
= y H(C) w)" 1 — 2\n 1
Zr/ (€ — w)™ (¢ — 2)™t

Der Bruch unter dem Integral strebt fiir z € C\ T und w — z gleichmiBig auf I' gegen ﬁ
-z

Also strebt der Integrand (da g auf I' beschrinkt ist) gleichmiBig gegen (n + 1)g(¢)/(¢ — 2)"*7,
d.h. es gilt

fu(w) = fn(2) (n-l-l)!/ 9(¢) _

w— z - 211 (¢ — z)nt2 d€ = fat1(2).
r
8 |
21:6. Juli 2006
8
(=2)"+(=2)""(-—w)+...+((-—w)"  n+1
(¢ —w)t1({ = z) (¢ —z)m+2

(€—2)"((-w) !

(¢ —w)"* (¢ —2)* (= 2)mF?

IA

- 1 1
= Z (¢ — w)nt1=3(¢ — z)it1 - (¢ —z)nt2

(C=2)™ 7 = (=)t

€= 0y = (=)

( mit a*t! — pFt! = (a— b)(ak +a* b+ ...+bk)>

2" =T —w| e = |
€= w2 |

IN
w
|
=
~

Fiir (festes) z € C\T', w € K(z, ¢) mit K(z,20)NT = () ist die Summe gleichm&Big beschrankt auf v, also konvergiert

der gesamte Ausdruck fiir z — w gleichmaBig gegen 0.
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Satz 10.8 (Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen) Sei Q C C offen, f : Q — C
holomorph. Dann sind auch die Ableitungen fO) = f/, f() = 7 fB) . holomorph und es gilt

T 2mi

F () = /%dg (n € No)

fiir jede zu einem hinreichend kleinen Kreis I', um z beziiglich Q\ {z} homotope Kurve T'.

Der Beweis ergibt sich mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel sofort aus dem vorhergehenden
Satz.

Satz 10.9 (Satz von Morera) Ist Q C C offen um f : Q — C stetig, so sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) f ist holomorph in £,

(ii) das Kurvenintegral iiber jede beziiglich Q reelle nullhomotope Kurve verschwindet.

Beweis. Nur (ii)=(i) ist zu beweisen: Zu jedem zp € Q gibt es ein p > 0 so, daBl K(zp,0) C
ist. Wir zeigen, dal f in K(zp, o) holomorph ist. Dazu definieren wir fiir z € K (zp, o) mit einem

beliebigen Weg von zy nach z
F(:) = [ 10 de
20

F ist wohldefiniert, und wie schon zwei mal gezeigt, ist F'in K (zg, 0) komplex differenzierbar. Also
ist ', und damit auch f = F’ holomorph in K(zo, ). [ |

Sei  C C offen, f,(n € N) und f komplexe Funktionen auf Q. Man sagt (f,) konvergiert lo-
kal gleichmiflig gegen f, wenn (f,) auf jeder kompakten Teilmenge von Q gleichmiBig gegen f

konvergiert. Man spricht deshalb auch von kompakter Konvergenz.

Satz 10.10 Q C C offen, (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf Q, die lokal gleichmdfig
gegen [ konvergiert. Dann ist auch f holomorph und es gilt fék) — ) ebenfalls lokal gleichmdfig.

Beweis. Fiir jede nullhomotope Kurve I" in © gilt

r/f(z) dz:Ji_}mOOF/fn(z) dz = 0.

Nach dem Satz von Morera ist also f holomorph.

Bleibt zu zeigen, daB (f(¥) fiir jedes k in jeder kompakten Teilmenge K gleichmiBig gegen f(¥)

konvergiert. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl zu jedem xy € Q ein r > 0 existiert so, daf (f(k)) in
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K (20, 7) gleichmiBig gegen f*) konvergiert. Wir withlen r > 0 so, da K (z0,2r) in Q liegt. Da f,
und f holomorph sind, gilt fiir 2 € K(2g,2r) und den Kreisweg I',; 2, um 2z mit Radius 2r

k! w(C) —
e - 16 = o [ 2L
T o

Da (f,) auf I', o, gleichméBig gegen f konvergiert, folgt fék) — ) gleichmiBig in K (z,r) fiir
jedes k. |
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11 Taylorentwicklung holomorpher Funktionen

Wir erinnern an Potenzreihen: Eine Potenzreihen—Entwicklung um den FEntwicklungspunkt zo hat

Zan(z —zo)".

n=0

die Form

Sie konvergiert jedenfalls im Innern des Konvergenzkreises um zg mit Radius

1 1
= ———— =lim inf ——.
= lim sup V/|an| n=co /|a,|
n—00

Fiir z mit |z — z9| = o kann i. allg. keine Aussage gemacht werden (aufler, wenn p = 0 ist: fiir z = z

ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Ist § < o, so ist die Reihe gleichmdpig konvergent in K (z0,8) = {z € C: |z — 20| < 8}.
Satz 11.1 (Taylorentwicklung) Ist f holomorph in

{zeC:|z—z| <r}

o0

so gibt es eine eindeutig bestimmte Potenzreihe Y a,(z — zp)
n=0

" mit Konvergenzradius o > r und

f(z):Zan(z—zo) fiir |z — zo] < r.

n=0

Dabei ist

1 n
n = — () (2)

und es gilt die Cauchysche Abschitzung fiir die Koeffizienten:
1
la,| < n—nmax{|f(z)| 12 €C,lz— 2z = 77} fiir alle n € (0,r)

(man beachte, daf§ dies eine ganze Schar von Abschitzungen ist, aus der man sich ggf. die beste

auswdhlen kann).

Beweis. Fiir n < r sei 'y die Kreislinie mit Radius n um zy. Fiir ¢ € I'; und z € K (2, n) gilt

Z—Zo| ‘Z—ZO

=:q, <1,
¢— 2o n ‘ 4

also (geometrische Reihe)

i 1 1 1 & 2= zyn
C_Z:C_ZO 1_2_20 :C—ZOZ(C—ZO) )

=0
¢ — 20 !
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Bei festem z € K(z0,7n) hat diese Reihe fiir alle ( € I';, die Majorante Y ¢7, ist also gleichmiBig
konvergent fiir ¢ € I'. Deshalb sind folgende Umformungen mdéglich:

= | e [ 10 B ()
Ty

1 1 zZ— 2y
= omi f(C)C—zon}gnoo;(C—zo) dq

Ty

Integral und Limes vertauschbar wegen gleichmiBiger Konvergenz

Za\ 1
- %ﬂll—l;nooz\/f ¢— 2z —zz) d¢

1 J(€)
= —27”;)(2—20) F/(C yrt ¢ T;)a (z — 20)
" © ) z0)
1 f(¢ AL ES
o (- d n!
Ty

) (z0) = Zann(n —1)...(n—k+1)(z—2)""" = kla.

o0

Folgerung 11.2 Ist r der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,(z — x0)" und o > r, so gibt
n=0

es keine in K(zo,0) holomorphe Funktion, die in K(zo,0) mit dieser Reihe dbereinstimmt. Mit

anderen Worten: Es gibt mindestens einen Punkt auf dem Rand des Konvergenzkreises, iiber den

hinaus die Funktion nicht holomorph fortgesetzt werden kann.

Satz 11.3 (Identitétssatz) Sei Q C C offen und zusammenhingend, f : Q@ — C holomorph,
(z;) eine Folge aus C mit Héaufungspunkt zy in Q (O. F. z; — 29) und f(z;) = 0 fiir alle j. Dann
ist f(z) =0 fir alle z € Q.

Beweis. Ist r > 0 so, daB K (zo,r) C Q gilt, so 148t sich f in K (zo,r) schreiben in der Form

o0
E an(z — z9)"

n=0
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Wir zeigen a,, = 0 fiir alle n € Ny (also f(z) =0 in K(zo,r)). Beweis durch Induktion:
n =0:ay= f(2)= lim f(z;) =0.
J—00

Induktionsannahme: a,, = 0 fir m =0,...,n — 1, also

fn(z) = io: am(z — zo)m_” — f(z)

m=n (Z - ZO)n .

Wegen f(z;) = 0 folgt daraus f,(z;) = 0 (das gilt offensichtlich auch fiir z; = zy). Damit folgt
n = fa(20) = lim fa(z;) =0

Also ist f(z) = 0 fiir |z — zo| < .

Sei nun z € Q beliebig, I" eine Kurve von zy nach z. Da es ein ¢ > 0 gibt mit K({,o0) C Q fiir
jedes ¢ € I', 1aBt sich I' durch endlich viele Kreise in £ um Punkte auf I' iiberdecken, wobei der
erste das Zentrum zp hat und der (n+1)—te sein Zentrum im n—ten Kreis hat. Die obige Uberlegung

zeigt sukzessive, daB f in allen diesen Kreisen verschwindet, insbesondere ist f(z) = 0. |

22: 11. Juli 2006

ist im Kreis K (0, 1) holomorph,

Beispiel 11.4 f(z2) = : !

1 n! 7 (0)
! _ n — —
f(z)_(l_Z)Q,...,f (z)_m, also - =1.

Damit folgt

o0

flz)= Zz” fir z € K(0,1).

n=0

Der Konvergenzradius kann aber auch nicht gré8er sein, da f bei 1 nicht fortsetzbar ist. O

Beispiel 11.5 Der Logarithmus In als Umkehrfunktion von
exp:{z€C:—-nm<Imz<7}—C,

also

Inz =In|z| + iarg(z)

ist holomorph in K (1,1). Die Ableitungen im Punkt z = 1 sind (natiirlich wie im Reellen)
In(1) =0, In'(0) =1, In"(1) = —1,..., W™ (1) = (=1)** (n - 1)!

Damit folgt

Inz= z_:l (—1)”‘n!(n i) (z—1)"= Z; 7(_12;_ (z—=1)".

Schon aus dem Reellen ist klar, dafl der Konvergenzradius 1 ist. O
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Eine auf ganz C holomorphe Funktion heifit auch ganze Funktion (oder ganze analytische Funktion).

In diesem Fall ist also die Taylorreihe um jedes zy € C eine auf ganz C konvergente Reihe.

Satz 11.6 a) Sei f: C — C eine ganze Funktion. Mit einem m € Ny, einem C' > 0 und einem
ro > 0 gelte
@I Clam  firle] > ro.

Dann ist f ein Polynom vom Grad < m.

b) Erster Liouvillescher Satz: Fine beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Bewets. a) Fiir n > m liefert die Cauchysche Abschitzung der Koeffizienten der Taylorreihe um
den Nullpunkt
lan| <7 (Cn™) =0 fiir n — oo,

also a, = 0 fur n > m.

b) Dies folgt aus Teil a mit m = 0. |

Ist f bei zy holomorph, so sagt man ,,f hat bei zy eine m—fache Nullstelle*, wenn gilt f(z) =
(z — 20)™g(z), wobei g eine bei zy holomorphe Funktion ist mit g(zp) # 0. Die kann auch anders

charakterisiert werden:

Satz 11.7 Sei f bei zo holomorph. Dann ist zy genau dann eine m—fache Nullstelle von f, wenn
) (20) = 0 gilt firn =0,...,m — 1 und f0" (z) # 0.

Bewets. Dies kann unmittelbar der Taylorentwicklung um z5 entnommen werden. |

Satz 11.8 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p vom Grad m > 1 hat (mit
Vielfachheit gezihlt) genau m Nullstellen.

: . 1. . . .
Beweis. Hitte p keine Nullstelle, so wire — eine beschrinkte (Beweis!) ganze Funktion und somit

D
konstant (also ein Polynom vom Grad 0). Also gibt es ein zy mit p(zg) = 0, p(2) = (2 — z0)p1(2).

Ist m > 2, so hat p; wieder eine Nullstelle usw. |
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12 Laurententwicklung und Residuensatz

Eine Laurent—Reihe ist eine ,Potenz“—Reihe der Form

o0

Z an(z — 20)".

n=—oo
Sie ist konvergent (oder: man bezeichnet sie als konvergent), wenn

-1

o0
E an(z — z)" E a_pm(z—20)"

n=—oo m=1
und
o0
Z an(z — z9)"
n=0

konvergieren. Die zweite Reihe konvergiert fiir z mit
1

lim sup /[an]’

n—o0

|z — 20| < 02 mit gy =

sie divergiert fiir |z — z| > 3. Die erste konvergiert fiir z mit

1

N 1
|z — 2] ! lim sup %/|a—n]

n—oo

bzw.

|z — 29| > 01 := — = lim sup {/|a—nl;

n—oo

sie divergiert fiir z — z9| < p;. Laurentreihen konvelglelen also in einem Ring
01 < |Z — Zo| < 02 (faHS 01 < 02 gilt)

und divergieren auferhalb von g; < |z — 2| < g2. Sie konvergieren gleichméfig in jedem kleineren
Ring
o1 <|z—2| <oy mit g <o <oy < oo

Satz 12.1 (Laurent—Entwicklung) Sei f holomorph in {z € C: ry < |z—2| < ro} (besonders
wichtig ist der Fall ry =0). Dann gilt

o0

f(z) = Z an(z—20)"  fir r<|z—z|<re

mat
1
Uy = % % (n € Z)a
T

wobei I' eine geschlossene Kurve zwischen den Kreisen mit Radien r und rq ist, die zy genau 1

mal in positiver Richtung umlduft, also z. B.
r=r, ::{z:zo—l—reitzogtg 1}, rm<r<re.

Die Reihe konvergiert in jedem kleineren Kreisring {z € C: o1 < |z — 29| < g2} mit r1 < 01 < 02 <
ro gleichmdfig.
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Beweis. Fiir z € C mit rq < |z — 20| < r2 gibt es p1 und g mit
r < 01 < |z— 20| < 02 <ra.

Und fiir hinreichend kleines o > 0 gilt mit [ := {{ = z+ e : 0 <t < 27}, [ = [',, — I',, beziiglich
der Menge {z € C :r; < |z — 29| < ra}, also

L [
T o2 Q1

|z = 20|

Fiir ¢ € I'y, gilt
Z— 20

= = qZ,Q < 17
¢ — 20 22
also (wie im Beweis des Taylorschen Satzes, Satz ?7)
1 _ 1 1 _ 1 i(z—z()) i z—z)"
(=2 (s o (—22\{o2) T

¢ — 20
wobei diese Reihe bei festem z gleichmidBig fiir ¢ € 'y konvergiert. Damit folgt

n - " n >
QFZ/C—ZOdC Za (z — z0)" mit obigen a, fir n > 0.

=0

Lo,
Fﬁl‘CEFm gllt
_ — 1
z 20:|z zo|:_>1’
¢— 20 01 g1
also
(—=z Z—Zol_C_ZO z— 20 = \z - 2 nzo(z_zo)"+1’
zZ— 20

wobei diese Reihe bei festem z gleichmdBig beziiglich ¢ € I'y konvergiert. Damit folgt

I B S S
QWiF/C—de N 7;( o) 271'2/f 0)"d¢

-1
= - Z @ (z — 2z9)" mit obigen a,, fiir m <O0.

m=—00

Insgesamt folgt damit die Behauptung. |

Sei Q={z€ C:0<|z—2) <r}und f:Q — C holomorph (i.allg. nicht definiert fiir z = z).
Dann heifit zy eine isolierte Singularitdt von f. Entsprechend der (in diesem Fall existierenden)

LLaurentreihe unterscheidet man:

— f hat bei zy eine hebbare Singularitit, wenn in der Laurentreihe a,, = 0 gilt fir n < 0.

Die Laurentreihe ist also eine Taylorreihe; f ist in den Punkt zg holomorph fortsetzbar

(7. B. f(z):ZQ—I_1 = (z+i)(==1) =z 41 fiir z £ 0).

z—1 z—1
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— f hatin zg einen Pol der Ordnung m, wenn a_,, # 0 und a, = 0 fiir n < —m gilt (z.B. f(z) =

(z = 29)™™).

— f hat in zy eine wesentliche Singularitit, wenn a, # 0 fiir unendlich viele negative n gilt

(z.B. f(2) = exp(1/2)).

23: 13. Juli 2006

Der Koeffizient a_q, fiir den gilt

(wobei I' eine geschlossene Kurve ist, die zp genau 1 mal im positiven Sinn umlduft und in deren
Inneren nur Punkte von € liegen), heifit das Residuum von f bei zo: Res(f, zg). Dieses wird fiir die

explizite Berechnung von Integralen wichtig sein.

Wir untersuchen nun, wie das Verhalten der Funktion in der Umgebung einer isolierten Sin-
gularitdt mit den verschiedenen Singularitdten korrespondiert. Wir werden die drei Typen von

Singularititen durch das Verhalten der Funktion in ihrer Umgebung charakterisieren.

Satz 12.2 Hat f bei zy einen Pol (der Ordnung m > 0), so gilt f(z) — oo fiir z — zy (man beach-
te, dafy f(z) — oo im Sinne der erweiterten komplezen FEbene bzw. der Riemannschen Zahlenkugel
zu verstehen ist, d. h. |f(2)] = oo bzw. Pf(z) = N ).

Beweis. Wegen a_,, # 0 gilt

_ - n o__ 1 G n+m
)= 3 omle )= ot 30 oo 20
— oo fiir z — 2y,
da die Summe > ... fiir z = 2z gegen 0 strebt, also der Ausdruck {...} gegen a_,, # 0. [ |
n=1-m
Satz 12.3 Ist f holomorph bei zy, 290 m~fache Nullstelle (d.h. f(z) = ... = " Y(z) = 0,

FU)(20) #0), so existiert ein r > 0 mit f(2) # 0 fir 0 < |2 — 2| < r und g := 1/f holomorph
in{z € C:0< |z— z| < r} mit einem Pol der Ordnung m bei zy. FEntsprechend gilt: Hat f bei
zg einen Pol der Ordnung m, so ist g := 1/f holomorph in einer Umgebung von z, (ohne zy) und

holomorph nach zy fortsetzbar mit einer m—fachen Nullstelle zg.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt

flz) = Z(J,n(z—zo)”: z—zom20k+m z—zo (@, #0)
n=m k=0

= (z—z0)"h(2)
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mit einer bei zo holomorphen Funktion h, h(zo) # 0. Also existiert ein r > 0 mit
h(z) # 0 fiir |z — z| < r.

Daraus folgt, dai 1/h bei z; holomorph ist

h(lz) = an(z — zg)" fiir |z — 29| < r mit by # 0.
h=0
Also ist fiir z # 2y
g(z) = ' _ ! ib (z—20)" = i bram (2 — 20)"
) (E-=2)™ = it
d.h. g hat einen Pol der Ordnung m bei z;.
Die Umkehrung kann dem Leser iiberlassen werden. |

Das Residuum an einer Polstelle 148t sich leicht bestimmen:
Satz 12.4 Sei f in K(z0),r \ {20} holomorph mit einem Pol der Ordnung m bei zo. Dann gilt

Res(f, ) =o-1 = Jim,

1 dr! m
FE=VCICEED R J
Speziell fiir m =1 gilt
Res(f, z0) = lim (z — z0) f(2).
Z—r20
Bewets. m =1 (folgt auch als Spezialfall aus dem allgemeinen Fall): Wegen

o0

f(z) = an(z—2)" (mita_y #0)

n=-—1

folgt

(z—20)f(2) = Zan_l(z —z9)" = a_y fiir z — 2.

n=0

m > 1: Jetzt gilt

o]

f(z) = H:X_)m an(z — 20)",
(Z — Zo)mf(z) = ni::() Apem, (Z _ Zo)n7
jzmmi_—l[f(Z)(Z —20)"] = Z Upmn(n —1) ... (n —m+2)(z — )"~

n=m-—1

= Um—t—m(m = 1) =a_1(m = 1)! fir z — z.

Das ist die Behauptung. |
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.. 1
Beispiel 12.5 Die Funktion cot = — = £ hat isolierte Singularitdten bei z, = nw(n € Z).
an  sin
sin hat bei 0 eine einfache Nullstelle
o2
smz_z—g—!—l—....
Wegen der 2r—Periodizitit gilt dies auch bei z, = n7 (n € Z). Da cos dort holomorph ist mit
cos z, # 0, hat tan = 8 dort einfache Nullstellen, cot einfache Pole. Es gilt
cos
0
Res(cot, 0) = lim (z — O)C?SZ — fim —22 88T,
20 sinz =01 .
—sin z
z
Das Gleiche ergibt sich fiir die anderen Pole von cot. O

Satz 12.6 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Sei f holomorph in K(z9,r) \ {20} und be-
schrinkt bei zy ® Dann ist f holomorph nach z, fortsetzbar, d.h. es gibt eine bei zy holomorphe
Funktion f mit f(z) = f(2) fir z € K (20,7)\ {20}; die Laurentreihe von f um zy ist also gleich der
Taylorreihe von f um z. (20 ist also eine hebbare Singularitit; es ist eigentlich keine Singularitdt,

sondern war nur eine ,Definitionsliicke*.)

Beweis. [ besitzt eine Laurent—Entwicklung um zg

flz)= Zan(z —2z0)" + an(z —z9) "

Die erste Summe stellt eine bei zyp holomorphe Funktion dar. Die zweite Summe stellt eine in C\{z }

holomorphe Funktion dar.

Wire die Singularitdt nicht hebbar, so gibe es (mindestens) ein n € N mit b,, # 0, und

g(w) = Z by w"
n=1

wire eine ganze, nicht konstante, Funktion. also wire g unbeschriankt, d. h. es gibe eine Folge
(wy,) aus C mit w,, — oo und g(w,,) — co.

Mit z,, = 29 + 1/w,, wiirde also gelten
f(zm) = Zan(zm - ZO)n + an(zm - ZO)_n
n=0 n=1
= Zan(zm - 20)" 4+ g(wp,) = oo fiir n — 0,
n=0

da die Summe Y~ a,(z — 29)™ bei zy holomorph (und somit beschrinkt) ist. Dies ist aber ein

Widerspruch zur Beschridnktheit von f bei z. |

?Das bedeutet, es gibt ein ¢ > 0 und ein C > 0 mit |f(z)| < C fiir alle z mit 0 < |z — 20| < €.
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Satz 12.7 (Casorati—Weierstrafl) Sei f holomorph in K (r, z0)\{z20}. Dann ist zo genau dann
eine wesentliche Singularitit, wenn fir jedes ¢ € C eine Folge (z,) mit z, — zy existiert, fir die

gilt f(z,) — ¢ (das heifit, die Bildmenge jedes — beliebig kleinen — Kreises um z ist dicht in C).

Bemerkung 12.8 Fin Satz von PICARD besagt wesentlich mehr: Ist zy eine wesentliche Singu-
laritdt, so gilt: Fiir jedes € > 0 ist f(K(z0,¢) \ {20}) entweder gleich C oder gleich C \ {wy} mit

einem geeigneten wy € C. Beide Fdlle treten tatsdchlich auf:

- f(2) = exp(1/z) nimmt den Wert 0 nicht an,

- f(2) = cosh(1/z) nimmt in jeder Umgebung von 0 jeden Wert an. Dazu l6st man die Glei-

chung
1
5(61/2 +e VY =¢  bzw.  exp(2/z) — 2cexp(1/z)+1=0 nach

exp(1/z) auf,

exp(l/z)=ct et -1, z= {ln(cj: Ve —1) —I—Qﬂ'in}_1 (n€Z).

Fs gibt also beliebig kleine z mit cosh z = c.

Beweis von Satz 7?7. <=: Ist diese Eigenschaft erfiillt, so ist die Singularitit nicht hebbar und

auch kein Pol, also wesentlich.

=>: Sei also zg eine wesentliche Singularitdt. Wir nehmen an, daf ein ¢ € C existiert, fiir das keine

Folge (z,) mit z, — 2o und f(z,) — ¢ existiert. Dann existieren ein r > 0 und ein £ > 0 mit
|f(z) —c| >¢e fir z € K(zo,r).

Also ist
1
9(2) = Jry— holomorph in K (z0,)\ {z0}
c

und beschrankt

o | =

l9(2)] <

1

Also ist g holomorph nach z, fortsetzbar mit |g(z0)| < —. Da f bei zy unbeschrinkt ist, mufl g
€

die Nullstelle zgp haben. Wegen ¢g(z) # 0 ist zo Nullstelle endlicher Vielfachheit, d.h. zy ist Pol von

1
— = f(z) — ¢, also auch von f = =4 ¢, ein Widerspruch zur Voraussetzung. |
g g

Damit kann jetzt die Charakterisierung der Pole vervollstindigt werden:

Korollar 12.9 2, ist genau dann ein Pol von f (mit Ordnung m > 1), wenn gilt f(z) — oo fiir

T — Xg.
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Beweis. =>: Ist bereits bekannt.
<=: Die Singularitdt ist auf Grund der obigen Sétze nicht hebbar und nicht wesentlich, also ein Pol. B

Eine ganze Funktion mit unendlicher Potenzreihe (d.h. unendlich viele a, # 0) heifit ganz tran-

szendent.

Folgerung 12.10 Ist f ganz transzendent und ¢ € C beliebig, so gibt es eine Folge (zy) aus C
mit z, — oo und f(z,) — c¢. (Man sagt auch: f hat bei co eine wesentliche Singularitit. )

. 1
Beweis. f(—) hat bei 0 eine wesentliche Singularitit. |
z

Beispiel 12.11 f(z) = z + €” hat offenbar bei co eine wesentliche Singularitit. Es gilt aber fiir
jede Zahl w = a+1b € C\ {0}

f(rw) — oo fiir r - 00 (r € R).
Aus |f(rw)| = |ra + rib+ e"e"*| folgt:

— Ist @ > 0, so ist |e"@e"™®| = e fiir groBe r wesentlich gréBer als ra + rib, also f(rw) — oo fiir

r— 00 .

— Ist @ <0, so gilt [ra+ rib| = rv/a® + b2 — oo, |e"%"™*| — 0 fiir r — co.
O

Satz 12.12 (Residuensatz) Q C C offen, f in Q holomorph bis auf isolierte Singularititen
{z; : j € I} (die sich natiirlich nicht in Q hdufen kénnen), I eine positiv orientierte geschlossene

Kurve in Q\ {z; : j € I}, deren Inneres O ganz in Q liegt. Dann gilt

/f(z) dz = 2mi Z Res(f, ;).
T

2;€0

Beweis. T ist beziiglich Q\{z; : j € I'} homotop zur Summe (hinreichend) kleiner positiv orienter-
ter Kreise um die z; € O. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz iiber die Laurent-Entwicklung.
|

Eine typische Anwendung des Residuensatzes sieht wie folgt aus:

Beispiel 12.13 Es soll das uneigentliche Integral

o0

z—1
/(mQ—}—l)(m—I—l—i)dx

—00
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berechnet werden. Das Integral existiert jedenfalls, da sich der Integrand fiir grofie |z| wie |z|~*

verhilt.

Natiirlich kénnte man auch eine Partialbruchzerlegung versuchen, damit eine Stammfunktion

finden, und so das Integral auswerten. Mit Hilfe des Residuensatzes geht das einfacher.

Die Nullstellen des Nenners sind alle einfach: 7, —2 und 7—1. Keine dieser Nullstellen ist Nullstelle
des Zahlers, d. h. der Integrand f hat bei 7, —2 und 1 — ¢ jeweils einen Pol der Ordnung 1. Ist r so
groB, daBl K(0,r) alle Pole enthilt, und I', der Halbkreis in der oberen Halbebene von +r nach —r
plus die Strecke von —r nach r, so gilt

/ ot z)(zi;)(lz-i— = dz = 27m'{Res(f, i)+ Res(f, i — 1)}

r

Die Residuen sind
z—1 i—1 1
N _ _
Res(f,i) = lim Gt+iz+1—i) 2i-1 51+,
z—1 i—2 i—2
Res(fii=1) = Hm G " @-nE) 1%
(i—2)(142i) —4-31
= = -
Da das Integral iiber den Kreisbogen fiir r — oo gegen 0 strebt (Linge des Weges 7r, Integrand

~ r~%) folgt

o0

/ z—1 do — i / z—1 d
D+l " e sl
-0 T,

o (14i  —4-3iy . 5+5i—8—6i

= 2771{ 2 + 3 }_QWzT

1-3i
= T .
5

Natiirlich hdtte man das Ganze bequemer mit dem Halbkreisbogen in der unteren Halbebene ma-

chen kénnen, da dort nur ein Residuum liegt.
z—1 —i—1 1414

Res(f,=i) = lim, (z—i)(z+1—i) —2i(—2i+1)  2i(1—2i)
_ () +2) _ —143i _3+i

215 102 10

00 -1 1-3i 4,

J e oy o= miReslf —) =

Beispiel 12.14 Das uneigentliche Integral [ d x ist leicht mit Hilfe reeller Analysis

14 22
auszurechnen:
00 A
1 . 1 . A
dz = lim dz = lim arctanz = 7.
14 22 A—oco 1+ z2 A—co —A
— 00 —A

Aber auch dieses Integral ist leicht mit dem Residuensatz zu bestimmen. Das kann dem Leser als

Ubung iiberlassen werden. O

%woher kommt das Minuszeichen nach dem ersten Gleichheitszeichen in dieser Zeile?
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Beispiel 12.15 Man bestimme das uneigentliche Integral

eiz‘
—d=z.
/ 14+ 22 v
—00

Es existiert offenbar (warum?). Fiir Im z > 0 gilt

< 1
~ 1422

1
2%

‘ e'lZ
14 22

d.h. das Integral iiber den Halbkreisbogen in der oberen Halbebene von R nach —R geht fiir K — oo
gegen 0. Also gilt, da €#/(1 + 2%) in der oberen Halbebene nur die Singularitit i hat,

o0

ei:r: ' eiz ] o eiz
[ Tt = amikes() = omilin
-1
- ot =T,
2 e
Den Bogen in der unteren Halbebene kann man nicht benutzen, da dort der Integrand nicht gegen
0 geht. O

Zum Abschluf} ein interessantes Resultat zur Abzdhlung von Nullstellen und Polstellen:

Sei 2 C C offen. f heifit meromorph in €2, wenn es bis auf Pole, die sich in € nicht hiufen,

holomorph ist.

Eine in € meromorphe Funktion hat also in jeder kompakten Teilmenge K von €2 nur endlich

viele Pole z,...,z, mit Ordnungen p,...,p, (n = n(K)). Also ist
9(2) = f(2) [[(z = z)»
7=1

holomorph auf K fortsetzbar; d.h. f ist in K Quotient einer holomorphen Funktion ¢ und eines
Polynoms p(z) = [[}_;(z — z;)?’. (Mit Hilfe des Weierstraischen Produktsatzes kann man sogar
zeigen: eine Funktion ist genau dann meromorph, wenn sie Quotient zweier holomorpher Funktionen

ist.)

Satz 12.16 (Null- und Polstellen zdhlendes Integral) Sei Q C C offen, f meromorph
in Q, I' eine doppelpunktfreie positiv orientierte geschlossene Kurve in §2, die keine Nullstelle und
keinen Pol von f trifft und deren Inneres ganz in Q liegt. Dann gilt
1 [ f(2)
2 ) f(z)

r

dz=N — P,

N = Zahl der mit Vielfachheit gezihlten Nullstellen von f im Inneren von I,

P = Zahl der mit Ordnung gezihlten Postellen von f im Inneren von I.
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Beweis. T ist homotop zur Summe kleiner Kreise um die Nullstellen und Polstellen im Innern von

I'. Es geniigt also, die Formel fiir einen solchen Kreis zu beweisen:
(i) zo Nullstelle mit Vielfachheit n, also
f(z) = (2= 20)"fo(z) mit fo(z0) # 0,
F'(z) = n(z = 20)" " fo(2) + (2 = 20)" fo(2),
! !
R (C DR Y S (18
r

f(z) 2mi z—2z0  fo(2)
r

(zweiter Summand holomorph nahe zg)

_ 1 n ds — 1 ori —
T ) z— 2z FE gt T
T

(ii) zo Polstelle der Ordnung p, also
f(2) = (2 — 20) " fo(z) mit fo(z0) # 0.
Die gleiche Rechnung wie oben liefert

e,
5 o) =P

?
r

S~

Satz 12.17 (Rouché) Sei Q C C offen, f : Q — C holomorph, I eine doppelpunktfreie geschlos-
sene Kurve, deren Inneres ganz in Q liegt, |g(2)| < |f(2)| auf U'. Dann haben f und f + g gleich
viele Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt) im Inneren von . (Die Voraussetzung |g(z)| < |f(2)]
auf T' kann ersetzt werden durch f(z) + Ag(z) # 0 auf I fir alle X € [0,1].)

Beweis. Fiir A € [0,1] sei N, die Zahl der Nullstellen (mit Vielfachheit) von f 4 Ag im Inneren
von I'. Dann gilt nach obigem Satz (da P\ = 0 ist)

Noo L [ 1R+

~ i) FE )

Also ist A — N, stetig auf [0,1]. Da es nur ganzzahlige Werte annimmt, ist N, konstant, also
]\71 — NO. .

Damit kann man einen sehr einfachen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra angeben: Sei

n—1

p(z) = 2" -I-Zajzj (0.E.a,=1).

J=0
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Die Funktion f(z) = 2" hat die n—fache Nullstelle 0 (und sonst keine Nullstelle). Mit

n—1

g(z) = Z a;z

7=0
gilt fiir hinreichend grofie z
n—1
FEI =1 > | D a2 = lg(=)]-
7=0

Also haben f und p = f+g¢ fiir grofie r gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt) in K(0,r).
Da das fiir alle grofien r gilt, hat f insgesamt genau n Nullstellen in C. |
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