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Teil 1

Gewohnliche Differenzialgleichungen

1 Einfiihrung

1.1 Grundbegriffe

FEine gewdohnliche Differenzialgleichung der Ordnung n ist eine Gleichung der Form
F(z,y,9,...,y™) =0, genaver F(z,y(z),y'(x),...,y™) =0

wobei x eine reelle Variable ist (hdufig wird dies auch ¢ fiir die Zeit sein) und y = y(z) eine gesuchte
Funktion mit Werten in R oder C. (Natiirlich wird man nur dann sagen, die Gleichung ist von der
Ordnung n, wenn F' tatséichlich von (™ abhiéingt. Auch Funktionen mit Werten in R” oder C™
sind moglich, y = (y1,. .., ym); man schreibt dann ausfiihrlicher

F($7y17“'7ym7yi7"‘7y;'n7"‘7y§n)""’y7(7’?)) :0’

wobei dann i.allg. auch F' vektorwertig sein muf}, d.h. es handelt sich dann um ein System von
Gleichungen. Die Bezeichnung ,,gewohnliche Differenzialgleichung® bezieht sich auf die Tatsache,
dass nur ,gewohnliche Ableitungen nach der einen Variablen z vorkommen (im Gegensatz zu
,partiellen® Ableitungen in ,partiellen Differenzialgleichungen*).

Beispiel 1.1 Eine grundlegende Beziehung in der Physik ist:

Kraft — Masse x Beschleunigung = 0
k() —mi = 0.

Also ein Spezialfall einer Differenzialgleichung der Ordnung 2. U
Die Funktion F' ist auf einer Teilmenge
DCR™? oder RxC" bzw. DcRY™MD oder R x CmHD
erklart. Eine Ldsung der Differenzialgleichung (in dem hier zur Diskussion stehenden elementaren
Sinne) ist eine n mal stetig differenzierbare Funktion y : I — R(C,R™) oder C™ auf einem Intervall

I mit

(a:,n(a:), e ,77(”)(1:)> €D und F<x,77($), . ,n(")(az)) =0 firalle zel.

Bemerkung 1.2 Nicht jede Differenzialgleichung ist lisbar. So besagt z. B. die Gleichung |y'| =
—|y — x| einerseits, dass y' = 0 sein mufS und andererseits y(x) = x, ein offensichtlicher Wider-
spruch.

Aus rein theoretischer Sicht geniigt es, Differenzialgleichungen der Ordnung 1 zu betrachten, d. h.
Gleichungen (bzw. Systeme) der Form

F(z,y,94) =0 bzw.Fj(x,yl,...,ym,yll,...,y;n):0 fir j=1,... k.
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Eine Gleichung (bzw. ein System) der Ordnung n kann nédmlich ganz einfach in ein System von
Gleichungen der Ordnung 1 iibergefithrt werden, indem man definiert:

Y = (yh s 7yn> = (y:yla cee ,y(n—l))
(wobei hier i. allg. y; € R™ oder C™ ist), und fir diese vektorwertige Funktion die Gleichung
F(z,Y,Y')=0

betrachtet mit

YL — 2
yé — Y3
F(z,Y,Y') = :
y;z—l —Un

F(:I:vylw"?yn?y,l)"',y;z)

Man sieht sofort, dass y = y1 genau dann die urspriingliche Gleichung F' (9,9, ..., y(")) = 0 6st,
wenn Y die Gleichung F(z,Y,Y") = 0 lost.

Soweit es theoretische Uberlegungen betrifft, beschrinken wir uns deshalb auf Differenzialglei-
chungen erster Ordnung.

Gleichungen der bisher betrachteten allgemeinen Form heiflen implizite Differenzialgleichungen.
Sie sind nur selten in dieser Form losbar. Wir gehen deshalb in der Regel davon aus, dass die
Gleichung F(z,y,y’) = 0 nach y' aufgelést werden kann, also in der Form

v = f(x,y) explizite Differenzialgleichung

geschrieben werden kann (bzw. y; = fi(z,y1,...,yn) fiir j =1,...,n im Fall eines Systems).

Gleichungen dieser Art konnen (im reellen Fall und fiir m = 1) leicht geometrisch gedeutet
werden: Jedem Punkt (x,y) € D C R? ist durch 3/ = f(x,y) eine Steigung, also eine Richtung in
der (z,y)—Ebene, zugeordnet. Die Gesamtheit dieser Richtungen wird als Richtungsfeld bezeichnet.

Die Losungen der Differenzialgleichung sind genau die Funktionen y = y(x), fir die in jedem
Punkt des Graphen die Tangentialrichtung mit der durch 3y’ = f(z,y) vorgegebenen Richtung
iibereinstimmt. Haufig kann man so leicht qualitative Aussagen iiber die Losungen finden. (Im
Fall der impliziten Differenzialgleichung gibt es dagegen u. U. in einem Punkt mehrere ,,zuléssige“
Richtungen: so ist z. B. fiir die Gleichung |y'| — |y| = 0 sowohl 3’ = y wie auch 3’ = —y moglich.)

1.2 Einfachste Differenzialgleichungen und Problemstellung

Beispiel 1.3 Der einfachste Fall einer Differenzialgleichung (iiblicherweise gar nicht als solche
bezeichnet) ist

y = f(x) (die rechte Seite ist von y unabhéngig).

Fiir ein stetiges f bedeutet dies gerade, dass y eine Stammfunktion von f ist; Offenbar ist fiir jedes
xg aus dem Definitionsbereich von f und jedes yy € R oder C durch

y() = yo + / " f(t)at



1 EINFUHRUNG 4

Abbildung 1: Richtungsfeld

eine Losung mit dem Anfangswert y(xo) = yo am Anfangspunkt xo gegeben. Diese Losung ist durch
den Anfangswert eindeutig bestimmt, denn fiir die Differenz zweier Losungen der Gleichung zum
gleichen Anfangswert gilt w’(x) = 0 fiir alle x und w(zp) = 0, also w = 0. (Dies ist im wesentlichen
die Methode, wie wir auch spéter immer wieder die Eindeutigkeit zeigen werden.)

Betrachten wir die Lésungen yy, 4, zum Anfangswert yo beim Anfangspunkt z¢ und y,, ,, zum
Anfangswert y; beim Anfangspunkt z;, so gilt offenbar

Iwwmwwmmwlz‘m—m+iﬂw&—]ﬂw@

1
< w-nl+| [l
o

Werden Anfangspunkt und Anfangswert wenig geéindert, so dndert sich also die Losung (global)
wenig; sie hdngt global stetig vom Anfangspunkt und vom Anfangswert ab.

,Lokal“ erhidlt man sogar eine stetige Abhdngigkeit von der rechten Seite der Gleichung: Fiir
verschiedene rechte Seiten fy, f1 gilt ndmlich bei Anfangspunkten xg, x1 und Anfangswerten yg, y1,
wenn wir die entsprechenden Losungen mit yo(-) bzw. y;(-) bezeichnen:

[90() = 91(@)] < lyo = 91| + ]7fo<t> | + 1]|fo<t) ~ fu(®)] ]

(In dieser Abschétzung kann man die Rollen von {xq, yo, fo} und {z1, y1, f1} vertauschen, was u. U.
die Abschitzung verbessern kann.) Solche Eigenschaften gelten auch fiir allgemeinere Gleichungen
und sind fiir die Anwendungen von allergrofiter Wichtigkeit. O
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1:17.10.06

Beispiel 1.4 Fine gleichmifig beschleunigte Bewegung (z.B. der freie Fall) wird beschrieben
durch die Differenzialgleichung (wobei hier die abhéingige Variable x statt y und die Zeit ¢ statt der
Variablen = gew&hlt wird)

" =b (in der Physik iiblicherweise : & = b)

wobei b die (konstante) Beschleunigung ist (z. B. ist die Erdbeschleunigung nahe der Erdoberflache

b=g~ -9, 81%). Mit 21 = x, x5 = 2’ geht diese Gleichung iiber in das System
sec
¥y = o (x1(t) = Ort zur Zeit t),
zh = b (x2(t) = Geschwindigkeit zur Zeit t).

Aus der zweiten Gleichung folgt (vgl. Beispiel 1.3) x2(t) = vg + bt, wobei vy die Geschwindigkeit
zur Zeit 0 ist (Anfangsgeschwindigkeit). Einsetzen in die erste Gleichung ergibt ) = vg + bt, also
(wiederum nach Beispiel 1.3)

1
x1(t) = xo + vot + 5“2’

wobel zg der Ort zur Zeit 0 ist. O

(Natiirlich kann man auch direkt, d. h. ohne Ubergang zu einem System, die Gleichung integrieren:
1
Aus 2" = b folgt 2/(t) = vo + bt, und damit z(t) = z¢ + vot + §bt2.)

Man sieht dieser Losung sofort an, dass fiir jedes kompakte Intervall [¢1,t2] C R gilt:

Aus x0, — o, von — vo, by — b folgt fir die entsprechenden Losungen z,(t) — z(t)
gleichméBig in [t1, to].

Diese gleichméfBige Konvergenz gilt aber nicht auf ganz R; auch wenn xy und 1, vp und v; bzw. by
und b nahe beisammen liegen, weichen die zugehérigen Losungen fiir grofie |¢] i. a. weit voneinander
ab. Man sagt, die Differenzialgleichung ist nicht stabil. O

Aus den bisherigen Uberlegungen lassen sich leicht die Wiinsche ablesen, die man an eine Theorie
der Differenzialgleichungen haben wird. Wir beschrénken uns dabei wie oben schon angedeutet auf
Gleichungen erster Ordnung:

Ziele einer Theorie gewohnlicher Differenzialgleichungen

1. Uberblick iiber alle Losungen einer Gleichung, — wichtiger ist aber:

2. Fiir beliebige Anfangswerte die Ezistenz und Findeutigkeit:
() existiert mindestens eine Losung (Ezistenz),
(B) existiert hochstens eine Losung(Eindeutigkeit); zusammen mit («) existiert dann also
genau eine Losung.

3. Die Losung sollte stetig vom Anfangswert und eventuell auch vom Anfangspunkt und den in
der Gleichung enthaltenen Funktionen (bzw. Koeffizienten) abhdngen. Allgemeiner: Stetige
Abhdngigkeit von den Daten. — Dies wird i. allg. nur lokal (d.h. in der Ndhe von z() gelten,
wihrend weit von x( entfernt die Abweichung sehr grof§ wird, auch wenn die Anfangswerte
nahe beisammen liegen (in jedem Fall sollte die Abweichung klein werden, wenn die Anfangs-
werte hinreichend nahe zusammen liegen).
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4. Fiir wichtige Typen von Gleichungen mochte man Verfahren zur expliziten Bestimmung der
Lésungen haben, eventuell wenigstens zur ndherungsweisen Bestimmung (numerisch).

5. In Féllen, wo eine explizite Losung nicht moéglich oder zu schwierig ist, méchte man wenigstens
moglichst gute qualitative und/oder quantitative Aussagen iiber die Lésung haben, z. B. ihr
asymptotisches Verhalten fiir grole z—Werte.

1.3 Ubungsaufgaben

1. a) Man skizziere die Kurvenschar
A={y(z) =Ce": C € R}.

b) Man bestimme eine Differenzialgleichung fiir die Schar B der Kurven, die in jedem Punkt
(z,y) die durch den Punkt verlaufende Kurve der Schar A senkrecht schneidet.

¢) Man skizziere die Schar B.

d) Man bestimme die Schar B als Gesamtheit der Losungen der in b) gefundenen Differen-
zialgleichung.

2. Die Differenzialgleichung

(DG) y + {(x)y = g(x)

habe die Losungen y1(z) = 22 und yo(z) = 272

a) Ist z; Losung der Differenzialgleichung (DG), so ist 22 genau dann eine Losung, wenn
Yy := z1 — 29 die Gleichung
v+ fl@)y=0
16st.
b) Man bestimme f und g aus (DG).
¢) Man bestimme alle Losungen der Differenzialgleichung (DG).
3. a) Fir welche a € R hat die Gleichung
y" — 22y’ +2ay =0
ein Polynom vom Grad k(k € Ny) als Losung?

b) Fir & = 3 bestimme man das Polynom mit hochstem Koeffizienten = 1, das diese
Gleichung 16st.
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2 Elementar losbare Differenzialgleichungen

In diesem Kapitel werden fiir einige Klassen gewthnlicher Differenzialgleichungen erster Ordnung
Verfahren zur expliziten Losung angegeben. Existenz— und Eindeutigkeitsfragen fiir die entspre-
chenden Anfangswertprobleme werden dabei in der Regel nebenbei mitbeantwortet.

2.1 Differenzialgleichungen mit getrennten Variablen

FEine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen hat die Gestalt

Sie heifit so, weil sie fiir g # 0 in der Form y'/g(y) = f(x) geschrieben werden kann; hier stehen
die Variablen = und y auf verschiedenen Seiten der Gleichung. (Den trivialen Fall g = 1 haben wir
bereits in Beispiel 1.3 behandelt.)

Satz 2.1 Seien f: I — R,g : I — R stetig, z9 € I, yo € Iz, g(yo) # 0. Dann gibt es eine
Umgebung von xg, in der das Anfangswertproblem

AWP o = f(z)g(y), wy(zo) =0

genau eine Losung besitzt. Wihlen wir Stammfunktionen
1 .
G wvon — und F won f mit G(yo) = F(x0)
g

so erhalten wir die Losung durch Auflésen der Gleichung

nach y. Diese Auflisung ist stets miglich. (Das entsprechende gilt auch, wenn f komplexwertig ist,
G eine Stammfunktion von 1/g im Sinne der Funktionentheorie.)

Beweis. Existenz: Wegen g(yo) # 0 ist g(y) # 0 fiir y nahe yg, d. h. G ist streng monoton nahe
und somit ist G dort umkehrbar. Wegen F'(z¢) = G(yo) existiert also eine Funktion y(-), die auf
einer Umgebung von zq definiert ist mit

y(z) = G7(F(z)) und y(z0) = yo.

Nach der Kettenregel und der Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion gilt also
1 1
/ —1 / /
y(x) = —G (F(x)) = F(z)= =—F(x
(x) (F(x) @ = gam @

= g(y())f (),

d.h. y(+) ist Losung des Anfangswertproblems.

Eindeutigkeit: Sei z irgendeine Losung des AWP. Wegen g(z(z0)) = g(yo) # 0ist dann g(z(z)) #
0 fiir z nahe zg, also auf Grund der Differenzialgleichung

= f(z) fir x nahe .
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Integration von xg bis z liefert (mit Hilfe der Substitution s = 2(¢))

F(z) = F(a:o)+/f(t)dt:G(y0)+/g?z((i))) dt = Glyo) + / ﬁds
° o Yo
(2))

= G(z

1
d.h. z ist die Losung der Gleichung F'(z) = G(z), wobei F und G Stammfunktionen von f bzw. p
sind mit F(x9) = G(yo), also z(z) = G~Y(F(x)) = y(z). [ ]

Explizit fithrt man die Losung einer Gleichung mit getrennten Variablen meist am bequemsten
wie folgt durch:

(i) Man bestimmt eine Stammfunktion G von 1/g,

)
(ii) man bestimmt eine Stammfunktion F' von f,
(iii) man 16st G(y) = F(z) + C nach y auf; das liefert (u.U. fiir jedes C mehrere) Losungen yc,
(iv) man bestimmt C' so, dass der vorgeschriebene Anfangswert angenommen wird (ein solches
C gibt es immer; man braucht ndmlich nur mit den in (i) und (ii) gefundenen F' und G zu

wéhlen C' = G(yo) — F(x0).)

Beispiel 2.2 Die Differenzialgleichung y' = 2y? hat zunichst die triviale Losung y(x) = 0. — Im
Sinne der obigen Uberlegungen ist hier f(x) = z, g(y) = y? (also insbesondere g(yg) # 0 fiir alle
yo # 0). Stammfunktionen von f und 1/g sind

1 1
F(z) = =a? =——.
(@)= 305 Gl =
Aus G(y) = F(x) + C folgt also durch Auflésen nach y
y(x) = —<§:c + C) )
Der Anfangswert y(xg) = yo # 0 liefert schliefllich C":

y0:—<§$0+0) :>C:—y—0—§$0

Diese Losung hat bei 2 mit 22 = —2C eine Singularitit (falls C' < 0 ist), d.h. sie ist nicht iiber
& = £(—2C)"/? hinaus fortsetzbar. Keine dieser Losungen miindet allerdings in die bereits oben
erwihnte Null-Losung ein. O

Im Spezialfall f(x) = 1 erhalten wir die autonome Differenzialgleichung

v
Mit F(z) :=x — zo und G(y) := / —— ds wird dann
vo 9(8)

y(z) = G~z — x0).
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Wenn G irgend eine Stammfunktion von 1/g ist, kann die Losung angegeben werden in der Form
y(x) = G~z + C) wobei C' so zu wihlen ist, dass y(zo) = yo gilt.
Beispiel 2.3 Ein sehr spezieller Fall ist die lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

/

y = —ay.

Mit
Y
1 1
G(y) = [ - ds = (| = In )
Yo

(wenn yo und y gleiches Vorzeichen haben) folgt, was man natiirlich auch hétte erraten koénnen,

y(r) = iexp{ —a(z — xo) +1n|yo!} fiir o 2 0,
= Y exp{ —a(x — a:o)} fir gy # 0,
ylz) = 0 fir yo=0.

Beispiel 2.4 Wir betrachten die Gleichung
y =yl

Fiir yp > 0 und y > 0 gilt

Yy
Gly) = /3_1/2 ds = 9 <y1/2 _ y(l)/2>
Yo

und somit
ylx) = {%(m —x0) + yé/Q}Z = i (:c — 1z + 2y3/2)2
= i(x —¢)? mit c:=x9— 2y(1)/2.
Wegen 3/ = |y|'/? > 0 ist dies nur fiir > ¢ eine Losung der Differenzialgleichung.

Entsprechend erhélt man fiir yg < 0 und y < 0

fir z<d:=z0+ 2(—y0)1/2.

Auflerdem ist natiirlich
y(z) =0 firalle z€eR

eine Losung. Die Gesamtheit aller Losungen ist somit:
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fir alle z € R,

0 fir = <cg,

Z(z —¢)? fir z>e¢,

y(z) =0
y(ﬂ?){
—lx— 2 fir x
(i) y(sc){ om @ fresd
0 fir xz>d,
y(ﬂ:)[

——(z—d)? fir z<d,
0 fir d<ax<c,

“(x—¢)? fir z>ec
Laft man d = —oo und ¢ = +00 zu, so sind allein in (iv) alle Lésungen enthalten. 0

In diesem Fall ist also das Anfangswertproblem i. allg. nicht eindeutig losbar; wir werden spéter
sehen unter welcher zusétzlichen Bedingung die Eindeutigkeit garantiert ist.

2: 20. Oktober 2006

Beispiel 2.5 Ganz dhnliche Verhiiltnisse treten auf bei der Differenzialgleichung

y' = 2sign(y)|y|"/%.

Fiir y > 0 lautet die Gleichung 3/ = 2y*/? mit der Losung y(z) = (x — ¢)?%; da fiir y = (z — ¢)? auf
Grund der Differenzialgleichung 3’ > 0 gelten miisste, ist dies jedoch nur fiir z > ¢ eine Losung.
Entsprechend erhélt man fiir y < 0 die Losung y(x) = —(z — d)? im Bereich = > d.

Schliellich ist natiirlich y(z) = 0 eine Losung, womit man insgesamt die folgenden Losungen
erhélt:

(i) y(x) =0 fiir alle z € R,

(i) y(z) = 0 fir x < ¢,
W E) = (x —c)? fiir x> e,
(ifi) y(z) = 0 fir x <d,
WY\ = —(z —d)? fiir z > d.

Fiir ¢ — o0 bzw. d — oo erhilt man die Losung (i) aus (ii) bzw. (iii). O
Fiir yo = 0 ist in beiden Beispielen die obige Voraussetzung g(y) # 0 nicht erfiillt. Tatséchlich geht
dadurch in diesen Beispielen die Eindeutigkeit verloren, wihrend dies in Beispiel 2.3 (trotz g(0) = 0)

nicht der Fall war. Der folgende Satz macht deutlich, wann trotz ¢g(yp) = 0 der Anfangswert yp zu
einer lokal eindeutigen Losung fiihrt.

Satz 2.6 In der Differenzialgleichung v’ = f(x)g(y) sei f stetig, g(yo) = 0 und g(y) # 0 fir y
nahe yo und y # yo. Sind die bei yg uneigentlichen Integrale

Yo+6 Yo

/ﬁds und /ﬁds

Yo yo—9
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divergent fiir geeignetes 0 > 0, so ist y(x) = yo die einzige Lisung des Anfangswertproblems

v = f(x)g(y), y(xo) = yo.

Mit anderen Worten: es gibt keine andere Losung, die (wie in obigem Beispiel) in diese Lisung
einmiindet.

Beweis. Nehmen wir an, dass das AWP eine Losung y(x) Z yo besitzt. Ist y(z) #Z yo rechts von
xg, so gibt es x1 und xo mit

yo=y(z1) #y(xr) und g(y(z)) #0 fir zo<x <z <22,

Dann gilt Substitution s = y(t)

y(x) x
1 LN R
/ o(s) ds‘/wg(y(t))y“’dt / J(®d.
y(:(:1+77) xr1+m

Fiir n — 0+ divergiert nach Voraussetzung die linke Seite, wiahrend die rechte offensichtlich kon-
vergiert. Das ist ein Widerspruch. Entsprechend verfihrt man, wenn y(x) # yo links von x gilt. B

2.2 Differenzialgleichungen der Form iy’ = f(ax + by + ¢)
Im Fall b = 0 ist die Gleichung trivial; sei also 0.E. b # 0. Fiir die neue Funktion
u(x) == ax + by(x) + ¢

erhélt man eine (autonome) Differenzialgleichung mit getrennten Variablen

v = a+by =a+bf(ax +by(x)+c)
= a+bf(u).

Ist u Losung dieser Gleichung, so ist

y(z) = - (u(z) —ax —c)

S| =

Losung der urspriinglichen Gleichung, denn es gilt

J = %(u’ —a) = %(a—kbf(u) —a) = f(u) = flaz + by + ).

Offensichtlich kann jede Losung auf diese Weise gewonnen werden; wenn némlich y eine Losung ist,
dann ist u = ax + by + ¢ Losung der autonomen Differenzialgleichung.

Um das entsprechende AWP mit y(xg) = yo zu 16sen, mul man fiir u(z) die Lésung der auto-
nomen Differenzialgleichung mit u(xg) = byo + axp + ¢ wihlen.

Beispiel 2.7 3/ = (z + y)? (alsoa=1,b=1%#0und ¢ =0).

Die Differenzialgleichung fiir u = = +y lautet v’ = 1+ u? und hat die Losung u = tan(z +C) (denn
es ist G(u) = arctanw im Sinne von Abschnitt 2.1); hier ist C' so zu wéhlen, dass fiir y(z) = u(z) —=z
die Anfangsbedingung erfiillt ist. 0
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2.3 Die homogene Differenzialgleichung 3’ = f <Q>
X
. . o , (Y . oylx)
Wir betrachten homogene Differenzialgleichungen der Form ¢y’ = f (—) Mit u(x) := == erhilt
x x

man

=S — o (Y - 2 = e () — ),

also eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen. Ist v Losung dieser Gleichung, so 16st
y(z) := zu(x)

die urspriingliche Gleichung. Andererseits kann jede Losung so gewonnen werden (die Division
durch 0 fiir z = 0 stort nicht, da laut Differenzialgleichung fiir x = 0 auch y verschwinden mu$).

N

Beispiel 2.8 ¢/ = Lo 3 y(1) = 1. Hier ist also f(t) =t — t~2 und die Differenzialgleichung
r oy
fiir u lautet
1 11
/ 2
U (u—wu u) 2 u(1)

1
Mit f(z) = —— und g(u) = u~2 (im Sinne von Abschnitt 2.1) erhalten wir also
x

F(z) = —Inz, Gu)= éuS,
u = G*@w@+(n:{a—mx+cfﬁ}
Mit der Anfangsbedingung u(1) = 1 folgt C' = 1/3, also

y(z) = zu(z) = {1 — 3Inz}'/3.

ax+by+c)

2.4 Differenzialgleichungen der Form y’' = f (
azr + By +

Wir unterscheiden zwei Falle:

b
(a) Det<a 5) =0, z.B. (a,b) = A(«, §). Die Differenzialgleichung hat also die Form
a
Aoz + By) + C)
I = =glax + 0
y f<(m+ﬂy)+7 9( y)
: As+c o : o :
mit g(s) := f n . Dies ist eine Gleichung des Typs wie sie in Abschnitt 2.2 behandelt wurde.
ST

b
(b) Det (Z 5) # 0. Dann hat das Gleichungssystem

ar+by+c=0
ar+PBy+v=0
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eine eindeutig bestimmte Losung (z,y) (£,n). Fir die neuen Variablen

T=x—-§ Y=y—1
gilt dann
7@ = yl@)—n=y@+E —n,

@) = el -m =@ =1 (5

_ f(a(f+§)+b(y(f)+n)+c)
a(T + &) + BHE) +n) +

( nach Konstruktion von (§,7))

- ()~ are)

= o(5) e (G5

Somit ist die Losung dieser Differenzialgleichung auf die Losung einer homogenen Differenzialglei-
chung zuriickgefiihrt. Die Losung der urspriinglichen Gleichung ist

y(z) =7(T) +n =7z — &) +n.

2.5 Die lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

Allgemein heit eine Differenzialgleichung F(z,,%/,...,y"™) = 0 linear, wenn F eine affine Funk-
tion von y, v/, ..., y™ ist, d.h.

Fla,g,ys. . y™) = gl) + 3 )y,
§=0

Speziell hat also die explizite lineare Differenzialgleichung erster Ordnung die Form
v+ f(@)y = g(=).
Die Gleichung heif3t

homogen,  falls g = Ogilt : v+ f(x)y=0,
inhomogen, falls g # Ogilt: ' + f(z)y = g(z).

g(+) heiit die rechte Seite der Differenzialgleichung.

Die homogene Gleichung y' = —f(x)y ist eine Gleichung mit getrennten Variablen, die wir
sofort 16sen koénnen:

o) = -y Gy =-lly, Fla)= / £(t) .

T

ylx) = :texp{—/f(t)dt+0}.

zo
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Die Anfangsbedingung y(z¢) = yo liefert also
y(w) =yoexp { - /f(t) t}.
o

Die Losung existiert auf dem gesamten Intervall, auf dem f (stetig) definiert ist.

3: 24. Oktober 2006

Die inhomogene Gleichung wird mit einem (auch fiir Systeme und damit fiir lineare Gleichungen
hoherer Ordnung, vgl. Abschnitt 4.3 und 6.1) wichtigen Trick gelost: In Anlehnung an die allgemeine

Losung der homogenen Gleichung C’exp{ - [ f@®) dt} =: Cy(zx) setzt man fir die Losung der
o

inhomogenen Gleichung an
o) = Caexp { — [ (0t} = Cla)ila)

man ersetzt also die Konstante C' durch eine Funktion C(-): Variation der Konstanten. (Da g(z) # 0
fiir alle = gilt, 148t sich y(-) jedenfalls so schreiben; die Frage ist nur, ob man C(z) auch be-
rechnen kann. Wenn {iberhaupt eine stetig differenzierbare Losung y(-) existiert, ist jedenfalls
C() = y(-)/y(-) stetig differenzierbar ) — Einsetzen in die (inhomogene) Gleichung liefert

C'(2)g(x) + C(2)y (z) + C(2) f(2)5(2) = g(=).

Wegen ¢’ + f(z)y = 0 heben sich die Terme 2 und 3 heraus. Es bleibt

Q

(@)

<

C@i) = 9@, @)= L0~ ywen{ [ 0@}
und somit

C(;r):/g(s)exp{/f(t)dt} ds+ Cy mit Cy = yo.

Zo 0

Satz 2.9 Sei f: I — C stetig. Dann hat das Anfangswertproblem

AWP ' + f(x)y=g(x),  y(xo) = o

die auf ganz I definierte eindeutig bestimmte Lisung

y(z) :exp{ —/xf(t) dt} {yoJr/xg(S) exp{jf(t) dt} dS}-

zo

Die Lisung des inhomogenen Anfangswertproblems ldft sich also schreiben als Summe einer speziel-
len Losung der inhomogenen Gleichung (hier mit Anfangswert 0), und einer Losung der homogenen
Gleichung (die den geforderten Anfangswert annimmt).
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Beweis. Offenbar 16st dieses y das Anfangswertproblem (s. oben). Sind y und z Losungen, so ist
w :=y — z Losung des homogenen Anfangswertproblems

w' + f(x)w =0, w(zg) = 0.
Dann ist aber w = 0. Wére ndmlich w(z1) # 0, so wire (vgl. obige Formel fiir die Losung der

homogenen Gleichung, die durch ihren Anfangswert eindeutig besimmt ist) w(z) # 0 fiir alle z; das
ist ein Widerspruch zu w(xg) = 0. [ ]

2.6 Die exakte Differenzialgleichung
Eine Differenzialgleichung
y'h(z,y) + g(z,y) =0 mit h,g:D — R,D C R?
heifit exakt, wenn eine stetig differenzierbare Funktion F': D — R, existiert mit
h(z,y) = Fy(z,y), g(z,y) = Fo(z,y).
Ein solches F' heifit eine Stammfunktion der Gleichung. Die Differenzialgleichung liefert

%F(x,y(rv)) = DiF(z,y(x)) + DoF(z,y(z))y' (x)
= g(z,y(@)) + h(z,y(x))y' (z) = 0,

d. h. auf einer Losungskurve der Differenzialgleichung ist F' konstant; die Losungskurven sind die
Niveaulinien von F.

So sind z. B. die Kreise mit Mittelpunkt 0
ye(z) = £V 2 — 22
die Niveaulinien von F(z,y) = 2% + 2, also die Losungen der Differenzialgleichung
20y +2x=0 bzw. yy+2z=0.
Satz 2.10 Seien h,g: D — R (D C R?) stetig mit h(z,y) # 0. Ist die Differenzialgleichung
y'h(z,y) + g(z,y) =0 exakt mit Stammfunktion F € C(D),
so erhdlt man durch Auflésen der Gleichungen F(xz,y) = C (C € R) alle Losungen der Differenzial-
gleichung. (Die Bedingung h = Do F # 0 garantiert, dass die Gleichungen F f(x,y) = C tatsdchlich

nach y auflosbar sind: Fir jedes x gibt es nur ein y mit F(x,y) = C.)

Wie stellt man nun fest, ob die Differenzialgleichung exakt ist?
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Satz 2.11 Ist D C R? einfach zusammenhingend und sind g,h : D — R stetig differenzierbar, so
ist die Differenzialgleichung y'h(z,y) + g(x,y) = 0 genau dann exakt, wenn gilt

9y(2,y) = he(x,y)  fir alle (z,y) € D.
Fiir einen beliebigen Punkt (xo,yo) € D ist eine Stammfunktion F' gegeben durch

(z,y)
F(x,y) = / g(s,t)ds + h(s,t)dt.

(0,%0)

(Verschiedene Stammfunktionen — fir verschiedene (xo,yo) unterscheiden sich nur durch eine ad-
ditive Konstante. Falls D nicht einfach zusammenhdngend ist, gilt diese Aussage in jeder einfach
zusammenhdngenden Teilmenge von D, also jedenfalls lokal; da aber auch die Liosungen der Diffe-
renzialgleichung i.allg. nur lokal existieren, stort dies nicht weiter.)

Beweis. Mit dem Vektorfeld k(x,y) = (g9(x,y), h(x,y)) und einem beliebigen (xg,yo) € D definie-
ren wir (als Kurvenintegral iiber eine beliebige Kurve von (zg,yo) nach (z,y)

(z.y) (z,y)
Fla,y) = / Fa(s,1) ds + ka(s, £) dt = / g(s, ) ds + (s, £) .
(z0,y0) (z0,%0)

Wegen rotk = h, — g, = 0 ist die Integrabilitidtsbedingung erfiillt, d.h. das Kurvenintegral ist we-
gunabhéngig; es ist deshalb gleichgiiltig, welcher Weg von (xq, yo) nach (z,y) gewihlt wird. Weiter
gilt fiir dieses F' offenbar F, = g, F}y = h, d.h. F ist ein Potential von k. |

Beispiel 2.12 In der Differenzialgleichung

xe™y' + 22 + ye™ =0

haben wir
h(z,y) = xe, he(z,y) = ™ 4 zye™,
g(x,y) = 2w+ye™, gy(v,y) = e+ aye™,

d.h. die Differenzialgleichung ist exakt. Fiir F' erhalten wir mit obigem Satz ((z¢,yo) beliebig in
R?)

(z,y) (z,y)
F(z,y) = / g(s,t)ds + h(s,t)dt = / (25 + te®') ds + se’t dt
(zo,y0) (zo,y0)
(:E,y()) (x’y)
= / (2s + yoe®™) ds + / ze™ dt = (82 4 eV0)| 4™ !
o Yo
(w0,y0) (z,y0)

— 2 1+ etV _ m% — e%0Y0 | oTY _ oTY0

2% + ™ — (23 + e™0%0) = 2 + ™ — C(z0, o).
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(Mit etwas Phantasie hitte man F' natiirlich auch erraten kénnen.) Damit erhalten wir nun die
Losungen

Y= lln(C’—az2) (C e R).

x

0

Es ist natiirlich ein seltener Zufall, wenn eine Differenzialgleichung exakt ist. Unter Umstdnden
kann sie durch Multiplikation mit einer Funktion M (z,y) # 0 exakt gemacht werden; eine solche
Funktion wird als integrierender Faktor oder Fulerscher Multiplikator bezeichnet. Die Menge der
Losungen wird durch eine solche Multiplikation natiirlich nicht verédndert.
Beispiel 2.13 Die Gleichung

2z +y=0 (h=22,9=yhs=2,g,=1)
ist nicht exakt. Durch Multiplikation mit z~/2 wird sie exakt:

2/ +ya 2 =0, h=22"2 g=yx7'?  F(z,y)=2y/x.
Ebenso kénnte man mit y multiplizieren

2zy+y> =0, h=2xy, g=y° Flz,y) =y’

(In beiden Féllen kann man die Stammfunktion leicht erraten; wenn dies nicht gelingt, muff man
wie im obigen Beispiel vorgehen.) Die Losungen der Differenzialgleichung sind also

y=Cz /2
O

Nach obigem Satz {iber die Exaktheit einer Differenzialgleichung ist offenbar M genau dann ein
integrierender Faktor, wenn gilt: (Mg), = (Mh)., d.h.

Myg+ Mg, = M,h+ Mh,.

In dieser Form ist das Verfahren schwer anwendbar. Haufig gelingt es aber, einen integrierenden
Faktor zu finden, der nur von x oder nur von y abhéngt:

Satz 2.14 (i) M (x) ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn gilt

M/(.Z') —_ gy(:U,y) — h:v(xvy)
M(x) h(z,y)

FEin solcher existiert, wenn hier die rechte Seite nur von x abhdngt.

(ii) M(y) ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn gilt

M'(y)  ha(2,y) — gy(2,y)

M(y) 9(x,y)

FEin solcher existiert, wenn hier die rechte Seite nur von y abhdingt.
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Hiermit sieht man z. B., dass es in Beispiel und Beispiel 2.13 integrierende Faktoren gibt, die nur
von x oder y abhéngen.

4: 27. Oktober 2006
Beispiel 2.15 Die Differenzialgleichung
zyy + %(u’va +y°) =0
ist nicht exakt:
Mey) = oy, he@my) =y, o(wy) = 5@’ +97), gy(ny) =+ Dy,

also

ha:(x’ y) 75 gy(l“, y)
Es gilt aber

1
E(gy —hz) =1 (hiingt also nur vonz ab).

Aus M'/M =1 erhilt man also den integrierenden Faktor

M =e*
und somit die exakte Differenzialgleichung

x, /! 1 2 x

xye’y —|—§(x+1)y e’ =0.

Als Stammfunktion erhélt man (erraten oder berechnen wie in Beispiel 2.12)
1 2,7

F(l’,y) = iy re-,

und somit die Lésungen

1 1/2
Y= C’{Q;e*x} = C'x V2 /2,

2.7 Ubungsaufgaben

1. Man bestimme alle Losungen der Differenzialgleichung
y = —3Jy*/?

und bestimme die Menge der Anfangsdaten, fiir die das AWP nicht lokal eindeutig l6sbar ist.
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2. a) Man beschreibe ein Verfahren zur Losung der Differenzialgleichung

y' = fy),

indem man die mit 3’ multiplizierte Gleichung integriert.

b) Auf diese Weise 16se man die Differenzialgleichung
y' = —y.
3. a) Man lose das Anfangswertproblem
(1+e")yy =e", y(1)=1.
b) Man bestimme alle Losungen von
y'=(z-y?*+1

4. Man bestimme alle Losungen der Differenzialgleichung
zy’ —y(1 +zy) = 0.

Anleitung: Es gibt einen integrierenden Faktor, der nur von y abhéngt.

5. Sei g : R — R stetig mit lim g(z) =0, a € (0,00). Man zeige mit Hilfe der Losungsformel
r—0Q0
aus der Vorlesung, dass fiir jede Losung der Differenzialgleichung 3/ + ay = g(x) gilt

b
lim y(z) = —.
a

Tr—00

6. Man bestimme alle Losungen der Differenzialgleichung.

r_ r—y
r+2y

Anleitung: Umschreiben als homogene Differenzialgleichung.
7. a) Man zeige: Die Tangenten der Losungskurven einer linearen Differenzialgleichung erster

Ordnung in den Punkten mit gleicher Abszisse schneiden sich in einem Punkt.

b) Die Gesamtheit dieser Schnittpunkte bildet eine Kurve, die Leitkurve. Man gebe die
Leitkurve in Parameterdarstellung.

T

¢) Man bestimme die Leitkurve der Differenzialgleichung y' — e ¥y = 1 — ze™* in kartesi-

schen Koordinaten.

8. Man Iose die Differenzialgleichung
2y +y=y’lnz fir >0

mit Hilfe der Substitution z = xy.

9. Ein Punkt P, bewege sich auf der x;—Achse der (x1,x2)-Ebene mit Geschwindigkeit 1 in
positiver Richtung. Ein weiterer Punkt P, bewege sich in R? so, dass

(i) der Abstand der Punkte P; und P» konstant gleich 1 ist,
(ii) der Punkt P sich immer in Richtung P; bewegt.
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Man stelle ein Differenzialgleichungssystem
l’; = fj(ta-rlwrQ)aj = 172

fiir die Bewegung von P» auf.

Anleitung: Jede der Bedingungen (i) und (ii) liefert eine Gleichung; aus diesen beiden Glei-
chungen gewinnt man das System.

Ergebnis: 2} = (z1 —t)?, 1z} = xo(x1 — t).

10. Man 16se das System aus Aufgabe 9.

d
Hilfen : - tanhz = 1 — (tanh z)?

d
T In cosh z = tanh x.
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3 Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit

In zahlreichen konkreten Féllen haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem

AWP: o = f(z,y), y(zo) =0

(zumindest in einer Umgebung von xg, d. h. lokal) genau eine Losung besitzt. Wir haben aber auch
gesehen, dass diese Losung in manchen Fallen nicht eindeutig besimmt ist. Welche Voraussetzungen
an das AWP sind nun eigentlich ausreichend, um die Existenz und die Eindeutigkeit zu garantieren?

3.1 Die Lipschitzbedingung

Wir betrachten also Anfangswertprobleme der obigen Form mit
f:G—=R™ (bzw.C™), G CR™"! (bzw. R xC™) offen

(im folgenden legen wir o.E. in der Regel den allgemeineren Fall komplexwertiger Funktionen y
bzw. y; zu Grunde). Ausfiihrlich geschrieben handelt es sich also um das System

yi(@’) - fl(x7y1(x)7 s 7ym(x))7

Un(@) = fml@,51(2), - ym(2)).

Man sagt f erfiillt (beziiglich y) eine (globale) Lipschitzbedingung (beziiglich y) mit Lipschitzkon-
stante L, wenn gilt

[f(z,y) = flz,9)| < Lly—y| fir (z,y),(z,9) € G;

f erfillt lokal eine Lipschitzbedingung (beziiglich y), wenn es zu jedem Punkt (zo,y0) € G eine
Umgebung U in G gibt so, dass f|y eine Lipschitzbedingung mit einer Lipschitzkonstanten L(U)
erfiillt.

Beispiel 3.1 a) f:RxC — C, f(x,y) = xy? geniigt lokal einer Lipschitzbedingung:

[f(z,y) = fz,9)] = =@y + 9)(y = 9)| < lx(y + 9)lly —9l.
Die Funktion geniigt aber keiner globalen Lipschitzbedingung: fiir y = § + 1 und = # 0 gilt
namlich |f(z,y) — f(z,9)| = |=||2y + 1| = L|y — g| mit L — oo fiir y — oo.

b) f:RxC—C,  f(z,y) = |y|"/? geniigt (bei 0) keiner Lipschitzbedingung. Es wird sich zeigen,
dass das der Grund dafiir ist, dass das AWP fiir ¢/ = ]y\l/ 2 mit Anfangswert 3o = y(29) = 0
nicht eindeutig l6sbar ist.

g

Fiir den Nachweis der Giiltigkeit einer Lipschitzbedingung ist folgender Satz sehr niitzlich.

Satz 3.2 Sei G C R x C™ offen, f: G — C™ stetig und beziiglich y stetig partiell differenzierbar
(d.h. f und Dyf sind stetig in G). Dann gilt:



3 EXISTENZ, EINDEUTIGKEIT UND STETIGE ABHANGIGKEIT 22

a) f geniigt lokal einer Lipschitzbedingung.

b) Ist G konvex und sind die partiellen Ableitungen von f nach y in G beschrinkt, so geniigt f
einer Lipschitzbedingunyg.

Beweis. a) Sei (zo,y0) € G. Dann existiert ein r > 0 so, dass
U:= {(w,y) ERXC™: |x—xo| <r |y —yol Sr} cd

gilt, und in U alle partiellen Ableitungen von f nach y beschriankt sind. Nach dem m—dimensionalem
Mittelwertsatz gilt dann

Fley) — S, @) < Lly—3 fir (z.y).(2.5) €U
mit
L =sup {|Dyf(z,9)|: (w,9) € U},

wobei mit |Dy, f(z,y)| die Norm der linearen Abbildung D, f(z,y) : C™ — C™ gemeint ist.

Eine solche Abschitzung 14t sich aber auch elementar, nur mit Hilfe des 1-dimensionalen
Mittelwertsatzes, zeigen, denn es gilt

fay) = F@Dl < [F@y) = @iy ym)

+‘f(x7§173/27-~- 7Z/m) - f(x7§17g2>y37~- . 7ym)’

;F‘f(x,gl, ey Ume1s Ym) — f(wv@)‘

< Ll = a4+ Ly — Gl = IVmly — §

= Lyl
mit L := sup{\Dyjf(x,y)] (zyy) e U,j = 1,...,m}.
b) In diesem Fall kann U = G gewéhlt werden. |

3.2 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 3.3 (Eindeutigkeitssatz) Sei G C R x C™ offen, f : G — C™ stetig und erfiille lokal
eine Lipschitzbedingung beziiglich y. Sind y und z : I — C™ Lésungen des Anfangswertproblems

v = f(x,y) mit y(xg) = z(xo) fiir ein zo aus I,

so gilt y(x) = z(x) fiir alle x € I. (Kurz: Eine lokale Lipschitzbedingung impliziert globale Eindeu-
tigkeit.)

Beweis. Wiirde die Behauptung nicht gelten, so gibe es
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(i) ein T > z0,7 € I mit y(T) # 2(&), oder

(ii) ein T < xo,Z € I mit y(z) # 2(Z).
O.E. nehmen wir an, dass der erste Fall vorliegt. Sei
x1 ::sup{arelzy(s) =z(s) fir =z Ssgm} < Z.
Da y und z stetig sind, gilt
y(x1) = z(x1).
Sei r so, dass
U:= {(m,y) ERXC™: |x—x1| <r |y —y(x1)] Sr} cG

gilt und f in U eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = L(U) erfiillt. Da y und z stetig
sind, gibt es ein § > 0 mit

y(z) —y(e)] <, z(2) —y(e)| < v fir |z —aa] <6

dabei kann o.E. § < r gewahlt werden. Fiir x € I mit 0 < z — 21 < § gilt also

T

@) 2@ =| [ {rtwe) - fe. 0} ] < [ Lig(o) - sto) .

1
Mit
M (z) := sup {|y(t) —z(t)] 1 <t < x} fir =>x;
giltalso fir0<s—o; <x—21 <0
ly(s) — 2(s)| < L(s — 21) M (s) < L(z — x1) M ().
Bildet man links das Supremum iiber alle s € (x, ), so erhilt man
M(z) < L(z — z1)M(z).

was fiir z nahe bei x; nur moglich ist, wenn M (x) = 0 gilt. Das ist aber im Widerspruch zur
Konstruktion von x7. [ ]

Aus Beispiel 2.4, ¢ = \y|1/ 2 wissen wir bereits, dass die Eindeutigkeit der Losung eines Anfangs-

wertproblems i. allg. nicht gegeben ist, wenn f(-, ) keine Lipschitzbedingung beziiglich y erfiillt. Im
folgenden werden wir sehen, dass andererseits die Lipschitzbedingung ausreicht, um lokal auch die
Existenz einer Losung zu garantieren (die dann zwangsléufig eindeutig bestimmt ist).

5: 31. Oktober 2006
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Satz 3.4 (Existenzsatz von Picard—Lindel6f) a) Ist G < R x C™ offen und
f: G — C™ stetig und erfillt lokal eine Lipschitzbedingung beziiglich y, so gibt es zu be-
liebigem (xo,yo) € G ein € > 0 so, dass das Anfangswertproblem

AWP ' = f(z,y),  y(wo) = vo
in [xo — e,z + €| losbar ist (und nach Satz 3.4) eindeutig.

b) Ist [xg,Z) das grofite rechts von xo gelegene rechtsoffene Intervall, auf dem die Lisung exi-
stiert, und ist K eine kompakte Teilmenge von G, so gibt es ein T € (xo,Z) mit (z,y(x)) ¢ K
fir x > &, d. h. die Lésung ndhert sich fir x — & dem Rand von G bzw. wird unendlich.
(Entsprechendes gilt, wenn (&,xo] das grifite links von xq liegende linksoffene Intervall ist,
auf dem die Losung existiert.) Die Losung kann also immer soweit fortgesetzt werden, bis sie
an den Rand von G stijfst.

Beweis. a) Da G offen ist, existiert ein > 0 mit
U:= {(:v,y) ERXC™: |x—xo| <1 |y —yol Sr} C G.

In U erfiillt f eine Lipschitzbedingung beziiglich y mit einer Lipschitzkonstanten L = L(U). Da f
stetig ist, existiert ein M > 0 mit

|f(z,y)| <M fir (x,y) € U.
Sei

e := min{r, - I:=[xg—e,20+¢]

b
(Diese Wahl von ¢ 148t sich leicht begriinden: Der Betrag (die Norm) der Ableitung einer Losung
y in U ist hochstens M und das Intervall I ist so klein gewihlt, dass eine Kurve, die in (zg,yo)
beginnt und immer maximale Ableitung hat, den Rand von U friihestens in den Randpunkten von
I erreicht.)

Eine Funktion y : I — C™ 16st offenbar genau dann das AWP, wenn die Integralgleichung
x
va) =yla) + [ fty@)dt, sl
o

gilt. Der Vorteil dieser Integralgleichung gegeniiber der Differenzialgleichung mit dem Anfangswert
liegt u. a. darin, dass sie sowohl die Differenzialgleichung als auch die Anfangsbedingung enthélt. Zur
Losung dieser Integralgleichung benutzt man das Iterationsverfahren von Picard, ein ganz zentrales
Verfahren in der Theorie der Differenzialgleichungen:

yo(z) = yo firalle z€l,
Ye1(z) = yo+/f(t,yk(t))dt fir k=0,1,2,..., zel
xo

Wir zeigen: Die Folge (yi) ist fiir alle £ € N auf ganz I definiert und konvergiert auf I gleichméBig
gegen eine Losung der Integralgleichung (und damit des AWP).
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(i) Alle y sind auf ganz I definiert: dafiir geniigt es, induktiv zu zeigen:
lyp(z) —yo| <r firalle z €I, ke N
k =0: Dies ist klar, da yo(x) = yo gilt.

k= k+1: Sei |yp(x) — yo| < r fiir alle z € I. Dann folgt aus der Rekursionsformel

s () — 30| < | / Jtu () at] < | / F (D) dt| < Me <.

ok
(i) Es gilt: |yps1(2) — yi(z)] < MLk% fiir alle z € I, k € Np.
y (041
k=0: - :’ t, dt) < Ml — | = mr0l2 =20l
@) =0l = | [ Flt,0)ct] < Mo — a0 o

zo

k—1= ki |yeni(e) —mi@)| < ‘ / () —f<t,yk_1<t>>(dt\
< ‘/xLyk(t) _ykfl(t)‘) < LMZC_I ’/xﬁ - xo\kdt‘
— MOLk |m(;i0_1|l;rl. 0

(iii) GleichméBige Konvergenz der Folge (yi) auf I: Aus (ii) folgt

5k-&-l

Gt 1)1 fir alle = € I,k € Ny.

‘yk+1($) - yk(x)‘ <ML*
Also ist die Reihe

[e.9]
Z )y/ﬁ_l(x) - yk(m)‘ in I gleichmifig konvergent.
k=0

Somit existiert im Sinne der gleichmifligen Konvergenz

k
y(@) = lim gea(e) = lim 3 (v ()~ wel@)) + o

= Yo+ i (ykﬂ(ﬂ?) - yk($)>7
k=0

und y(+) ist stetig in I.
(iv) y(+) ist Losung der Integralgleichung: Wegen

f,y(@) = fla, @) < Ljy(a) = (@)

25
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konvergiert f(z,yxr(x)) gleichméBig gegen f(x,y(x)) und somit gilt

y(z) = lim yp(z) = lim {yo+/f(t,yk1(t))dt}

= w+ / F(t, (b)) dt.

Fine genaue Durchsicht des Beweises zeigt, dass die Lipschitzkonstante L nur bei den Konvergenz-
untersuchungen gebraucht wird. Die Abschitzung M fiir |f(-,-)| geht in die Abschétzung von yy
bzw. y und in die Konvergenz ein.

b) Nehmen wir an, dass die Behauptung nicht gilt. Dann existiert ein Kompaktum K C G und
eine Folge z, € [z9, &) mit x,, — & und (zp,y(xy,)) € K fiir alle n. Also gibt es eine Teilfolge (Z),)
von (zp) mit (Zn,y(ZTn)) — (2,91) € K. Ist € = e(&,9) > 0 fur (Z,y) so definiert, wie in Teil a)
(o, yo) fiir (xo,yo), so ist fiir hinreichend grofie n das

AWP ¢ = f(z,y) mit y, =y(Z,) von oben

mindestens in [T, T, + /2] lésbar und somit ist y iiber & hinaus fortsetzbar. [

Besonders einfache Differenzialgleichungen kénnen mit Hilfe des Picard’schen Iterationsverfah-
rens tatsdchlich explizit gelést werden, z. B.:

Beispiel 3.5 Fiir das Anfangswertproblem
AWP ' =22y, y(0) =yo

liefert die Iteration

Yo(z) = o
x
y1($) = y0+2/ty0dt:y0+y0x2 :y0(1+x2)’
0
x
2 2 1 4
ya(z) = yo+2/ty0(1+t Ydt = yo(1 + 2 + 5 ),
0

und weiter durch Induktion (Beweis!)

1 1 1
yr(x) :y0(1+x2+ 55644- 5:1:6—1—...—% Hz%).

Diese Folge konvergiert auf ganz R (lokal gleichméBig) gegen die Losung des AWP

2

y(x) = yoe ,

die man natiirlich schneller durch Trennung der Variablen erhalten hétte. U
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Der folgende Satz liefert uns mehr Information iiber den (evtl. maximalen) Bereich, auf dem
das

AWP o = f(z,y), y(zo) =wo

16sbar ist.

6: 3. November 2006

Satz 3.6 a) Sei G = {(m,y) ERXC™:zg <z <zp+a,ly—yol < b},f : G — C™ stetig, und
erfiille eine (beziiglich G lokale) Lipschitzbedingung beziglich y. Ist

M = max{|f(:c,y)| D(x,y) € G} und o := min{a,b/M},

so ist das AWP auf [zo,x0 + | (eindeutig) losbar. Entsprechendes gilt fiir ein Intervall links
von .

b) Ist G = {(x,y) ERXC™ 29 <z <mo+ a} ein Streifen, f : G — C™ stetig, und erfillt

f eine globale Lipschitzbedingung beziiglich y, so ist das AWP auf ganz [xg, xo + a| eindeutig
losbar. Entsprechendes gilt fiir einen Streifen links von xqy. (Eigentlich wird nur eine lokale
Lipschitz—Bedingung und |f(x,y)| < My + Lly| benutzt.)

c) Ist G = R x C™, f stetig, und erfullt f eine globale Lipschitzbedingung beziiglich y, so ist
das AWP auf ganz R eindeutig losbar. Entsprechendes gilt fir den Halbraum R X [zg,00)
bzw. R x (00, 2]

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich in jedem Fall unmittelbar aus Satz 3.3. Es bleibt also die
jeweilige Existenzaussage zu beweisen.

a) Wegen |y (z)| < M stofit die Losung frithestens bei xg 4+ a oder xg + b/M an den Rand von
G, je nachdem, welches der kleinere Wert ist. Mit Satz 3.4 b) folgt damit die Behauptung.

b) Mit My := max { |f(z,0)| :xo <z <x0+ a} gilt offenbar auf Grund der Lipschitzbedingung

|f(z,y)| = Mo + Ly

und somit fiir g(z) := (1 + |y(x)[?)"/?
! _ L e(y(z),y (z L )| f(z, y(z
J@) = i Re (o). (@) < o ly(@) (o y(o)
[/ (2, y(2))| < Mo + Lly(x)| < Kg(x).

IN

Daraus folgt
ly(2)| < g(x) < K'e™®

in dem Bereich, in dem y existiert. Also kann die Losung den Rand des Streifens erst bei zg + a
erreichen.

c¢) Dies folgt aus Teil b), da die Lésung auf jedem Streifen rechts von x existiert. |
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3.3 Gleichungen n—ter Ordnung

Was liefern die obigen Resultate fiir Gleichungen erster Ordnung nun fiir Gleichungen n—ter Ord-
nung? Wir betrachten dazu Gleichungen

y(n) = f<x7 y7 y/7 A 7yn_1)

mit f: G — C™, G C R x C" offen. Man sagt in diesem Fall, f erfiillt (ggf. lokal) eine Lipschitz-
bedingung beziiglich y, wenn fiir

f(iE,Y) = f(xvy[)ayh .. "ynfl)v Y = (Z/O,yl, cee 7yn71)
gilt
[f(@,Y) = f(@,Y)] < L)Y =Y.

Satz 3.7 Sei G C R x C™ offen, f : G — C™ stetig und erfiille lokal eine Lipschitzbedingung
beziiglich y.

a) Eindeutigkeit: Sind y,z : I — C™ Ldsungen von

y(n) = f(x7 y? y’? A 7yn71) mzt y(xo) = Z(‘TO) PR y(nil) ('IO) = Z(nil) (:1:0)7

so gilt y(x) = z(x) fir alle x € 1.

b) Existenz: Ist (2o, Y0,0,%0,1,---,Yon—1) € G, so ezistiert ein € > 0 so, dass in [zg — €, x0 + €]
genau eine Losung des Anfangswertproblems

(n) — / (n—1)
y _f(xvy’ya"wy )7
AWP . o
Yy (zo) =yo,; fir j=0,1,....,n—1 (yO0)=y("))

existiert.

(Wie fiir Gleichungen erster Ordnung lassen sich auch hier genauere Aussagen dariber machen,
wie grof$ der Bereich ist, in dem die Losung existiert, vgl. Satz 3.6.)

Beweis. Wir wissen, dass dieses Anfangswertproblem dquivalent ist zu folgendem Anfangswert-
problem erster Ordnung fiir Y = (yo,...,Yn—1)

AWP Y/ = f(a:,Y), Y(.’EQ) = (yO,ano,lv"wyO,n—l)?
wobei f definiert ist durch

Y1
Y2
f(:E,Y) =
Yn—1
f(@, 90,y Yn—1)
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Wegen

f(xay()?"'ayn—l) - f(x,?]o,---,?]n—ﬂ‘ < ‘f(.’L',Y) - f(wv}})’

S |y1 _g1|++|yn—1 _gn—1|+ ‘f(x7y07"'7yn—1)_f(xvgﬂu'”vgn—l)
< Vn—1|Y_f/‘ + f(x7y0>"'7ynfl)_f(x7g07"'7gn71)

erfiillt offenbar f genau dann (lokal) eine Lipschitzbedingung beziiglich Y, wenn f (lokal) eine
Lipschitzbedingung beziiglich (y,1/, ...,y V) erfiillt. Damit ergibt sich die Behauptung aus den
obigen Resultaten iiber Gleichungen erster Ordnung. |

3.4 Zur stetigen Abhingigkeit von den Daten

In diesem kurzen Abschnitt soll ein einfaches Resultat iiber die stetige Abhéngigkeit der Losung
einer Differenzialgleichung (erster Ordnung) y' = f(x,y) von den ,, Daten® bewiesen werden. Unter
Daten wollen wir hier verstehen:

— die ,rechte Seite®, d.h. die Funktion f(-,),

— den Anfangswert yo an der vorgegebenen (festen) Anfangsstelle xg.

(Natiirlich kénnte man auch die Anfangsstelle zy zu den Daten rechnen und die stetige Abhéngigkeit
von xg untersuchen. Ist die Anfangsstelle &g statt g, so bedeutet dies nichts anderes als ein Ersetzen
der rechten Seite durch f(z,y) = f(x + (Zo — 0),y); wenn f z.B. gleichmiBig stetig beziiglich z
ist, ist damit die stetige Abhéngigkeit von xy im folgenden Resultat enthalten.)

Der folgende Satz sagt im wesentlichen aus: Wenn die rechte Seite f(-,-) und der Anfangswert
nur ,,wenig® verdndert werden, dndert sich auch die Losung des Anfangswertproblems (zumindest
in einem ,kleinen“ Intervall um die Anfangsstelle xy) nur ,,wenig*.

Wir betrachten die Anfangswertprobleme

y/ = f(x,y), y(l‘o) = Yo,
2 =g(z,2),  2(z0) = 2.

Die Voraussetzungen des Satzes sind so, dass das erste Anfangswertproblem auf dem zur Diskussion
stehenden Intervall existiert und eindeutig bestimmt ist (Lipschitzbedingung fiir f). Falls das zweite
Anfangswertproblem nicht eindeutig 16sbar sein sollte, ist der Satz so zu verstehen, dass er fiir jede
Losung z gilt. Fordert man fiir ¢ eine lokale Lipschitzbedingung, so ist auch das zweite Anfangs-
wertproblem auf dem fraglichen Intervall eindeutig 16sbar. Im iibrigen sind die Voraussetzungen an
f und g vollig symmetrisch, die Rollen von f und g kénnen also ausgetauscht werden.

Satz 3.8 Sei J C R ein Intervall, D C C™ (oder R™) offen, f,g : J x D — C™ (oder R™),
xo € Jya € D,r,0 > 0 mit [z, zo+7] C J und K(a,20) C D. Fiirx € [z, xo+7r] undy, z € K(a,20)
gelte mit geeigneten 3,v,e > 0

|flz,y) < B, lglx,y)| <8,
[f(z,y) — f(@,2)] < ~yly — 2],
|f(z,y) — g(z,y)] <e.
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Dann gilt fir yo, z0, x mit yo, 20 € K(a, 0) und xog < x < x¢ + 19 mit ro := min{r, o/5}

_ < lon — o lote—zol o E ( rw—z0) _
ly(z) — 2(x)] < |yo — 20le +7(e 1).

(Es sei angemerkt, dass der erste Term verschwindet, wenn die Anfangswerte gleich sind, der zweite
dann, wenn die rechten Seiten gleich sind.) Die entsprechende Aussage gilt fiir ein Intervall links
von xq.

Beweis. Das erste Anfangswertproblem ist auf Grund der Voraussetzungen an f auf dem Intervall
[x0, o + 10] eindeutig 16sbar mit y(z) € K(a,20) fir x aus diesem Intervall. Sofern das zweite
Anfangswertproblem losbar ist, gilt

() 20l < | [ ot 2(0)) ] < Bl — a0

und somit auch z(z) € K(a,2p) fiir x € [xg,x + 19]. Deshalb kénnen alle Voraussetzungen an f
und g benutzt werden. Wir erhalten zunéchst

@) =@ = [ u) - gl 2(@)]

(@ y(@) = fla 2(@)| + | f @, 2(2)) = 9o, 2(2))
< Aly(e) - 2(@)| +=.

ARV

2 = 2Re (y(0) — 2(2),y/(2) - /()
2ly(x) - 2(@)lly (2) - #/(2)|
2{ly(@) - 2(2)| + ¢ flylx) - =(2)
29ly(@) — 2(@) [ + 2ly(x) — 2(2)],

ly(z) — 2(z)

S
A IA

%\y(l’) = 2(2)* = 29[y(2) — 2(2)]* < 2ey(z) — 2()].

Setzen wir nun

() = ey (z) - 2(x)),

so erhalten wir

YWE) = T h(@) = 5 (e g (o) (@) )
1 d

< e PETely(a) — 2(x)]

= 56_7(:”_”"0)1&(1‘).

Fiir den Rest des Beweises miissen wir zwei Fille unterscheiden:

Ist ¢(x) = 0, so ist die Behauptung offensichtlich richtig.
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Sei also 9 (x) # 0. Wir definieren
to = to(z) := inf {t € (xo,z) :Y(s) >0 fir se (t,x)},

das ist das kleinste ¢, fiir das ¢ auf (¢, x) positiv ist; wegen der Stetigkeit von v ist also ¥ (tg) = 0.
In (tp, z) kann die zuletzt bewiesene Ungleichung durch ¢ (z) dividiert werden, d.h. es gilt

Y (t) < ee 20 fiir ¢ e (tg, ),
also nach Integration
$a) = blt0) + {0 — e},
Multiplikation mit eY(*=%0) liefert
(@) = 2(@)| < (o) + = {0 — 1}
04 %{ev(%to) _ 1} falls to > zo,

‘y(mo) - Z($0)‘e”’(”"_“”°) + f—y{eV(“”_m) - 1} falls to = xo

< i sferesn 1 o 1)
Y

weil im 1. Fall natiirlich yy = 2o gelten mufl. Das ist die behauptete Abschitzung. |

7: 7. November 2006
Bemerkung 3.9 Wie gut oder schlecht sind diese Abschitzungen?

Explizite Berechnung der Beispiele

~ fla,y) = vy und g(x, 2) = vz mit yo # 20, also

y(m) — y067($_x0)’ Z(x) — ZOe’Y(x_IO)’

ly(z) — 2(z)| = |yo — 20|e7*770),
N f(x’y) =Y und g(x72> =vz+¢€ mit Yo = 20
Y(@) = e, 2(a) = goerem) 4 £ (e 1)

() — =) = — (70 1)

zeigt, dass die im Satz angegebenen Abschitzungen, obwohl sie sehr grob erscheinen, optimal sind.
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3.5 Ubungsaufgaben

1. Man zeige (ohne die Differenzialgleichung explizit zu 16sen): Das Anfangswertproblem

y={@-1P -3}, w0)=0

ist auf ganz R eindeutig losbar.

2. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y=0-yYy=y—v" y(0) =y
Fiir alle yg € R ist das AWP eindeutig losbar (womit noch nichts iiber den Existenzbe-
reich ausgesagt ist).
Man bestimme die Losungen fiir yg = —1,0, 1.
Fiir 0 < |yo| < 1 ist das AWP auf ganz R lésbar.
Man skizziere die Losungen aus den Teilen b und c.

Das AWP ist fiir jedes |yo| > 1 nicht auf ganz R losbar. Man skizziere auch diese
Losungen.
Anregung: Zum Vergleich y' = —cy® mit geeignetem ¢ > 0.

3. Man zeige, dass das AWP

y' = (y— Dy, y(0) =yo > 1

nicht fiir alle x > 0 losbar ist.

Anleitung: Man vergleiche die Losung mit der des AWP: 2/ = (z — 1)3/2, 2(0) = .

4. Ein Massepunkt mit Masse m und Koordinaten x(t) = (£1(t),&2(t),&3(t)) bewegt sich in
einem Kraftfeld, das ein zweimal stetig differenzierbares Potential V : R? — R besitzt:

a)

c)
d)

ma” = —grad V(z).

Man transformiere dieses System in ein System erster Ordnung und zeige, dass dieses
lokal eine Lipschitzbedingung erfiillt.

Ist x : J — R? eine Losung des Anfangswertproblems mit x(tg) = o, 2 (to) = x1(tg €
J, xg, 21 € R3), so gilt

Via(t) < %mﬁ Y V(xg) fiiralle teJ.

Anleitung: Man zeige, dass die Energie E(t) = %|x'(t)|2 + V(x(t)) konstant ist.

Gilt V(x) — oo fiir x — o0, so sind z(t) und 2/(¢) beschrinkt.

Ist V(x) > ¢ > —oo fiir alle x € R3, so ist jedes Anfangswertproblem auf ganz R 16sbar.

5. Man bestimme die Losungsmatrix von

, (1 1 . _
y—(o _1)y fir 29=0

(mit Hilfe des Picard’schen Iterationsverfahrens).
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4 Systeme linearer Differenzialgleichungen, allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir Systeme linearer Differenzialgleichungen erster Ordnung
y = A(z)y+b(z) (reJCR)

mit einem beliebigen Intervall J C R und stetigen Funktionen
A: J—C™™ (=m x m—Matrizen), b: J—C™.

Gesucht sind also stetig differenzierbare Losungen
y=0,....,0m): J—C™,

Ausfiihrlich geschrieben lautet das Differenzialgleichungssystem also

m(x) = Zalk x) + bi(z),

M () = Zamk ) + bin (),

bzw. etwas abgekiirzt

Za]k ) +bj(z) (G=1,...,m).

Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall, wo A(-) tatséchlich von x abhéngt (variable Ko-
effizienten) und untersuchen dann im folgenden Abschnitt speziell den Fall, wo A(-) konstant ist
(konstante Koeffizienten).

4.1 Die Loésungsmatrix

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von Anfangswertproblemen ist in diesem Fall unter
sehr allgemeinen Bedingungen beweisbar:

Satz 4.1 Sind A: J—C™ und b : J— C™ stetig (d. h. alle aji(-) und b;(-) sind stetig),
xo € J,yg € C™, so0 ist das

AWP ¢/ = A(z)y +b(z), y(zo) = w0

i ganz J eindeutig l6sbar.

Beweis. Wir zeigen: Ist Jy ein kompaktes Teilintervall von J und

Go::{(x,y)ERx(Cm:xEJo}CG::{(m,y)eRme:er},
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so erfiillt die rechte Seite

f(x,y) = A(z)y + b(z)

in Gg eine Lipschitzbedingung (und somit erfiillt f lokal eine Lipschitzbedingung in G):

|f(z,y) — f(z,9)] = [A(@)(y — 7)|
24 1/2
ajk () (M — ﬁk)‘ }

(mit L' := max{|ajk(x)| 1 <j,k<m,x € J()})

< S Em-al}"
]T:nl k?nl m 1/2
< {5 (50 Zn-w)

Mit Satz 3.6 b) folgt, dass das AWP auf ganz Jy eindeutig l6sbar ist. Da Jy ein beliebiges kom-
paktes Teilintervall von J ist, folgt damit die Behauptung. ! |

Im folgenden untersuchen wir die Struktur der Losungsmenge eines linearen Systems genauer:

Satz 4.2 Das Matriz—wertige Anfangswertproblem

1 0
AWP Y' = A(2)Y, Y(zg)=FE= .
0 1

besitzt fir jedes xg € J genau eine LisungY : J — C™* ™. Fir jedes yp € R™ ist y(x) := Y (x)yo
die (eindeutig bestimmte) Lisung des

AWP ¢ = A(x)y, y(zo) = vo-

Die Matriz—Funktion Y (-) heifst die Losungsmatrix des Systems (zum Anfangspunkt xg); fiir jedes
x € J ist Y(z) invertierbar.

Beweis. Fiir jedes j € {1,...,m} sei y;(-) die (eindeutig bestimmte) Losung des
AWP y; = A(x)ij yj($0) =€ = (51]'7 SRR 5mj)t-
Y (z) sei die Matrix mit den Spalten y;(x),

V(@)= (1) (@) o ym(@)).

'Dies folgt natiirlich (weniger explizit) auch aus dem fritheren Satz 3.2, weil y — A(z)y stetig nach y differenzierbar
ist.
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Offensichtlich ist Y'(-) stetig differenzierbar, und es gilt

Y(zog) = (el feg ... fem> =F,

Vi) = (vi(@) @) yh(@)
= (4@ @) A@p@) | A (@)
= A@Y (@),

d.h. Y (-) ist die gesuchte matrixwertige Funktion; die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die j—te
Spalte von Y() notwendig die Losung des AWP y’ = A(z)y;, y;(z0) = e; ist.

Weiter gilt

Y (zo0)yo = Eyo = yo,
(Y(2)yo)" = Y'(@)yo = (A(2)Y (2))yo = A(2)(Y (x)y0),
d.h. y(x) := Y (x)yo 16st das AWP ¢/ = A(z)y, y(xo) = yo.

Es bleibt die Invertierbarkeit von Y (z) zu beweisen. Nehmen wir an, dass Y (z;) nicht invertier-
bar ist. Dann gibt es ein yg € R™\{0} mit Y (z1)yo = 0. Die Losung des AWP ¢/ = A(z)y, y(x0) = yo
erfiillt also bei x; die Anfangsbedingung y(z1) = 0 und ist somit (Eindeutigkeitssatz) identisch
gleich 0, im Widerspruch zu y(xg) = yo # 0. [ |

Um die Inverse der Losungsmatrix differenzieren zu kénnen, benétigen wir den folgenden

Hilfssatz 4.3 Sei Y : J— C™*™ stetig differenzierbar und Y (x) invertierbar fir alle x € J.
Dann ist Z(-) = Y (-)7 in J stetig differenzierbar und es gilt

Z'(z) = —-Z ()Y (2)Z(z) = =Y ()Y (2)Y (z) L.

(Das Resultat ist insbesondere auf Ldésungsmatrizen anwendbar. Man vergleiche die obige For-
mel mit der Formel fiir die Ableitung der Inversen einer reellwertigen Funktion: (1/y)'(z) =
—y/(z)y(x)~2. Man beachte, dass Y'(x) und Y (x)~! i. allg. nicht vertauschbar sind.)

Beweis. Wir beweisen zunichst die Stetigkeitt von Z : J — C™*™_ Nach der Cramerschen Regel
hat jedes Matrixelement von Z(-) die Form

(Det Y(-))! x {Polynom in den Matrixelementen von Y (-)}.

Also ist jedes Matrixelement von Z(-), und somit Z(-) selbst, stetig.
Damit folgt nun auch leicht die Differenzierbarkeit und die Formel fiir die Ableitung:

%(Y(w) Y (b)) 2()

= —Z(x)Y'(x)Z(x).

lim %(Z(x +h)~ Z()

lim Z(z + h)
h—0 h—0
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Korollar 4.4 Ist Y (-) die Losungsmatriz von y' = A(x)y (zum Anfangspunkt zq), so ist (Y (-)~1)¢
die Losungsmatriz des transponierten Systems Z’' = —A(x)!Z. (Dabei ist A die zu A transponierte
Matriz; es gilt offenbar (AB)! = BtAt, A'(x)t = (A(z)?).)

Beweis. Sei wieder Z(-) = Y(-)~!. Dann gilt

(2@ = Z() = —(2@)Y'@)2@)

N

)
= —Ax)'Z

t t
- (2@ A(x)Y(:c)Z(:c)) - —(Z(m)A(a:))
- (:U)t,
t
Z(zo)t = (Y(xo)’1> —E'=E.
|
4.2 Fundamentalsystem und Lésungsmatrix
Wir betrachten weiterhin das homogene System 1. Ordnung
v =Alx)y, xed, y:J—C™
Ein System von m Funktionen {yi,...,yn} heiBt ein Fundamentalsystem dieser Differenzialglei-

chung, wenn gilt

(a) Die Funktionen yi, ...,y sind Losungen der Differenzialgleichung,
(b) die Funktionen vy, ...,y sind linear unabhéngig, d.h. aus 27:1 cjyj(z) = 0 fir alle x € J
folgt c; =0firj=1,...,m.

Satz 4.5 Die Lisungen yi,...,Ym des homogenen Systems bilden genau dann ein Fundamental-
system, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillbar ist.

(t') Fiir jedes = € J sind die Vektoren y;(z), ..., ym(x) linear unabhingig in C™, oder

(b") es gibt ein x* € J so, dass die Vektoren yi(z*),. .., ym(x*) in C™ linear unabhingig sind.

8: 10. November 2006

Beweis. Es ist die Aquivalenz (b) < (b") zu beweisen.

(b) = (V'): Nehmen wir an, dass (V') nicht gilt, d.h. es gibt ein o € J und (¢1,...,¢m)
(0,...,0) mit Y c¢jy;(xo) = 0. Dann ist y(-) = > ¢;y;(-) die Losung des AWP ' = A(x)y, y(zo)
Y- ¢iyi(zo) = 0, also y(x) = 0 fiir alle € J, d. h. (b) gilt nicht. — Die Implikationen (V') = (0"
und (b") = (b) sind offensichtlich.

NG N

Die oben benutzten Losungen y;(-) mit y;(zo) =e; (j =1,...,m) bilden offenbar ein spezielles
Fundamentalsystem.

Die Losungsmatrix 148t sich aber auch mit Hilfe eines beliebigen Fundamentalsystems erzeugen,
wie der folgende Satz zeigt:
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Satz 4.6 Ist{z1,...,2n} ein (beliebiges) Fundamentalsystem vony' = A(z)y und Z(x) die Matrix
mit den Spalten z1(x), ..., zm(x),

Z(z) = (zl(x) 10 zm(az)>,

so ist Z(x) fir jedes x € J invertierbar und es gilt

Z(z) = Y(x)Z(zo),
Y(z) = Z(x)Z(x0) ",

wobei Y (+) die Losungsmatriz zum Anfangspunkt xq ist.

Beweis. Auf Grund des obigen Resultats gilt offenbar
zj(x) =Y (z)z(z0).

Damit folgt sofort die erste Gleichung
Z(x) =Y (x)Z(x0).

Da {z1,...,2zn} ein Fundamentalsystem ist, ist die Matrix

Z(x) = (zl(aj) Doo(w) . zm(aj))

1

invertierbar fiir jedes x € J. Multiplikation der eben bewiesenen Identitét mit Z(z¢)~" von rechts

ergibt

Korollar 4.7 Sei{z1,...,2zn} ein (beliebiges) Fundamentalsystem. Dann ist jede Lisung der ho-
mogenen Gleichung y' = A(x)y eine Linearkombination der Funktionen zi,..., 2y, genauer:

y@) = Y@= Z()(Z@0)'m0) = Z@)(t, .. tn)'
= thzj(:v) (t; = j—te Komponente von Z(x0) *yo).
j=1

Die Menge der Losungen der homogenen Differenzialgleichung 3’ = A(z)y bildet also einen m-
dimensionalen Vektorraum iiber C. Jedes Fundamentalsystem ist eine Basis dieses Raumes.



4 SYSTEME LINEARER DIFFERENZIALGLEICHUNGEN, ALLG. FALL 38

4.3 Das inhomogene System

Nachdem wir einen vollstéindigen Uberblick iiber die Losungen des homogenen Systems y' = A(z)y
haben, wollen wir nun daran gehen, das inhomogene System

Yy =Ax)y+b(x)  (b#0)
zu untersuchen.

Satz 4.8 Sei {z1,...,2zm} ein (beliebiges) Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y' =
A(x)y,y eine beliebige Lisung des inhomogenen Systems y' = A(x)y + b(x). Dann hat die Lisung
des inhomogenen Anfangswertproblems

AWP o/ = A(z)y + b(x), y(xo) = yo

die Gestalt

y(x) =gy(z) + Z cjzj(x) (mit geeigneten c;);
j=1
genauer gilt fir das AWP y(xzo) = yo
y(x) = §(x) + Z(x) Z(x0) " (yo — §(20))-

Beweis. Da Z(x)Z(xo)~! die Losungsmatrix des homogenen Systems ist, ist klar, dass das zuletzt
angegebene y(+) die inhomogene Gleichung 16st. Weiter gilt

y(z0) = 9(x0) + Z(20)Z(20) " (yo — 9(20)) = yo,

d. h. y hat die richtigen Anfangswerte. Wegen der Eindeutigkeit muf3 also die Losung diese Gestalt
haben. Da Z(x) (Z(xg)_l(yo — g](azo))> eine Linearkombination der zq,..., 2z, ist, ist damit alles
bewiesen. |

Eine explizite Losungsformel, die nicht die Kenntnis einer speziellen Losung der inhomogenen Glei-
chung erfordert, gibt der folgende Satz (die im Abschnitt 2.5 gefundene Formel fiir die Losung
einer inhomogenen Differenzialgleichung erster Ordnung (m = 1) ist ein Spezialfall hiervon).
Satz 4.9 Die eindeutig bestimmte Lisung y des
AWP o = A(z)y + b(z),  y(x0) = yo
st gegeben durch
x
) =Y (@) + Y () [ YO b0
o

(wobei Y (+) die Lisungsmatriz des homogenen Systems zum Anfangspunkt xq ist).
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Beweis. Es gilt offenbar

y(zo) = Y(zo)o+Y(z0) / Y (£) (1) dt

= EyO+EO:y0a

y(z) = Y'(w)yo+Y'($)/Y(t)_lb(t)dtJrY(w)Y(x)_lb(w)

Zo

= A@{Y @+ () / Y (1) b(0)dt} + b(a)
= A(x)y(x) + b(z).
|

Der Beweis des letzten Satzes ist zwar sehr einfach, verrat aber nicht, wie man diese Losung
findet. Deshalb sei hier noch ein anderes Vorgehen beschrieben: Die Spaltenvektoren y;(x) der
Losungsmatrix Y (z) = (y1(z) : ... : ym(2)) bilden fiir jedes z € J eine Basis in C™ (vgl. obige
Charakterisierung eines Fundamentalsystems). Es gibt also fiir die Losung y(-) des inhomogenen
Systems und fiir jedes x € J einen Vektor

yo(z) = (770,1(56), . .,7707m(a:)>t eR™
mit
y@) = > mo@)yix) =Y ()yo(z),
j=1

wo(z) = Y(2) y(e).
Existiert eine stetig differenzierbare Losung y(-), so ist also wegen yo(z) = Y (z) ™ y(x) auch yo(-)

stetig differenzierbar und wir erhalten durch Einsetzen von y(z) = Y (x)yo(z) in die inhomogene
Differenzialgleichung

A(2)Y (x)yo(z) + b(z) = A(z)y(z) +b(z) = y'(z) = Y (2)yo(x) + Y (2)yp(2)
= A(z)Y (z)yo(x) + Y (z)y, ().

1

Hieraus ergibt sich Y (z)y;(z) = b(z) und somit die Gleichung fiir yo(-)

vo(z) =Y () b(w),
aus der durch Integration folgt:
x
wi@) =m+ [ YO0
o
Einsetzen in y(z) = Y (x)yo(x) liefert die bereits oben bewiesene Losungsformel.

Formal haben wir oben in der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung Y (x)yo den kon-
stanten Vektor yo durch einen variablen Vektor yo(z) ersetzt, und es stellte sich heraus, dass yo(-)
tatsdchlich berechnet werden kann. Man nennt deshalb diese Methode die Variation der Konstan-
ten.
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4.4 Ubungsaufgaben

1. a) Man bestimme die Losungsmatrix von

, (1 2 . _
y—<2 1>y fir x9=0.

b) Man lése das Anfangswertproblem

(e (5 =)

Hilfe: <_Ox> ist eine Losung des inhomogenen Systems.

40
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5 Systeme linearer Differenzialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir das homogene lineare Differenzialgleichungssystem 3’ = Ay,
wobel jetzt A eine konstante m x m— Matrix ist.

5.1 Die Losungsmatrix exp (xA)

Um die Losungsmatrix des Systems zu bestimmen, 16sen wir das matrix—wertige Anfangswertpro-
blem

AWP Y/ =AY, Y(x)=FE

mit Hilfe der Picard’schen Iteration:

Y()(JZ') = E,

Yk+1(x):E—|—/AYk(t)dt fiir k=012, ..

o

Damit erhalten wir explizit

Yi(z) = E—l—/AEdt:E-i-(w—xo)A,

z0
X

Yo(z) = E+/A<E+(t—xo)A>dt:E+(:c—xo)A+

zo

(z — )2

A2
2 b

und weiter durch Induktion (mit A° = E)

v Et—woy . (@ —x)
Vi) =B+ [ A3 C=Plaia =y Sl
w 50 7 = 7

Wie man aus dem Beweis des Existenzsatzes von Picard-Lindel6f (oder aber auch mit dem gleichen
Beweis, mit dem man die Konvergenz der Exponentialreihe beweist) sieht, ist diese Folge auf jedem
kompakten Teilintervall von R gleichmé&fig konvergent gegen eine stetige matrix—wertige Funktion

die das obige Anfangswertproblem l6st, d.h. Y(+) ist die gesuchte Losungsmatrix.
Die formale Ahnlichkeit mit der Exponentialreihe legt die folgende Schreibweise nahe
2

6xA .
=07’

= exp(zA) :=

Mit dieser Bezeichnung haben wir

Y(z) =exp {(m — :cO)A}.
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Da Y die homogene Differenzialgleichung Y/ = AY erfiillt, folgt
d
o P {(;U — JJO)A} = Y'(z) = AY (z)
= Aexp {(x - :UO)A},

erneut eine Eigenschaft, die von einer Exponentialfunktion zu erwarten ist.

A1 0
Beispiel 5.1 fiir eine Diagonalmatrix A= @ .. ist offenbar
0 Am
M 0
emA__ : :
0 erm?

g

Al

Beispiel 5.2 Wir wollen fiir A = (0 N

> (einen 2 x 2-Jordan—Kasten) e*4 berechnen. Zunichst

sieht man leicht
222X A3 32
2 3 _
ey %) =5 %)

und durch Induktion allgemein

(N gt L
AJ:<0 \i ) fir j € Np.

Somit erhalten wir

a S s (W
e"ZwA_Zﬂ<o bY

7=0 7=0
B 2 (zN) (@A) 0 1
B SRk Sy (0 0)

9: 14. November 2006

5.2 exp(zA) fiir diagonalisierbares A

Besonders einfach werden die Verhéltnisse, wenn A diagonalisierbar ist, d.h. wenn es eine inver-
tierbare Matrix M gibt so, dass M ~'AM Diagonalgestalt hat,

A 0
M™YAM = Diag(\1, ..., \p) = . ,
0 A
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wobei dann natiirlich Aj,..., A, die Eigenwerte von A sind (mit Vielfachheit gezéhlt). Es sei hier
daran erinnert, dass A genau dann diagonalisierbar ist, wenn A m linear unabhéngige Eigenvekto-
ren besitzt; Diag(A1, ..., Ay ) ist dann gerade die Darstellung von A beziiglich der Basis, die durch
diese Eigenvektoren gebildet wird. A hat sicher dann m linear unabhingige Eigenvektoren, wenn
A m verschiedene Eigenwerte hat.

Fiir diagonalisierbares A gilt offenbar

Al = (MDM Y = MDIM~!

und somit
Y |
TA J— J -1
SR TR ot
J=0 7"
erM 0
= M M~
0 ex)\m
M und M~ kénnen wie folgt explizit angegeben werden: Ist {a1, ..., a,,} eine Basis aus Eigenvek-
toren und ist {a},...,a,,} eine dazu duale Basis, d.h. es gilt
(a, ag) = dji fir j,k=1,...,m,

wobei (-, -) das Skalarprodukt in C™ ist, d.h. (z,y) = > 7", T;y;, so ist

/

. ) a
M:(a1:a2:,_,;am)7 M= L

/
am

d.h. M ist die Matrix mit den Spalten ai, ..., a,, und M ! ist die Matrix mit den Zeilenvektoren

ay,...,al,, den zu ay, ..., a, dualen Vektoren.

Fiir die Losungsmatrix erhélt man damit

e(z—$o)>\1 0
Y(z) =elrmold = M M

Das Anfangswertproblem
AWP ' = Ay, y(xo) = yo,

hat also die Losung

e(:c—xg))q 0
y(x) = Y(x)yo=M M~y
0 e(zfa:o))\
e(@—z0)A1 0 <a:1’ y0>
Y <a27 y0>
0 6(‘%710)/\ :
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= M : =D (o)l ™ a;.
.
e(#=20)Am <a;nv y0>

Ist speziell A hermitesch, so hat es in jedem Fall m linear unabhéngige Eigenvektoren aq, ..., am,
die sogar o. E. als Orthonormalbasis von C™ gewiihlt werden kénnen. Dann ist offenbar {d}, ..., a,,} =
{ai,...,an} und somit

M~ =Mt =M*, d.h M ist unitr.

Fiir y(-) erhalten wir dann

m

y(x) = {aj, yo)e" "N a;.

J=1

Insgesamt haben wir bewiesen:

Satz 5.3 a) Sei A eine m x m—Matrix mit m linear unabhingigen Figenvektoren a,...,an
und zugehorigen Eigenwerten i, ..., Am, auferdem sei {ay,...,al,} eine zu {a1,...,am}
duale Basis. Dann ist die Léosung des

AWP y = Ay, y(xo) = Yo

gegeben durch

m
y(x) = (a],yo)el ™ ™iay.
j=1
b) Ist speziell A hermitesch und aq,...,an eine Orthonormalbasis von Figenelementen, so gilt
[e.9]
y(@) =Y (aj,y0)e""Ma,.

<
Il
-

Dies sind offenbar Linearkombinationen der Losungen der Anfangswertprobleme mity(xo) = a; (j =
1,...,m), wobei die Entwicklungskoeffizienten durch <a;-, Yo) bzw. (aj,yo) gegeben sind. Fir z = x
hat man gerade die Entwicklung von yo nach der Basis {a1,...,am}.

Beispiel 5.4 Wir betrachten das System

1 -1 2 1 -1 2
y=1-1 1 2]y alsoy =4y mit A= -1 1 2
11 0 11 0
Aus (Entwicklung nach der 3. Zeile)
1-x -1 2
det(A—XE) = det| —1 1—-X 2 | =-X+222441-38
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folgt, dass A = 2 und A = —2 Eigenwerte sind, A = —2 einfach, A = 2 mit (zunichst nur)
algebraischer Vielfachheit 2. Den Eigenvektor zu A = —2 erhalten wir aus
a 3 -1 2 a
3a—b+2c = 0,
Aa+2B) [ o] =(-1 3 2| [s]=0  —a%3id = @
1 1 9 a+b+2c = O

Da sich die dritte Gleichung aus den ersten beiden ergibt, bleibt das System zu 16sen, das aus den
ersten 2 Gleichungen besteht. Es hat (z.B.) die Losung

a 1
b | = 1
c -1

Dies ist (bis auf einen Faktor) der Eigenvektor zum Eigenwert —2.

Die Eigenvektoren zu A = 2 erhalten wir aus

a -1 -1 2 a
—a—h+2 = Q
A—28) (b )={=1 =1 2 |[s]=0  ZGZ0E3 = 0
1 1 _9 ‘ a+b—2c = 0.

Dieses System ist dquivalent zu der einzigen Gleichung
a+b—2c=0

mit (z.B.) den Losungen

a 1 1
=1 -1 und 1
0 1

Dies sind 2 Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Insgesamt hat also A eine Basis von Eigenvektoren
a1, az, a3 zu den Eigenwerten A1 = —2, Ao 3 = 2:

1 1 1
a] = 1 y as = -1 N asz = 1
-1 0 1

(da diese nicht orthogonal sind, wiirde Normierung keinerlei Vorteil bringen). Damit haben wir ein
Fundamentalsystem des Differenzialgleichungssystems:

1 1 1

—_
® |
N
8
|
—_
™
N
8
—_
)
N
s
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Es ist also
11 1 1/4 1/4 —1/2
M=1 -1 1], M'=([1/2 -1/2 0
-1 0 1 /4 1/4  1/2

und somit die Losungsmatrix

e 0 0
Y(z)=e = M| 0 e* 0 |M!
0 0 e
1/, 2z —2z 1,2z —2z
(e : e 0 5(e X + e %7)
— __6721 62:): 6721 )
1 2x 1 _—2z 1 2z 1 2x 1 _—2z
1€7 — 3¢ —ge —gzeT e
zusammen mit
e 2" 0
V()™ = M e 2 M
0 6233
%(6—236 _ 621’) 0 %(6_296 + e2z)
_ _1 2z —2x 1 2z
- 1 226 1.2 61 2 1 226 1.2
—Ze_ x—§6$ —56_ z _4_16_ :1:_|_§6£C
ist dann jedes Anfangswertproblem fiir dieses System losbar. O

5.3 Ein Hamiltonsches System; Stabilitit, Instabilitit

Wir betrachten ein mechanisches System mit m Freiheitsgraden mit

Koordinaten T1,...,Tm,
Kinetischer Energic T 1§m:(')2 L2
inetischer Energie == Ti)°==|z
g 2j_1 j B )

1
Potentieller Energie U = §<$,Bl‘>
mit einer symmetrischen m x m—Matrix B. Mit den
Impulskoordinaten pj=%; (j=1,...,m)
ist dann die Hamiltonsche Funktion
1 2
H(p,2) =T +U = 3{pl* + (&, Ba) }.

Damit erhalten wir die Hamiltonschen Differenzialgleichungen

. 0
Zrj = %H(P,x) = Py,

p; = —a—IjH(Pvﬂﬁ):—(Bw)j
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(wobei (Bx); die j—te Komponente von Bz ist) oder, kompakter geschrieben,
T=p, p=—DBx.

Mit der neuen Funktion y : R — R?™

v = (210, 2@ p1(8) (D))

erhalten wir das Differenzialgleichungssystem

y' = Ay  mit der Matrix A:<0 I>'

1 0o I o (—B 0
A—<_B 0> und A—(O —B>

folgt durch Induktion fiir alle k € Ny

A2k — ((—OB)’C (_%)k) LA <(_15)())]€Jrl (_OB)k> |

Aus

und somit
D g R D
JA n=o0 (2n)! n=0 (2n+1)!
$ (=)™ $ (1) o
n=o (2n+1)! n=o (2n)!
Da B symmetrisch ist, gilt mit einer Orthonormalbasis {b1,...,b,} von Eigenelementen,
b
M=(0byibyi ... by), M1t=]1:1,
b
und, mit zugehorigen FEigenwerten Aq, ..., Ay,

B = MDiag(A, ..., Am) ML,

Im folgenden betrachten wir zwei spezielle Félle im Detail.

Stabiler Fall: Es sei U(x) > 0 fiir  # 0, d.h. A ist positiv definit, A; > 0 fiir j = 1,...,m. Sei
v; > 0 so, dass \j = VJZ gilt. Dann ist

v 0
M*l [e) (_1)nt2an . § (_1)nt2n 1
n=0 (277’)' B n=0 (277’)' 0 h I/2n
i (_1)nt2n 2n
nz::O (2TL)' ! 0
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also
0o (=120 cos vt 0
Y S B"=M ML
(2n)!
n=0 0 cos Ut
Entsprechend folgt
1
— sinwvgt 0
o
-1 nt2n+1 1241
e . Mt
= (2n+1)! T
0 — sin vyt
Um
0 (71)n+1t2n+1 —vysinvgt 0
Bn+1 _ M L ]\4’717
(2n+1)!
0 — VU, SIN Uyt
und damit ist auch e explizit gegeben.
10: 17. November 2006
cosvit ... 0 V—llsinylt 0
Mosoe MM L : M~
ola _ 0 ... COSUpt 0 % sin vy, t
—visinwgt ... 0 cosvit ... 0
M : . : M M : : M
0 ... —uvisinuvt 0 ... cosvpmt
Die Losung des
AWP /=4 = (") er™™
y =4y, y(0)= €
Po
ist gegeben durch
t) = et4 <a:0) .
y(t) o
Dabei berechnen wir zunéchst nur die ersten m (Orts—) Komponenten z(t) = (y1(%), ..., ym(t)),
oo oo
(_1)nt2n (_1)nt2n+1
t) = ~————DB" ~———B"
o0 = 2 g Bt D gy B
n=0 n=0
.
cos vt 0 " sin vy 0
= M M~ g+ M M~"py.
0 COS Vi 0 — sin vt
Vm
Mit M = (b1: bg i ... i by) und M~ = M? folgt hieraus

z(t) = Z {(bj, x() cos vt + <bj’p0>y_j sin I/jt}bj.
j=1

48
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Die letzten m (Geschwindigkeits—) Komponenten p(t) = (Ym+1(t), ..., y2m(t)) erhilt man entspre-
chend, oder einfacher durch Differenzieren dieses Ausdrucks:

z(t) = Z { — (bj, xo)vjsinvjt 4 (b;, po) cos I/jt}bj.
j=1

Die Losung ist stabil weil y(t) (bzw. z(t)) und p(t)) beschrénkt bleiben fiir alle ¢.
Instabiler Fall: Mindestens ein Eigenwert von B ist negativ. Wir nehmen hier speziell an:
A1 <0< fir j=2,....,m

Es ist dann

—v? 0
Vi
Diag(A1,..., Am) = . ,
0 V2
(—=1)"wpr 0
1/22”
Diag(A1,...,Ap)" = . ,
0 ‘ V2
m
und somit
o0 o
(_1 nt2n -1 nt2n ) 3
Z WB”J;O = MZ %Dl&g((—l)"l/f”, vt I/Z.?)M !
n=0 ) k=0 )
cosh vt 0
M cos Vot Mﬁl,
0 coSs Uyt
(e.)
(_1)nt2n+1 1)nt2n+1 5 ) 5 .
273" = MZ—Dlag(( D™ vy v ”)M
| ? ? rm
— (2n+1)! ~ (2n+1)!
1
— sinh 1t 0
V1
1 . ’
— sin v
- M vy 2 ML
1.
0 — sin vyt
Vm
oo (0.0
(71)n+1t2n+1 1 n+1t2n+1 9 9 n+1 ,
z:—B’1+ = MZ D1ag( V2 v 1/) M
| 1272 ' ¥m
~ (2n + 1)! o (2n+1
—vq sinh vt 0
—Ugy sin vot

= M ' MY

0 —Vpp SIN Uyt
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also
i sinh 11 ¢
cosh vt 0 V1 1
cos Vot — sin vt
M M1 M V2
0 COS U, t
tA 0
e = 1
— sinh vt
—vq sinh vqt 0 141 .
—Us sin vot — sin vt
M Mt 2]
0 — VU, SIN Uy t
0
Damit erhalten wir in diesem Fall
1
z(t) = {(bl, xo) cosh vyt + (bl,p()}— sinh I/lt}bl
141
1
+ Z { bj, o) cos vt + (bj,pg) sin V]t}bj,
j=2 Vi
y(t) = {<b1, $0>V1 sinh V1t + <b1,p0> cosh Vlt}bl

+ Z { (bj, zo)vjsinvjt + (bj, po) cos Vjt}bj.

Diese Losung heifit instabil, weil sie i.allg. nicht beschrinkt ist; sie ist genau dann
wenn (by, zo) = (b1, po) = 0 gilt.

Ist zz.B. Ay =0 und \; = V? > 0 fiir j = 2,...,m, so erhélt man offenbar
2(t) = {<b17$0>+<b17])0>t}51,

1
+ Z { (bj, o) cosvjt + (b],po) sin V]t}bj,
j=2 Yi

y(t) = (b1, po)br +Z{ (bj, wo)v; sinv;t + (bj,p0>cosujt}bj.

Auch diese Losung ist unbeschrénkt, wenn (b1, po) # 0 gilt.

50

1 .
— sin vyt
VUm

1
— sin vmt

beschrankt,

Mit diesen Informationen ist es nun leicht, alle méglichen Situationen zu studieren.

5.4 Nicht diagonalisierbares A

Ist A nicht diagonalisierbar, weil zu wenige (< m) Eigenvektoren existieren, so liegt es nahe,

exp(zA) mit Hilfe der Jordan’schen Normalform zu berechnen (vgl. Beispiel 5.1). Jedes

A kann mit

Hilfe einer invertierbaren Matrix V auf die Jordan’sche Normalform transformiert werden:

Ar 0 Ay 0
A=V vl vlAv = ,
0 A, 0 Ay
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mit ¢; x £;~Matrizen.

Ajo 1 0

Aj
Aj = Jordan—Kasten;
Ajo 1

0 0 A
dabei sind die A; die Eigenwerte von A. Wie im Beispiel 5.1 kann man berechnen (vgl. auch Ubungs-
aufgabe 1)

2 3
6$>\j LUB'I)\j :L‘_ 1')‘1 l‘_em/\j
2! 3!
72
exp(zA;) = e pe™N Eex)‘j
TN et
0
Die Matrix exp(zV 1AV) = Vlexp(zA)V setzt sich offenbar aus diesen Kisten zusammen.

Die Spalten dieser (groBen) Matrix bilden bekanntlich ein Fundamentalsystem des Systems 2’ =
(V=1AV)z. Ein Fundamentalsystem von y’ = Ay erhilt man hieraus durch Transformation mit V:

firy=Vz gilt y = (Vz) =V =VV 1AVz = Ay.

Unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir Matrizen erkennt man daran, dass ein Fundamental-
system existiert, das wie folgt geschrieben werden kann:

pjea()

pje2() , :
e e mit ¢

bl = dim A,
Pje.m ()

wobei die p; /s Polynome vom Grad < £ — 1 sind. Dies reicht in der Regel aus, um das Differenzi-
algleichungssystem 3’ = Ay mit Hilfe geeigneter ,, Ansdtze* zu lsen:

Beispiel 5.5 ¢ = (le :?1)> y. Aus

—1

1—-A
det(A—AE)-det( 4 sy

>:)\2+2)\+1:(A+1)2:O

folgt, dass A = —1 Eigenwert mit (algebraischer) Vielfachheit 2 ist. Es gibt aber nur einen Eigen-

vektor
(A+1E)<Z> =0, 24=57=-0y, 2a=0b, zB. <Z> = (;)

Es ist also hier n = 1,dim A; = 2. Eine Losung ist gegeben durch
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Eine zweite Losung hat die Form

(3 (g)ee

Einsetzen in die Differenzialgleichung liefert (nach Multiplikation mit e”)

(S0 ()= (i) + (o)

und hieraus durch Vergleich der Koeffizienten bei z! und z°:

_(;> — <4Z:§d> = (Rechnung wie oben) (fl):(;)’

—a+c a—>b a
g = _1
(—b+d> <4a—3b> = 24=b=—l2 — z.B. (

o>
N~
Il
7N
=
—_
~_

Wir haben damit die weitere Losung

Zz —x
<—1+21:>6 ’

und somit das Fundamentalsystem

1 i T -
2 ’ —1+42x '

Im Sinne von Satz 4.6 ist also

—T

2(@) = <26w (-1 ie;;ex) !

womit man die Losungsmatrix (z. B. fiir g = 0) erhilt:
-1
o -1 -z 1 x 1 0
Y(z) = 2@)2(0)" =e (2 —1+422)\2 -1

(1 T 1 0 2 ( 1+ 2z —T
= e = e .
2 —1+42z 2 -1 4x 1—-2x

Dieses Y'(-) konnte man natiirlich auch leicht finden, indem man fiir die beiden Spaltenvektoren

die Linearkombinationen der obigen Losungen wéhlt, die fiir z = 0 die Anfangsbedingungen (é)

bzw. (?) erfiillen.

Hieraus kann man auch noch leicht berechnen

1—-2x x
-1 _ =z
Y(z)" =e < —Agx 1+2:c>’

so dass dann jedes inhomogene Anfangswertproblem im Prinzip explizit 16sbar wird. O
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5.5 Ubungsaufgaben

5.1 a) Man lése die Anfangswertprobleme

A1 0
A1
y = y, y0)=e  (j=1,...,m),
A1
0 A

indem man das System von unten her auflost.

b) Man gebe die Losungsmatrix dieses Systems fiir zp = 0 an,

5.2 Ein Punkt A, der durch ein ,Gummiband“ mit dem Ursprung verbunden ist, bewege sich
geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit « vom Ursprung weg. Auf dem Gummiband bewegt
sich ein zweiter Punkt B mit konstanter Geschwindigkeit v (relativ zum Gummiband). Fiir
welche v holt der Punkt B den Punkt A in endlicher Zeit ein?

5.3 Man bestimme ein Fundamentalsystem des Differenzialgleichungssystems

5 3 V2
vy=13 5 —v2|u.
0 0 2
5.4 Mit Hilfe der Theorie der Differenzialgleichungen zeige man fiir jede m x m—Matrix A
exp(sA)exp(tA) = exp((s +t)A) fiir alle s,t € R.

5.5 Man bestimme zwei stetig differenzierbare Funktionen C,S : R — C mit

C'(z) = -S(a), S'(x) = Cfa),
co) = 1, S(0) = 0

und zeige, dass sie durch diese Forderungen eindeutig bestimmt sind.
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6 Lineare Differenzialgleichungen der Ordnung n

Fine lineare Differenzialgleichung der Ordnung n in expliziter Form hat die Gestalt

y(") = ao(x)y+ai(z)y +...+ an_l(x)y(”fl) + b(z)
n—1
= > aj(@)yV) +b(x),
§=0

wobei wir stets voraussetzen werden, dass die Koeffizientenfunktionen a; : J — Cund die Funktion
b : J — C stetig auf einem Intervall J C R sind. Im ersten Unterabschnitt werden wir die allgemei-
ne Losungstheorie behandeln, wihrend wir im zweiten Unterabschnitt den Spezialfall konstanter
Koeffizienten a; untersuchen; in letzterem Fall 148t sich leicht ein explizites Losungsverfahren an-
geben.

6.1 Allgemeine Theorie

Mit der neuen vektorwertigen Funktion (vgl. Abschnitt 1.1)

yo(w) y/(fv)
y(z) = vi(®) = Y (m) , red
Yn—1(z) y" Y (x)

geht die obige Differenzialgleichung iiber in das System

yf) = U
o=y
!
Yn—2 = Yn—1
Y1 = ao(®)yo+ ... + an—1(x) Yyn—1 + b(z),

oder kiirzer, in Matrix—Schreibweise,

mit
0 1 0 0
0 0 1 0 8
Alw) = : : : T : ) b(z) = :
0 0 0 ... 1 :
ag(xz) ar(z) az(z) ... ap—1(x) b(z)

Nach unseren fritheren Resultaten (Y 4) gibt es zu diesem System und jedem xz(y € J eine eindeutig
bestimmte Ldsungsmatriz Y (-), die Losung des Matrixanfangswertproblems

AWP Y/ =A(2)Y, Y(wm)=E.
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Mit dieser Losungsmatrix Y'(+) ist dann fiir jedes Anfangswertproblem

AWP ¢ = A(x)y +b(x), y(wo) =y,

die eindeutig bestimmte Losung gegeben durch
y(z) =Y (z)y, + Y () /Y(t)lg(t) dt.
o

Eigentlich interessiert uns jedoch nur y(-), die erste Komponente von y(-). Damit erhalten wir
zunéchst:

Satz 6.1 Seien aj,b: J— C stetig, xo € J. Dann hat das Anfangswertproblem

Y™ = ag(x)y + ar(@)y + ... + an—1(x)y" Y + b(x),

AWP
y(o) = yo, ¥ (o) = Y1,y YD (w0) = yna

genau eine Lésung.

Unser Ziel ist es, aus obiger Formel fiir y(z) eine Formel fiir die erste Komponente y(x) von y(x)
7ZU gewinnen.

Wir nennen n Funktionen zy, ..., z, : J — C ein Fundamentalsystem der homogenen Differen-
zialgleichung

y™ = ag(x)y + ar(@)y + ... + an_1(z)y" Y,

wenn sie

(i) die Differenzialgleichung lsen, und

(ii) linear unabhéngig sind (in C(J), d.h. aus Y77, ¢jzj(z) =0 folgt c1 = ... = ¢;, = 0).
Es gilt: {z1,...,2,} ist genau dann ein Fundamentalsystem dieser Gleichung, wenn {z,...,z2,}
mit

t

2(@) = (4(2). 4 (@)..... 2" V(@)

n
ein Fundamentalsystem des homogenen Systems y’ = A(x)y ist. Es gilt namlich ) ¢jz;(z) = 0 fiir
¥y ¥ =
n
alle x € J genau dann, wenn | cjz(-k)(:v) =0 firallex € Jund k €{0,...,n— 1} gilt.
j=1
11: 21. November 2006

Da die Spaltenvektoren der Losungsmatrix Y () ein Fundamentalsystem von y' = A(z)y bilden,
bilden also die Funktionen der ersten Zeile von Y'(-) ein Fundamentalsystem der Differenzialglei-
chung n—ter Ordnung. Und da jede Losung eines homogenen Systems erster Ordnung Linearkom-
bination der Losungen eines Fundamentalsystems ist, folgt:
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Satz 6.2 Ist {z1,...,2,} ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzialgleichung

y(”) =ap(z)y+...+ an_l(az)y(nfl),

so ist jede Losung dieser Gleichung darstellbar als Linearkombination von z1, ..., z,. — Die Menge
der Lésungen der homogenen linearen Differenzialgleichung n—ter Ordnung bilde also einen n—
dimensionalen Vektorraum.

Fiir n—1 mal stetig differenzierbare Funktionen z1, ..., z, : J — Cist die Wronskideterminante
definiert durch

z1(x) () Zn()
W(z) =W(z1,...,2n;2) := det 4 x) zé(x) Z;l(x)
A@) L@ W
Fiir diese Wronskideterminante gilt:
Satz 6.3 Seien z1,..., 2, Lisungen der homogenen Differenzialgleichung n—ter Ordnung

y ™ = ag(2)y + ... 4 an_1(2)y™ VN (e ),

W (-) die Wronskideterminante von z1,...,z,. Dann gilt fir alle xo,x € J

xT

W () = W (o) exp | / an-1(s) s},

o

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) {z1,...,2n} ist ein Fundamentalsystem,
(ii) W(x)#0 fir ein z€J,
(ii) W(x) #0 fir alle x € J.
Beweis. Aus der (gewdhnlichen) Produktregel ergibt sich, dass die Ableitung einer Determinante

gleich der Summe der Determinanten ist, die man erhélt, indem man jeweils eine Zeile der Matrix
differenziert. Das liefert in diesem Fall

z1(z) () zn ()
#(x) 75() 2 ()
W'(z) = det : : : :
zin_m () zén_Q) () ... zé”‘” (z)
z§n) (x) zgn) () ... 2 ()

alle anderen Summanden verschwinden, da die entsprechenden Matrizen jeweils zwei identische
Zeilen enthalten. In der letzten Zeile kann man nun auf Grund der Differenzialgleichung ersetzen

A" (@) = aol@)z (@) + a1 (@)(@) + .+ ana ()2 (@),
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Auf Grund der Linearitdt (beziiglich der Zeilen) der Determinante ist also die obige Determinante

gleich der Summe von n Determinanten, in denen jeweils in der letzten Zeile zj(”) (x) ersetzt wird

(%)

durch ag(z)z;" (z) fiir k =0,...,n — 1; nur die letzte dieser Determinanten ist nicht Null. Damit
folgt
z1(7) Zn(x)
W'(z) = det : : = ap—1(x)W(x).
ziniQ) () e P (z)
an,l(x)zgn_l) () ... an,l(x)zgn_l)(:v)

Daraus folgt die behauptete Formel durch Integration. Diese Formel liefert auch die Aquivalenz
von (ii) und (iii).

(i) = (ii): Wenn (ii) nicht gilt, gibt eseinzg € Jund ¢y, ..., ¢, € Cmit (¢1,...,¢,) # (0,...,0) und
y(x) = >0 cjz(-k) (xg) =0 fiir k =0,...,n— 1. Dann ist aber y(-) die Lésung des homogenen
AWP mit Anfangspunkt xq und Anfangswerten y(zg) = y'(zg) = ... = y™ I (z9) = 0, also
y(z) = 0. Das heifit aber, dass {z1,..., z,} linear abhéingig ist, im Widerspruch zu (i).

(ii) = (i): Wenn (i) nicht gilt, gibt es c1,..., ¢, € Cmit (c1,...,¢) # (0,...,0) und 377, ¢;z;(x) =
0. Dann ist aber auch 377, CjZJ(-k) (x) =0 fir alle k =0,...,n — 1 und somit W(z) = 0 im Wider-
spruch zu (ii).

Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aber auch aus der Tatsache, dass {21(-),...,2,(-)} genau
dann ein Fundamentalsystem der Gleichung n—ter Ordnung ist, wenn die Spalten obiger Matrix ein
Fundamentalsystem des entsprechenden Systems ist. |

Damit haben wir alle Vorbereitungen, um auch die inhomogene Gleichung zu lésen:
Satz 6.4 Sei{z1,...,2,} ein Fundamentalsystem der homogenen Differenzialgleichung
(n—1)

y™ = ag(z)y + ... + an_1(x)y™,

W(x) =W (z1,...,2n;2) die Wronskideterminante,

Zl (t) T Zn(t)
1 : :
K($, t) = W—(t) det Z§n72) (t) o 27(1an) (t)

Dann ist
y(x) = /K(a:,t)b(t) dt

die (eindeutige bestimmte) Lésung der inhomogenen Gleichung

y™ = ag(x)y + ... + an_1(2)y™ Y + b(z)
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mit den Anfangswerten

y(zo) = (x0) = ... =y Y(x0) = 0.
Die Liosung zu beliebigen Anfangswerten

y(@o) =yo, -r YV (@0) = Yo

erhdilt man durch Addition der Lésung der homogenen Gleichung (Linearkombination
der zj), die diese Anfangsbedingungen erfillt.

Beweis. Die gesuchte Losung y(-) ist die erste Komponente der Losung y(-) des zugehorigen
Systems:

va) = (@), = (Y@) [ Y@y ar)

diese ist also zu berechnen.

Sei Z(z) die Matrix mit den Spalten

o t
2i(2) = (5(@), 5 (@), 4" (@)
Dann gilt fiir die Losungsmatrix Y (-) nach Satz 4.6
Y(z) = Z(2)Z(z0)™",  Y(2)™' = Z(x0)Z(2)"",

und somit

x

(1) = Z(x)Z(zo)"" / Z(0) Z(t) (1) dt

)
= Z(m)/Z(t)‘lb(t) dt:/Z(a:)Z(t)_ll_)(t)dt.

Fiir den Vektor Z(t)~1b(t) gilt nach der Cramer’schen Regel

(20700 =

J
Z1 (t) N Zj_l(t) 0 Zj+1(t) e Zn(t)
1 (1) S0 0 Aol . )
— "~ det : : : :
Wit K K : E K
®) A7) AP 0 AP L AP
A"V ATV e ATV L ATV
(mit dem Determinanten—Entwicklungssatz, j—te Spalte)
Z1 (t) e ijl(t) Zj+1(t) e Zn(t)
(1)t b(t) o 2t o () ) o (D)
W (t) : : : :
n—2 n—2 n—2 n—2
B Sl I e 1) B () RSO Gl ()
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Damit folgt, speziell fiir die erste Komponente

(Z@20)700), = 3 ) (200700

J

Z1 (t) e Zj_l(t) Zj+1(t) e Zn(t)
n 0 21 (t) z;._l(t) z}+1(t) 2} (t)
= zi(x)(=1)"1 det
P N Ty : : : :
n—2 n—2 n—2 n—2
A7) L AP AP L TP
(und mit erneuter Anwendung des Entwicklungssatzes)
= K(z,t)b(t).
Integration von xg bis x liefert die Behauptung. |

6.2 Lineare Differenzialgleichungen der Ordnung n mit konstanten Koeffizien-
ten

Im Fall konstanter Koeffizienten ist es relativ leicht, ein Fundamentalsystem der homogenen Glei-
chung explizit anzugeben. Diese Ergebnisse lassen sich natiirlich aus den entsprechenden Sétzen fiir
Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten ableiten. Es ist aber auch nicht schwer, sie
auf direktem Weg zu erhalten:

Mit L bezeichnen wir im folgenden den Differenzialausdruck, der definiert ist durch

(n) (n—1)

Ly =y —an—1y — ... —ay —agy

mit Konstanten ag,...,a,—1 € C. Wie man einerseits leicht erraten kann, wie andererseits aber aus
den Resultaten fiir Systeme klar ist, sollte der Losungsansatz

Az

y(r) =e (Ezponentialansatz)

zum Ziel fithren. Einsetzen dieses Ansatzes in die Differenzialgleichung liefert:
0= L{eM} = p(\)eM®

mit dem charakteristischen Polynom
pN) = A" —ap AN — L —ai) — ap.

Wie man leicht nachrechnet, gilt auch

-2 1
0 —-Xx 1 0
A) = (=1)""" det _
p(A) = (-1) 0 )
0 0 0 -A 1
ap air a2 Ap—1 —A

Diese Form von p(-) erinnert sehr deutlich an das zur Differenzialgleichung n—ter Ordnung dquiva-
lente System erster Ordnung.
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Offenbar ist also y = e** genau dann eine Losung der Differenzialgleichung, wenn A eine Null-
stelle von p(-) ist. Abgesehen davon, dass wir die lineare Unabhingigkeit dieser Loésungen noch
nicht bewiesen haben, haben wir damit in dem Fall, in dem p(-) nicht n verschiedene Nullstellen
hat, noch nicht geniigend viele Losungen fiir ein Fundamentalsystem. Die noch fehlenden Losungen
liefert der folgende Satz, in dem wir dann auch die lineare Unabhéngigkeit des gesamten Systems
beweisen.

Satz 6.5 Seien A1, ..., \; € C die verschiedenen Nullstellen von p(-) mit Vielfachheiten vy, ..., vy
2?21 v =n (vgl. Fundamentalsatz der Algebra). Dann ist ein Fundamentalsystem der Differenzi-
algleichung Ly = 0 gegeben durch

Ajx

Nt e

p— | >\ . .
L, xtiTre® fir 7=1,... k.

Beweis. a) Wir zeigen zundchst: Wenn A eine v—fache Nullstelle von p(-) ist, dann sind

eAm, 1’6)@, . xv—le)\m

Losungen der Differenzialgleichung Ly = 0. Aus der Gleichung L(e**) = p(\)e*® folgt durch
j—malige Differenziation nach A (Vertauschbarkeit der Differenziationsreihenfolge)

Nz oI - oI . oI .
Lale) = L(g5e") = g1 = gr{pe™]

J

( mit  (fg)) =" @) f(é>g(3>6)>

=0
J . ‘
_ Z <é> p(ﬂ)(A)xj—feAx‘
£=0

Ist Ao eine v—fache Nullstelle von p, also p(A) = (A — Xg)”po(A), so ist
p(f)()\o)zo fir £=0,...,v—1,

und somit
L(xje)‘ox):O fir 7=0,...,v—1.

b) Es bleibt die lineare Unabhingigkeit der im Satz angegebenen Losungen zu beweisen. Dazu
nehmen wir an, dass gilt

Z Z cjgxefle)‘jx =0 fiir alle .

j=1¢=1

Es ist zu zeigen, dass dann alle c;y verschwinden.
Wir fithren diesen Beweis durch Induktion nach k.
k = 1: Auf Grund der Annahme gilt dann
Vi

Z coxt™teMT =0 fir alle =,
/=1
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also

V1
Z '™ =0 fir alle =.
/=1

Das ist aber nur moglich , wenn alle ¢, verschwinden (da nur das 0-Polynom fiir alle « verschwindet).

k = k + 1: Die Induktionsannahme — Giiltigkeit der Behauptung fiir k£ verschiedene Nullstellen —

k
kann wie folgt formuliert werden: Sind ¢;(-) Polynome vom Grad < v; mit Y gj(x)e*?® = 0 fiir alle
j=1
z,so gilt ¢;(x) =0 fiir j = 1,..., k. Auf Grund der obigen Annahme gilt mit geeigneten Polynomen
p;(-) vom Grad < v;

k+1
ij(x)eij =0 fir alle .
j=1

Multiplikation mit e~ *+1% liefert

12: 24. November 2006

k

ij(x)e(kr/\kﬂ)x = —ppr1(z)  fiiralle a.
j=1

Differenziert man diese Gleichung v41 + 1 mal, so wird die rechte Seite Null, und mit Polynomen
P;(-) vom gleichen Grad wie p;(-) (wobei das Null-Polynom vereinbarungsgeméfl den Grad —1 hat)
gilt dann

Z Pj(z)ei—M+)T = fiir alle .

Die Induktionsannahme liefert dann P;(-) = 0 (d.h. P; = —1) fiir j = 1,...,k. Da die p; den
gleichen Grad wie P; haben, folgt daraus p;(-) =0 fiir j = 1,...,k und mit obiger Gleichung auch

pk+1(') =0. O

Mit Hilfe dieses Fundamentalsystems kann nun also das in 6.1 entwickelte Verfahren zur Lésung
eines beliebigen (inhomogenen) Anfangswertproblems eingesetzt werden.

Bemerkung 6.6 Ist die Differenzialgleichung reell (d. h. alle Koeffizienten ay, . . ., a,—1 sind reell),
so hat p(-) mit jeder nicht-reellen Nullstelle A = o + it auch die konjugiert komplexe Nullstelle
X = 0 —i7. Die zu diesen Nullstellen gehorigen Losungen kann man dann auch ersetzen durch Real-
und Imaginérteil der oben angegebenen Losungen:

Re 2lel@+im)z  —  27e%% cos 71,
Im 27el0+im)e —  _Im gdel0=im)T = 27e% gin 71,

Fiir die Losung gewisser inhomogener Gleichungen ist der folgende Satz niitzlich:
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Satz 6.7 Istb (genau) k-fache Nullstelle von p(X\) = Y a;jN, so hat die inhomogene Gleichung
§=0

n—1
y ™ =3 a;y0) = cebe
j=0

eine Losung der Form y(x) = da*eb®; dabei ist d = %()\) — Ist speziell p(b) # 0 (d.h. X\ ist
p
O—fache Nullstelle von p), so ist y(x) = (C)\) e eine Lisung.
p
Beweis. Einsetzen von y(r) = dz*e’* in die Differenzialgleichung und Verwenden der For-

mel fiir L(z¥e**) aus dem Beweis des vorhergehenden Satzes liefert L(z*e*®) = p*F)(X)er®, also
dp®(\) = ¢, d = c/pF(N).. [ |

Beispiel 6.8 Die (homogene) Schwingungsgleichung
u” + 2hu’ + wiu = 0.

Dabei ist u(t) die Auslenkung vom Nullpunkt, h > 0 ein Reibungskoeffizient und wg die Federkon-
stante.

Die charakteristische Gleichung ist

p(\) = A2 + 2R\ +wd = 0,

Ao = —h+\/h% —w?.

also

Drei Fille sind zu unterscheiden:

h? > wgz Also Ay # Ag reell,
ur2(t) = exp{(— h+4/h?— w%)t}.

Wegen h > /h? — w3 gehen beide Losungen fiir ¢ — oo gegen 0 ohne zu schwingen (aperiodischer
Fall).

h2 = wgz Also A1 = Ao,
ui(t) = e M, ug(t) =te M.

Auch hier gehen noch beide Losungen fiir ¢ — oo gegen 0 ohne zu schwingen (aperiodischer Grenz-
fall).
h? < wg: Also A1 2 = —h i/ wg — h?,

ur(t) = e " cos\Jw — h%t, wus(t) = e “siny/wd — h2t.

1

Beide Losungen schwingen mit Frequenz 5. W0, gehen aber fiir t — oo gegen 0 (geddmpfte Schwin-
T

gung).

Ist speziell h = 0, so erh&lt man

up(t) = cos(wot), wua(t) = sin(ept),
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1
eine ungedédmpfte Schwingung mit Frequenz 5o (deshalb wurde die Konstante wg gew#hlt).
i

Unter den zugehdorigen inhomogenen Gleichungen interessiert insbesondere die Gleichung

u” + 2hu’ + wiu = ccoswt.

1
Man hat also eine periodische ,, Anregung® mit Frequenz Q—w.
T

Man kann diese Gleichung mit den oben behandelten Methoden l6sen. Eine Lésung der inho-
mogenen Gleichung findet man aber auch auf folgendem Weg: Man betrachtet die Gleichung mit
der rechten Seite ce’®! (deren Realteil gerade die richtige rechte Seite ist). Kann man diese losen,
so ist der Realteil eine Losung der urspriinglichen Gleichung. Die komplexe Gleichung hat nach
obigem Satz 6.7 im Fall p(iw) # 0 eine Losung

a(t) = de™*

mit
J— c c . w87w272ihw
Copliw)  wi—w?+2hw (W — w?) + 4h2w?’

also die komplexe Losung

wi — w? — 2ihw givt
(w3 — w?)? + 4h?w?

u(t) =c

Der Realteil hiervon ist
2 2
wh — w 2hw
t)y = ¢ 0 cos(wt) + ¢
u (wE — w?)? + 4h2w? (wE — w?)? + 4h?w?

= dcos(wt + ),

sin(wt)

die erzwungene Schwingung; dies klappt, wenn w # wg oder hw # 0 ist.

Ist h = 0 und w = wy, also p(iw) = 0, so hat die komplexe Gleichung die Losung

a(t) = dte™ mit d =

p/(iw)’
Dies liefert eine reelle Losung
u(t) = dt cos(wt + p);

das ist der Resonanzfall. (Dazu kommt natiirlich immer noch eine geeignete Losung der homogenen
Gleichung, so gewihlt, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist.) O

6.3 Ubungsaufgaben

6.1 a) Man bestimme alle Losungen der Differenzialgleichung
l‘y” _ y/ _ 332.
Anleitung: Fiir die homogene Gleichung mache man den Ansatz y(z) = z".

b) Die Wronskideterminante des Fundamentalsystems verschwindet fiir x = 0. Warum ist
dies kein Widerspruch zu dem Satz aus der Vorlesung, nach dem W (x) entweder fiir alle
oder fiir kein = verschwindet?

6.2 a) Man zeige: Die inhomogene Differenzialgleichung
u” + wiu = esinwt (wo,w € R,wgy #0)

hat eine Lésung der Form
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(i) dsinwt, falls w # wy ist,
(i) dtcoswt, falls w = wy ist.
b) Man lose fiir alle w € R das Anfangswertproblem
u” + wiu = csinwt, u(0) =0, u'(0) = 1.
6.3 Sei g : [0, 1] — R stetig. Ist fiir ein A € R das Randwertproblem (RWP)
—u" + qu = \u, u(0) =u(1) =0 (*)
nichttrivial l6sbar, so heifit A Figenwert und u Figenfunktion des RWP.

a) Eigenfunktionen wu, v zu verschiedenen Eigenwerten A, u sind orthogonal, d. h.

/IMU(:U) dx = 0.
0

b) Fiir ¢ = 0 bestimme man alle Eigenwerte und Eigenfunktionen.
6.4 Fiir das RWP (x) aus Aufgabe 3 zeige man, dass die Eigenwerte keinen endlichen Hiufungs-
punkt haben.

Anleitung: Aus A, — \o, uy, zugehorige Eigenfunktionen (z. B. mit u},(0) = 1) folgt w,, — ug
gleichméBig in [0, 1].
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7 Der Existenzsatz von Peano

In Abschnitt 3 haben wir gesehen, dass fiir ein Differenzialgleichungssystem y' = f(x,y), in dem f
eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y erfiillt, jedes Anfangswertproblem in einer Umgebung des
Anfangspunktes eindeutig 16sbar ist. Hier beweisen wir nun, dass fiir ein solches System mit lediglich
stetigem f jedes Anfangswertproblem in einer Umgebung des Anfangspunktes losbar ist; wie wir
schon an Beispielen gesehen haben (vgl. Beispiele 2.4 und 2.5 ), kann unter diesen Umstédnden die
FEindeutigkeit nicht garantiert werden. Der folgende Abschnitt dient der Vorbereitung.

7.1 Der Satz von Arzela—Ascoli

Der Satz von Arzela—Ascoli, den wir hier beweisen wollen, dient uns als Hilfsmittel beim Beweis
des Existenzsatzes von Peano. Er ist dariiberhinaus einer der grundlegenden Satze der Analysis.
In der Funktionalanalysis ist er die Basis zahlreicher Kompaktheitskriterien in Funktionsrdumen
(auch die Grundlage des folgenden Beweises des Satzes von Peano ist in Wirklichkeit ein Kompakt-
heitsargument).

Sei Q@ € R™ (oder C™), M C C(Q). Die Funktionen f € M (bzw. die Menge M) heiflen
gleichgradig stetig, wenn gilt

Ve >0 30 =4(e) > 0 so, dass Vo, 2’ € Q mit |z —2/| <
und Vf € M gilt |f(z) — f(a')| < e.

(Insbesondere ist dann jedes einzelne f € M gleichméBig stetig.) Wir sagen M ist beschrinkt,
wenn ein C' > 0 existiert mit | f(z)| < C fiir alle z € Q und f € M.

Satz 7.1 (Satz von Arzela—Ascoli) Sei Q C R™ (oder C™) kompakt, (fn) eine Folge aus
C(Q) so, dass M = {f, : n € N} gleichgradig stetig und beschrinkt ist. Dann gibt es eine Teilfolge
von (fyn), die gleichmdfig konvergiert.

Beweis. Sei {z; : i € N} eine abzidhlbare Menge in €, die in  dicht ist (d. h. zu jedem x € € und
jedem € > 0 gibt es ein i = i(x, &) mit |x — ;] < &; eine solche Menge existiert immer; ist  C Qy,
so kann z.B. die Menge der ,rationalen“Punkte aus 2 gew#hlt werden). Der Beweis besteht aus
zwei Schritten:

(i) Es gibt eine Teilfolge (gx) von (fy,) so, dass fiir jedes i € N die Folge (g (z;))ren konvergent
ist.

Zum Beweis verwenden wir das Diagonalfolgenverfahren: Die Folge (f,,(z1)) ist in C beschrankt.
Es gibt also eine Teilfolge (f1 ) von (fy), fiir die (f1,,(x1)) konvergiert. Die Folge (f1,(x2)) ist wie-
der beschréinkt in C. Es gibt also eine Teilfolge (f2,) von (fi ), fiir die (fa,,(22)) konvergiert, usw.
So erhélt man sukzessive Teilfolgen (fx.n)nen, fiir die (frn(zk))nen konvergiert, wobei (fr41.n)nen
jeweils eine Teilfolge von (fyn)nen ist. Natiirlich ist (i, (2i))nen konvergent fiir alle ¢ < k.

Die Diagonalfolge (g;) = (fk) ist fiir jedes £ € N bis auf endlich viele Anfangsglieder eine
Teilfolge von (fon)nen, d.h. (gr(x;))ken ist fir jedes ¢ konvergent. Damit ist (i) bewiesen.

13: 28. November 2006

(ii) Die in (i) konstruierte Teilfolge (gx) ist gleichméaBig konvergent.
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Hierzu ist zu beweisen:
Ve >0 3N € N so, dass Vk,£ > N und Vx € Q gilt |gr(x) — ge(2)| < €.

Zu vorgegebenen € > 0 sei 6 = §(e/3) gemif der Definition der gleichgradigen Stetigkeit gewé&hlt.
Die kompakte Menge € 1a8t sich durch endlich viele Kugeln K,(p = 1,..., Nyg) mit Durchmesser
< ¢ iiberdecken. Fiir jedes p € {1,..., No} gibt es ein 4, mit z;, € K. Da die Folgen (gx(7i,))ren
fir alle p =1, ..., Ny konvergieren, gibt es ein N € N so, dass gilt

Vk,£ > N und Vp € {1,..., Ny} gilt ’gk(a;ip) —ge(zi,)| <

Wl ™

Ist z € Q beliebig, so gibt es ein p = p(z) € {1,..., No} mit z € K),; also gilt (auf Grund der oben
getroffenen Wahl von ¢) fiir k, ¢ > N

96(@) = ge@)| < |gr() = gulei,)| + [ones,) = ge(s,)| + [ou(es,) — ge(@)
e € €
< Z4-4-=¢
= 3 + 3 + 3 €
Das ist die gleichméBige Konvergenz der Folge (gx). O

7.2 Der Existenzsatz von Peano

Satz 7.2 (Existenzsatz von Peano) Sei G C RxC" offen, f : G — C™ stetig, (x0,y0) € G.
Dann existiert ein o > 0 so, dass das Anfangswertproblem

AWP ' = f(z,y), y(wo) =yo
in JJ = [zg — a,x0 + « losbar ist. Eine Abschitzung fir die Grifle von o ergibt sich aus dem
Beweis. (Uber die Findeutigkeit kann im allgemeinen nichts gesagt werden; das zeigt z. B. das

frither behandelte AWP o = |y|'/? mit y(zo) =0 — Es kann gezeigt werden, dass auch in diesem
Fall die Losung bis zum Rand von G fortgesetzt werden kann; vgl. z. B. W. WALTER §1.7.)

Beweis. Wir wihlen ein ,,Rechteck R in G C R x C™,

R := {(:z:,y) ERXC™: |z —xo] < aa,|ly—wo| < ag} C G,
und setzen f auf den ,Streifen”

S = {(:J:,y) ERXC™: |z — x| <a1}

stetig und beschrinkt fort, z.B. durch

) fz,y) fir (z,y) € R,
flz,y) = ,
f(xayo + ag@) fiir (xay) = (l’,y() + ce) mit (xayO) € Rund ¢ > ay,

wobei e ein beliebiger Einheitsvektor in C™ ist; d.h. f(z,-) ist auBerhalb |y — yo| < as konstant auf
Strahlen die von yp ausgehen. Offenbar ist
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f stetig, und es gilt: | f(z,y)| < C := max{\f(x,y)] D(xyy) € R} fir alle (z,y) € S.

Fiir jedes 8 > 0 definieren wir yg : (—o0, g + o] — C™ durch

Yo fiir x < xg,

) = T
Y () y0+ff(t,yﬁ(t—ﬁ))dt fir g < x < xg + 7.

zo

Diese Funktion ist tatséchlich induktiv wohldefiniert, denn: um yg auf (zo,z¢ + (] zu berechnen,
werden nur die Werte von yg fiir t < x¢ benétigt; diese sind vorgegeben. Um yg auf (zo + k3, zo +
(k 4+ 1)p] zu berechnen, werden nur die Werte von yg fiir ¢ < x¢ + kS bendtigt; diese sind im
vorherigen Schritt berechnet worden.

Die Funktionenmenge {yg : § > 0} ist beschrénkt,

lys(@)| < lyol + a1 C,
und gleichgradig stetig, denn es gilt

lys(z)| < C, also |yg(z) —ys(a’)| < Cle —2'],

d. h. in der Definition der gleichgradigen Stetigkeit kann §(¢) := % gewéhlt werden. Nach dem Satz

von Arzela-Ascoli enthilt also die Folge (yi/,) (als Funktionen auf [zo,z0 + a1])
eine gleichmdBig konvergente Teilfolge (yg,), d.h. es existiert eine stetige Funktion
Y : [xo, 20 + a1] — C mit

yg, () — y(z) gleichméaBig fir n— oo.
Wegen
[vs. (= Ba) = ()|

<y (@ = Ba) = s, ()] + [, () = y(@)
< BuC+ |ys, (2) — y(@)|

gilt dann auch
Y, (x — Bn) — y(x) gleichméaBig auf [zg, zo + a1].
In der Definition von yg,,

Yo fir z < o,

x) = L4
R I O R P

z0

kann also der Grenziibergang n — oo ausgefithrt werden:

y(@) = yo + / fltye)dt  fir zo < < wo+an,
o
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d.h. y ist Losung des
AWP v = flz,y), wylxo) =yo im Intervall [zo,z0~+ a1].

Fiir |z — 29| < a := min {al,%} gilt

@@»ﬂds\ffwmwmﬂscm—xMSCaSm,

o

d. h. es gilt

A~

f(@y(@)) = flz,y(x)  fir |z — 2| <o

Somit 16st y das vorgegebene Anfangswertproblem in [zg,z¢ + a]. Entsprechend findet man ein
Stiick der Losung links von xg. O

Bemerkung 7.3 Fiir das frither behandelte Anfangswertproblem
AWP g =y y(xo) =0,

das bekanntlich nicht eindeutig l6sbar ist, liefert das Verfahren des obigen Beweises offenbar
yg(z) =0 fir alle x> xg,8 >0,

und somit die Losung y(z) = 0.

Bemerkung 7.4 Man koénnte auch versucht sein, zur Konstruktion einer Losung im Fall des
Satzes von Peano wieder die Picard’sche Iteration zu verwenden. Tatséchlich erhielte man (zumin-
dest in einem kleinen Intervall) eine beschrénkte und gleichgradig stetige Folge (y,), die also eine
gleichmifig konvergente Teilfolge (yy, ) enthéilt. Aber in

ywmm=m+/jw%m»w

Z0

kann man nicht zur Grenze iibergehen.

7.3  Ubungsaufgaben

7.1 Sei Q@ C R™, f,, : @ — C eine Folge von Funktionen, deren Einschriankungen auf jede kom-
pakte Teilmenge von  gleichgradig stetig sind. Dann existiert eine Teilfolge von (f,), die
auf jeder kompakten Teilmenge von 2 gleichméfig konvergiert. Anleitung: Diagonalfolgen-
verfahren.
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8 Einfiihrung in die Lebesguesche Integrationstheorie

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, das Riemann—Integral bzw. das Integral fiir Regelfunktionen zu
verallgemeinern, so dass mehr Funktionen integrierbar sind (fiir Riemann—integrierbare bzw. Regel—~
Funktionen soll das Integral natiirlich mit dem fritheren Integral {ibereinstimmen). Insbesondere
wird das neue Integral bessere Eigenschaften beziiglich Vertauschung von Grenziibergang und In-
tegration haben.

Es gibt im Wesentlichen zwei Moglichkeiten vorzugehen:

— man entwickelt eine vollstdndige Mafitheorie (was recht technisch und miihsam ist) und kann
dann relativ schnell das Integral beziiglich dieses Mafles erkliren;

— man entwickelt die Mafitheorie nur ein kleines Stiick weit (Prdmaf}), kann dann das Integral
definieren und dessen Figenschaften beweisen. Anschlieflend ist es einfach, das Maf} zu erkléiren
und zu untersuchen.

Das erste Verfahren wird von den Wahrscheinlichkeitstheoretikern vorgezogen. Das zweite entspricht
eher den Bediirfnissen der Analysis und der Funktionalanalysis, weshalb wir so vorgehen wollen.

8.1 Pramafle und Nullmengen

Sei X eine Menge. Eine nichtleere Familie R von Teilmengen von X heift ein Mengenring, wenn
aus A, B € R folgt AUB € Rund A\ B = AN(X\B) € R; dann gilt auch ANB = A\ (A\B) € R
und, da stets ein A € R existiert, } = A\ A € R (dagegen gehort X selbst i. allg. nicht zu R).

Zum Beispiel bildet in R™ die Familie der Mengen, die als Vereinigungen von endlich vielen
beschrénkten m—dimensionalen (und ggf. niedrigerdimensionalen, ausgearteten) Intervallen dar-
stellbar sind, einen Mengenring, die Figuren in R™. — Auf einer Teilmenge von R™, insbesondere
auf einer niedrigerdimensionalen Mannigfaltigkeit .S in R™ bilden die Durchschnitte von S mit den
Figuren in R™ einen Mengenring.

Sei nun R ein Mengenring in X. Eine Funktion p : R — [0, 00) hei$t Prdmaf auf (X, R), wenn
sie o—additiv ist, d. h., wenn gilt: Aus A, € R(n € N), 4, N A, = 0 fiir n # m und U4, € R
folgt (U1 An) = > 02 11(Ay). — Insbesondere ergibt sich p() = 0 und p(AUB) = pu(A)+ pu(B)
fir A,B € R mit ANB = 0.

Beispiel 8.1 In R™ sei A(A) das m—dimensionale Volumen fiir Figuren A in R™: Wenn A als
Vereinigung disjunkter Intervalle dargestellt ist, dann ist A(A) die Summe der Volumina dieser
Intervalle; ausgeartete Intervalle haben dabei das Volumen 0. Dieses Pramafl nennen wir das Le-
besguesches Primaf$ auf R™. O

14: 1. Dezember 2006

Beispiel 8.2 Fiir eine rechtsstetige, nicht fallende Funktion ¢ : R — R definieren wir 2

p((a,0)) = o(b=) = ¢(a),  np({a}) = ¢(a) — ¢(a—).

*Wenn ¢ nicht rechtsstetig vorausgesetzt wird, kann man definieren p((a,b)) = ¢(b—) — ¢p(a+) and u({a}) =
¢(a+) — ¢(a—). Der Nachteil ist, dass in diesem Falle ¢ durch p nicht eindeutig bestimmt ist. — Die Forderung der
Rechtsstetigkeit hat zur Folge, dass ¢ durch p eindeutig bestimmt wird.
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Jede Vereinigung von endlich vielen Intervallen kann dargestllt werden als eine disjunkte Vereini-
gung von Intervallen der Form (a,b) und {a}. Aus diesem Grund kann p(A) fiir jede Teilmenge A
von R definiert werden, die als Vereinigung endlich vieler Intervalle darstellbar ist. Dieses p nennt
man das durch ¢ erzeugte Lebesque—Stieltjessche Primafs ¢. O

In beiden Féllen haben wir die o-Additivitdt von p nicht iiberpriift. Aufgabe 8.1 gibt Hinweise
zum Beweis der o—Additivitdt fiir den Fall des Beispiels 8.2.

Sei p ein Pramaf auf (X, R). Eine Teilmenge N von X heifit u—Nullmenge, wenn fiir jedes € > 0
eine Folge (A,) in R existiert, mit

NCUAn und Z,u(An)<£.

n n

Offensichtlich gilt: Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge. In R™ ist jede endliche
und jede abzihlbare Menge eine Nullmenge beziiglich des Lebesgueschen Pramafes \.?

Satz 8.3 Die Vereinigung von abzdihlbar vielen u—Nullmengen Ny, ist wieder eine p—Nullmenge.

Beweis. Fiir jedes € > 0 und jedes k € N existiert eine Folge (A ,)nen aus R so, dass
N CJArn und D> p(Agy) <27,
n n

Daraus folgt
UNk - UAk,n und ZN(Ak,n) <e,
k k,n k.n

d. h. die Vereinigung der Ny, ist eine u—Nullmenge. |

Man sagt, eine Aussage gilt u—fast iberall (pu—f.4d. in X), oder fur p—fast alle x in X (fir p—f.a.
x € X), wenn eine y—Nullmenge N existiert so, dass die Aussage fiir alle z € X \ N gilt, z. B.:
f(x) = g(x), oder f(x) > g(x), oder f,,(z) — f(x) fiir n — oo, oder ... f.ii.4

8.2 Das Integral fiir Elementarfunktionen

Sei R ein Mengenring in X. Eine Funktion f : X — C heifit eine Elementarfunktion (genau-
er, eine R—FElementarfunktion), wenn endlich viele disjunkte Mengen A;, As,..., A4, € R und
€1,C2,...,cn € C existieren so, dass

F@) =2 exa,@ =90 fwex \UP_ Aj.

n {cj firx e A;(j=1,...,n),
j=1

3Im Sinne des JORDANschen Inhalts hat eine Menge A in R™ den Inhalt 0, wenn es endlich viele Intervalle gibt,
deren Vereinigung die Menge A enthélt und deren Inhalt < ¢ ist.

“In der Mathematik wird auch die Ausdrucksweise ,fast alle“ (ohne Zusatz) benutzt. Sei besagt ,fiir alle bis auf
endlich viele“.
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Diese Menge von Funktionen bildet einen komplexen Vektorraum (X, R). In dem vorhergehenden
Beispiel 8.1 (X = R™, R die Familie von Figuren in R™) heiflen diese Funktionen auch Treppen-
funktionen.

Sei p ein Pramafl auf (X, R). Fiir R—Elementarfunktionen f = Z;‘:l cjxa, ist das p—Integral
definiert durch

/ F(@) du(z) = / Fdui=Y"eju(Ay).
j=1

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert obwohl die Mengen A; durch f i. allg. nicht eindeutig bestimmt
sind. Die Abbildung E(X,R) — C, [+ [ fdu ist offensichtlich

— linear: [(af +bg)dp=a [ fdu+b [ gdu, und
— positiv: aus f >0 folgt [ fdu>0.

Es gilt auBerdem
| 7| = | Sean(An)| < S lesli45) = [ 171 dn,
J1f+gldu < [(If]+1g])dp = [|fdp+ [|g] dp.

Also definiert
1] = / (@) du(z)

eine Halbnorm auf E(X,R).

Wir sagen, dass eine Folge von Funktionen f,, : X — C u—fast gleichmdf$ig gegen eine Funktion
f: X — C konvergiert, wenn fiir jedes € > 0 eine Folge (A})ren in R existiert so, dass gilt

Z,u(Ai) <e und fp(x) — f(z) gleichmiBigin X \ UAi
k k

Aus p—fast gleichméfliger Konvergenz folgt offenbar Konvergenz p—fast iiberall. Zum Beispiel kon-
vergiert die Folge f,(z) = 2™ in [0,1] oder [0,1) A-fast gleichm&Big (wenn A das Lebesguesche
Pramaf ist); dieses Beispiel zeigt aber auch, dass es im allgemeinen keine py—Nullmenge gibt, au-
Berhalb der die Folge gleichméflig konvergiert.

Satz 8.4 Sei (f,) eine || - ||[1—Cauchyfolge in E(X,R). Dann gilt:
a) FEs existiert eine Funktion f : X — C und eine Teilfolge (fy,) von (fn) so, dass
frp (@) = f(x) p—fast gleichmdfsig.
b) Wenn (g¢) und (hy) Teilfolgen von (fy,)sind, die u—fast iberall konvergieren, dann gilt

ge(x) — he(x) — 0 p—fast iberall.
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Beweis. a) Die Teilfolge (fy,) sei so gewéhlt, dass gilt
[ fon = Frppallt <37F71 fiiralle ke N.
Mit

Mk::{xEX:

P #) = fues@)| 2275} und Ne= () M
k>0

konvergiert die Reihe ), (fnk (%) = frp (ZL‘)), und somit die Folge (fnk (x)), gleichméBig in X'\ Ny
fiir jedes £. Wegen

p(My)2 7 < /M o = Pl A < N o = Frpa 1 <3757
k

gilt aulerdem

o\ k+1
< k+1o—k—1 —_ (=
u(My) < 2137k = (2970
2\ k+1
S (M) < 3 (§> 0 fiir £ — oo,

k>0 k>0

und daraus folgt, dass (f nk) p—fast gleichméaBig konvergiert.

b) Es gelte g¢(z) — g(z)und hy(x) — h(z) p—f.ii. Dann ist zu zeigen, dass gilt g(x) = h(z)pf. .
Offensichtlich ist (pn) = (g1, k1, g2, ho, . ..) eine || - [[;—Cauchyfolge in E(X,R). Eine Teilfolge (pn,)
geméif Teil a des Satzes kann so ausgewéhlt werden, dass die Funktionen mit ungeraden Indizes
aus (g¢) entnommen sind und die mit geraden Indizes aus (hy)

(pmk) = (gmla hklagmw hkgv .. )

Es gibt dann eine Funktion f: X — C und eine g—Nullmenge N C X so, dass py, () — f(z) fir
x € X \ N gilt. Selbstverstéindlich gilt das auch fiir die Teilfolgen mit ungeraden/geraden Indizes;
andererseits existieren p—Nullmengen N; und Ny so dass diese Folgen in X \ N; gegen g und in
X \ N2 gegen h konvergieren. Dies impliziert, dass g(z) = f(x) = h(x) fir alle z im Komplement
der p—Nullmenge N U Ny U No gilt. |

15: 5. Dezember 2006
Satz 8.5 a) Fir A, Aj € R(| € N) mit A C UjA; gilt p(A) <, u(A;).

b) Fiir eine Folge (fy,) aus E(X,R) mit fn(x) \, 0 pu—f. d. gilt || fnlli — 0.

Beweis. a) Mit By := A1, Bpi1 = Apy1 \ (Uj_1B;) fiir n € N gilt A = U;(AN Bj), wobei die
Mengen A N B; disjunkt sind. Die o—Additivitét von p impliziert

pA) = S (AN B)) < 3T (By) < 3 ul(Ay).

b) Aus 0 < [ fop1dp < [ frndp < [ fidu folgt, dass (f,) eine || - |[i—Cauchyfolge ist. Aus Satz
8.4 und der Monotonie folgt deshalb, dass (f,) p—fast gleichméfig gegen 0 konvergiert. Fiir jedes
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€ > 0 existiert eine Folge (4;) in R so, dass }_; pu(A4;) < e und f, — 0 gleichméBig in X \ (U;4;).
Wéhlt man ng so, dass

fa(z) <€ fir n>mng und meX\(UAj)
i

gilt, so folgt zusammen mit Teil a des Satzes

Il = [ £
,u({x € X : folx) > 5}) max f1 —i—e,u({a; €eX: filz)# 0})

IN

< Ay max fr+ep({z e X filw) £ 0})
J
< 5{ max f1 —|—u<{a: €X: filz) # O})}
fiir n > ng, und deshalb || f,|1 — 0. [ ]

Satz 8.6 Sei (f,) eine || - ||1—Cauchyfolge in E(X,R), die p—f.ii. konvergiert. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(@) fo(z) =0 pfi,  (B) [[fall =0

Beweis. (a) = (8): Annahme: ||f,||1 /~ 0. Ohne Einschréinkung kénnen wir annehmen, dass
fn > 0 gilt (sonst ist |f,| an Stelle von f,, zu betrachten) und || f,||i — ¢ > 0. Dann existiert eine
Teilfolge (n;) von N so, dass

2 1 /1y\i+!
anlHl Z gc' anj - fn]-_,'_lHl < §C(§> .

Die Folge (f;) mit

fj(x) := min {fm(az), ooy Iy (:U)}

ist nicht—wachsend mit

fj Z fnl_|fn1_fng‘_"'_|fnj71_fnj|7
5l = [ Fidn > Wl = o = foalls = - = Wy = ol
_2, 1 1
3C 3C—3C.

Also gilt Hfg 1 # 0, und mit Satz 8.5 b folgt, dass f](a:) nicht p—f. ii. gegen 0 konvergiert. Zusammen
mit f,, > f; ergibt sich ein Widerspruch zu (a).
(8) = (a): Offensichtlich ist die Folge (f1,0, f2,0,...) auch eine || - |;—Cauchyfolge. Die Teil-

folgen (f,) und (0,0....) sind p—f. ii. konvergent gegen f(z) := limy, o0 fn(x) bzw. 0. Mit Satz 8.5b
folgt daraus f(x) =0 p—f. i [ |
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Korollar 8.7 a) (fn) und (gn) seien || -|1—Cauchyfolgen in E(X,R) mit fn(x)—gn(x) — 0 u—
f- 1. Dann gilt

[ =] < =gl = 0. 1l = lgall =0,
b) Ist (fy,) eine || - |1 —Cauchyfolge in E(X, R) mit lim, .o fn(z) > 0 p—f. i., so folgt

lim [ fn,du>0.
n—oo

Beweis. a) Aus der Voraussetzung folgt, dass auch (f, — gn) eine || - [1—Cauchy Folge ist, und
deshalb gilt nach Satz 8.6 || f, — gnll1 — 0. Der zweite Teil folgt aus der Dreiecksungleichung fiir
die Halbnorm || - [|;.

b) Offensichtlich ist auch g,(z) := max{0, f,(x)} eine | - ||;—Cauchyfolge und erfiillt f,(z) —
gn(x) — 0 p—A. ii. Wegen g, > 0 folgt

lim /fnd,u— lim /gnd,uzo
n—oo n—oo

aus Teil a. ]

8.3 Integrierbare Funktionen

Eine Funktion f : X — C heiit u—integrierbar, wenn eine || - ||;—Cauchyfolge (f,) in E(X,R) mit
fu(x) — f(x) p—f. . existiert. In diesem Falle ist das p—Integral von f definiert durch

[ @ aut) = [ 7= 1w [ gan

Die FEindeutigkeit der Definition und die Positivitit des u—Integrals ergeben sich aus Korollar 8.7.
Die Linearitit ergibt sich beim Grenziibergang aus der Linearitdt des Integrals fiir Elemtarfunk-
tionen.

Wenn f p—integrierbar ist, dann ist auch | f| pu—integrierbar (weil mit (f,,) auch (| f,|) eine || -||1—
Cauchy Folge ist mit |f,(x)| — |f(z)| p—f.1i.) und zusammen mit der Positivitit ergibt sich die
Dreiecksungleichung

Jis+aldus [(ir1+16l) au= [1r1dn+ [ lolan

Bemerkung 8.8 a) Die Dirichletfunktion f(x) = 1 fiir rationale x und f(z) = 0 fiir irra-
tionale x ist Lebesgue—integrierbar mit Integral 0, da sie fast tiberall mit der Nullfunktion
iibereinstimmt.

b) Jede Riemann—integrierbare Funktion ist Lebesgue—integrierbar: Seien (¢,,) und (¢,,) Folgen
von Treppenfunktionen mit ¢, < f < ¢, und [(¢,, — ¢,,) dz — 0; 0. E. kénnen (¢,,) nicht-
fallend und (¢,,) nicht—wachsend gewihlt werden. Dann sind (¢,,) und (¢,,) ||-||1—Cauchyfolgen
mit ¢, (z) — f(z) und ¥, (z) — f(z) M. i
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Die Menge aller y—integrierbaren Funktionen auf X bezeichnen wir mit £1(X, u1). Offensichtlich ist
LY(X, ) ein komplexer (bzw. reeller, falls nur reelle Funktionen betrachtet werden) Vektorraum
und || f|l1 == [|f|du ist eine Halbnorm auf £1(X, 1) (man beachte, dass dies im allgemeinen keine
Norm ist, da fiir alle f mit f(z) =0 p—£. 1. gilt | f]l1 = [ |f]dp = 0).

16: 8. Dezember 2006

Satz 8.9 Sei (f,) eine || - ||1—Cauchyfolge in L}(X,pn). Dann gibt es ein f € LY(X, u) mit

/fd,u,: lim /fndu und /]f—fn]d,u—>0 fiir n — o0;

es existiert eine Teilfolge (fn,) mit fn, () — f(z) p-fast gleichmdfig, insbesondere also p—fast
tberall.

Beweis. Aus der Definition der p—Integrierbarkeit (von f,,) und Satz 8.4 folgt: Fiir jedes n € N
existiert ein h,, € E(X,R) und eine Folge (A}), in R so, dass gilt

o —Balli <27 D u(Af) <277
L

und

[fol@) = hn(z)] <277 in X\ A7
12

Also ist (hy,) eine || - |;—Cauchyfolge, und nach Satz 8.4 existiert ein f : X — C (f € £L}(X, i) und
eine Teilfolge (hy, ) so, dass fiir jedes € > 0 eine Folge (A,) in R existiert, mit

Z,u(Aq) <e und hy, () — f(z) gleichmiBig in X \ UAq.
q q

Dies impliziert

Jne () = f(z) gleichméBigin X \ {(UAq) U (U U A?) }

q { n>N

Da dies fiir jedes € > 0 und N € N gilt, erhélt man
fnp () = f(z) pfast gleichméBig,
und deshalb
nlg)go / fndu = klir& / fn, dp = klg](r)lo / Py, dpp = /fdu.

Da auch (|f — fu|) eine || - [i—Cauchyfolge ist mit | f(z) — fn(z)] — 0 p—£. i, folgt [|f — fn]du —
J0du=0. [ |
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8.4 Grenzwertsitze

Die bemerkenswertesten Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals zeigen sich im Zusammenhang
mit den folgenden duferst niitzlichen Grenzwertsitzen.

Satz 8.10 (B. Levi) Ist (f,) eine nicht—fallende Folge in LY(X,p) mit [ fondu < C fiir alle
n € N, dann gibt es ein f € LY(X, p) mit

ful@) = f(z) pfoi. und / fud — / fdu.
Gilt analog fiir fallende Folgen (f,,) mit [ f, du > C.

Beweis. Aus der Monotonie folgt, [ |fn — fm|dp = [ frdu— [ fm du fiir n > m. Also ist (f,) eine
|| |[1—Cauchyfolge, und mit Satz 8.9 impliziert dies das gewiinschte Ergebnis. Wegen der Monotonie
gilt die pu—f. ii.—Konvergenz nicht nur fiir eine Teilfolge. |

Satz 8.11 Fiir f,g € LY(X, ) sind auch die Funktionen min{f, g}, max{f,g}, f+,f—,Re f und
Im f in LY(X, ).

Beweis. Seien (f,) und (g,) die || - ||;~Cauchyfolgen in F(X,R) welche nach Definition der p—
Integrierbarkeit von f und g existieren. Dann ist (min{ frs gn}) eine || - [[1—Cauchyfolge in E(X,R)
mit min{ f,,, gn} — min{f, g} pf.i.; dies impliziert min{f, g} € £>(X, ). Auf die gleiche Art und

Weise finden wir max{f, g}, f+ = max{f,0}, f- = —min{f,0} € L£L}(X, ). Entsprechend folgt,
dass (Re f,) und (Im f,) || - |[i—Cauchyfolgen sind, die pu-f.ii. gegen Re f bzw. Im f konvergieren;
das impliziert, dass Re f und Im f in £1(X, p1) liegen. [ |

Satz 8.12 (Lebesgue; dominierte bzw. majorisierte Konvergenz) Seien f,,(n € N) und
g in LY(X, u) mit |fn(z)] < g(x) p-f . fir allen € N und f,(x) — f(x) pf. ., dann gilt

feclX,pn) und /fd,u = nh_}rgo / frndu(g wird als integrierbare Majorante bezeichnet).

Beweis. Offenbar kénnen wir o. E. annehmen, dass die f,, reellwertig sind (Beweis!). Aus Satz 8.11
folgt, dass max{ fn,..., fusx} in £L(X, ) liegt, und somit folgt aus dem Satz von B. Levi 8.10

gn = Sup{fk’ ik > n} = klir{:omaX{fn7 . '7fn+k} € ﬁl(Xa /’L)

Weil [g,dp > — [gdp ist, kann der Satz von B.Levi (8.10) auch auf die fallende Folge (gn)
angewandt werden; dies impliziert

o)\ f@) peti, fe L) wd [oudu— [ fan
Auf dem gleichen Weg erhalten wir fiir h,, := inf{f; : k > n}
hn /" f(x) p—f.i. und /hndu — /fd,u.

Zusammen mit h, < f, < g, folgt [ frdu — [ fdu. [ |
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Satz 8.13 (Lemma von Fatou) Wenn (f,) eine Folge von nichtnegativen Funktionen in L1 (X, 1)
ist mit [ fndu < C fir allen € N und f, — f p-f.i., dann gilt

fec'Ctp und [ fdu<tmint [ £, n

Beweis. Fir hy, := inf{fpn, fut1,...} gilt hy(x) 7 f(x) pL. i Aus hy, < frpp fir alle n,k € N
folgt,

/hn dp < likm inf/fnJrk dp = likm inf / frdu.

Zusammen mit dem Satz von B. Levi 8.10 ergibt dies

fell(X,pn) und /fdu: lim /hnd,uglikminf/fkdu,

also die Behauptung. |

Bemerkung 8.14 Im Satz von Lebesgue kann nicht auf die integrierbare Majorante verzichtet
werden, auch nicht, wenn die Folge ([ |f,|dp) beschrinkt ist: Dazu sei X = R,p = A und f,, :=
Xnnt1] (charakteristische Funktion des Intervalls [n,n + 1)). Offenbar gilt f,(z) — f(z) = 0 fiir

allez und [ fodu=1—1#0= [ fdpu.

Im Lemma von Fatou gilt i. allg. nicht die Gleichheit, wie das gleiche Beispiel zeigt. I. allg. kann
auch nicht lim inf durch lim ersetzt werden, weil dieser i. allg. nicht existiert, wie man z.B. an der
Folge (fi,91, f2, 92, f3,...) mit g, = 0 sieht.

Bemerkung 8.15 (Zusammenfassung der Grenzwertsitze)

In jedem Falls sei (fy,) eine Folge aus L.

B. Levi: (fn) /', [fa<C=3fel', fu—ffi [fo— ][]
Lebesgue: g€ L |f| < g, fu— [ fi. = fe', [ fu— [ [.
Fatou: f, >0, [ f, < C, fo — f fii. = f € L' [ f < liminf [ f,.

8.5 Messbare Mengen und Funktionen, Mafle

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass (X, u) o—endlich ist, d. h. es existiert eine Folge (X},)
in R mit X =U,X,,.

Eine Funktion f : X — C heifit u—messbar, wenn eine Folge (f,) in E(X,R) existiert mit
fu(x) — f(x) p—f. 1. (Im nicht oc—endlichen Fall miilten wir definieren: f ist p—messbar, wenn
in jedem A € R die Funktion f der p—f.ii.—Limes einer Folge von Elementarfunktionen ist; wir
iiberlassen es dem Leser, sich ggf. die im folgenden notwendigen Modifikationen zu iiberlegen.)

Die Dirichletfunktion (= 1 fiir rationale, = 0 fiir irrationale z) ist offenbar Lebesgue-messbar,
da sie A, fast iiberall gleich 0 ist. Auf Grund der Definition der Integrierbarkeit ist klar, dass jede
p—integrierbare Funktion u—messbar ist. Der folgende Satz kehrt dies Aussage teilweise um:

Satz 8.16 Wenn f u-messbar ist, g € LY(X, ) und |f(x)| < g(x) p—f. i., dann gilt f € LY(X, ).



8 EINFUHRUNG IN DIE LEBESGUESCHE INTEGRATIONSTHEORIE 78

Beweis. Sei (fy) eine Folge aus E(X,R) mit f,(z) — f(x) pf. i. Dann gilt nach Satz 8.11

fn = max{ — g,min{fn,g}} € L'l(X,,u),

und fn(x) — f(z) pA. ., |fn\ < g. Die Anwendung des Satzes von Lebesgue 8.12 impliziert
fe i (X, p). u

17: 12. Dezember 2006

Satz 8.17 a) Wenn f und g p—messbar sind, dann sind auch f+g, fg, f/g,|f], ... p—messbar.

b) Wenn f,, u—messbar ist fir jedes n und fn(x) — f(x) pu—f. d. gilt, dann ist auch f p—messbar.

Beweis. a) Dies ist offensichtlich nach der Definition der Messbarkeit.

b) Seien X,, € R (n € N) disjunkt mit X = U,X,. Wenn h : X — R definiert ist durch
h(z) = n~2u(X,) ! fiir z € X,,, dann ist h € £1(X, p) und h(z) > 0 fiir alle # € X. Somit ist

h(z) + | fa(2)]

gn(z) = p—messbar mit |g,(z)| < h(x),

also g, € £1(X, n) nach Satz 8.16. Fiir n — oo gilt

_ h=@)f(=)
In(7) — g(z) == ) + 1£(2)] und [g(7)] < h(z).

Daraus folgt g € £!(X, u1), woraus die u—Messbarkeit von f = hg/(h — |g|) folgt (um diese letzte
Identitdt zu beweisen unterscheide man die Félle f(xz) > 0 und f(z) < 0 und damit g(z) > 0
bzw. g(z) < 0). [ |

Eine Teilmenge A C X heiit p—messbar wenn die charakteristische Funktion y 4, (=1in A, =0
in X\ A) p—messbar ist. Wenn A p—messbar ist, dann ist das Komplement X \ A ebenfalls messbar
(Beweis!).

Das Pramaf} 4 wird nun, ohne dass wir die Bezeichnung #ndern, fortgesetzt auf die Familie der
p—messbaren Mengen, indem wir definieren:

” [xadu falls x4 € LY(X, ),
p(A) =
00 falls x4 & L1(X, ).

Satz 8.18 a) Fine Teilmenge N von X ist genau dann eine pu—Nullmenge, wenn N p-messbar
ist mit p(N) = 0.

b) Wenn A, (n € N) disjunkte p—messbare Mengen sind, dann ist U, A,, p—messbar und pu(U, Ay) =

2 n #(An).

c) Wenn (A,,) eine fallende Folge von p—messbaren Mengen ist mit u(A,) < oo fir ein n, dann
ist Np Ay p—messbar und p(NpAy) = limy, 00 1(Ay).
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Beweis. a) =: Wenn N eine p—Nullmenge ist, dann ist x,y = 0 p—f. . und deshalb p(N) =
[ xydu=0.

<: Ist N p—messbar mit u(N) = 0, so ist x p—messbar mit [ xydp = 0; dann kann der
Satz von B. Levi 8.10 auf die Folge (n - xx)nen, angewandt werden; dies liefert die Existenz eines
f e LYX,p) mit n-xy — f pf. il fir n — oo, also yy = 0 p-f.i. Das bedeutet, dass N eine
p—Nullmenge ist.

b) Man beachte, dass

m o0
Xum_ A, = ZXAn / ZXAn = Xuge  Ap-
n=1 n=1

Wenn ) p1(Ay) < oo ist, impliziert Satz von B. Levi 8.10 das Ergebnis,

o0 n (o]
u( U An) = /xugo_lAn dp = T}i_{go/ZxAn dp =" p(Ay).
n=1 n=1 n=1

Wenn  u(A,) = oo, dann ist x, 4, nicht integrierbar (Beweis!); dann sind beide Seiten der
Gleichung unendlich.

c¢) In diesem Fall haben wir
XA,, N XA, = lim XA,
n—oo

und somit nach dem Satz von Lebesgue 8.12

u( N An> = / XA, du = lim_ / Xa, du = lim_ p(Ay),
n=1

womit die Behauptung bewiesen ist. |

Eine Familie A von Teilmengen von X heifit eine o-Algebra in X, wenn gilt: ) € A/A € A
impliziert X \ A € A, und A,, € A fiir n € N impliziert U, A,, € A; insbesondere ist auch X = X \ ()
in A. Eine Abbildung u : A — [/, 00] heifit ein Maff auf (X, .A), wenn gilt: Aus 4,, € A (\ € N)
mit A, N A,, = 0 fir n # m folgt u(U,A4,) = >, u(A,); man sagt, p ist o-additiv. Das Tripel
(X, A, u) — oder gelegentlich auch kurz (X, u) — heifit ein Mafraum.

Der obige Satz 8.18 besagt, dass (X, A, 1) = (X, 1) ein Mafiraum ist, wenn A, die Familie der
p—messbaren Mengen ist.

Auf Grund der Definition einer py—Nullmenge gilt offenbar: Jede Teilmenge einer y—Nullmenge
ist wiederum eine p—Nullmenge; ein Mafl mit dieser Eigenschaft nennt man vollstindig.

Ist A C X eine py—messbare Teilmenge, so definieren wir
[ s [xarau s xaf e £,

Fiir ANB =0 und x4,5f € £(X, 1) gilt dann offenbar

AUdeuz/Afdwr/deu-
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Satz 8.19 Fine Funktion f : X — R ist genau dann p—messbar, wenn M, := {x eX: f(x)> c}

fiir jedes ¢ € R pu—messbar ist (das gleiche gilt fir die Teilmengen, auf denen f(z) > ¢, < ¢, < c,
oder c < f(x) <d, c< f(x) <d, c< f(x) <d, c < f(x) <d gilt).

Beweis. <=: Wenn M, fiir jedes ¢ € R py—messbar ist, dann sind die Mengen
X\Mt:{weX:f(x)<t} und M (s,t) = {xeX:sgf(af)<t}

ebenfalls p—messbar. Also sind die Funktionen

k . k_]- k . 2 2
fn(l‘):{ﬁ fura:EM( - ’E) fir k=-—-n*+1,...,n°,

0 sonst

p—messbar mit f,(x) — f(x) fir alle z € X; daraus folgt die p—Messbarkeit von f.

=>: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass ¢ = 1 gilt (andernfalls betrachtet man
f—c+1statt f). Die uy—Messbarkeit von f impliziert die y—Messbarkeit von g := min{1, max{0, f}}.
Wegen ¢"(x) — xar.(x) folgt hieraus die y—Messbarkeit von M..

Der Beweis der entsprechenden Aussagen fiir die anderen Teilmengen kann dem Leser iiberlas-
sen werden (insbesondere mit geeignetem Komplement und Durchschnittsbildungen). ]

18: 15. Dezember 2006

Auf Grund der bisher bewiesenen Eigenschaften ist es offensichtlich, dass sehr viele Teilmen-
gen von R bzw. Funktionen f : R — C Lebesgue—messbar sind; es scheint deshalb gar nicht
selbstversténdlich, dass es iiberhaupt nicht—-Lebesgue—messbare Teilmengen von R bzw. Funktio-
nen f : R — C gibt. Deshalb stellen wir hier die Konstruktion einer nicht-Lebesgue-messbaren
Teilmenge von R vor (deren charakteristische funktion ist dann nicht Lebesgue—messbar):

Beispiel 8.20 (Nicht Lebesgue—messbare Menge/Funktion)Sei X = [0,1). Wir nennen
zwei Punkte z,y € [0,1) dquivalent, x ~ y, wenn x — y rational ist. Dies ist offensichtlich eine
Aquivalenzrelation, und wir konnen X in Aquivalenzklassen zerlegen (wobei 2 und y genau dann
zu verschiedenen Klassen gehoren, wenn z — y irrational ist).

Sei nun M C X so gewiihlt, dass es genau ein Element aus jeder Aquivalenzklasse enthiilt (hier
benutzen wir offenbar das Auswahlaxiom). Fiir jedes r € Qp := QN [0,1) (Q = rationale Zahlen)
sei

M, = {r 4+ modl:z € M} insbesondere ist also My = M.

Dann gilt M,, N M,, = 0 fiir r1,7r2 € Qo, r1 # ro, und

x=J M.

r€Qo

Man sieht nun leicht, dass M nicht Lebesgue—messbar ist. Ware nédmlich M Lebesgue—messbar, so
miifite gelten

() AMM)=0 oder (B) AM) > 0.
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Wir benutzen nun die offensichtliche Tatsache, dass das Lebesguemafl translationsinvariant ist,
d.h. es gilt A(A) = A(A + zmodl) fiir jede Lebesgue-messbare Menge A C [0,1) und jedes z € R
(vgl. Aufgabe 8.2). Daraus folgt A(M,) = A(M) fiir jedes r € Qp und somit mit der o-Additivitét

1= A([O, 1)) = 3" A0g) =

{ 0 im Fall (o),
r€Qo

oo im Fall (3).

In beiden Féllen ist dies ein Widerspruch. Also ist die Menge M und somit die Funktion x,, nicht
Lebesgue—messbar. O

Anmerkung 8.21 Ausgehend von einem Pramafl p auf einem Mengenring R in X haben wir
ein Mafl p auf einer o—Algebra in X gewonnen. Zur Erinnerung: Eine o—Algebra A in X ist eine
Familie von Teilmengen von X mit

~leA
- Ae A= X\ A€ A (und damit auch X = X \ () € A),

- A, eAfirneN= |J 4, € A
neN

Ist Ag eine beliebige Familie von Teilmengen von X, so gibt es immer eine kleinste o—Algebra, die
Ap enthilt, die von Ay erzeugte o—Algebra A. (Dies ist der Durchschnitt aller o0—Algebren, die Ay
enthalten. Es gibt mindestens eine o—Algebra, die Ag enthilt, ndmlich die Potenzmenge von X.)

In R™ (insbesondere auch R, und allgemeiner in jedem topologischen Raum) wird die o—Algebra,
die durch die Familie der offenen (oder abgeschlossenen, oder offenen und abgeschlossenen) Teilmen-
gen erzeugt wird als Borelsche o—Algebra bezeichnet. Da die o—Algebra der Lebesgue—messbaren
Teilmengen alle offenen Mengen enthélt, sind also alle Borelschen Mengen Lebesgue—messbar; dies
gilt fiir alle durch Pramafle auf den Figuren in R™ erzeugten Mafle. Diese Mafle werden deshalb
auch als Borelmafle bezeichnet. Die oben konstruierte nicht Lebesgue—messbare Menge ist also
sicher keine Borelmenge.

8.6 Produktmafle; der Satz von Fubini—Tonelli

Seien Ry und Ry Mengenringe, px und py PramafBe auf X bzw. Y. Die Mengen der Form
AXx B CX xY mit A€ Ry und B € Ry erzeugen einen Mengenring Ry X Ry in X x Y, und
durch

M(U(Aj X Bj)) = ux(A)py (B))
J J
fir A; € Rx, Bj € Ry mit Aj x BjNAg x By, = () wird ein PramaB p := px X py auf (X XY, Ry X

Ry) definiert. Mit der oben durchgefiihrten Konstruktion definiert dies ein Mafl p := pux X py

auf X x Y, das als Produktmafs von pux und py bezeichnet wird. Das folgende Lemma ist fiir die
Untersuchung von Produktmaflen wesentlich:

Lemma 8.22 Wenn N C X xY eine u—Nullmenge ist, und

N(z)={y €Y :(x,y) € N},
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dann ist
Ny := {w € X : N(x) ist nicht ,unyullmenge}

eine px—Nullmenge, d. h. fir px—f. a. x € X ist N(z) eine uy—Nullmenge. (Fir die Umkehrung
vergleich man Aufgabe 8.12.)

Beweis. Da N eine p—Nullmenge ist, gibt es Cy = A X By mit Ay € Ry und By € Ry so,
dass N C U2, Ck, > 72, 1(Ck) < oo und, dass jedes z € N in unendlich vielen Cj enthalten ist
(Beweis?). Aus

Z/XAk dpux /ka duy =Y px(Ap)uy (Br) = Y n(Cy)
k=1 k=1 k=1

ergibt sich, dass die Folge

(;mm [ o, dur) e BCGRa)

nichtfallend ist mit beschréinkter Integralfolge. Nach dem Satz von B. Levi 8.10 existiert eine ux—
Nullmenge Fx mit

ZXAk($>/XBdeY<OO iIlX\FX,

Dies impliziert, wiederum mit dem Satz von B.Levi 8.10, dass fiir jedes z € X \ Fx die Folge
(Zk 1 X4, ()X B, (y)) fir py—f. a. y € Y beschrénkt ist. Aus der Konstruktion der Folge (Cy)
neN

ergibt sich fiir x ¢ Fx, dass fiir uy—f.a. y € Y der Punkt (z,y) nicht in N liegt, d.h. ¢ Nx. Also
gilt Nx C Fx, d.h. Nx ist eine ux—Nullmenge. [ |

Satz 8.23 (Satz von Fubini—Tonelli) FEine Funktion f : X x Y — C liegt genau dann in
LYX xY,p), wenn gilt: f ist p-messbar, |f(z,-)| € LYY, py) fir px—f. a. z € X und
F(m) e fY|f(1’"y)‘qu(y)a fallS |f(xa)| € [’l(YnU’Y)’
0, sonst

ist px —integrierbar (=: Satz von Fubini, <: Satz von Tonelli). In diesem Fall liegt die Funktion
x> [y fz,y) dpy (y) in LYX, px) und es gilt

/Xxyf(x y) du(z,y) / / f(@,y) duy ( )}dHX(CE‘).

Entsprechendes gilt, wenn die Rollen von x und y vertauscht werden; fir f € LY(X x Y, u) kann die
Integrationsreihenfolge vertauscht werden. — Ist f > 0 u-messbar, so gilt f € L'(X, ) genau dann,
wenn eines der iterierten Integrale endlich ist; es stimmen dann die beiden iterierten Integrale mit
|| fll1 dberein.
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Beweis. = (Fubini): Aus f € L1(X x Y, ) folgt, dass eine || - ||[;—Cauchyfolge (f,) aus E(X x
Y, Rx X Ry) existiert mit f,(z,y) — f(x,y) fir p—f.a. (z,y) € X x Y. Ohne Einschrankung
konnen wir annehmen, dass gilt (ggf. Auswahl einer Teilfolge von (f,))

n o
Falwy) =) hi(wy) mit Ykl < oo,
j=1 j=1
Aus Lemma 8.22 folgt, dass es eine ux—Nullmenge N gibt so, dass gilt
fulz,y) — f(z,y) fir py—f.a.y €Y und alle x € X \ Ny. (1)

Da die Behauptung offensichtlich fiir Elementarfunktionen gilt, ist
n
(X [ steslduy (@) eine |- i Canchyfolge in £1(X, ), &)
j=1"Y "

und somit ist auch
( /Y fulw ) duy(y)) - eine || - 1-Cauchyfolge in £1(X, px). (3)
Es gibt eine px—Nullmenge N» so, dass die Folge in (3) fiir z € X \ N2 konvergiert; also ist
(fn(a:, )) eine || - ||1-Cauchyfolge in L (Y, uy) fiir z € X \ No. (4)

Aus (1) und (4) folgt, dass f(x,-) € L1(Y, uy) gilt (das ist die erste Aussage), und

/ Fol ) dpiy () — / £ () dpiy () fitr 7 € X\ (N7 U Ny). (5)
Y Y

Aus (3) und (5) folgt die behauptete Gleichung:

/{/f(:cvy) duy(y)}dux(fv) anijgo/{/fn(x,y) duy(y)}dux(w)
= lim [ fud(px x py) = /fd(MX X py) = /f(x,y) dp(z, y).

Wenn wir dieses Resultat auf |f| anwenden, erhalten wir die Behauptung fiir F'.

< (Tonelli): Sei A, € Ry, B\ € Ry mit A, C Apy1, By C Byy1, X = UpAp, Y = U, By,

f(zyy) falls |f(z,y)| <n und (x,y) € A, X By,
fulz,y) = {

0 sonst.

Dann ist f,, € LY(X x Y, ux X py), und die Folge (| f,|) ist nichtfallend mit f,(z,y) — f(z,y). Aus
der =-Richtung dieses Satzes folgt

[t <) = [{ [1galdn b < [{ [ 17100}y < o0

und somit mit dem Satz von B. Levi 8.10

1fl € LYX X Y, pux X py).
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Da f p—messbar ist, folgt f € LY(X x Y, ux X py). [ |

19: 19. Dezember 2006

Im Fall des Lebesguemafles auf R™ schreiben wir das Integral in der Form
[ f(z)dz Dbzw.
[ fxr,. . zn)d(z, . coan) = [ fo, ., @) Aoy ... day.
8.7 Der Satz von Radon—Nikodym
Sind g und v MaBle auf X (mit entsprechenden o—Algebren A, und A, von p— bzw. v—messbaren
Mengen), so heifit v absolut stetig beziiglich p (oder: p—absolut stetig; kurz v < p), falls jede p—

messbare Menge auch v-messbar ist (d.h. A4, C A,) und jede p—Nullmenge auch eine v~Nullmenge
ist.

Ist h € LY(X,u), h >0, so wird durch
v(A) = /XA(x)h(a:) du(z) fiir p-messbares A
offenbar ein Mafl auf X definiert (auf der o—Algebra A, ), das absolut stetig beziiglich  ist: Ist A

eine p—~Nullmenge, so ist x 4(x)h(z) = 0 p—f.i., also v(A) = 0. Der folgende Satz liefert die wichtige
Umkehrung dieser Aussage.

Satz 8.24 (Radon—Nikodym) Seien p und v Mafle auf X, (X, 1) sei o—endlich. Ist v absolut
stetig beziiglich p und v(X) < oo, so ewistiert ein h € LY (X, u) mit

= /XAh dp fiir jede p—messbare Menge A, (1)

v(4)
/fdy = /fhd/L fiir jedes f € LY(X,v); (2)

h heift die p—Dichte von v, oder die Radon—Nikodym—Ableitung von v beziiglich p.

Beweis. (Der Beweis dieses Satzes wird in der Vorlesung grofitenteils iibergangen, da er wesentlich
ein Hilfsmittel aus der Hilbertraumtheorie benutzt.) Es geniigt, den Fall ;(X) < oo zu betrachten;
der allgemeine Fall folgt leicht mit Hilfe der c—Endlichkeit von u durch Zusammenstiickeln.

Sei 7 := p+ v mit A; := A,. Dann ist die Abbildung
L*(X,7) =K, f— /fdu
ein stetiges lineares Funktional, denn aus der Schwarzschen Ungleichung folgt fiir alle f € L?(X, 7)
| [ o)< [ir1ar = [us1ar < o002 1)

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (Satz ??) gibt es also ein g € L?(X,7) mit

/fdl/:/gde fiir jedes f € L*(X, 7). (1)
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Wegen x4 € L*(X, ) fiir jede y—messbare Teilmenge A von X folgt hieraus

V(A):/XAdy:/gXAdT:/Ang.

Aus 0 < v(A) < 7(A) folgt 0 < [, gdr < 7(A) fiir jede p—messbare Teilmenge A von X, also
0<g(x)<1 firrfazxzeX

(wire g(z) < 0 oder > 1 auf einer Teilmenge M mit 7(M) > 0, dann wiirde [, gd7 < 0
bzw. [,;gdr > 7(M) folgen).

Aus (1) folgt

JA—g)fdv Jofdr—[gfdv

= [gfdu fiir jedes f € L*(X, 7). (2)

Sei nun
N::{xeX:g(az)zl}, L:=X\N.

Aus (2) folgt dann

M(N):/XNdM:/QXNdM:/(l_Q)XNdVZO

also v(N) = 0, da v absolut stetig beziiglich u ist. Wihlen wir f = (1+g+¢%+...+9")xa in (2),
so folgt

/(1—9”“)dy = /(1—g)(1+g+92+...+g")dy
A A

= /g(1+g+gz+...+g")du.
A

Die Funktionenfolgen unter den Integralen sind nicht—fallend, die Folgen der Integrale sind be-
schrénkt durch [, 1dv = v(A). Die Folge unter dem linken Integral konvergiert punktweise gegen
X1,; nach dem Satz von B. Levi 8.10 konvergiert also das Integral auf der rechten Seite gegen v(LNA).
Wiederum aus dem Satz von B. Levi 8.10 folgt also die Existenz einer Funktion h € L'(X, 1) mit

gl +g+¢*+...+¢") = h pfii,

und
/g(1+g+gz+...+gn)d,u—>/hd,u
A A

fiir jede p—messbare Teilmenge A C X. Da N eine v—Nullmenge ist, folgt daraus
vV(A)=v(LNA)+v(NNA) =v(LNA) = / hd.
A

Die zweite Behauptung ist offensichtlich fiir Elementarfunktionen und folgt fiir den allgemeinen
Fall durch Grenziibergang. |
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Bemerkung 8.25 Die Voraussetzung der o—Endlichkeit von i im Satz von Radon—Nikodym 8.24
ist wesentlich: Sei X = [0,1] und p das Zéhlmaf$ eingeschréinkt auf die o—Algebra der Lebesgue—
messbaren Teilmengen von [0, 1]. Da nur die leere Menge eine y—Nullmenge ist, ist es offensichtlich,
dass das Lebesgue-Mafl A absolut stetig beziiglich p ist. Wir zeigen, dass A keine Dichte beziiglich
u hat: Fiir eine solche Dichte h miifite gelten, entweder

(a) h =0, also A(A) = 0 fiir jede Lebesgue-messbare Menge A C [0, 1], oder
(b) es gibt ein z¢ € [0, 1] mit h(xo) # 0, also A({zo}) = h(xo) # 0.

Beide Moglichkeiten fithren also zu einem Widerspruch.

8.8 [P-Riume

Sei (X, p) ein MaBraum, £ (X, i) haben wir bereits definiert (der Raum der (absolut) integrierbaren
Funktionen). Wir definieren jetzt allgemeiner fiir 1 < p < oo:

LX) = {f:X —>C, f prmessbar, ||’ € £'(X,p)}

1 = { [1r@rauw}”
X

|| - ||p ist eine Halbnorm auf £P(X, ). Nur die Dreiecksungleichung macht etwas Miihe (man findet
den Beweis in jeder Einfithrung in die Funktionalanalysis). Andererseits ist offensichtlich, dass |- ||,
keine Norm ist. Definiert man

No(X ) = {f € (X, ) < 1 fllp =0}, = {f € £2(X, )+ (@) =0 it ],
so ist dies offensichtlich ein Untervektorraum von £P(X, uu). Definiert man
LP(X, p) = L2(X, ) [N (X )

d.h. man identifiziert Elemente aus LP(X, p), die p—f.i. iibereinstimmen, so ist || f||, gleich fiir
alle Elemente einer Aquivalenzklasse, und || f||, = 0 gilt nur fiir die Elemente aus £P(X, u), die
dquivalent zur Nullfunktion sind. Also ist

LX) mit || -, (auch (£7(X, 1), [ - [lp)
ein normierter Raum (die Norm eines Elements dieses Raumes erhdlt man, indem man || f||, fiir
einen beliebigen Repréisentanten ausrechnet).

Fiir X € R™ mit dem Lebesgue-Maf3 A schreiben wir meist LP(x) statt LP(X, \).

Fiir die Anwendungen ist wichtig:

Satz 8.26 Flir jedes p € [1,00) ist LP(X, u) mit || - ||, vollstandig (d. h. jede || - ||,~Cauchyfolge ist
konvergent). Weiter gilt: Jede Cauchyfolge enthilt eine p—f.i. konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (f,) eine Cauchyfolge (wir denken uns fiir jedes f, einen beliebigen — aber fest
gehaltenen - Repriisentanten, den wir wieder als f,, bezeichnen). Zu jedem j € N existiert ein
n; € N mit

..
||fn*fm||p§2—] fir n,m>n,
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also )
H Fuyr = Iy < 5 fiw alle .
Sei
k
gk<x) = Z f’flj+1(x) - fn](x>)
j=1

Dann ist die Folge (gx(-)?) nicht—fallend, und es gilt (Dreiecksungleichung)

/gk(x)p du() = llgells < {Xk: 21] <1

j=1

Aus dem Satz von B. Levi folgt, dass (gk(‘)p), also auch (gg(-)), p—f.i. konvergiert. Also ist auch

) = ) + Y (Fay0 @) = fu, (@)
P

p—f.1. konvergent gegen eine p—messbare Funktion f.

Es bleibt zu zeigen, dass f € £P(X, p) ist und ||f,, — f|[, — 0 gilt: Fiir jedes € > 0 seien n(e)
und j(e) so gewéhlt, dass gilt

/‘fnj — fal )‘ w(z) = | fn; — fullh < e fiir j > j(e) und n > n(e).
Die Folge (\ Jn, () — fn(x)|p> _ist also nicht-negativ mit beschrénkter Integralfolge und
j

[fn; (@) = fu(@)[P = [f(2) = fu(2)[” fiir j — o0, p-fa zeX.

Mit dem Lemma von Fatou folgt
If — fal? € LYN(X, p), /|f—fn|pd,u<5 fiir n > n(e).

Also ist f € £P(X,u) und es gilt f, — f. Mit der durch f reprisentierten Aquivalenzklasse ist
damit der Satz bewiesen. |

Die Tatsache, dass LP(X, p1) vollsténdig ist, wogegen z. B. C[a, b] mit der Norm ||-||, nicht vollsténdig
ist, ist einer der Hauptgriinde, weshalb das Lebesgueintegral eingefithrt wird.

Der Raum £®(X, 1) ® ist der Raum der py—messbaren, wesentlich beschrinkten Funktionen auf
X, d.h. der p—messbaren Funktionen, fiir die ein C' = C(f) existiert mit

|f(x)] < C(f) p-fii

Das kleinste C(f) dieser Art wird als ||f|loo bezeichnet (das wesentliche Supremum von |f|). Iden-
tifiziert man auch hier Funktionen, die p—f.ii. iibereinstimmen, so erhilt man den Raum L>®(X, u).
Auf diesem Raum ist || - ||oc eine Norm, und es gilt

Satz 8.27 L*°(X, ) ist vollstindig beziiglich der Norm || - || o-

Der Beweis ist wesentlich einfacher als der des vorhergehenden Satzes.
20: 22. Dezember 2006
°Es sei an die co-Norm auf Cla, b] erinnert:
[flleo := max{z € [a,b]}.
Der Raum Ca, b] ist beziiglich der Norm || - ||« offenbar vollstéindig (jede Cauchy—Folge konvergiert gleichméBig).
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8.9 Ubungen

8.1 Sei u das gemifl Beispiel 8.2 durch eine nichtfallende rechtsstetige Funktion ¢ erzeugte
Lebesgue—Stieltjessche Pramafl auf R.

a) Zu jedem Intervall I und jedem e > 0 gibt es ein offenes Intervall J mit I C J und u(J) <
p(l) +e.

b) Ist I ein abgeschlossenes Intervall und (1) eine disjunkte Folge von Intervallen mit I = U, I,
so gilt (1) =32, u(In).

c) p ist o—additiv.
8.2 a) Man beweise die Substitutionsregel fiir das Lebesgueintegral mit Hilfe der Substituti-
onsregel fiir das Riemannintegral.
b) Mit Hilfe von Teil a beweise man die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles (A(A) =

A(A + x) fiir jede Lebesgue—messbare Menge A C R und jedes z € R).

8.3 Sei R der Mengenring in R, der aus den endlichen Vereinigungen von Intervallen besteht,
0: R — [1,00) sei definiert durch

o(A) i= { 1 falls ein € > 0 existiert mit (0,e) C A,
0 sonst.

Dann gilt: aus Ay, As, ..., Ay € R und A, N Ay = (0 fiir n # ¢ folgt

Q( O An> = Zm: 0o(A,) (endlich additiv).
n=1

n=1
o ist aber nicht o—additiv.

8.4 a) Fiir ein Kompaktum K C R™ sei f : K — R Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesgue—
integrierbar.

b) Fiir eine Funktion f : R™ — R seien f und |f| uneigentlich Riemann—integrierbar. Dann ist
f Lebesgue—integrierbar.

8.5 Die Cantor-Menge C entsteht aus dem Intervall [0,1], indem zunichst das offene mittlere
Drittel herausgenommen wird, aus den zwei verbleibenden Intervallen wieder jeweils das offene
mittlere Drittel usw., also

c—on{(b 0G0 G20}

a) C ist eine Lebesgue—Nullmenge.

S .
b) C besteht genau aus den Punkten ¢ € R mit a = ) ;377 mit a; € {0, 2}.
j=1

c) C hat die Méchtigkeit von [0, 1] (ist also insbesondere nicht abzahlbar).
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8.6 Eine verallgemeinerte Cantor—Menge, C’ erhilt man, indem man zunéchst aus [0, 1] ein offenes
Intervall herausnimmt, aus den zwei verbleibenden abgeschlossenen Intervallen jeweils wieder ein
offenes Intervall etc.

a) D:=(0,1)\ C’ ist offen und C” der Rand von D.

b) Sei € > 0. Bei geeigneter Wahl der offenen Intervalle, die man herausnimmt, erhélt man eine
verallgemeinerte Cantor—-Menge C’ mit Lebesguemafl > 1 — ¢.

8.7 Sei f: R™ — R beschrankt, f(z) =0 fiir |[z| > R,
flz) = igf{sup{f(y) yeQtreq }
@) = sw{inf{f):yeQ}izeQ},

Q

wobei () Quader in R™ sind und ;1 das Innere der Menge A bezeichnet.

a) Esgilt f(z) < f() fiir alle z, und f(z) = f(z) = f(z) genau dann, wenn f im Punkt x stetig
ist.

b) Fiir jedes n € N sei {Qy,; : j € N} eine disjunkte Uberdeckung von R™ mit Quadern, deren
maximale Kantenlidnge fiir n — oo gegen 0 konvergiert,

L@ =f{fy):y € @i} g g

fo(2) = f{f(y) 1y € Qn;}

Dann gilt fiir alle z, die nicht auf einer Kante der @, ; liegen

c) fund f sind Lebesgue-integrierbar und es gilt

[re= [ Fe Jr@ts = [ siwyas

wobei T bzw. [ das Ober— bzw. Unterintegral, | das Lebesgueintegral bedeuten.
d) f ist genau dann Riemann—integrierbar, wenn f fast iiberall (bzgl. des Lebesgue—MaSBes) stetig

ist.

8.8 Jedes f € L£1(X, u) 148t sich schreiben in der Form f = f; — fo + i(f3 — f1), wobei fiir jedes
f; eine nicht fallende || - ||;-Cauchyfolge (g;n)n aus E(X, Rx) existiert mit g;,(z) — fj(z)p1. i

8.9 Sei f : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar. Ist [, fdx = 0 fiir jedes Intervall I C [a,b], so
gilt f(z) = 0 fast iiberall. (Es geniigt auch, offene oder abgeschlossene Intervalle zu benutzen).
Anleitung: Man benutze z. B. die folgenden Beweisschritte:

a) [ gfdx =0 fiir jede Treppenfunktion g,

b) [, fdz =0 fiir jede Lebesgue-messbare Teilmenge A von [a, ],



8 EINFUHRUNG IN DIE LEBESGUESCHE INTEGRATIONSTHEORIE 90

c) ist h: [a,b] — R Lebesgue—integrierbar mit h(z) > 0 f.ii. und [ hdp = 0, so gilt h(z) =0
[a.b]
f. 1.

8.10 a) Zu jeder Familie von Teilmengen einer Menge X gibt es eine kleinste o—Algebra, die
diese Mengen enthélt. Die auf diese Weise aus den offenen Mengen (oder den abgeschlossenen
Mengen) des R™ erzeugte Familie ist die Borelsche o—Algebra B, ihre Elemente heiflen Borel-
Mengen.

b) Ist o ein Maf auf R™, das im Sinne dieses Kapitels aus einem Prémafl auf den Figuren im
R™ erzeugt wird (z. B. das Lebesgue-Maf), so ist jede Borel-Menge eine g-messbare Menge.

c¢) Eine Funktion auf R™ heift Borel-messbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge eine Borel-

Menge ist. Ist o wie in Teil b, so gilt: Jede Borel-messbare Funktion ist go—messbar.

8.11 Sei (X, ) ein Mafiraum. Eine Funktion f : X — R ist genau dann messbar, wenn fiir jede
Borel-Menge A C R das Urbild {z € X : f(z) € A} p—messbar ist.

8.12 Es gilt auch die Umkehrung von Lemma 8.22: Ist N eine p1y X 1y —messbare Teilmenge von
X x Y mit der Eigenschaft, dass fiir px—f.a. v € X die Menge N(z) = {y € Y : (z,y) € N} eine
ty—Nullmenge ist, so ist IV eine py X py—Nullmenge. Anleitung: Satz von Tonelli 8.23.

813 a) Fir —co<a<b<oound1<p<q<oogilt La,b) C LP(a,b).

b) Fiir f € £5(a,b) gilt || flloc = lim. || £lp-
Hinweis: Es gilt |f(x)] < || f]loo fii., und Ve >0 3 A: C (a,b) mit A(A:) > 0 und |f(z)| >
| flloc — € fiir z € Ag.

c) Fir 1 <p, ¢ <oo und p # ¢ gilt keine der Inklusionen £LP(R) C £9(R) und £L9(R) C LP(R).
8.14 a) Zu jedem f € LP(R) (1 < p < o0) und jedem ¢ > 0 gibt es ein C' = C(g, f) und ein
g € L2(R) mit |g(x)] < C, g(x) = 0 fiir [z] > C und [|f — g}, <e.

b) Zu jedem f € LP(R) (1 < p < o0) und jedem & > 0 gibt es eine Treppenfunktion g mit
1f = gllp < oo

c) Zu jedem f € LP(R) (1 < p < o0) und jedem ¢ > 0 gibt es eine Treppenfunktion g mit
rationalen Werten, deren Konstanzintervalle rationale Randpunkte haben, und fiir die gilt
1f = gllp <e.

d) In LP(R) gibt es eine abzdhlbare dichte Teilmenge (d.h. £P(R)) ist separabel).

8.15 Eine Funktion f : [a,b] — C heiBt absolut stetig, wenn es ein g € £'(a,b) gibt mit

Die Funktion g heifit Lebesque—Ableitung von f.

a) Jede absolut stetige Funktion [a,b] — C ist stetig.
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b) Es gibt stetige Funktionen, die nicht absolut stetig sind.
1
Hinweis: z.B. f :[0,1] = R, f(x) = xsin — fiir z # 0, f(0) = 0.
x

c) Ist f: [a,b] — C absolut stetig, so gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0 mit: Fiir a < x1 < y1 <
To <y <...<xp <yYp <bmit

Sy —anl <6 gilt Y |f(g) — flaw)] <e.
k=1 k=1
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9 Kurven, Kurvenlinge und Kurvenintegrale

9.1 Parameterdarstellung
FEine Kurve I' in R™ denken wir uns in der Regel gegeben durch eine Parameterdarstellung
v [a,b] = R™, t— (),

wobei z. B. (t) den Ort eines Teilchens (hier also in R}, R? oder R3) zur Zeit ¢ beschreibt. Meist
werden wir annehmen, dass v zumindest stiickweise stetig differenzierbar ist.

+/(t) (in der Physik meist 4(¢)) ist dann die Geschwindigkeit, mit der der Punkt ~(¢) durchlaufen
wird (bzw. die Geschwindigkeit zur Zeit t).

Einfache Beispiele sind:

Beispiel 9.1 a) Strecke von z nach y:
Y 0,1 = R™, () = a4 by — 7).

Es kann aber auch eine andere Parameterdarstellung interessant sein:

1
i =55 2R A0 (v y+ sy - o)),
4:0-1,1] — R™, ’y(t):x;y—kt‘y;x.

b) Kreislinie mit Radius r um den Nullpunkt in R? (im mathematisch positiven Sinn, d. h. entgegen
dem Uhrzeigersinn, durchlaufen):

v :]0,27] — R?, 4(t) := (rcost,rsint),

oder
7:00,1] — R?, A(t) := (rcos 2mt, rsin 27t),

oder, mehrfach durchlaufen (k—fach):
Y 1 [0,27] = R%, ~4(t) := (rcos kt, rsin kt).
c¢) Schraubenlinie mit Radius r und Ganghohe c:
v:R —R3 4(t):= (rcost,rsint, %t),
oder, nur ein Umlauf:
71 :[0,1] = R3, 44(t) := (rcos 2mt, rsin 27t, ct).

d) NEILsche Parabel: v : R — R?, ~y(t) = (t2,13).

e) Die Zykloide ist die Bahn eines Punktes auf dem Rand des Einheitskreises, der auf der x—Achse
abrollt:

v:R = R? ~(t) = (t —sint,1 — cost),
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Abbildung 2: Neilsche Parabel

t pi

Abbildung 3: Zykloide

f) Logarithmische Spirale:
”

r:R— (0,00), 7(¢) =ae? bzw. ¢(r)=In <E>

Die zweite Darstellung gibt der Kurve ihren Namen. Eine Parameterdarstellung ist

v(p) = (ae? cos @, ae? sin p).

O

Bei der Neilschen Parabel und der Zykloide fillt auf, dass die Kurve, obwohl die Parameterdarstel-
lung beliebig differenzierbar ist, in einzelnen Punkten nicht , glatt“ ist. Woran liegt das? Zunéchst
fillt auf, dass dort die ,,Geschwindigkeit* ~/(¢) verschwindet. Die Kurve kann deshalb , plétzlich®
die Richtung &ndern.

Die meisten Kurven lassen sich, zumindest stiickweise, als Graphen darstellen: v(¢) = (¢, f(t)).
Kreis: vy : [—r, 7] — R2, y(t) = (t, £Vr? — t2).

Neilsche Parabel: Offenbar ist y(z) = £2%/2 (z > 0) oder z(y) = |y|>/®. Dementsprechend erhiilt
man
v1[0,00) = RE y(t) = (¢, £t9/?)
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oder
F:R—R? () = (t5,8).

Eine Parameterdarstellung ~ einer Kurve T heiit regulir, bzw. regulir im Punkt ~v(t), wenn ~/
nicht verschwindet, bzw. 4/(t) # 0 ist. Eine Kurve I heifit reguldr, wenn es eine reguliire Parame-
terdarstellung von I' gibt.

Die Neilsche Parabel ist nicht reguldr im Nullpunkt. Das kénnte zunichst an der gew&hlten
Parameterdarstellung liegen. Tatséchlich kann aber die Neilsche Parabel keine iiberall regulédre
Parameterdarstellung haben, da sie im Nullpunkt keine wohldefinierte Richtung hat.

Andererseits ist die Strecke von x nach y (vgl. obiges Beispiel a) natiirlich reguldr, wobei die
Darstellung v regulér ist, wogegen die Darstellung 7 in den beiden Randpunkten nicht regulér ist.

Die Darstellung
¥:[-1,1] = R™, %w@%=m§y—ﬁy;w

ist nicht regular im Mittelpunkt.

Wenn sich zwei Kurven (I'1,v1) und (I'2,72) in einem Punkt v;(¢;) = 72(t2) schneiden und
beide Kurven in diesem Punkt regulér sind, gilt

(71 (1), 72(t2)) = cos Winkel (v1(t1), 75 (t2)) [V (t0)II 172 (¢2)],
d. h. derSchnittwinkel ist gegeben durch

(71 (t1), 75(t2))

Winkel (v1(t1),75(t2)) = arccos :
' ? YL EDI e E2)]]

9.2 Rektifizierbare Kurven, Kurvenlinge

Eine Kurve (I', ) heifit rektifizierbar, wenn ihr auf folgendem Weg eine Linge zugeschrieben werden
kann: Ist v : [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung von I" und gibt es ein C' so, dass fiir alle
Zerlegungen o = tg < t1 < ... < t,, = b des Intervalls [a, b] gilt

n

Lo(to,tr, .. otn) =D Jy(ti) = y(ti1)| < C,

i=1

so existiert das Supremum aller L, (to,...,t,) (n € N). Dieses wird mit Lr = Ldnge der Kurve T
bezeichnet.

Nun ist zwar ziemlich klar, dass z. B. die Schraubenlinie oder die Neilsche Parabel keine endliche
Lénge haben. Ist aber das Parameterintervall beschrinkt (und abgeschlossen) und ~ stetig, so wird
man das schon eher erwarten. Tatséchlich gilt das nicht:

.. 1
Beispiel 9.2 Die Kurve I' mit v : [0,1] — R?, — (t, tsin Z> (v(0) = 0) ist nicht rektifizierbar. Das

1
sieht man, wenn man fiir die Zerlegung von [0, 1] immer mehr Punkte nimmt in denen sin 7= +1
gilt. g

Fine wichtige Klasse rektifizierbarer Kurven wird durch folgenden Satz beschrieben.
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Satz 9.3 Eine Kurve I' mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung v : [a,b] — R™ ist rek-
tifizierbar und hat die Ldnge

b b
1/2
L= [W@la= [ (02 +2s 4o of0?)

Beweis. (Anschaulich ist das klar: Wenn man |4/(¢)| als Geschwindigkeit betrachtet, mit der ein
Punkt die Kurve durchlauft, ist der zuriickgelegte Weg — also die Kurvenlidnge — gleich dem Integral
iiber |y/(-)|.) Nun etwas genauer, wie es obiger Definition entspricht:

(e =t = {3 tt) = mlte P} = =t { S hm?}
k=1 k=1

n

mit 7; ;, zwischen ¢;_; und ¢;. Also unterscheidet sich _ |v(;) — v(ti—1)| bei zunehmender Verfei-
i=1

nerung immer weniger von der Riemann-Summe®

Z{ZWQ(E)Q}U ti —ti-1) ZW t)l(ti — ti-1)
=1

k=1

fiir das Integral f |7/ (t)| dt. [ ]

Bis auf die Neilsche Parabel sind die Lingen der obigen Kurve leicht zu berechnen (und elemen-
targeometrisch bekannt).

Hier wollen wir die Lénge der Zykloide berechnen: Nach Beispiel 9.1 e gilt

7'(t) = (1—cost,sint),
V() = (1—cost)®>+sin’t=1—2cost+ cos’t 4 sin’t
t t t t t
= 2—2cost= 2<sim2 ~ + cos? 7) —2cos? = + 2sin? = = 45sin® -,
2 2 2 2 2
/ 1
7/ (®) = 2I|sin 5
2
und damit die Lénge (einer Periode) der Zykloide:
27 27
L /2 i t‘dt 2/' Pt = —acos L™ =3
= sin —|dt = sin—dt = —4cos-| =8.
2 2 21lo

0 0

(Es ist iiberraschend, dass hier kein Ausdruck entsteht, der m enthélt, sondern eine ganze Zahl.)

Es ist noch interessant zu sehen, wie die Kurvenldnge in zwei speziellen Formen der Parame-
terdarstellung berechnet werden kann:

5Tst man {|t; —t;—1]:i=1,...,n} <& mit |y, (t) — yi(s)| < e fir [t —s| < dund k= 1,...,n, so ist

e - {ivz<fi,k>2}l/2

Also unterscheiden sich die beiden Summen fiir eine solche Zerlegung héchstens um (b — a)y/me.

m

< {Z (m;m) - v;(n,w)z}m < Vime.

k=1
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Satz 9.4 a) Ist die Kurve als Graph der stetig differenzierbaren Funktion g : [a,b] — R™~!
gegeben, so ist die Kurvenlinge

b

L= / (1+ |g’(t)\2)1/2 .

a

b) Ist eine ebene Kurve in Polarkoordinaten r : [a,b] — R2, ¢+ r(p) mit stetig differenzierbarem
r(-) gegeben, so ist die Kurvenlinge

b

L= [ (Her+r?) e

a

Beweis. a) Hier ist y(t) = (t,g(t)), also |/(t)) = (1 + |¢'(t)|?)'/2, woraus die Behauptung folgt.
b) Hier ist v(p) = (r(¢) cos ¢, r(p) siny), also

V(@) = ((p)cosp —r(p)sing)? + (' (¢) sinp + () cos p)°
= (@) +r(p)
woraus auch in diesem Fall die Behauptung folgt. |

9.3 Kurvenintegrale

Die bei einer Bewegung eines Korpers im Kraftfeld k(-) geleistete Arbeit ist (bei geradlinigier
Bewegung) gleich der Weglidnge mal der Kraftkomponente in Richtung des Weges. Durchlduft der
Korper eine Kurve (T, ), so zerlegt man zunéchst das Parameterintervall

a=ty<ti <...<tp,=0.

Die im (Zeit—)Intervall [t;_1,tx] geleistete Arbeit ist ndherungsweise

(kr(te)) At = A1) ~ (RO B2y 7 (te1)) (= ).

Die iiber das ganze Zeitintervall [a, b] geleistete Arbeit ist also

n

>~ (k(y(ta-1)), 7 (t-1)) (b= ti-):

k=1
Dies ist die/eine Riemannsumme fiir das Integral

b

/k(x) dx ::/<k(7(t)), ()
I a

Aus der Voriiberlegung zu dieser Definition ist offensichtlich, dass dieses Integral nicht von der
Wahl der Parameterdarstellung abhéngt.

Man kann auch anders zu dieser Definition des Integrals kommen: Die Leistung zur Zeit t —
also die Ableitung von A(t) der bis zur Zeit ¢ geleisteten Arbeit — ist gleich dem Produkt aus
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der Geschwindigkeit und der Komponente des Kraftfeldes in Richtung der Geschwindigkeit, also
(k(v(t),~'(t))). Integration liegfert wieder das gleiche Integral.

Haben wir nun allgemein in einer offenen Menge A C R™ ein stetiges Vektorfeld k& : A — R und
eine Kurve I' in A mit stetig differenzierbarer Parameterdarstellung 7 : [a,b] — R™, so definieren
wir das Integral des Vektorfeldes k lings der Kurve I' durch

b

/k@:) do :—/<k(7(t)), (1)) dt.

T a

Gibt es eine stetig differenzierbare Funktion V' : A — R mit k(x) = grad V(z), so heifit k ein
Gradientenfeld und V' ein Potential von k. Der folgende Satz charakterisiert die Gradientenfelder
durch ihre Kurvenintegrale:

Satz 9.5 Sei A C R™ offen, k: A — R™ ein stetiges Vektorfeld auf A. Dann ist k genau dann ein
Gradientenfeld, wenn die Kurvenintegrale iber k wegunabhéngig sind (d. h. der Wert des Integrals
hdngt nur von Anfangs— und Endpunkt der Kurve ab). Es gilt dann

b
[ k@@= [ (ko). +'0) @ = Vo) - Vi),

r

Beweis. =-: Sei k = grad V. Dann gilt

b

b m b
[ (s, @)t = [ Sy g = [ Lram)d=vae) - ve)
a J=1 a

a

<=: Sei das Kurvenintegral wegunabhéngig. Wir konstruieren ein Potential von k. Dazu sei xg € A
fest gewiihlt, I, ein beliebiger Weg von xg nach z in A,

V(z) = /k:(z) d
Ty

(damit ist V() wohldefiniert, da das Integral wegunabhéngig ist). Dann gilt

1 ; 1
. — lim - 7y _ — lim = _
DiV(a) = lim =(V(w+hel) = V(2)) %Er%)h{ / /k:(z) dz}
o o
x+hel h
= lim — / k(z)dz = lim 1 </<:(x + tel) e]> dt
h—0 h —0h
T 0
1 h
= }lllir(l) E /k](.’L' + tej) dt = kj({L'),
0
d.h. V ist ein Potential von k. |

21: 9. Januar 2007
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Abbildung 4: Vektorfeld k(z) = (&2, —&1)

Beispiel 9.6 Das Vektorfeld
k: R? — R27 k($) = (527 _51)

hat kein Potential. Auf Grund der Skizze
sieht man sofort ein, dass das Kurvenintegral iiber Kreise um Null nicht verschwindet.

AuBerdem: Wire k = grad V = (D1V, D2V'), so wiirde folgen (beachte, dass dieses k beliebig
oft stetig differenzierbar ist)

rot k‘(.%) = le'g — D2k1 = D1D2V — D2D1V =0.

Tatséchlich gilt aber rot k = —2. (Die Bedeutung der Rotation rot werden wir spéter kennen lernen.)
O

Eine Schwiiche des obigen Satzes liegt darin, dass man einem Vektorfeld zu néchst nicht einfach
ansieht, ob es ein Gradientenfeld ist, wenn man nicht schon ein Potential kennt. Ist k£ ein stetig
differenzierbares Gradientenfeld k£ = grad V', so gilt (da dann V' zwei mal stetig differenzierbar ist)
fir alle 7,57 € {1,...,m}

D;k; — Djk; = D;D;V — D;D;V = 0.

Man kann sich also fragen, ob das ausreicht um zu garantieren, dass k ein Gradientenfeld ist. Im
allgemeinen Nein!

Beispiel 9.7 Sei k: R?\ {0} das Vektorfeld

k(m)z( -y v )

x2+y2’ x2+y2

Dann gilt zwar D1ke = Dok, = 0, aber die Integrale tiber Kreise um 0 verschwinden nicht, d. h. &
ist kein Gradientenfeld. Der folgende Satz macht deutlich, woran das liegt. O
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Satz 9.8 (Integrabilitdtsbedingung) Sei G € R™ offen und einfach zusammenhdingend (d. h.
jede geschlossene Kurve in G lift sich in G [d. h. ohne das man dabei G verldfit] stetig auf einen
Punkt zusammenziehen 7), k : G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit D;kj — Djk; =0
fiir alle i,j € {1,...,m}. Dann ist k ein Gradientenfeld.

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir nur sternférmige Gebiete: Ein Gebiet G C R™
heifit sternformig beziiglich xy, wenn mit jedem x € G auch die Verbindungsstrecke mit zg in G
liegt.

Ohne Einschrankung sei G sternférmig beziiglich 0. Wir definieren (7 : [0, 1] — R™ ~(t) = tx)

Viz) = /zk:(z) dz :/1<k(t:c
0 0

V ist damit wohldefiniert und offensichtlich (Beweis) stetig in G. Weiter gilt

1
0 0
V(z) = —(k(t dt Eo(t dt
o, @) /a<x /auz“””f
9 -
1 " 5
0 = O
( hier wird die Voraussetzung benutzt)
1 1
d
= / {k] xeﬁ_wkj(m)} dt = / {kj(tx) + t< grad k;(tx), x>} dt
0 = 0
0
(Produktregel fur ¢ - k; und Kettenregel fiir Ekj (t:n))
1
0
0
Also ist V ein Potential von k. [ ]

10 Umkehrfunktion und implizit definierte Funktion

10.1 Umkehrfunktion

Aus dem 1-dimensionalen Fall wissen wir: Ist f : I — R stetig und streng monoton, so ist auch das
Bild f(I) ein Intervall und f besitzt eine Umkehrfunktion (Inverse) f=1: f(I) — I. Ist zusétzlich
f differenzierbar mit f’(z0) # 0, so ist f~! an der Stelle yg = f(xo) differenzierbar mit

1 1
e P U0 = mrgay

"In R? bedeutet das, dass im Innern der Kurve keine Punkte liegen, die nicht zu G gehéren; R? \ {0} ist nicht
einfach zusammenhéngend; dagegen ist R™ \ {0} fiir m > 3 einfach zusammenhéngend

(fT)(f(20)) =
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Ist f stetig differenzierbar mit f’(z) # 0, so ist auch f~! stetig differenzierbar (die strenge Mono-
tonie folgt dann bereits aus der Forderung f’(z) # 0).

Hier soll das Resultat auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinert werden. Die Monoto-
nie liBt sich nicht iibertragen. Dagegen erweist es sich als sinnvoll, die Forderung f’(x) # 0 durch
det Df(x) # 0 zu ersetzen.

Wir sehen dies zunichst an folgendem einfachen Beispiel (wobei man beachte, dass jede diffe-

renzierbare Funktion lokal durch eine affine Funktion approximiert werden kann):

Beispiel 10.1 Sei L eine m x m—Matrix, a € R™, f die affine Funktion
fR™ =R"™ f(zr)=a+ Lx.

Offensichtlich ist f in jedem z € R™ differenzierbar mit Ableitung D f(z) = L fiir alle z € R™,
denn es gilt

f(z)=a+Lz=a+Lx+ L(z—2x) = f(x) + L(z — x) + ¢z(z) mit @,(z) =0.

Da y = a 4+ Lx genau dann fiir alle y eindeutig nach z auflésbar ist, wenn L invertierbar ist,
r =L Yy —a), ist f genau dann invertierbar, wenn L invertierbar ist, und es gilt

LR = R™, i) =LY (y—a)=b+L 'y mitb=—L 'a.

Insbesondere ist auch f~! differenzierbar mit Ableitung (Df~!)(y) = L' = (Df(y))~! fiir alle
y € R™. U

Da eine differenzierbare Funktion f : A — R™ (mit A C R™ offen) in der Nihe von zy durch die
affine Funktion
Fg i R™ = R™, - Fpo(2) = f(z0) + Df(x0)(z — 20

sehr gut approximiert wird, liegt es nahe, dass f in der Ndhe von xy umkehrbar ist, wenn die Matrix
D f(xy) invertierbar ist. Genauer: annéhernd sollte fiir y nahe f(z() gelten

FHy) ~ Foot(y) = Df (o) "y — f(w0)) + 20 = 71 (f(x0)) + Df (wo) " (y — f(0)).

Die Ableitung von f~! bei f(xq) sollte also gerade (D f(xg))~! sein. Da die Approximation nur
lokal gut ist, ist aber zu erwarten, dass auch diese Aussage nur lokal gilt (vgl. dazu den folgenden
Satz und das darauffolgende Beispiel).

Im folgenden Satz benutzen wir eine neue Sprechweise: ist 2o € A C R™, so heifit U eine offene
Umgebung von xg in A, wenn U offen ist mit xop € U C A. Im Fall A = R™ nennen wir U einfach
eine offene Umgebung von xg.

Satz 10.2 (Umkehrfunktion) Sei A C R™ offen, f: A — R™ stetig differenzierbar, xo € A,
yo = f(z0), Df(xo) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung U von xy in A und eine offene
Umgebung V' von yg so, dass

f:U—=V  biektiv

ist und Df(x) fir alle x € U invertierbar ist. Die Abbildung
g:=Ul)":V—=U

ist stetig differenzierbar mit

Dy(f(x)) = (Df(x))™" firz €U baw. Dg(y) = (Df(g(y)~" firyeV.
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Beispiel 10.3 Wie oben schon vermutet, gilt die Aussage des Satzes (insbesondere die Invertier-
barkeit) nur global. Dies wird durch folgendes Biespiel belegt:

A=R*\{0} CR* [(&,&) = (& — &,26,%).

(Setzt man z = &1 + i€y, so ist offenbar f(£1,&) = (Re 22,Im 22), d. h. bei f handelt es sich um
die Darstellung der komplexen Quadrierung in R2.)

Es gilt

Df(&,6) = @Z _2152> , also det D(f(&1,&)) = 4(£2 +€2) #0 fiir alle 2 € A.

Trotzdem ist f nicht injektiv, denn es gilt fiir jedes z = (£1,&2) € A

f(_é-l? _52) = f(fla€2);

das ist nichts anderes als die Tatsache, dass jede komplexe Zahl # 0 zwei Quadratwurzeln hat. [J

Beweis von Satz 10.2. Da A offen ist, und f stetig differenzierbar, existiert ein § > 0 mit
U := Ks(xo) C Aund 8

|Df(x) — Df(zo)| < %‘Df(l’o)_l’ =: A fiir x € A mit |z — x9| < 0.

Wir werden zeigen: Mit diesem U und V := f(U) gilt die Behauptung des Satzes.

1. Schritt: Df(x) ist invertierbar fir € U: Fiir alle z € U und y € R™\{0} gilt (dabei
benutzen wir, dass fiir eine invertierbare Matrix L gilt |y| < |L7||Ly| bzw. |Ly| > |[L7|7|y|)

Df(x)yl = |Df(@o)yl — | Df(a)y — Df(wo)y
D) [ Tyl — 5| DA Iy

ORI TN

v

d.h. fir x € U ist Df(x) invertierbar.
2. Schritt: f ist auf U injektiv: Fir x € U schreiben wir f in der Form

f(x) = Df(xo)z + F(x) mit F(z) := f(z) — Df(zo).

Dann gilt fiir alle z, 2’ € U mit = # 2’ (wieder benutzen wir |Ly| > |L7[7]y|)

(@) = f(a")] = [Df(zo) (2 — 2) + F(x) - F(z')

> | Df(zo)(x — )| — |F(x) - F(2')]
> |Df(wo) ' —a'| = IDF(§)lle - 2
= 2|z —a'[ = [Df(§) — Df(wo)llx — 2|
> 2z — 2| = ANz —2| =Nz —2/| > 0.
8dabei ist fiir eine m x m~Matrix L mit |L| die ,,Operatorennorm*“ von L gemeint, |L| := sup{|Lz| : * € R™, |z| <

m m 1/2
1}. Esgilt z.B. |L| < > |4;| und |L] < { |éij|2} ; insbesondere ist |L| klein, wenn alle a;; klein sind.
j =1

4,5=1 4,j=
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Also ist f|y injektiv.
Damit ist jedenfalls f : U — V bijektiv.
3. Schritt: V ist offen: Dazu zeigen wir: Ist

A
yl = f(xl) eV= f(U)7 5I =0 — ’xl — 15()|, g = 6(:1,‘/) = 5(5/7

so ist K.(y') € V, d. h.: zu jedem z € K.(y') gibt es ein z € U = Kg(x) mit f(z) = 2.
A A
Wegen |z — | <e = 5(5’ gibt es ein r < ¢’ mit |z —¢/| < 57
Wir betrachten die Hilfsfunktion

VK, (2) =Ry, x— |f(z)— 2%
Gesucht ist also ein z € K, (2') C U mit f(z) = z, d.h. mit ¢(z) = 0; da ¢ nicht negativ ist, ist

dies ein Minimum von ). — Da 1 auf K, (') stetig ist, nimmt es dort sein Minimum an; es ist zu
zeigen, dass dieser minimale Wert 0 ist. Fiir 2 auf dem Rand von K,(z'), d.h. | — 2/| = r, gilt

2 / / 2
W) = [f@) -2 = {1f@) - @) - 1y - I}
A2 A2 1

> A _ _ I 2 2.

> {)\\:c 2| 27“} {/\7" 27“} 4)\ r

Andererseits gilt im Mittelpunkt 2’ von K, (z')
1 2 1
AN N 2 — ) — 5|2 - — 22,2
V@) = 11 @) = 2P =l — 2 < (5Ar) = 7%

Also nimmt ¢ sein Minimum im Innern der Kugel K,(z') an, etwa in Z € K,(z'). Dann muf} aber
gelten

0 = grady(d) = ( D; S 1i(@) —sz,...)
k=1

= (...,22 D; f(Z)(fu () —zk),...) = 2(Df(2))"(f(7) - 2).
k=1

Da D f(Z) invertierbar ist, gilt dies auch fiir (D f(z))!, und somit ist f(Z) = z, d.h. ¥ ist das
gesuchte z mit z = f(z). Damit ist bewiesen, dass V' offen ist.

4. Schritt: Es bleibt schlieBlich nur noch zu zeigen g := (f|y) ™! ist in yo = f(xo) diffe-
renzierbar mit Dg(yo) = Df(xo)~!: (O.E. kénnen wir uns auf x beschrinken, da jedes » € A
als Ausgangspunkt gew#hlt werden kann.) Fiir y € R™ mit |y| < ¢ (¢ wie oben) gilt

9(yo+y) =z +z €U = Ks(xp).
Wegen
y= flzo+z) —yo= flzo+2z)— f(z0)

folgt aus den obigen Uberlegungen

1
ly| > Alz| bzw. |z| < X!yl-
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AuBerdem gilt (da f in zo die Ableitung Df (o) hat)
y = Df(zo)x = f(zo + ) — f(x0) — Df(x0)x = ¢fa0(0 + ),
Df(w9) "'y — = Df (w0) ' ¢fa0 (0 + )

mit

1
m‘ﬂf,xo(% +x) — 0 fur z — 0.

Damit erhalten wir

l9(yo + ) — 9(y0) — Df(z0) "yl = [(wo + ) — 20 — Df(20) 'yl
= |z — Df(z0) "yl = [Df(z0) " @sm (20 + )]
< |Df(x0) M l@sm (z0 + )

mit
1 _ 1 _ o+ x
1D o)l gy 0+ 0)] < 3| Df ()| Pt T D
[yl A |z]
fiir y — 0 (was mit x — 0 gleichbedeutend ist). Also gilt
9(yo +y) = g(yo) + Df (w0) ™'y + gy (yo + )
mit
1 ,
m@g,yo (yo +y) — 0 fiiry — 0,
d.h. g ist in yo = f(xo) differenzierbar mit Dg(yo) = Df (o) . [ |

22: 12. Januar 2007

oty

Beispiel 10.4 f:R? — R?, f(x,y) = (:Ezs fr—y

> ist tiberall differenzierbar mit

2
Df(z,y) = <§i2 E _11> , speziell DetDf(0,0) = Det <i _11> — 240,

Also ist f in einer Umgebung von (0,0)(f(0,0) = (0,0)) umkehrbar mit

Df—l(o,o):%G _11)
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10.2 Implizit definierte Funktionen

Wir betrachten erst die wesentlich iiberschaubarere Situation in R2. Ist g : R? — R eine , verniinf-
tige“ (was das genau heifit sehen wir spéter; z. B. stetig differenzierbare) Funktion, so wird durch
die Nullstellenmenge

M = {(m,y) eR?: g(z,y) = 0}

in vielen Fillen eine Kurve in R? beschrieben. So ist z.B. fiir g(x) = 22 + y> — 1 die Menge
M gerade die Einheitskreislinie. Da sich Kurven in der Regel (zumindest stiickweise) als Graph
darstellen lassen, kommen wir zu der

Frage: Gibt es eine Menge U C R (oder vielleicht mehrere derartige Mengen) und ein f :
U — R so, dass der Graph von f ein Stiick der Nullstellenmenge M von g beschreibt. In anderen
Worten, kann die Gleichung g(z,y) = 0 (wenigstens lokal) nach y aufgelost werden, y = f(z) mit
g(z, f(x)) = 07 Eine solche Funktion f heifit durch g implizit definiert.

Offensichtlich ist M sicher dann ein Graph einer (allerdings i. Allg. nicht notwendig stetigen
und iiberall definierten) Funktion f, wenn die Funktion
9o 1y — g(z,y)
fiir jedes x streng monoton ist, denn dann gibt es fiir jedes = hochstens ein y mit g, (y) = g(z,y) = 0.

Dies gilt aber schon fiir so einfache Funktionen wie die oben genannte
g(z,y) =2 +y* — 1

nicht global. Allerdings 148t sich die Einheitskreislinie stiickweise als Graph von stetig differenzier-
baren Kurven darstellen, namlich

y=+v1—-22 fir —1<z<y bzw. z==+y1-—92 fir —1<y<l.

Der folgende Satz ergibt hierfiir z. B.

L _Dl(ac2 +y@)?-1) 2 x x

D@ +y@?—1) @) ti-22 -

Bevor wir den allgemeinen Fall betrachten, formulieren und beweisen wir den entsprechenden Satz
fiir den bisher betrachteten einfachen Fall, in dem die Situation noch geometrisch einfach erfafibar
ist.

Satz 10.5 Sei A C R? offen, g € C1(A) = C(A,R),

(v0,90) € M := { (v,9) € A: g(a,y) = 0} mit Dag(ao,yo) # 0.
Dann existieren offene Intervalle U,V C R mit
ro€eU, yeV, UxVCA
und eine stetige Funktion
f:U=V mit MN({UxV)=Gs:={(z, f(z)) :x €U}

und

DZQ(xv f(x))
(Insbesondere kann die Ableitung von f angegeben werden , ohne dass man die Funktion f genau
kennt.)

firx e U.
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Beweis. Wegen Dag(xo,y0) # 0 und der Stetigkeit von Dyg existiert ein Rechteck U’ x V' um

(20, yo) mit
Dog(z,y) # 0 fiir (z,y) € U' x V,

d.h. g(z,-) ist streng monoton in V fiir jedes x € U’. Also gibt es zu jedem z € U’ hichstens ein
y € V mit g(z,y) = 0; es gibt also ein Teilintervall U C U’ mit 2y € V so, dass fiir jedes z € U
genau ein y =: f(x) € V existiert mit g(z,y) = 0.

Wenn wir hier die Differenzierbarkeit von f als gegeben betrachten (im Beweis des folgenden
Satzes ergibt sich diese fiir den allgemeinen Fall), dann folgt aus h(z) := g(z, f(z)) = 0 mit

k() = (2, f(x))
0 = h'(z) = Dh(z) = Dg(k(x))Dk(z)
= ((Dig(@, f(@)), Dagla, (2))), (1f'(@)))
= Dig(x, f(x)) + f'() Dag(a, f(x)).
woraus die behauptete Formel fiir f’ folgt. |

Beispiel 10.6 Fiir g(x,y) = x — 32 ist das Nullstellengebilde

{(m,y)€R2:m:y2}, {(x,y)€R2:x>O,y::|:\/§}.
Die durch g(z,y) = 0 implizit definierte Funktion ist also
(0,00) = R, x+ /x oder x — —/x.

Im Nullpunkt ist der Satz nicht anwendbar, da dort D2g(0,0) = 0 ist (dort ist aber auch die Wurzel
nicht differenzierbar).

Fiir andere Punkte gilt

4 Dig(z,y(x)) 1 1

da Dag(z,y(x))  —2y(x)  2(£vx)
Wir haben damit einen anderen Weg gefunden, die Ableitung der Wurzelfunktion zu bestimmen.
Dies kann natiirlich entsprechend auf andere Umkehrfunktionen angewandt werden. U

Korollar 10.7 Sei A C R? offen, g : A — R stetig differenzierbar mit

grad g(z,y) #0 fir alle (x,y) € M :={(x,y) € A: g(x,y) = 0}.

Dann ist M endliche Vereinigung von Graphen stetig differenzierbarer Funktionen f; (zum Teil y
als Funktion von x, zum Teil x als Funktion von y).

Beweis. In jedem Punkt (zg,y0) € M ist Dig(xo,yo) # 0 oder Dag(zo,yo) # 0. Deshalb gibt es
ein ganzes Rechteck U x V um (xo, yo) mit Dyg(x,y) # 0 fir alle (z,y) € U xV oder Dag(z,y) # 0
fiir alle (z,y) € U x V, also eine Funktion

f:U—=V oder f:V—U

mit
MO (U xV)=G; oder Mm(UxV)ZGJ;%
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(wobei G} ! aus Gy, durch Vertauschen der Komponenten hervorgeht). In konkreten Féllen ist klar,
dass sich M durch endlich viele solcher Rechtecke iiberdecken l&8t; im allgemeinen Fall wird hier
der Satz von Heine-Borel benétigt (vgl. z. B. H. Heuser, Lehrbuch der Analysis 2, §157). |

Satz 10.8 (Implizite Funktionen) Seim,n € N, A C R™"" offen, g € C1(A,R™). Die Punk-

te aus R™™ schreiben wir in der Form

(Ji,y) = (517"'7577177717'”77777,)‘

FEs set
Digi(z,y) ... Dmgi(z,y)
Li(z,y) := Dag(@,y) = (Digj(2,y)) itm = : : )
Dlgn(x, y) s Dmgn(xa y)
Dyy191(z,y) ... Dpgngi(z,y)
La(z,y) := Dyg(z,y) = (Dim+j9i(2,Y))ij=1,.n = : - :
Dm+19n(337 y) e Dm-l—ngn(x? y)
und somit
Dg(a:,y) = (Ll(xay) : LQ(.%',y))
Fiir ein

(zo,y0) € M := {(z,y) € A: g(z,y) = 0}

sei die Matriz Lo(xg,y0) invertierbar.
Dann existieren offene Mengen U € R™ und V' C R™ mit

(xo,y0) eU XV C A

und eine stetig differenzierbare Funktion

f:U=V mit MN(UxV) =Gy,
Df(x) = —La(z, f(z)) "' Li(z, f()).

Beweisidee: In der Nihe von (xg,yo) gilt mit ,grofler Genauigkeit

9(x,y) ~ g(xo,yo) + L1(wo,y0)(x — o) + L2(z0,%0) (¥ — vo)-

Auflssung der Gleichung g(z,y) = 0 nach y in der Nihe von (zg,yo) mit g(xo,y0) = 0 sollte also
moglich sein, wenn die Gleichung

Li(xo, yo0)(x — x0) + L2(x0,y0)(y — y0) =0
nach y auflésbar ist. Das ist genau dann méglich, wenn Lo (g, yo) invertierbar ist. Die Losung ist
f(@) =y =yo + La(wo,y0) " L1 (w0, yo) (x — o).
Als Ableitung erhalten wir, insbesondere im Punkt x = xq

D f(x0) = La(z0,40) " L1(z0, y0)-
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Beweis. Wir definieren die folgenden Hilfsfunktionen
G @ A=R™" (z,y) — (z,9(z,y)),
g1 R™ = R™" g (2,0) (Injektion),
py : R LR (2,y)—y (Projektion).

Im folgenden sei E,, die m—dimensionale Einheitsmatrix, 0,,, die m-zeilige und n-spaltige Null-
matrix. Damit gilt offensichtlich

E., Omn
DG(zo,y0) = <L1(x0,y0) Lz(on,?JO))’

det DG(zg,y0) = det La(xg,90) # 0

da La(zo,yo) invertierbar ist. Also gibt es eine Umgebung von (zg, yo) in A, ohne Einschrénkung in
der Form U; x V wahlbar mit offenen Umgebungen U; und V von xg bzw. yg, so, dass G : Uy xV —
R™F" eine stetig differenzierbare Inverse (G|y, xv ) ! hat; wegen G(x0,%0) = (%0, 9(20,%0)) = (70, 0)
ist (G|yxy)~! jedenfalls auf U x {0} definiert fiir eine geeignete Umgebung U C U; von g in R™.

Wir zeigen, dass
f=poGloj U=V
die gewiinschte Funktion ist:
— j1 bildet U auf U x {0} ab, z +— (z,0),
— G~ bildet U x {0} in U x V ab, (x,0) — (z,y) mit g(z,y) =0,

— po bildet U x V nach V ab, (z,y) — y, wobei fiir die hier in Frage stehenden (z,y) das y die
Eigenschaft hat, dass g(x,y) = 0 ist.

Insgesamt bildet also f jedes x € U auf das y € V' ab, fiir das g(x,y) = 0 gilt; wir haben also die
gesuchte Funktion von f auf einer Umgebung U von xg ,,explizit“ dargestellt.

Nun bleibt nur noch die Ableitung zu berechnen:

Df(x) = Dpa (G~ (j1(x))) DG (ja () Dj ().

Der erste und der letzte Faktor sind einfach zu berechnen,

. En,
ng(-) = (On,m En)» Djl = (0 ) .
Den mittleren Faktor erhalten wir aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz 10.2). DG(z,y)

haben wir bereits oben angegeben (wobei fiir (zg,yo) jetzt (x,y) zu setzen ist). Man sieht leicht,
dass gilt

Em Omn - _ Em Om,n
)

-1 _ 3 e T,
(DG(x,y)) - <L1(x,y) Lg(sc,y —L2_1L1 L2_1 ) mit LJ T Lj(xay)7

also, mit der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion,
-1
DG~ (j1(x)) = DG~ (z,0) = ( DG(G(2,0)))

:(DG(x,f(x)))1:<_]£_"fMl ](\)Zﬁ) mit  Mj = L;(z, f(x)),
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und damit erhalten wir

Df(x) = m) (Lo 2t) (o)

= E, ( _"f ) = —M; "M,
M
= —L2(w fl@) ™ Li(z, f(2)).
Das ist die behauptete Formel. |

Vollig analog zu Korollar 77 gilt:

Korollar 10.9 Sei A € R™ offen, g : A — R stetig sifferenzierbar mit
gradg(z) #0  fir allex € M :={x € A: g(z) = 0}.

Dann ist M endliche Vereinigung von Graphen stetiger Funktionen f; (jeweils eine Koordinate als
Funktion der anderen m —1).

10.3 Bedingte Extrema

Haufig will man Extrema von Funktionen auf Flichen oder Kurven bestimmen, bedingte Extrema.
Dies ist auch wichtig, wenn man Extrema auf Teilgebieten von R™ einschliefilich ihres Randes
bestimmen will: Mit der frither beschriebenen Methode findet man lokale Extrema im Innern. Dies
mufl man dann noch vergleichen mit den lokalen Extrema auf dem Rand.

Satz 10.10 (Methode der Lagrange—Multiplikatoren) Sei A C R™ offen,
gj + A — R stetig differenzierbar, M; :={x € A:gj(x) =0} firj=1,...,k,
k
M:= (M, xz9€ M und {gradg;(xo):j=1,...,n} linear unabhingig.
j=1
Ist f : A — R stetig differenzierbar und hat f in xqg ein bedingtes lokales Extremum auf M, so
gilt
erad f(z0) € L{grad g;(z0) : j = 1,..., k},
d. h. es gibt reelle Zahlen \1, ..., \p (Lagrange—Multiplikatoren) mit

grad f(zo) Z Aj grad g;(xo).
j=1

23: 16. Januar 2007

Beweis. Ist v : [a,b] — M eine (in zg) differenzierbare Kurve in M durch zg, v(c) = xg fiir ein
€ (a,b), so hat die Funktion

hila,b] = R, h(t) = f(v(t))
in ¢ ein lokales Extremum. Da A in ¢ differenzierbar ist, gilt

0=1(c) = (grad f(v(c)), 7 (¢)),

d.h. grad f(xo) steht in g senkrecht auf jeder Kurve in M durch zg.
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Da «/(c) jede Richtung haben kann, die orthogonal zu {grad g;(zo) : j = 1,...,k} ist (hier wird
die lineare Unabhéangigkeit von grad g;(zo) : j = 1,...,k} benutzt; dann hat der Tangentialraum

von M in o die Dimension m — k = dim{grad g;(z¢ : j = 1,...,k}1), folgt aus
L
m {grad gj(z0)}* = (L{gradgj(xo) cj=1,.. ,k}) ,
j=1,.k
dass grad f(xo) eine Linearkombination der grad g;(zo) sein mu8. [ |

Bemerkung 10.11 Die Anwendung dieses Satzes geht so: Man lost das Gleichungssystem
gi(z)=0 (j=1,...,k)
k
grad f(z) — '21 Ajgrad g(x)
]:
k +m Gleichungen fiir die k +m Unbekannten &1, ...,&m, A1 ..., A\, auf, wobei die \; eigentlich

nicht interessieren. Dann iberprift man anhand der Funktionswerte in den gefundenen Punkten x,
wo das Mazximum bzw. Minimum liegt.

Will man das Mazimum bzw. Minimum auf einem berandeten Gebiet bestimmen, so sucht man
mit der friheren Methode die Extrema im Inneren, mit dieser Methode die Extrema auf dem Rand,
und vergleicht diese miteinander.

Beispiel 10.12 A =R? g(x) = £2 + ¢2 — 1, also
M :={x € R*: ¢} + &5 =1} FEinheitskreislinie.

Es sollen die Extrema der Funktion
f(z) =& + 26

auf M bestimmt werden. Man hat also das Gleichungssystem

G+&-1=0 (1)
(1,2) = A(261,282) = O(= grad f(z) + Agrad g(z)) (2)
zu 16sen. Aus (2) folgt A # 0 und
1 1
&1 = N §o = 3 (3)
Einsetzen in (1) liefert
I S I G
4X2 N2 ’ 4T T2
Einsetzen in (3) liefert
1 2
§1 - :l:_7 52 =+t—

Die Funktionswerte in diesen Punkten sind

1 2
i—,i—):i\/BNﬁ,%G...
f< V5 V5B
Also liegt i (1 2>daSMa' i ( (1 2>dasM" auf M vo
1 1mn —, —F—= X1lmuim, 11n — —,——F= Inimuim au VOr.
SRAANG VA

Es gibt mindestens zwei weitere Moglichkeiten, dieses Problem zu l6sen:
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— Manstellt den Kreis in Parameterdarstellung dar und fithrt damit das Problem auf ein 1-
dimensionales Problem zuriick.

1
— Man stellt fest, dass f auf den Geraden & = —551 + ¢ konstant ist (Wert = ¢) und bestimmt

die ¢, fiir die diese Geraden Tangenten sind.

g
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11 Berechnung m-dimensionaler Integrale

11.1 Elementare Regeln

Ist I ein ,Intervall* (Quader) in R™,
I={zxeR™:a; <& <bj} mit —oo<a; <bj<oo

und ist f : I — R (oder C) Lebesgue—integrierbar, so kann nach Fubini das Integral iiber I iterativ

berechnet werden:
/f dx—/m f/fﬁl,---,fmdfl}d& [,

wobei die Reihenfolge der Integrale beliebig vertauscht werden kann. (Man beachte, dass Lebesgue—
Integrierbarkeit stets eine absolute Integrierbarkeit ist, d. h. auch |f| ist integrierbar. Existieren nur
die uneigentlichen Integrale

n—oo I
n

,,/f(a:)da:“ := lim fl)de (mit I, /1),
I

so gilt fiir ,, [ ... * die entsprechende Formel im Allgemeinen nicht.)

Satz 11.1 Ist A C RPTY Lebesque—messbar und f : A — R Lebesgque—integrierbar, so gilt

/f d:z:/E{fy, dzdy

!

mat
Al:={yeRP:3 zeRY mit (y,z) € A},
={zeR%:(y,z) € A firye A’}

Beweis. Nach dem Satz von Fubini gilt

[t@ar = [u@i@e= [{ [xuwarea}y
A
= /{XBy(Z)f(yvz)dZ}XA’ dy—/ /f Y,z dz

Speziell in R? kann man A hi#ufig in der Form

A= {x =(&,8)ER? a1 <& < by, p(&) <& < ¢(‘51)}

darstellen, oder als Vereinigung solcher Mengen (wobei eventuell die Rollen von &; und &, vertauscht
sind). Dann gilt im gleichen Sinn wie im Satz formuliert

/f )dz = /bl/&) (€1,&2) d&2d &
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Entsprechende Uberlegungen sind in R™ moglich, wenn A z. B. die Form
A= {x ER™ : (&1...,6m_1) € Ap_1 C R™L,
(€11 En1) < Em < UmErs- - Emo) |

hat, wobei u. U. A,,_1 entsprechend dargestellt werden kann.

Beispiel 11.2 Sei A die rechte Hélfte des Einheitskreises, f(z) = &. Wir wollen [, f(z)dx
berechnen. Offensichtlich ist

A:{x€R2:0§€1Sl,—\/l—ﬁg@gm—g%}

also
1 V1€ 1 1-¢€7

[tma=[ [ aaa-[a [ s

4 s 0 Vi@
1
B /251 1—¢&fdé = __<1_€1)3/2’(1):§‘

0

Da offenbar [ 4 &2 dr = 0 gilt, ist also der Schwerpunkt dieses Halbkreises bei £, = 0 und & = 2/3
dvidiert durch die Fliche (=Gesamtmasse) /2, also {3 = 0 und & = 4/37 ~ 0.42. O

Beispiel 11.3 Wir betrachten in R™ die Kugel um 0 mit Radius r:
Kp, = {xERm:|95|Sr}:{xERm:§%+...+£?n_1+fg,L§r2}
= {xeRm:ngr...Jrgfn_lgr?,

G S B Y e AN

= {mGRmi—TS& <r—(rP =P << (P -VA L,
G S Y L L g G i ad ¥

Damit kann also z.B. das Integral iiber die Einheitskugel K3, in R3 geschrieben werden in der
Form

r \/7"2_52 \/7"2 €163
iwa= [ [ ] e s g

11.2 Transformationsformel (Substitutionsregel)

Fiir die explizite Berechnung von Integralen ist (analog zur 1-dimensionalen Substitutionsregel)
hiufig die folgende Transformationsformel (Substitutionsregel) niitzlich:
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Satz 11.4 (Transformationsformel) Seien A, B C R™ Lebesque-messbar, ¢ : A — B ste-
tig differenzierbar und surjektiv (evtl. bis auf eine Lebesgue—Nullmenge), es gebe eine Lebesgue—
Nullmenge N C A so, dass ¢ in A’ = A\ N eine stetig differenzierbare Inverse hat. Eine Funktion
f: B — R ist genau dann Lebesgue—integrierbar, wenn f o ¢ : A — R Lebesque—integrierbar ist,
und es gilt

/Bf(w> dw—Af(@(y))‘det Ds&(y)‘dy-

Vorbemerkung zum Beweis. Da @ stetig differenzierbar ist, ist o(N') wieder eine Lebesgue-Nullmenge
(Beweis!). Wir konnen also in A auf die Menge N und in B auf die Menge ¢(N) verzichten, d. h. es
geniigt, die obige Gleichung mit A" statt A und B’ = B\ p(N) statt B zu beweisen; es ist dann ¢ ste-
tig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Inversen. — Zum Beweis bendtigen wir die folgenden
Hilfssétze.

Hilfssatz 11.5 Ist L ecine invertierbare reelle m x m—Matriz, so gibt es orthogonale m X m-—
Matrizen Uy und Uy und eine Diagonalmatriz D = diag (dy,...,dm) mit d; >0 fir j =1,...,m
so, dass gilt L = U1 DUs.

Beweis. L*L ist symmetrisch und invertierbar mit positiven Eigenwerten d%, ...,d? . Also gibt es
eine orthogonale Matrix U so, dass gilt:

L*'L=U"'D?U, UL*LU'=D? mit D =diag(ds,...,dn).
Mit Uy := LU'D~! und Us := U gilt dann

U;Uy = (D'ULYLU'D™Y)y =D 'D*D™ ' =1,
d.h. U; und U, sind orthogonal, und mit

U1DU, = (LUT'D™YDU = L(U™'D™'DU) =L

folgt die Behauptung. * |

24: 19. Januar 2007
Hilfssatz 11.6 Fiir jede Lebesque—messbare Menge M C R™ gilt:

a) Fir jedes a € R™ ist auch M +a={x+a:x € M} Lebesque-messbar mit |M + a| = |M]|;
das Lebesgue—Maj$ ist translationsinvariant.

b) Ist D = diag(dy,...,dm), so ist auch DM = {Dx : x € M} Lebesque-messbar mit |DM| =
M 11 1d;] = [M] det(D)].
]:

?Alternativ zu diesem Beweis kann man |L| := U~'DU definieren. Es gilt dann |L|*> = L*L und ||L|z

(|L|z, |L|z) = (|L|*z,z) = (L*La,z) = |Lz|?. Also wird durch V : |L|z — Lz eine unitére Abbildung V definiert, mit
der gilt L = V|L| = VU 'DU.
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c) Ist U eine orthogonale Matriz, so ist auch UM = {Ux : x € M} Lebesgue—messbar mit
[UM| = |M].

d) Ist ¢ eine invertierbare affine Abbildung, p(x) = a + Lz, mit einer (invertierbaren) Matriz
L, so ist auch o(M) = {¢(x) : x € M} Lebesgue-messbar mit |o(M)| = |M||det L| =
|M|| det Dy|. (Das gilt natiirlich auch, wenn L nicht invertierbar ist: Dann ist DetL = 0 und
da LM in einem echten Teilraum von R™ liegt, ist auch |LM| =0.)

Beweis. a) Offensichtlich ist |Q+a| = |Q)| fiir jeden Quader Q. Damit folgt die Translationsinvarianz
des Lebesgue—Integrals; mit x 7 ist also auch x ar4, integrierbar mit gleichem Integral, also | M +a| =
| M.

b) Die Aussage gilt fiir Quader, also fiir Integrale charakteristischer Funktionen von Quadern
und tibertrigt sich damit auf Integrale und somit auf das Mafl beliebiger Lebesgue—messbarer
Mengen.

c¢) Das orthogonale Bild jedes Quaders ist offenbar Lebesgue—messbar; es handelt sich um einen
verdrehten Quader. Sei Q) irgendein fester Quader (z. B. der Einheitswiirfel) und es gelte [UQq| =
alQo|. Wegen Teil a und Teil b gilt dann fiir jeden Quader in R™ und somit fiir jede Lebesgue—
messbare Menge M (insbesondere auch fiir Kugeln): [UM| = «|M]|. Es bleibt zu zeigen, dass
a =1 gilt. dies erkennt man aber sofort bei Anwendung auf eine Kugel um 0, die unter U auf sich
abgebildet wird.

d) Dies ergibt sich durch Zusammensetzen der Teile a, b und ¢ und mit obigem Hilfssatz. 1

Hilfssatz 11.7 Sei A C R™ eine offene Menge, Q C A ein Quader in R™, und ¢ : A — R™
stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Inverser. Dann ist o(Q) Lebesque—messbar mit

P(Q)] = /Q | det Dy(x)| de.

Beweis. ¢(Q) ist Lebesgue—messbar, denn der Rand von ¢(Q) besteht aus Hyperflichenstiicken,
d. h. die charakteristische Funktion von ¢(Q) ist f.ii. stetig..

Nehmen wir an, dass |¢(Q)| > [ | det Do(z)| dz gilt. Dann gibt es ein € > 0 mit
Q

0(Q)] > /Q | det Dg(a)] d + £[Q).

Durch Halbieren der Kantenldngen zerlegen wir @ in 2" Quader. Unter diesen muf} einer sein, wir
bezeichnen ihn mit Q!, fiir den gilt

0(QY)] > / | det Dp(z)| dz +£|QY).
Ql

Iterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wir eine Folge (Q*) von ineinander geschachtelten Qua-
dern, deren Kantenléinge das 2% fache der Kantenlinge von Q sind, mit

Q)]
|QF|

1
> ’Qk’/Qk\det Dp(z)|dx + &
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fir k € N. Da die QF einen gemeinsamen Punkt zq enthalten, o. E. kénnen wir annehmen, dass
dieser gleich 0 ist, gilt mit L := Dy(0)

| D(Qk)| . 1 /
lim inf > lim —— det Dp(x)|dx 4+ = |det L| + €. *
k—o0 \Q’“\ k—oo \Q’“\ Qk‘ ( )| ‘ ‘ ( )

Andererseits folgt aus der Differenzierbarkeit von ¢
lo(z) — p(0) — Lz| < |z|d(Jz|) mit §(r) — 0 firr —0 ()

(0. E. kénnen wir annehmen, dass 6(-) wachsend ist, also 6(r) N\, 0 fiir r N\, 0).

_ Sei Qo der Quader mit Zentrum 0, der durch entsprechende Verschiebung von @) entsteht,
Qo := LQq, also nach Hilfssatz 11.6

Qo
|det L|

|Qol = [ det L| |Qo| = | det L] |Q], Q] =
Dann gibt es eine Folge (z}) mit z; € 27%Qq so, dass
Q" =z +27"Qo
gilt. Wegen 0 € QF gilt, mit d = Durchmesser von Q,
lz| < 27%d, also |z|6(x) < 27%d6(27%d) fiir alle 2 € QF.
Mit A. == {x € R™ : d(z, A) < e} folgt also aus ()
e(@QY) = plar +275Q0) C p(0) + Lay + (275Qo), -« ds(a—* d)

= ¢(0) + Ly + 2_k(@0)d6(2*kd)a

also ~
(@M < 27"1(Q0) as(a-+a)|

und, wegen 6(r) — 0 fiir r — 0,

lp(QF)] - 27 (Q0)as(2-+a)| et L (Q0)as(2-+a)|

< = = — | det L] fiir k — oo.
|Q¥| 27km|Q) Qo

Das ist ein Widerspruch zu (*).
Entsprechend zeigt man, dass |¢(Q)| < [ | det Dp(z)|dz nicht gelten kann. Hier wird benutzt
Q

P(Q") 2 p(0) + Lay + (27" Q0)—cs 10(@")] = 27((Qo)_as(2-+a)

mit M_. :={z € R" : d(z,R™\ M) > ¢}. [ |

Beweis von Satz 11.4. Aus Hilfssatz 11.7 folgt die Behauptung fiir Treppenfunktionen auf B,
also f = > 1 fkxg, mit Quader Qj in B:

[RCLS > sl = ka/ |det Dep(a)] d

H(Qk)

Z/% mwum/ (p(z)| det Dy (z)| dz.
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Daraus ergibt sich die Behauptung fiir beliebige Lebesgue—integrierbare Funktionen. Insbesondere
folgt die Integriebarkeit von f(p(+))| det Dip(+)| iiber A aus der Integrierbarkeit von f iiber B.

Aus der Integrierbarkeit von f o ¢|det Dyp| iiber A folgt umgekehrt die Integrierbarkeit von f
iiber B wegen f(z) = f(o(¢~1(x)))| det Dy~ (x))]| det Dy~ ()]. n

11.3 Polarkoordinaten

Wir wenden dieses Resultat nun auf Polarkoordinaten in R? undR3 an:
Beispiel 11.8 Polarkoordinaten in R?: Die Abbildung
¢ [0,00) x [0,21) = R* ¢(r,¢) = (rcos g, rsing)

ist stetig differenzierbar mit

o ¢2

7 COS ¢
det Dy(r,¢) = rcos? ¢+ rsin®¢ = r.
¢ ist offenbar surjektiv und mit der Nullmenge
N:{(O,¢):0§¢<27r}

ist ¢ auf (0,00) x [0,27) = [0,00) x [0,27) \ N injektiv.
Zum Beispiel bildet ¢ die Menge

A = {(r,gf)):OgrSR, 0§¢><27T}
auf die Kreisscheibe mit Radius R
B:K27R2{$ER2:’$|§R}
ab. Also ist
/ flx)dz = /f(rcosqﬁ, rsin @) rd(r, ¢)
A

Ko r
R
= /T

f(rcos ¢, rsing)de dr.

—y

0 0
Ist f nur von r abhiingig, f(z) = f(|z|) (rotationssymmetrisch), so folgt
R R
= /r27rf(r)dr:27r/rf(r)dr.
0 0

Speziell ergibt sich damit

R
/ 1dx:27r/rdr:R27r,
Ko R s

die Flache der Kreisscheibe mit Radius r OJ
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Beispiel 11.9 Zylinderkoordinaten in R3: Die Abbildung ¢
@ :[0,00) x [0,27) x R = R3,  (r, ¢, 2) = (1 cos ¢, rsin ¢, 2)
ist stetig differenzierbar mit

cos¢ —rsing 0
Do(r,¢,z) = | sing rcosp 0
0 0 1

Det dp(r¢, z) = rcos? ¢ + rsin® ¢ = r.

Das Integral iiber Zylinder Zj g von 0 bis h um die z—Achse mit Radius R hat damit die Form

h R 27
/ f(z)dx = //r/f(rcosgo,rsincp, z)dpdrdz.
Zn.Rr 00 0
Diese Koordinaten sind offenbar dann besonders geeignet, wenn f nur von r und z abhéngt. O

Beispiel 11.10 Polarkoordinaten in R?: Wir betrachten die Abbildung

o [0,00) x [0,27) x [0,7] — R?,
o(r,¢,9) = (rcos¢sind, rsingsind, r cos ) .

Offenbar ist ¢ stetig differenzierbar mit
cos¢psind —rsingsind 1 cos ¢ cost
Do(r,¢,9) = | singsind rcos¢sintg rsingcosd |

cos v 0 —rsind

und durch Entwicklung nach der letzten Zeile

det Dp(r, ¢,9) = cosd(—r?sin® ¢psinddcost) — r? cos? ¢ sin 1 cos )
— rsind(r cos® ¢psin® ¥ + rsin? psin® 9)
= —r?sin¥cos’ ¥ — r?sindsin?® = —r?sind,
|det dp(r, ¢,9)| = r?sind.

 ist offenbar surjektiv, und mit der Nullmenge
N = {(0,(;5,29): 0< ¢ <2, ogﬂgw}
U{(r,qb,()) L 0<r<oo, 0<¢< 27r}
U{(T,qb,w) L0<r<o0, 0<¢< zw}
ist p auf [0,00) x [0,27) x [0, 7] \ NV injektiv.
Zum Beispiel bildet ¢ die Menge
Az{(r,gb,q?): 0<r<R, 0§¢<27T,0§?9§7r}

auf die Kugel

B =Ksp= {:CGRS:MSR}
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ab. Es ist also

/ f(x)de

K3 r

= /f(rcosgbsinb‘,rsin¢sin19,rcosﬂ)rQSinﬁd(r,QZ),ﬂ)

A
R 2 7

_ /r2//f(rcosgbsinz?,rsin¢sin19,rcosz9)sinﬁdﬁdqﬁdr.
0 0

Ist f nur von r abhéngig, f(z) = f(|z|) (sphirisch symmetrisch), so folgt

R T R
/7’2 /s1n19dz9dr —471/ 2f(r)dr,
0 0

Speziell ergibt sich

R
4
/ ldx = 47T/7"2d’r‘ = 37TR3,
Ks g 0
das Volumen der Kugel mit Radius R. U

Beispiel 11.11 Wir wollen das Integral iiber einen Kegel K}, der Hohe h iiber einem Kreis mit
Radius r berechnen:

Kep = {x€R3 1 0<&<h, \/§%+§§§r7531}

— {xGR?’:0§£3§h,0§|§2|gr<1_§_3>’

0 <6l < /(1 —&/h22 - G = o(62,6) }

Es ist also

r(1—€3/h)  ro(€2,€3)
dr =
/KM f(z) / /T1 o /9(52753) f(&1,&2,83) 61 d€a dE3

= / / f(&1,&2,8&3) d(&1,&2) s
0 J{|(¢1,€2)|<r(1-€3/h)}

Ist f nur von g = |(£1,&)| abhéngig, f(z) = f(|(&1,&)]), so folgt (vgl. Beispiel 11.8)

h B h r(lf&,/h) 5
- / /K T e d - / o / f(o) dodes.

Ist f nur von & abhingig, f(z) = f(&), so folgt

Z/Ohf(is)/K

e de = [ et (1- £ g

2,7(1—£€3/h)
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Speziell erhalten wir fiir das Volumen des Kegels K.,

53 — 1 2 53 3’h_1 2
/khmx /m« 1 dfg - 37rrh(1 h) o =zmh.

Wie bei den vorhergehenden Beispielen kénnen wir auch eine Parameterdarstellung des Kegels
verwenden:

¢ :[0,27) x [0,7] x [0,h] — R?,
0(6.0.6) = (o1~ $)cosé. o1 — £)sin,€).
) ) h b h )
Es gilt
—o(1 —%)smd) (1—%)cos¢ 0
Do(¢,08) = | o(1 — %) cos¢p (11— %sind) 0],
0 0 1
_ €2 §vo 9, €12
D00 = el oot et = o =
2 é— ) é—
fa)de = £)cos 6,01~ 2)sing,€)ol1 — £)%d(6,0,6).
Ko,r h
Ist speziell f nur von £ abhéngig, f(x) = f(£), so gilt
27
- [ [ [
- / GRS
Volumen = ——nr?h(l — é)?" == r2h
3 h”lo 3 ’
wie wir dies bereits oben erhalten hatten. Die Berechnung des Integrals iiber eine Funktion, die nur
von ¢ = [(£1,&2)| abhingt, ist in dieser Darstellung nicht so einfach. O

25: 23. Januar

11.4 Zwei wichtige Integrale

Es ist hdufig niitzlich iiber die Existenz oder Nicht—Existenz der Integrale der folgenden beiden
Beispiele Bescheid zu wissen (im Rahmen des Riemannintegrals sind dies uneigentliche Integrale).

Beispiel 11.12 In R™ (m > 1) untersuchen wir das Integral

dx (e R).
|l‘|a
Kgr
Mit A, := Kg \ Ky, fiir n — oo oder allgemein A. = Kg \ K fiir ¢ — 0 gilt in jedem Fall
(gleichgiiltig ob das Integral endlich oder unendlich ist)

= lim dx,
|96|“ =0 Ix\a

Kgr
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also
1 : 1 : r m—1l—-a
—adx:hm —ad.%':hmFm T dr
T T e T S,
o fir m —a # 0,
= lim F,,
e—0
Inr firm—-—a=0,
g

wobei F},, die Oberfliche der Sphére mit Radius 1 in R ist. Der Limes existiert genau dann, wenn
m — « > 0 ist; dann gilt

1 F, _
/ ——dx = R™“ fir a<m.
K

a1 m—«
Das Integral existiert genau dann (bzw. ist genau dann endlich), wenn o < m ist. O

Beispiel 11.13 In R™ (m > 1) untersuchen wir das Integral

1
—dx aceR).

| pEe (@e®)
R™\K g

Fiir A, wihlen wir K,, \ K oder allgemeiner A; = K\ Kg fiir s — oo, d.h. wir haben zu
untersuchen

. 1 . S 1o
lim —— dz = lim F,, rmolma g
§200 J K \Kp |x‘a 5—00 R

S
rm—a .
— firm—a#0,

= lim F,,

5§—00 S .
Inr firm—a=0.

Dieser Limes existiert genau dann, wenn m — a < 0 ist; dann gilt

/ de: Frm RM™“ fir a>m.
R™\ K p || a—m

Das Integral existiert genau dann (bzw. ist genau dann endlich), wenn o > m ist. O

1
Insbesondere folgt aus den beiden Beispielen, dass [ W dz fiir kein a € R existiert.
Rm™m T

11.5 Parameterabhingige Integrale und Zerlegung der Eins

Wir diskutieren die Frage der Differenzierbarkeit bzw. der Differentiation parameterabhéngiger
Integrale nach dem Parameter. Der Einfachheit halber werden wir nur Integrale beziiglich einer
Variablen betrachten.

Satz 11.14 (Differentiation parameterabhingiger Integrale) Sei f : R? — R stetig
und besitze eine stetige partielle Ableitung nach der zweiten Variablen, g,h : R — R seien stetig
differenzierbar. Dann gilt:
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@|a

S .
kﬁ

—

a(y)
q h(y) h(y)
@ 5 / f(e.y)dz = K f(hw).y) — ¢ @) o)) / Dy f(z,y)
9(y) 9(y)

Beweis. Zunichst gilt offensichtlich nach dem Hauptsatz der Differenzial-und Integralrechnung

= [T = £ )

und, durch explizite Berechnung der Differenzialquotienten

z

diy/f(x,ymm _ lim% (g +h) = f(a,y)) do

h—0

z y+h
= hi%h//DQfmtdtdx (14)

y+h z

= I%E//Dgfxt )dxdt = /Dgf(x,y)dx

(a) Dies folgt aus (ii) mit z =b.

z

(b) Mit k(y) := (h(y),y), l(z,w):= [ f(z,w)dzx folgt

a

h(y)
d

& / a9 do = - 0hla).9) = - (k(w) = DAk() Dk(y)
= ((Dith).y). Dot(h(y).w)). (Ki(w) kav) ))
(mit (i) fir D12 und (ii) fir Daf)

h(y)

= <<f(h(y),y), / sz(m,y)dﬂb’),@’(y),l»

h(y)

= W(y)f(h(y),y) + / Daf(z,y)dz.

a
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(c) Wird analog zu (b) bewiesen.
(d) Mit der Zerlegung

h(y) c h(y)
[ fewa = [fepws [ jepi
9(y) 9(y) ¢
ergibt sich die Aussage (d) aus (b) und (c). [ ]

Satz 11.15 (Zerlegung der Eins) Sei K C R™ kompakt, {O1,...,0,} eine Uberdeckung von
K aus (endlich vielen) offenen Mengen. Dann gibt es beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen
©1,- .-, pn(€ CER™)) mit

Zgoj(:c)zl fir xe K, pj(x) =0 fir z¢O;.
j=1
(Das entsprechende gilt fiir eine unendliche, jedoch lokal endliche, Uberdeckung.)

Beweis. Fiir jedes 6 >0 und j =1,...,n sei

O? = {xEOj: |r —y| >d fur alle yERm\Oj}

(das ist die Menge der Punkte von O, , die vom Rand von O; einen Abstand > ¢ haben). Offenbar
ist O? offen.

n
Es gibt ein € > 0 so, dass K C O° := (J sza gilt. Dies folgt leicht daraus, dass {O° : ¢ > 0}
j=1
eine offene Uberdeckung von K ist; es gibt also eine endliche Teiliiberdeckung {01, ..., 0%} ; mit
e:=min{eg; : j =1,...,k} folgt die Behauptung.

Sei nun fiir jedes € > 0

1 .
cceXp |~ 35— fir |z| < e,

0 fir |z| > €

pe(z) =

und ¢, so, dass [ (z)dz =1 gilt. Fiir

Xj = charakteristische Funktion von O; (j =1,...,n),
n

Xo = charakteristische Funktion von R™\ U 05
j=1

definieren wir

oj(z) r=/soa(x—y)><j(y)dy (j=0,1,...,n)
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(die Faltung von ¢ mit x;). Dann gilt (vgl. Satz 11.14 a)

(&™) @ 1 inO%F,
p; € CP(R™) mit @i(x) =
! 0 ! 0 auflerhalb O;

1 inR™ U Ojy,
¢o € C*(R™) mit @o(z) = J=1
0 inO°=j, OF.

Also ist >~ @(x) # 0 fiir alle z € R™. Definieren wir

n ~1
pj(x) = {Z @k(m)} @j(x) fir j=1,...,n,
k=0

so folgt die Behauptung des Satzes. |

11.6 Ubungsaufgaben

11.1 Sei P ein reelles Polynom vom Grad r > 0 in m Variablen. Fiir jede kompakte Teilmenge
K C R™ und jedes A € R ist

M:={x e K:P(z)=\}

eine Lebesgue—Nullmenge.

Anleitung: O. E. A = 0, Induktion nach r, Induktionsverankerung r» = 1. Beim Induktionsschritt
ist (z.B.) zu zeigen:

a) No={x € K : P(xz) =0, grad P(x) = 0} ist eine Jordan—Nullmenge.
b) Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 so, dass
N ={x € K:P(z)=0, |grad P(z)| < ¢}

in der Vereinigung K. endlich vieler Intervalle mit Gesamtvolumen < e enthalten ist.

c) NI :=Mn(K\ K.) ist eine Vereinigung endlich vieler Hyperflichen.

11.2 Der Schwerpunkt eines homogenen Kérpers B in R? ist gegeben durch
1
—(/xd(:v,y,z), /yd(x7yvz)v /Zd(x7y7z)>a
VB
B B B

wobei Vg das Volumen des Korpers B ist. Man berechne den Schwerpunkt der oberen Hilfte der
Einheitskugel.

11.3 Man bestimme den Schwerpunkt des Kegels iiber dem Halbkreis {(&1,&2) : &2 > 0,67 + €3 <
r} mit der Spitze in (0,0, h).
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11.4 Man berechne das Volumen und den Schwerpunkt der oberen Hélfte des Ellipsoids
2 Y2 52
ﬁ‘i‘ﬁ‘f—c—Q:l (a,b,c>0)
mit Hilfe der Transformation

x=arsindcosy, y=>brsindsiny, z=crcos?.

11.5 Man berechne

o0

(a) A = /exp(—]w\Q)dx, (b) B = /exp(—tz)dt.
R2

—0o0

Anleitung: Man zeige A = B?.

11.6 Man berechne

K K

/ /sinydy .
Y

0 x

11.7 1. Man skizziere die Archimedische Spirale
r(p)=¢ fir 0<¢p<2rm
(und mache insbesondere das Verhalten der Kurve im Nullpunkt deutlich).

2. Man berechne die Fliche, die durch die Archimedische Spirale und das Intervall [0, 27] auf
der z—Achse begrenzt wird. Anleitung: Man kann das Fliachenstiick als Bild des Dreiecks

((0,0), (2, 0), (2, 27) der (¢, r)-Ebene darstellen.

11.8 Fiir welche o, 8 € R, § < 1, existiert das Integral

/]:U|_adx mitA:{xERmzfl21,§§+...+§fn§§%ﬁ}?
A

11.9 Ist f : R™ — R iiber jede kompakte Teilmenge von R \ {0} Lebesgue—integrierbar, und
gilt
a) |f(z)] <|z|™® mit a < m, so ist f integrierbar iiber Kp.
b) |f] < |z|~* mit a > m, so ist f {iber R™ \ Kp integrierbar.

11.10 Man berechne den Schwerpunkt des Kegels iiber dem Halbkreis {(&1,&) € R? @ & >
0, £2 4¢3 < r} mit Spitze in (0,0, h).

11.11 Fir m > 3 sel
©m : [0,00) x [0,27) x [0, 7] x ... x [0,71] = R

m—2 mal
Om(ry 0,01, ..., Um—2) = (rcospsindy ...siny,_9, rsinpsind; ...sind,,_o
rcosdy sindy...sindpy_9,...,7coSVpy_3s8in v, _o,rcos Iy, _2)

(m—dimensionale Polarkoordinaten).
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a) ¢ ist surjektiv; die Einschrankung auf (0,00) x [0,27) x (0,7) % ... x (0,7) ist injektiv.
b) Fiir m = 4 berechne man die Funktionaldeterminante det Dy (7, ¢, 91, Y2).
c¢) Mit dieser Parameterdarstellung berechne man das Volumen der Kugel mit Radius R in R*.

11.12 Das Trigheitsmoment eines Korpers K mit Dichte o : K — R in bezug auf eine Drehachse
g ist Ty := [y o(x) d(x, g) dz, wobei d(z,g) der Abstand des Punktes  von der Achse g ist.

Man berechne das Triagheitsmoment einer homogenen Kugel mit Dichte ¢ und Radius r um
eine Achse durch den Mittelpunkt.

11.13 Zwei gerade Kreiszylinder mit gleichem Radius R liegen so, dass ihre Achsen sich senkrecht
schneiden. Man bestimme das Volumen der innerhalb beider Zylinder liegenden Menge.
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12 Oberflichenintegrale; der allgemeine Satz von Stokes

Im folgenden definieren wir Integrale iiber Hyperflichen (insbesondere Kurven in R? und Flichen
in R?) und beweisen den grundlegenden Satz iiber den Zusammenhang zwischen Volumen— und
Oberflichenintegral (im Spezialfall R! ist dies der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung,
der eine Beziehung zwischen dem Integral der Funktion f iiber ein Intervall und den Randwerten
einer Stammfunktion F' von f herstellt, bzw. zwischen den Randwerten einer Funktion f und dem
Integral der Ableitung f’ iiber das Intervall).

12.1 Oberflichenintegrale

Wir nehmen im folgenden zun#chst an, dass eine Hyperfliche M als Graph einer stetig differen-
zierbaren Funktion h dargestellt wird:

M:{ar:(y,z):yeA,z:h(y)} mit ACR™ ! h:A— R,

wobei es natiirlich keine Rolle spielt, dass hier z(-) fiir die letzte Komponente steht.

Das Integral einer (zunéichst stetigen) Funktion f : M — R iiber die Fldche M denken wir uns
(zur Motivation fiir eine richtige Definition) definiert als Grenzwert von Summen iiber Terme der
Form

(Flache eines kleinen Fliachenstiicks in M) x
(Funktionswert von f in einem Punkt dieses Flachenstiicks).

Es diirfte bequemer sein, dieses ,, Integral“ als ein Integral iiber die ,,ebene* Fliche A, die Projektion
von M auf R™~ ! zu definieren; dabei sind natiirlich die entsprechenden Flichenstiicke mit einem
Faktor, der die Neigung des Fliachenstiicks auf M gegeniiber A beriicksichtigt, zu multiplizieren:
dieser Faktor ist nach Pythagoras (1 4 | grad h(y)|?)"/2. Damit kommen wir zu der Definition

[ s@tota)i= [ o) (1+ laradnP)

dabei soll ,, do(z)“ andeuten, dass es sich um ein Oberflichenintegral handelt.

L&aBt sich M nicht als ganzes als Graph darstellen, so gehen wir zumindest davon aus, dass
man M in kleinere Teile zerlegen kann, die sich als Graphen darstellen lassen, und definieren das
Integral stiickweise. (Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz ?7), in Verbindung mit dem
Satz von Heine—Borel, ist dies z. B. dann der Fall, wenn M mit Hilfe einer stetig differenzierbaren
Funktion g : R™ — R beschrieben wird durch

M::{:EGRm:g(a:):O} mit grad g(z) # 0 fiir x € M.

Wie kann man nun das Oberflachenintegral berechnen, wenn M in einer beliebigen Parame-
terdarstellung gegeben ist? Dabei wird sich dann auch ergeben, dass das Integral nicht von der
Darstellung von M abhéngt.

Wir betrachten zunéchst die durch die Darstellung als Graph erzeugte spezielle Parameterdar-
stellung von M

e:R"IDOA=R™, o@1y) = (1v),. em(y) = (y,h(y)) = (m, . 777m—17h(y))'
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Mit diesem ¢ und mit

go(j) = (@15, Pj,---,om) (dasist (e1,...,0m) ohne j—te Komponente),

gilt (einfache Rechnung!)

Digi(y) ... Dm_101(y) 1 . (:)
R P I e .
Digm(y) .- Dm—19m(y) Dih(y) .. Duth(y)

1+ |grad h(y)|* = Y7L, |det Dol (y)[> =: Gy (y),

/f ) do(z /f ()2 dy;

26.: 26. Januar 2007

also

Gy (-) heiBlt die Gramsche Determinante von Deg. Diese Bezeichnung geht darauf zuriick, dass
gilt:

Gol) = Det (((Dig(w). Dyg(w)) _):

das ist die Gramsche Determinante der m Vektoren { D1p(y), ..., Dpe} vgl. B.Walter: Analysis II,
§ 8.8. Die folgenden Uberlegungen kénnten entsprechend mit dieser Darstellung von Gy (-) durch-
gefiihrt werden. (Man nennt iibrigens die Parameterdarstellung ¢ reguldr in y, wenn G, (y) # 0 ist;
dies wird zunéchst keine Rolle spielen.)

Wir verwenden die obige Definition von G, und dem Integral fiir beliebige stetig differenzierbare
Parameterdarstellungen und zeigen nun die Unabhéngigkeit des von der Wahl der Parameterdar-
stellung. Da jede Darstellung als Graph als eine spezielle Parameterdarstellung betrachtet werden
kann, ergibt sich damit gleichzeitig die Unabhéngigkeit der Integrale von der Wahl der Darstellung
als Graph.

Satz 12.1 Sei M wie oben gegeben. Ist ¢ : B — M (B C R™™1) eine beliebige stetig differenzier-
bare Parameterdarstellung von M, so gilt

/ f(x)do(x /f 1/2dz

Die angegebenen Formeln fiir das Oberflichenintegral liefern also fiir alle Darstellungen als Graph
bzw. fiir alle Parameterdarstellungen den gleichen Wert.

Beweis. Wie eben gezeigt wurde, gilt (mit ¢ aus der obigen Definition von [} )

/f ) do(z /f ()2 dy

(Substitution k = o4 : B— A; auf Grund der speziellen Struktur
von ¢ gilt offenbar k:(y) = (wl (y),... ,"L/Jm_l(y)>, d.h. k ist eine stetig
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differenzierbare Variablentransformation)

_ / f(go(k(z))>G¢(k(z))1/2]det Dk(2)| dz
_ / £
_ /f

(det Dgo(]

241/2
det D (k ))) } | det Dk(2)| dz

J

Ms

; >
det D det Dk(z dz
> (det Do k(=) det DI(2)) }
1

(k(2)) det Dk(z) = det { D@ (k(2)) Dk(z)}

(¥ o k) (= ) det D(p¥) 0 ™ 0 1) (2)
= det D(gp optoe) ) ohne j—te Komponente)

= o,
I

=det D

= det D(9(z) ohne j—te Komponente) = det Dy ])( ))

(det Dy (2))2 }1/2012

= [ e
:/f V24,

womit die Behauptung bewiesen ist. |

||M3

Die Formel zur Berechnung von Oberflichenintegralen, die eine Darstellung von M als Graph
zu Grunde legt, ist in der Regel besonders einfach auszuwerten. Wir werden deshalb im folgenden
meist diese Darstellung benutzen.

Wir betrachten einige Beispiele. Zuniichst in R?; Hyperflichen in R? sind natiirlich Kurven. Ist
eine Kurve I' in R? als Graph dargestellt, z = h(y) fiir a < y < b, so erhalten wir mit der ersten
Definition

/f ) do(z /f ) ds(z t/f% ()1 + W ()7 dy,

wihrend wir mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R? aus
der zweiten Darstellung erhalten

/f ) do(z /f 1(6)% + b (t)? dt.

Beides sind Formeln, die wir bereits kennen.

Beispiel 12.2 Fiir Kreislinie S, mit Radius r um 0
hil-rr] =R, hiy) =+ =7, gradh(y) = K(y) = ———.
/12 — 42
T y2
f@dot) = [ e VTR e 5
S1,r —r =y
r / 2
/ Y
+er<y,— 7”2—3/2> 1+ry2dy
r T
/ {f(y Vr? - y2) + f(y,— r?— yz)}72 = dy.

—r rZ—y



12 OBERFLACHENINTEGRALE; DER ALLGEMEINE SATZ VON STOKES 129

Integration iiber f(-) = 1 liefert dies den Kreisumfang inr r(r2 —y?)~1/2dy = 7?7 (Integrati-
onsiibung); es sei dem Leser iiberlassen, die Integration auszufiihren, auf dem folgenden Weg geht
es allerdings noch etwas einfacher.

Andererseits erhalten wir aus der Parameterdarstellung

¢:[0,21] = R%,  o(t) = (rcost,rsint),= ¢,
Go(t) = (det DM (1))2 + (det D@ (£))2 = @ ()2 + h(1) = 72,

von Sy, fiir das Integral die Formel

2m
f(z)do(z) = f(rcost,rsint)rdt.
S1,r 0

fiir den Kreisumfang f027r rdt = 2mr. O

Ist eine Fliche M in R? als Graph dargestellt, z = h(y) fiir y € A C R?, so erhalten wir mit
der ersten Definition

/ f() do(z / F(y, h(y))v/T+ Dih(y)? + Dah(y)® dy.

Ist die Fliche M in einer beliebigen stetig differenzierbaren Parameterdarstellung o : R? > A — R3
gegeben, so erhalten wir aus der zweiten Definition

| faaote / Flp(@)Goly) 2 dy
| 0] (Drea0) Daea(s) = Dasor () Do)
+ (Diga(y) Dages(y) — Daaly) Dag(y))
241/2
+ <D1903(y) Daw1(y) — Daws(y) D1901(y)) } dy.

Beispiel 12.3 Fiir das Integral iiber die Kugeloberfliche Sz, mit Radius 7 um 0

h:K, —R3 h(y)=+yr2—|y]%, gradh(y) =

qtil ( )
m,nz2),
V1+y?

[ st = [ (TR 1+
T Ao A,
|

n !yl‘ 2
= /Kr{f(y,\/ﬂlyz)+f(y7\/7’2Iy!2>}\/r2r_wdy~

Integration iiber f(-) =1 liefert Kugeloberfliche 2 fKT r(r? — |yl?)~/?dy = ... (Ubung).

Andererseits hat Sy, die Parameterdarstellung

@ :[0,27] x [0,7] = R3, (¢,9) = (r cosgbsinz?,rsinqﬁsinﬁ,rcosﬁ)
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mit der Gramschen Determinante
Go(9,9) = (det Dp!V(¢,1))* + (det D (¢, 9))* + (det D® (¢, 9))?

rcos¢sintd  rsin ¢ cosv 2
+ {det ( 0 —rsin? >}

+ det 0 —rsind
R sin ¢ sin rcosqbcosﬁ
L et —rsin¢sind  rcos ¢ cost
B ¢ rcos¢sing  rsin¢cos?
= r4{(— sin? ¢ sin ¥ cos ¥ — cos? ¢ sin 19 cos ¥9)?
+ (= cos ¢sin® ¥)? + (— sin ¢ sin® 19)2}
= { sin ¥ cos? 9 + cos? dsin® 9 + sin? 10) sin* 19}

sin® ¥ cos® ¥ + sin? ¥ sin? 19} = rtsin?9

(das ist vielleicht nicht ganz {iberraschend, vgl. Beispiel 11.10). Daraus ergibt sich fiir das Integral
iiber S

T 2T
f(z)do(z) = / f(rcos ¢sind, rsin ¢ sin 1, 7 cos ¥)r? sin o de dod.
Sa.r 0 0

Fiir die Kugeloberfliche folgt also [ fozw r2sind dp dd = 4mr?. O

Beispiel 12.4 Als weiteres Beispiel betrachten wir den Kegelmantel M, ;, des Kegels der Hohe h
iiber dem Kreis mit Radius r: Als Graph dargestellt haben wir (wobei, um eine Verwechslung mit
der Hohe h zu vermeiden jetzt g(-) statt h(-) benutzt wird)

h
g(y) =h——ly| fir y € R? mit [y| <r, gradh(y) = —

rly
/Mr,h f(x)do(x) = /|y|<r f(y,h - %\y[) (1 N i_i)l/z "

\/m h
/ y,h—;lyl) dy

ly|<r

Speziell erhalten wir fiir die Oberfliche dieses Kegelmantels

P = [ taoe) = YRR

)

y‘<7‘

V12 L2
S S L 7r? = \/r2 + h2nr = nrlL;
,
man beachte, dass hier L := v/r2 + h? die Léinge der Mantellinie ist wiihrend 277 der Kreisumfang
ist, d. h. es gilt Mantelfliche = % (Lange der Mantellinie) x (Kreisumfang), wie man dies aus der
Elementargeometrie kennt.
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Betrachtet man statt dessen die Parameterdarstellung
@ :[0,7] x [0,27] = R®, ¢(0,¢) = (0cos¢, gsing, h(1— g/r))
mit
Ge(0,0) = (det DpM(0,9))* + (det D' (0,))* + (det D (0, ))?

. 2 . 2 . 2
_ sing pcos¢ cos¢ —psing cos¢ —psing
= det (—h/r 0 > + det (—h/r 0 ) + det (sin¢ 0COoS @ >

- (QTh cos ¢>2 + (gg sin ¢>2 + 0% (cos® ¢ + sin® )

= PRY/r 4 o® = L20% /12

Also gilt

r 27
/ (@) dolo) = /0 /O F(o(0.6)Cyl0. )2 dbdo

= /Or/o%f(gcosd),gsingﬁ,h(l—Q/?”))I;Qdﬁf)dg-

Speziell fiir f = 1 erhélt man

r 2
L
F(M,p) = / / ' dpdo = nrlL,
0o Jo r

wieder die Oberfliche des Kegelmantels. O

27: 30. Januar 2007

12.2 Der allgemeine Satz von Stokes

Als Vorstufe fiir den allgemeinen Satz von Stokes beweisen wir den

Satz 12.5 Sei Q ein Intervall in R™,
Q= {xeRm:aj <& < b fu'rjzl,...,m}.
Wir schreiben @ in der Form Q = A X [am, by,] mit
A= {yGRmfl:aj <n; <b; fﬁrjzl,...,m—l}.
Mit einer stetig differenzierbaren Funktion h: A — R sei
M := {(y,h(y)) Yy € A} und Q= {(y,sm) €EQ:&m = h(y)}-
a) Fir jedesy € A, d. h. (y,h(y)) € M, ist

n(.h(w)) = {1+ [ead b)) (Dib). . D 1hly), 1)

die beziiglich Q dufSere Normale auf M im Punkt (y,h(y)) (hier gilt das +—Zeichen, wenn in
der Definition von Q0 das >-Zeichen gilt; entsprechend fir — und <).
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b) Ist f : Q@ — R stetig differenzierbar mit f(x) = 0 in der Néihe des Randes von Q, so gilt,
wobei nj(-) die j-te Komponente von n(-) ist,

/Djf(ac)dx:/ f(x)nj(xz)do(z) firj=1,...,m
Q M

(Das entsprechende Resultat gilt, wenn in der Darstellung von M die k—te Komponente (1 < k < m)
als Funktion der ibrigen m — 1 Komponenten aufgefafit wird.)

Beweis. O.E. betrachten wir nur den Fall, wo in der Definition von Q das >-Zeichen und in
n(y, h(y)) das +—Zeichen stehen; der Leser fiihre selbst die Modifikationen fiir den anderen Fall
durch.

a) Wir konnen M auch schreiben in der Form

M ={(y6n) €R™ : g(y,6n) =0} mit  g(y,En) = h(y) = &m.

Dann wissen wir, dass

grad g(y, h(y) = <D1h(y), c+ oy Din—1h(y), —1)

die (nichtnormierte) Normale auf M im Punkt (y,h(y)) ist und in die Richtung zeigt, wo g > 0
ist, also &, < h(y); d.h. beziiglich 2 nach auflen. Damit folgt die Aussage iiber n(y,h(y)) durch
Normierung.

b) Es bleibt die Integralformel zu beweisen. Wir unterscheiden zwei Félle:

j=m
bm
Joms@rae= [ [ Dsnar= [ {500~ 1006} 4
(da f(y, )_Ofurtnaheb )
= /fy,
~1/2 1/2
— [ fwh) 1+|gradh<y>|2} [t [ gradn()P} " dy
A
=—nm(y,h(y))
(nach Definition des Oberflichenintegrals)
= [ f@nn(o) dofa).
7 <m:

bm
/QDjf(x)th: /A/h(y) D;f(y,t)dtdy

(Differentiation parameterabhéngiger Integrale, Satz 11.14 )

b"L
_ / (D, [ Flt)dt+ (5, h() Dy dy
A h(y)

(wegen A = A’ x laj, bj], y= (v, n)

b
= / / / (' m;,t) dt dn; dy’ +/fy, )) Djh(y) dy
A’ Ja; y'nj)
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= /{/;’z)fw i [ 0k

(v',aj)
/f y, h ih(y) dy

(ins erste Integral gehen nur Werte von f auf dem Rand von (2 ein)

1/2 1/2
= 0+ [ fhlo) Dpw){1 + eradn)?} " {1+ lsradnwP ) ay
=n;(y,h(y))
— [ Hamy(o)dofa).
M
Damit ist die Formel fiir alle j bewiesen. |

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes und des Satzes von Heine—Borel sind wir nun in der Lage,
den allgemeinen Satz von Stokes zu beweisen.

Satz 12.6 (Allgemeiner Stokesscher Satz) Sei() eine beschrinkte offene Menge in R™ mit
stetig differenzierbarem Rand M = 0. Ist n(x) fir jedes x € M die beziiglich 0 duf$ere Normale
auf M im Punkt x und f : QU M — R stetig differenzierbar, so gilt fir j =1,...,m

[ Dit@ar= [ (e dofa).

Beweis. Fiir jedes x € QU M sei @), ein offenes Intervall so, dass

entweder (Q, N M als Graph darstellbar ist,
oder Q. N M = 0.

Dann ist {Q, : 2 € QU M} eine offene Uberdeckung der kompakten Menge Q U M. Also geniigen
endlich viele Q1 := Qgz,,...,Qn = @, um Q zu liberdecken.

{©1,...,0n} sei eine zur Uberdeckung {Q1,...,Q,} gehorige Zerlegung der Eins (vgl. Satz
11.15). Dann gilt (wegen Y, _; px(z) =1 fiir alle z € QU M)

[[patne= (S w55 f o)

(da pr(z)f(x) = O auﬁerhalb von Q)

n

= > [ D(es@)d

k=1
Wir untersuchen die einzelnen Integrale und unterscheiden dazu zwei Félle:
Qc C Q2 (dh. QN M =0):

/ka D; (Sok(x)f(x)) dx :/Q D; (gpk(x)f(x)) A

k

[ o)

_ /Q/ {wk(a:’,bj)f(a:’,bj) —Sok(iﬂ'?aj)f(x/’“j)}dx/

= 0 (da ¢rf(z) =0 am Rand von Q)
= /M or(@) f(z)n;(z)do(z) (da pg(z) = 0 auf M).
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Qx N M st als Graph darstellbar: ein & als Funktion h der iibrigen m — 1 Koordinaten; 2 N Q) ist
dann die Menge der Punkte aus Qr mit § > oder § < h(&1,...,&-1,&41,---&n)): Mit Satz 12.5
folgt also

i L Di(ek@r @) dr = /Q P @ny(@) dof)
(da ¢k (x) f(x) = 0 auBerhalb von Q)
— [ @ @ny(z) dofe).
M

Insgesamt erhalten wir also

/ﬂ D, f(z)dx = ; Dj(r(z) f(z)) dz =) /M or(x) f(z)n(z) do(x)

QNQg k=1
- / f(@)n;(z) doa),
M

womit der Satz bewiesen ist. [ ]

Eine genaue Durchsicht der obigen Beweise zeigt, dass die Aussage des allgmeinen Stokesschen
Satzes auch dann gilt, wenn der Rand von Q gewisse Ecken und/oder Kanten hat. Bei Bedarf
iiberlegt man sich das am besten fiir den Einzelfall, da es schwierig und auch nicht lohnend ist, eine
moglichst allgemeine Form des Satzes anzugeben.

Als Anwendung betrachten wir den Auftrieb eines in eine inkompressible Fliissigkeit einge-
tauchten Korpers. Die physikalische Aussage, die wir dabei benutzen ist: in einer Tiefe ¢ unter
der Oberfliche der Fliissigkeit herrscht ein Druck pro Flidcheneinheit von tp, wobei ¢ die Dichte
der Fliissigkeit ist (und zwar ist dieser Druck unabhéngig von der Lage des Fldchenstiicks). Dazu
kommt natiirlich noch der evtl. an der Oberfliche herrschende Druck, der aber, wie man leicht
sieht, keinen Beitrag liefert; ebenso spielt es keine Rolle, wie tief der Korper unter der Oberfliche
ist, sofern er nur vollstédndig eingetaucht ist.

Satz 12.7 Der Auftrieb eines (glatten) Korpers K in einem flissigen oder gasformigen Medium
ist (unabhdngig von der Form des Korpers und der Eintauchtiefe) gleich dem Gewicht G(K) der
durch den Kérper verdringten Menge des Mediums; die Kraft wirkt senkrecht nach oben (hat also
keine horizontale Komponente).

Beweis. Wir gehen von der physikalischen Annahme aus, dass die spezifische Dichte des Medi-
ums nur von &3 (der senkrechten Komponente) abhingt, o(x) = 9(§3) (bei einer inkompressiblen
Fliissigkeit hat man konstantes o, was den Beweis kaum vereinfacht).

Der Druck in einem Punkt mit 3—ter Komponente 3 ist also
0
(o) = ple) = 5(0) + [ attyat
&3

In einem Punkt = der Oberfliche M des Korpers mit dufierer Normale n(z) wirkt auf einer Flidchen-
einheit der Oberfléiche also die Kraft —p(z)n(x). Damit folgt fiir die j—te Komponente der insgesamt
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auf den Korper wirkenden Kraft k:

b = [ {=plainy (@)} do(o) = = [ (€I (@) dota)
(allg. Stokesscher Satz mit f(z) = p(z))

_ {—fKDjﬁ(éa)deO fir j = 1,2,
— Jre D3p(&3) dr = [} 0(&3) dz = G(K)  fiir j =3
Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. |

28: 2. Februar 2007

12.3 Integrale auf allgemeineren Mannigfaltigkeiten

Sei A C RF mit k < m eine offene Teilmenge, ¢ : A — R™ stetig differenzierbar,

QULIk) () = (%’jl(y)? . _79%(?!)) 1<ji<je<...<jr<m.

Dann ist die Gramsche Determinante von ¢ definiert durch

Gy(y) = > <det Dcp(jl""’j’f)(y)>2;

1<71<g2<...<gp<m

es folgt wieder aus der Linearen Algebra, dass gilt (vgl. G. Fischer: Lineare Algebra; Determinan-
ten—Multiplikationstheorem)

Goly) = det (((Diply). Diplu), ).

Ist G,(y) # 0 fiir alle y € A, d.h. ¢ ist reguldr, so heiit das Bild M = ¢(A) eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit (allgemeiner ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ein Gebilde, das stiickweise
in dieser Form dargestellt werden kann; fiir die Parameterdarstellungen ¢, ¢ von zwei Teilstiicken
muf dann ¢! 01), dort wo es definiert ist [d. h. auf dem ¢-Urbild des Schnittes der Wertebereiche
von ¢ und 1] stetig differenzierbar sein mit det D (o1 o 9)(y) # 0, Vertrdglichkeit der ,lokalen
Karten®.) Das Integral einer (z.B. stetigen) Funktion auf M wird definiert durch

/ f(z) do(z) := / () Goly) 1 dy.
M A

Der Faktor G, (-)'/? steht hier, weil er gleich dem Volumen des durch die Vektoren Dy(:),...,
Dyp(-) aufgespannten Parallelflachs ist, dem differentiellen Bild des Einheitswiirfels im Punkt
y € A C R*. 10 Wie in Abschnitt 26.1 kann die Unabhingigkeit dieses Integrals von der Para-
meterdarstellung bewiesen werden.

Ein einfacher Spezialfall ist:

198ind 1, ...,z linear unabhingige Vektoren in R™, {ei,...,ex} eine ONB in L{xz1,...,zx}, ; = Zle cjie; fur
j=1,...,k, so gilt fiir das Volumen V des durch z1, ...,z aufgespannten Parallesflachs

i1 - Clk 9 i1 - Cik 11 Crl
(det( )) —det( )det( )
Ck1 e Ckk Ck1 e Ckk Cik e Cklk
Steucu o Y cuck
) ( | )_det<<w> ey,

: <$k71'1> (mﬂ%)
dcericur v Y ChiCRl

V2
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Beispiel 12.8 Kurve in R™: In diesem Fall ist A ein Intervall [a, b] und

Goly)= Y. &)’

1<j<m
m 1/2
/ f(a) do(a / (g Zl }

Dies ist das bereits bekannte Integral {iber eine Kurve, vgl. S. 138. Fiir beliebige m hatten wir das
bisher nicht betrachtet, aufler im Fall f = 1, wo wir die bereits bekannte Formel fiir die Kurvenlénge
erhalten (vgl. §22). O

12.4 Ubungsaufgaben

12.1 Man berechne die Gramsche Determinante fiir die Polarkoordinatendarstellung der Fliche

2 22

2
3. v Y —
{(m,y,z)GR '¥+b_2+c_2_1}'

12.2 Man berechne die Oberfliche der Einheitsspihre in R* nach dem Vorbild von Beispiel 12.2
und 12.3.
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13 Die klassischen Integralsidtze von Gaufl, Green und Stokes

13.1 Die Sitze von Gaufl und Green

Die beiden Sétze dieses Abschnitts sind einfache Folgerungen aus dem allgemeinen Satz von Stokes.
Es sei hier ) eine offene Teilmenge von R” mit einem stetig differenzierbaren Rand M = 9) wie
dies z. B. in Satz 12.6 vorausgesetzt wurde.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : 2 — R™ ist die Divergenz definiert durch
div f(z) := Z D; fj(x).
j=1

Der folgende Satz liefert eine anschauliche physikalische Deutung der Divergenz.

Satz 13.1 (Gaufischer Divergenzsatz) Sei Q) C R™ offen mit stetig differenzierbarem Rand
M; fir jedes x € M sei n(z) die normierte beziiglich Q dufSere Normale auf M im Punkt x. Dann
qgilt

/divf(a:)d:c:/<f(x),n(a:)>do(:v).
Q M

Bemerkung 13.2 a) Dieser Satz stellt offenbar die direkte Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung in R' auf den R™ dar (fiir ein Intervall [a, b] zeigt die duBere
Normale n(z) in a nach links, in b nach rechts, ist also in a negativ, in b positiv).

b) Fafit man das Vektorfeld f als Geschwindigkeitsfeld einer Stromung in R™ auf, so gibt offenbar
(f(x),n(x)) den Fluf pro Flidcheneinheit durch ein ,kleines* Fléchenstiick von M um den Punkt z
von ) nach R™\Q an. Das Integral auf der rechten Seite gibt also den gesamten Fluf von © durch
M nach R™\ an. Da dies entsprechend fiir Teilgebiete von € gilt, kann (nach Grenziibergang
fiir immer kleinere Volumina) div f(x) als Quellendichte des Vektorfeldes f aufgefaBt werden; das
Integral auf der linken Seite stellt dann die gesamte Quellenstirke des Vektorfeldes f in 2 dar.

Beweis von Satz 13.1. Durch Anwendung von Satz 12.6 auf f; statt f erhalten wir

/ div f(z)dr = / D () de = / £ (@)ny () do(x)

Q i=lg =ty
= /Zf](x)nj(x) do(z) = / <f(x),n(x)> do(z),
M I=1 M
was zu beweisen war. |

Beispiel 13.3 In R™ betrachten wir das Vektorfeld
fR™=R"™ f(z)==x.

Dann gilt
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Wahlen wir z.B.

) = K,,» Kugel mit Radius 7 um 0,
M = S,,—1, Sphére mit Radius r um 0,

so folgt fiir V (K, ,) = Volumen von K,,, und O(Sy,—1,) = Oberfliche von S,,—1, aus obigem
Satz mit f(z) =«

mV (Knpy) = / mdx = / div f(x)dz = / (f(z),n(x)) do(x)
Km,r Km,r m—1,r
= / rdo(xz) = rO(Sm—1)-
Smfl,r
Dies bestiétigt insbesondere die folgenden bekannten Formeln:

m=2: V(Ky,)=mr? O(S,)=2nrr.
4
m=3: V(Ks3,) = §7rr3, O(Sy,)dnr?.

Als weiteres Beispiel betrachten wir

m = 4: Zunéchst gilt (iterative Integration)

r

V(Ky,) = /ld:c—/ / ldx’dt—/V<K3’(r2_t2)1/2> dt

Ky,r K 242172 -

T

= ;177/(1"2 — )32 at.

Mit der Substitution

t= (1) mit ¢: [_g,g} — R, p(1) =rsinT, 90'(7') =T7CoST

erhalten wir also !
/2
4 4 4
V(Ksy) = 3™ cos” Tdr

—7/2

"1Dabei benutzen wir
4 3 3 . 2 .2
/cos TdT:/cos cos T dr = cos TSIHT+3/COS T7sin” 7dr
3 _ . 2 4
= cos Tsm7—+3/cos TdT—3/COS Tdr
1 3 . 3 P
= ZCOS TSlIlT-i—Z cos” Tdr

= 1(:0537'sin7'+§cos7-sinTJr§ sin® 7 dr
4 4 4

1 3 . 3 . 3 3 Py
4Cos 7'51n7'—|—4cos7'sm7'+4/1d7' 4/(:05 Tdr

= lcos3‘rsin7'—|—gcos7’sin7’—|—§‘r
T4 8 8 "
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4 4{<1 3 +3 ) ) +3 }W/2
= - — = in =

3\ goos" T+ geosT)sinT + o7 2
o4 yy3m 3wy 1 oy
= 377T{82+82}—27rr.

Mit obiger Formel ergibt sich daraus (vgl. auch Aufgabe 12.2)
4
O(S3,) = ;V(K47r) = 2123,

Formeln fiir Volumen der Kugeln und Oberflichen der Sphéren beliebiger Dimension findet man
z.B. in O.Forster: Analysis 3, Beispiel 5.7. ]

Der folgende Satz ist besonders niitzlich beim Umgang mit dem Laplaceschen Differenzialaus-
druck A =370, D3.

Satz 13.4 (Greensche Formel) Seien Q C R™ offen mit stetig differenzierbarem Rand M und
die Funktionen f,g: QUM — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

[{r@ag@) - af@)g@)} s

Q
= [ {r@(smadgla).nia)) - g(o){ grad £ (o) (o) } dia).
M
(Dabei ist <grad h(x), n(a:)> =:,0h(x)/On(z)“ fir x € M die Richtungsableitung von h in Richtung

der dufleren Normalen auf M, kurz die Normalableitung von h auf M.)

Bemerkung 13.5 Dieses Resultat entspricht der 1-dimensionalen Formel
b

[{#@9"@) - @)} ao

a

= {rg®) - F 9o} - {1(@)9g' (@) - f@)g()].
Beweis von Satz 13.4. Mit Hilfe des Divergenzsatzes (Satz 13.1) folgt

[{r@ag@) - f@)g@)} s

Q
= /div {f(m) grad g(x) — g(x) grad f(x)} dz
Q
= / {<f(a;) grad g(z), n(x)> - <g($) grad f(z), n(x)>} do(x).
Das ist die gewﬁnsé\/}[lte Gleichung. |

Besonders wichtig ist der folgende Spezialfall der Greenschen Formel:
Korollar 13.6 Sind f und g wie im Satz 13.4 und gilt auflerdem f(x) = g(z) = 0 auf M (oder
f(z) =0 und grad f(z) =0, oder g(z) = 0 und grad g(z) = 0), so folgt

/{f(ff)Ag(w) - g(x)Af(x)} dzx = 0.

Q
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13.2 Der klassische Satz von Stokes in der Ebene

Wir beweisen hier zunichst den klassischen Stokesschen Satz im Spezialfall der Ebene R?. Den
entsprechenden Satz im Raum R? werden wir im folgenden Abschnitt beweisen.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : Q — R? (2 C R?) definieren wir die Rotation

rot f(z) := D1 fa(x) — Dafi(2).

(Wiirde man f als Vektorfeld in R? betrachten, das nicht von &3 abhéngt mit f3(x) = 0, so wire
dies gerade die dritte Komponente der Rotation von f, vgl. Abschnitt 13.3; allerdings wéren in
diesem Fall die anderen beiden Komponenten gleich Null.)

Satz 13.7 (Stokesscher Satz in der Ebene) Sei Q ein Gebiet in R? mit stetig differenzier-
barer Randkurve M =T, die so orientiert sei, dass Q) links von T liegt (Umlauf um Q entgegen dem
Uhrzeigersinn; mathematisch positiv) 7y : [a,b] — R?, v(a) = v(b).

Ist f: QUT — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so gilt

b

[rotr@as= [ f@ e+ p@ae = [ (10,7 0)a

Q T a

Beweis. Mit dem GauB3schen Satz (angewandt auf fo mit j = 1 und auf f; mit j = 2) erhalten wir

/rotf(x)dx = D1 fo(z) — Do fi(x ))

Q

<
{f2 — fi(z)na(x )}do(m)
<< ) <_”2(x)7n1($))>do(x)

(@), G@)), (= nalr(®),m (@) Y (1) dr.

|
S — o S S O

Der Vektor (—na(x),n1(x)) entsteht aus dem duBleren Normalenvektor n(z) = (n1(x), n2(z)) durch
Drehung um 90° = 7/2 entgegen dem Uhrzeigersinn, ndmlich durch Anwenden der Matrix

0 -1\ _(cosj —sing
1 0) \sinf cosy )
Also ist ( — na(z),n1(x)) der Tangentialvektor im Punkt z an die Kurve I', und zwar in Richtung

der Orientierung von I'. Folglich kénnen wir wie folgt weiterrechnen:

b b

= [(reo. 2w = [ (reonv@)a
Das ist die behauptete Gleichung. i

Betrachtet man speziell ein Vektorfeld f mit rot f(x) =1, z.B. f(z) = (=£2,0) oder (0,&;) oder
%(—52, &1), so liefert der obige Satz eine Formel fiir die Fléche, ausgedriickt durch das Kurvenintegral
von f iiber die Randkurve (vgl. Aufgabe 13.3).
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13.3 Der klassische Satz von Stokes im R3

Wir denken uns jetzt eine (,krumme“) Fliche F in R?® dargestellt als Graph iiber einem ebe-
nen Flichenstiick F im R2. Den allgemeinsten interessierenden Fall kann man sich aus solchen
Fliachenstiicken zusammengesetzt denken (doppelt auftretende Kurvenstiicke heben sich dabei im
Integral weg, da sie in unterschiedlichen Richtungen durchlaufen werden). Sei also

F = {(51752,“51,52)) €R’: (61.&) € F}

mit einer stetig differenzierbaren Funktion A : F — R. T sei die Randkurve von F .7 a,b] — R2,
wobei F' wieder links von I" liege. Dann ist die Randkurve I" von F' gegeben durch

vila bl =R, () = (3(0).hGW)).

29: 06. Februar 2007

Weiter sei n(x) die beziiglich {3 nach oben zeigende Normale auf F' im Punkt » € F. (Damit
kann die ,,Orientierung“der Fliche F' und der Randkurve I" auch ohne Bezug auf F und T wie folgt
beschrieben werden. Schreitet man aufrecht im Sinne der Normalen n(z) in Richtung der Kurve
I voran, so liegt F' links. So verstanden darf n(z) auch nach unten zeigen; dann wire auch die
Orientierung der Randkurve zu &ndern.)

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : A — R3 sei die Rotation von f definiert durch
rot f(z) = (szs(l’) — Dsfa(z), Dsfi(z) — Difs(z), Difa(z) — D2f1(93)>-

Wie schon oben angemerkt, entspricht die dritte Komponente gerade der Rotation in R2. Mit diesen
Vereinbarungen gilt

Satz 13.8 (Stokesscher Integralsatz in R® ) Seien F und T wie oben, f : FUT' — R3 stetig
differenzierbar (d. h. f ist auf einer offenen R3-Umgebung von F UT stetig differenzierbar). Dann
qgilt

/ <rot f(a;),n(a:)> do(x) = /f1(a:) déy + fa(w) A2 + f3(x) dés
F r
b

= [ {617 0)

a

(Im Beweis tauchen an einer Stelle zweite Ableitungen von h auf, d. h. es wird eigentlich benutzt,
dass h zweimal stetig differenzierbar ist. Durch geeignete Approximation folgt die Aussage aber auch
fir stetig differenzierbares h.)

Beweis. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

[ {ronrm)a

T
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b
= [ {n (5006050 + £(50.1G0)) 3500

+13(30.hG0)) (DGO () + Dah(3(1)35(1)) }
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a

(Satz von Stokes in der Ebene)

= [rokeda.e) = [{grhi6 e - g o) e

F P
— /{ 2, <f2(§1 &2, (51752))+fg(fl,gg,h(gl,&))Dzh(gh&))
F

~ % (fl (€1, &2, h(&1,&2)) + f3(&1, &2, M(&1,62)) Dih(&, 52)> } d(&1,&2)

/{D1f2 1,82, h(&1,62)) + Dafa(&r, &2, h(&1,&2)) Dih(&1,&2)
F + D1 f3(&1, 62, h(&1,€2)) D2k (€1, 62)

+ D3 f3(&1, &2, h(&1,§2)) D1h(&1, §2) D2h(&1, &2) (*)

+£3(&1, &2, h(&1,&2)) D1 Dah(&1, &2) (1)

— Do f1(&1, &2, h(&1,62)) — Dafi(&r, &2, h(&1,&2)) D2h(&1,62)
)

)
—Daf3(&1, 82, h(&1,€2)) D1h(&1,62)
— D3 f3(81, 82, h(&1,82)) D2h(&1,&2) Dih(&1, &2) (*)

6 G hE@) D Db &) f 6 &) (D
(die Zeilen mit (x) bzw. (T) heben sich weg)

= /{(leQ(&,fz,h(&,&)) - D2f1(€17§27h(€17§2))> -1
F

—(D2f3(€17€27h(§1,€2)) - D3f2(€1,€27h(§1,§2))> Dih(1,62)
—(D3f1(§17€27 h(&1,62)) — D1 f3(&1, 62, h(§1,§2))) D2h(§1,§2)} d(&1,&2)

= [ (rot (6,0 6r,€). (~ Dih(6r,€2). ~ Dah(€r.€2). 1) Y d(6r, o)

wegen M = {x € R3: g(z) := & — h(€1, &) = 0} ist

A~ ™
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(= Dih(&r, &), = Dah(ér, €2), 1) = V1 + [grad h(&r, &) Pn(é, &, h(§1,€2))>
= [ (rotf(er €auhler. ))n(6r, o, hl6r, ) ) VI [erad g, &) d(6r. &)

F

= [ (ot f(a).n(a)) dofe).

F

womit der Satz bewiesen ist. [ |

Bemerkung 13.9 Das Kurvenintegral iiber die (geschlossene) Randkurve I' von F liefert die
Arbeit die geleistet wird, wenn sich ein Korper unter Einwirkung des Kraftfeldes f ldngs I' be-
wegt; man nennt dieses Integral die Zirkulation des Feldes f langs der geschlossenen Kurve I'. Der
Stokessche Satz besagt, dass die Zirkulation von f langs I' gleich dem Flufl des Feldes rot f durch
die Fliache F ist. Da der Stokessche Satz auch fiir alle Teilstiicke von F' entsprechend gilt, kann
man rot f(-) als die Wirbeldichte (Zirkulationsdichte) von f bezeichnen. Aus dem Satz ergibt sich
insbesondere fiir m = 3 das bereits in Abschnitt 9 bewiesene Kriterium fiir die Wegunabhéngigkeit
des Kurvenintegrals.

Es fallt auf, dass das Integral iiber F' nicht wirklich von der Flache abhéingt, sondern nur von
der Kurve T' in die sie ,,eingespannt® ist. Das ist allerdings nicht weiter {iberraschend, denn wegen

divrot f = Di(D2f3 — D3fa) + D2(D3f1 — D1 f3) + D3(D1f2 — Daf1)
= (D1Dyf3s — DaDi f3) + (D2D3 fi — D3Ds f1) 4+ (D3 D1 fa — D1D3 f2)
=0

ist rot f divergenzfrei fiir jedes zweimal stetig differenzierbare Vektorfeld f.

Beispiel 13.10 Die Induktionsgleichung besagt (bis auf physikalische Konstanten)

d

/El(x,t) dé1 + Ea(x,t) déa + Es(x,t) dés = ~% (H(x,t),n(z)) do(zx)
r

F
mit E = elektrische, H = magnetische Feldstérke.

Mit dem Satz von Stokes folgt daraus die zweite Hauptgleichung des elektromagnetischen Feldes

d
rot E(x,t) = —%H(x, t).

13.4 Ubungsaufgaben

13.1 Sei S die Oberfliche der Kugel mit Radius R um den Nullpunkt in R3 n(z) die duBlere
Normale von S in . Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

[{(.6.6).n(e)) dot).

S

12
FErgebnis: EWRB'
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13.2 Mit Hilfe des Stokes‘schen Satzes berechne man das Kurvenintegral von
Bw) = (26, -261,26167)

iiber die Kurve v : [0, 27] — R3¢ — (cost,sint, 5).
Ergebnis: —8.

13.3 1. Sei Q ein Gebiet in der Ebene, v die Randkurve von Q (so, dass € links von ~ liegt),
7 : [a,b] — R2. Dann ist die Fliche F(£2) des Gebietes €2 gleich der Hilfte des Kurvenintegrals
des Vektorfeldes k(z,y) = (—y, z) iiber v, d. h.

b
F(Q) = %/(—52,51)@: - %/<’y(t),’y’(t)>dt.

ol a

2. Man berechne die Flidche unter einer Periode der Zykloide (vgl. § 7?7 der Vorlesung).
Ergebnis: 37.



