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1 HILBERTRAUME 2

Dieses Kurzskirpt stellt die Definitionen, Satze, Beispiel und Motivationen
der Vorlesung dar. Alle nicht wiedergegebenen Beweise sind im Buch J. Weidmann
,Lineare Operatoren in Hilbertraumen, Teil 1: Grundlagen® zu finden.

1 Hilbertraume

Sei X ein Vektorraum tiber K (= R oder C). Eine Abbildung X x X — K
y) — (z,y) heillt ein Skalarprodukt, wenn gilt:
z,x) >0, (z,2)=0%&2=0,

(z,

(S1) |

(52) <$’y> = <y’$>’
(53)

(54

T,y + Z> - (:v,y> + <$7Z>a
) Az, ay) = a(z,y).
Offensichtlich gilt:
(52) +(53) = (z + y,2) = (2, 2) + (y, 2),
(52) + (54) = (az,y) = a(z, y).
(-,-) heiBt ein Semiskalarprodukt, wenn statt (S1) nur gilt:
(S1) (z,z) > 0.

Der Begriff des Skalarprodukts (Semiskalarprodukts) ordnet sich ein in den
allgemeineren Begriff der Sesquilinearform. Eine Abbildung s: X x X — K
heit eine Sesquilinearform, wenn gilt

) = s(z,y) + s(z, z),

) = s(z,2)+s(y,2),
s(ax,y) = as(z,y),

)

oder

s(z,ay +bz) = as(z,y)+ bs(z, 2),
s(ax +by,z) = as(z,z)+bs(y, 2).

Eine Sesquilinearform s heift

hermitesch, wenn gilt s(z,y) = s(y,z) (im Fall K = R hat der Querstrich
keine Bedeutung und man nennt s dann symmetrisch),

nichtnegativ (positiv semidefiniert), wenn sie hermitesch ist mit s(z,z) > 0
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fir alle z € X,
positiv, wenn sie hermitesch ist mit s(z, ) > 0 fiir alle « # 0.

Ein Skalarprodukt (Semiskalarprodukt) ist also nichts anderes als eine posi-
tive (nichtnegative) Sesquilinearform.

Die zu einer Sesquilinearform s gehorige quadratische Form g = ¢s ist de-
finiert durch g¢,(z) = s(x,z); Offensichtlich gilt gs;(azx) = |a|’qs(z). Tst s
hermitesch, so ist offensichtlich ¢, reellwertig.

Satz 1.1 (Parallelogrammidentitéit) Ist s eine Sesquilinearform
auf X und q die durch s erzeugte quadratische Form, so gilt

gz +y)+ gz —y) =2(q(z) + q(y)) Parallelogrammidentitit.

Satz 1.2 (Polarz’sz’erungsz’dentz’tc’it} Set s eine Sesquilinearform
auf X, q die zugehorige quadratische Form.

a) Ist X komplex, so gilt
1 . ) . .
s(z,y) = Z{q(:v +y)—qlz —y) +ig(z —iy) —ig(z + zy)}.

b) Ist X reell, so ist s genau dann symmetrisch, wenn gilt

s(z,y) = i{q(fc +y) —q(z - y)}-

Satz 1.3 Sei X ein komplexer Vekltorraum, s eine Sesquilinearform auf
X, g die dazugehorige quadratische Form. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) s ist hermitesch,
(i) q ist reell,

(iii) Re s(z,y) =

1
1
Im s(z,y) = %

{q(:v +y)—q(z — y)} und
{q(ﬂ: —iy) —q(z+ iy)}-
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Satz 1.4 (Schwarzsche Ungleichung) Sci s cine nichinegative
Sesquilinearform auf X, q die zugehdrige quadratische Form.

a) |s(z,y)| < (g(x)g(y))*/? Schwarzsche Ungleichung.

b) Ist s positiv, so gill in der Schwarzschen Ungleichung genau dann das
Gleichheitszeichen, wenn x und y linear abhdngig sind.

c) Ist s posiliv, so gill die Gleichung s(z,y) = (q(z)q(y))'/? (ohne Be-
tragsstriche) genau dann, wenn x und y positiv linear abhingig sind
(d.h. es gilt x = ay oder y = ax mita >0).

Eine Abbildung X — R, z + ||z|| heiBt eine Norm, wenn gilt

(N1)|lz]] 20, [lz]| =0 < 2 =0,

(N2)  laz| = [a ]|,

(N3) Nz +y|l <|lz|| + |||l Dreiecksungleichung.

|| - || heiBt eine Halbnorm (meist mit p(-) bezeichnet), wenn statt (N1) nur
gilt

(N1') ||z|| > 0 fiir alle z € X.

Satz 1.5 Ist (-,-) ein Skalarprodukt (Semiskalarprodukt), so ist ||z|| :=
<x,x>1/2 eine Norm (Halbnorm) und es gilt die Schwarzsche Ungleichung

(@, 9)| < ll=l[llyll-

Satz 1.6 (Satz von Jordan und v. Neumann ) FEine Norm
|- || wird genau dann von einem Skalarprodukt im Sinne des vorhergehenden
Satzes erzeugt, wenn sie die Parallelogrammidentitat erfillt:

Iz + ylI* + [l= = ylI* = 2(ll=l" + llyll*)-

Das entsprechende Skalarprodukt ist durch die Polarisierungsidentitiat gege-
ben:

1 . ) . .

Uz + 9l = e = ol + ille = iyl = ille + iyll®, folls K =C,
<x7y> = 1
Z{Hx+y”2_ [E ] falls K = R.
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Einige Beispiele fiir Vektorraume mit Skalarprodukt sind:

Beispiel 1.7 Der Raum C[a,b] der stetigen Funktion auf [a,b] mit dem
Skalarprodukt

(f.9) !Z/a f(z)g(z) dz.
O

Beispiel 1.8 Der Raum (2 der quadratsummierbaren Folgen in K ( Hil-
bertscher Folgenraum) mit dem Skalarprodukt

(,9) = Tagn fiix = (fa),9 = (90).

Beispiel 1.9 Fiir eine Lebesgue-meBbare Teilmenge Q von R sei
L£X(Q) = {f : Q — C Lebesgue-meBbar, |f|* Lebesgue-integrierbar }

mit
(f.9) :/QW(}(T)dT

Dies ist zunachst nur ein Semiskalarprodukt. Ein Skalarprodukt erhalt man,
indem man zum Raum L?*(2) von Aquivalenzklassen von Funktionen, die
f. 1. ibereinstimmen, iibergeht. d

Beispiel 1.10 Der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b]
mit

(f,9) = /ab {Wg(m) + Wg':ﬂ} dz.
]

Beispiel 1.11 Der Raum A? der auf dem offenen Einheitskreis C; in C

holomorphen und dort quadratintegrierbaren Funktionen mit

(frg) = flz+1iy)g(z + iy) dz dy.

Ch
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Ein metrischer Raum (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge (z,)
(d.h. fir jedes € > 0 gibt es ein n € N mit d(z,,z,) < ¢ fiir n,m > N)
konvergent ist (d.h. 3z € X mit x, — z fir n — oo, d. h. d(z,,2) — 0 fiir

Jeder normierte Raum (insbesondere also auch jeder Vektorraum mit Skalar-
produkt, Préhilbertraum) kann mit d(z,y) := ||z — y|| als metrischer Raum
aufgefalit werden. Ein vollstandiger normierter Raum heifit ein Banachraum,
ein vollstandiger Vektorraum mit Skalarprodukt heift ein Hilbertraum.

Die obigen Beispiele /2, L*(€2) und A? sind Hilbertrdume. Die Rdume C/[a, ]
und C'[a,b] mit den angegebenen Skalarprodukten sind nicht vollstandig.

Zur Vollstiandigkeit von L? sei hier noch angemerkt: Jede L?-Cauchyfolge
enthilt eine fast tiberall konvergente Teilfolge (sie konvergiert gegen einen
Reprisentanten des L2-~Grenzwertes der Cauchyfolge).

AbschlieBend sei noch an einige im folgenden wichtige topologische Begriffe
erinnert:

Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (insbesondere also auch eines
normierten Raumes oder eines Raumes mit Skalarprodukt) ist offen, wenn
mit jedem z € A eine ganze Kugel K(z,p) :={y € X : d(z,y) < o} mit
0> 01in A liegt.

Eine Teilmenge A heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A offen

1st.

Eine Teilmenge A ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder
konvergenten Folge aus A ebenfalls in A liegt.

Die abgeschlossene Hiille einer Menge A ist die kleinste abgeschlossene Men-
ge, die A enthalt; dies ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die
A enthalten, oder die Menge aller Grenzwerte von Folgen aus A.

Das Innere einer Menge A oder der offene Kern von A ist die groBite offene
Teilmenge von A; dies ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von A.

Eine Teilmenge A heiBt dicht in B (speziell in X), wenn B C A (speziell
X = A) gilt, d.h. wenn jedes z € B Grenzwert einer Folge aus A ist.

A heiBt total in X, wenn die lineare Hiille L(A) in X dicht ist, L(A) = X.

X heiBt separabel, wenn eine abzahlbare dichte Teilmenge von X existiert;
dies gilt (im Vektorraum) genau dann, wenn eine abzihlbare totale Teilmenge
existiert.
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Jede Teilmenge einer separablen Menge ist separabel.

L*(R™) und auch L*() fiir jede Lebesgue-meBibare Teilmenge § von R™

sind separabel.

Ohne immer darauf hinzuweisen, benutzen wir im folgenden héufig den

Satz 1.12 Sei X ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), ||- || die dadurch
erzeugte Norm. Dann ist (-,-) stelig in beiden Variablen (gleichzeilig). Ins-
besondere gilt

Tn = TyYn = Y = (Tny Yn) = (T, Y).

2 Orthogonalitit

Vektorraume mit Skalarprodukt zeichnen sich unter den normierten Raumen
dadurch aus, dal von Orthogonalitit geredet werden kann. Wir definieren fiir
Elemente 2,y € X und Teilmengen A, B von X:

x orthogonal y, v Ly < (z,y) = 0,

x orthogonal A, v 1L A & (z,y) =0 fur alle y € A,

A orthogonal B, ALB & (z,y) =0 firallez € A,y € B,
der Orthogonalraum zu A ist A+ :={z € X : z L A}.

Satz 2.1 A' ist ein abgeschlossener Teilraum (=Untervektorraum von X ).

Offensichtlich gilt: {0} = X, X1 = {0}, A C B= Bf C AL, At = ZJ'}

At = L(A)* = T(A)".

Satz 2.2 (Approximationssatz) Sei A eine abgeschlossene konve-
ze Teilmenge des Hilbertraumes X (z. B. ein abgeschlossener Teilraum). Dann
gibt es zu jedem x € X eine eindeutig bestimmite beste Approximation in A,
d.h. es existiert genau ein y € A mil

e = yll = d(z, ) := int {JJe — 2] : = € 4},

Satz 2.3 (Projektionssatz) Set X ein Hilbertraum, M ein abgeschlos-

sener Teilraum.
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a) Jedes v € X lifit sich eindeutig in der Form x =y + z darstellen mit
y € M und z € M*. Dieses y heifit die orthogonale Projektion von z
auf M.

b) ML= M.

Korollar 2.4 a) At = L(A), der kleinste abgeschlossene Teilraum,
der A enthdlt.

b) At ={0} & L(A) = X (d.h. wenn A total ist).

Sind My, My Teilrdume von X mit My N My = {0}, so ist My + M, eine
direkte Summe (die Darstellung @ = z1 + z, der Elemente aus M; + M, mit
x; € M; ist eindeutig); wir schreiben deshalb M+ M,.

Ist My LM — 2, so ist My N My = {0} und wir schreiben fiir die direkte
Summe M; & M,, orthogonale Summe. Ist M = MgM,;, so schreiben wir
auch My = M & My; My ist das orthogonale Komplement von My beziiglich
M.

Ist Y ein abgeschlossener Teilraum, so gilt nach dem Projektionssatz 2.3
X=YavYt Yi=XoV, Y=XoVY.
Satz 2.5 Sei X ein Hilbertraum, M, M, und M, Teilrdume von X .

a) Ist My LM, so ist My & M, genau dann abgeschlossen, wenn My und
M, abgeschlossen sind.

b) Ist My C M, so gibt es einen eindeutig bestimmten Teilraum My mil
My & My = M (dies ist das orthogonale Komplement von My beziglich

Beispiel 2.6  a) Fiir a < ¢ < bgilt L?(a,b) = L*(a,c) ® L*(c,b) (wo-
bei z.B. L*(a,c) als der Teilraum der Elemente von L?(a,b) aufgefaBt
werden kann, die in (¢, b) f. 1. verschwinden).

wobei LQ( ) der

b) Fiir a > 0 ist LQ(—a,a)zLQ( a,a)® Li(—a,a),
= f(=2)), L¥(~a,a) der

Teilraum der geraden Funktionen ist (f(x)
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Teilraum der ungeraden Funktionen (f(z) = —f(—=z)). Jedes [ kann

entsprechend zerlegt werden:

1

f = fybo mit fy(e) = o (F@)+F(0)), fule) = 5 (F0) = (=),

O

Eine Familie {M = e, : a € A} in einem Prihilbertraum heifit ein Or-
thonormalsystem (ONS), wenn gilt (e,,eg) = d,,5. Ein totales ONS heifit
eine Orthonormalbasis (ONB) (beachte: eine ONB ist i. allg. keine Basis im

algebraischen Sinn).

Satz 2.7 a) Jedes ONS ist linear unabhingig.
b) Jede ONB ist ein mazimales ONS.
¢) Im Hilbertraum ist jedes mazimale ONS eine ONB.

Beispiel 2.8 a) In K" mit (z,y) = Y7 Tjy;; ist
e;:=(0,...,1,...,0) (1 an der j-ten Stelle) fir j =1,...,n
eine ONB.
b) Entsprechend in /2.

¢) In L2(0,1) bildet e,(x) := exp(2imnz) (n € Z) offensichtlich ein ONS.
Mit dem Satz von Stone-WeierstrafBl folgt, dafl dieses total ist im Teil-
raum der stetigen Funktionen. Da dieser in L*(0,1) direkt ist, ist es

also eine ONB.
[l

Satz 2.9 Sei X ein Prihilbertraum, {e, : o € A} ein ONS in X, (o)

eine Folge paarweise verschiedener Flemente von A.

a) FEs gilt (c,) € [* genau dann, wenn (Y cn€a, )m eine Cauchyfolge ist.
Ist X ein Hilbertraum, so gill dies also genau dann, wenn (Y, ¢p€a, )m

konvergent ist.
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b)

Ity 1= X nean, 50 gl cn = {eanst), Il = X leal? und (y,2) =
Z<yn7€an><€an,$> f?i?" (Llle T & X

Satz 2.10 (Entwicklungssatz) a) Sei {e,:a € A} ein ONS im

Prdhilbertraum X . Dann gilt

Z [(ea,z)|* < ||z||* fiir alle x € X (Besselsche Ungleichung);

a€A

héchstens abzdhlbar viele Summanden sind # 0.

Ist {e, : a € A} ein ONS im Prdhilbertraum X, so ist dies genau dann
eine ONB, wenn gill

Z [{ea,z)|? = ||z||* fiir alle x € X (Parsevalsche Gleichung);
a€A

Es gilt © = ) o 4(€a, T)eq (man beachte, daff hochstens abzihlbar viele
Terme # 0 sind).

Ist {e, : o € A} ein ONS im Hilbertraum X, so ist )
orthogonale Projektion von x auf [{e,: a € A}.

CYEA<ea,:1¢>ea die

Gibt es immer Orthonormalbasen? Wie kann man sie ggf. finden?

Satz 2.11 (Orthonormalisierung nach Gram—Schmidt)
Sei X ein Prihilbertraum, F' = {z,, :n € N} bzw. F ={z,:n € {l,...,m}}
in X. Dann existiert ein ONS M = {e,} mit L(F) = L(M). Ist F' linear
unabhdngig, so kann M so gewdhlt werden, daf

L{zy,....x,} = L{er,...,e,} fiir jedesn

qilt. In diesem Fall ist ¢, in der Form

n
€p = E en’]’x]'
j=1

darstellbar. Durch die zusdtzliche Forderung c, , > 0 werden die e, eindeutig
bestimmdt.
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Bewers. Im linear unabhingigen Fall gilt:
1 1

—1, € =
[E1l R | nt1 — Pong ||

e 1= ($n+1 - Pn$n+1),

wobei P,x,4; die orthogonale Projektion von x,y auf L{zy,...,z,} ist. A

Satz 2.12 (Existenz von Orthonormalbasen) a) Jeder se-
parable Prdhilbertraum besitzt eine endliche oder abzdhlbar unendliche

ONB.
b) Jeder Hilbertraum besitzt eine ONB.

Korollar 2.13 a) Jedes endliche ONS in einem Prdhilbertraum kann

zu etner ONB erginzlt werden.

b) Im Hilbertraum kann jedes ONS zu einer ONB erginzt werden.

Satz 2.14 Alle ONBen in einem (Prd-)Hilbertraum haben die gleiche Mdchtig-

keit; diese wird als die Hilbertraumdimension von X bezeichnet.

3 Beschrankte Operatoren und ihre Adjun-
gierten

Seien X, Y (Pria-)Hilbertrdume (zunéchst diirfen es auch normierte Rdume
oder Banachrdume sein, insbesondere auch K).

Ein linearer Operator A von X nach Y ist eine lineare Abbildung von einem
Teilraum D(A) (evtl. D(A) = X) in den Raum Y, A : D(A) — Y; D(A)

wird als Definitionsbereich von A bezeichnet.

Der Wertebereich von A ist R(A) := {z : @ € D(A)}; offenbar ist R(A)

ebenfalls ein Teilraum von Y.
A heifit beschrankt, wenn
[A]l = sup{[|Az] : = € D(A), ||l=|| <1}
= sup{[|Az| : z € D(A), ||z =1}
= sup{[|Az| : z € D(A), ||z <1}
= inf{C > 0:||Az| < C|z|| fir allez € D(A)}
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endlich ist.

Satz 3.1 a) Es gilt: A beschrinkl < A stetig < A sletig in 0.

b) IstY ein Prahilbertraum, so gilt

4] = sup { Az, 5)| - € D(A),y € Vi lo] < 1 ]lyll < 1}

¢) Auf dem Vektorraum der beschrinkten Operatoren von (einem festen
Definitionsbereich) D C X, z.B. D = X, nach Y st || - || eine Norm,

die Operatornorm.

d) Wenn die beschrinkten Operatoren A, B ,zusammenpassen® gilt || AB|| <
IAN 1Bl

Mit B(X,Y) bezeichnen wir den Vektorraum der beschrankten Operatoren
von X mach Y mit D(A) = X. Speziell ist B(X) := B(X,X) und der
topologische Dualraum X' = B(X, K).

Satz 3.2 Ist X ein normierter Raum und Y ein Banachraum, so ist
(B(X,Y),|| - ||) ein Banachraum. Speziell: Ist X ein Banachraum, so ist
X' = B(X,K) ein Banachraum.

Beispiel 3.3  a) In L%(9) ist der durch eine wesentlich beschrénkt meB-
bare Funktion ¢ : 2 — C definierte maximale Multiplikationsoperator
M,
D(My) ={fe L () :1f € L*(Q)}, MSf=tf

beschrankt, M, € B(L*(R)), || M]| = wes—sup [t].
b) Ist & € L*(©2 x ), so ist

Kf(z) = /Qk(:v,y)f(y) dy

fir alle f € L*(Q) fir f.a. 2 € Q definiert und Kf € L*(Q) mit
IKSI < &I, dohe K € B(LA(Q)) mit [|K| < [|&].

0



3 BESCHRANKTE OPERATOREN UND IHRE ADJUNGIERTEN 13

Sei X ein Hilbertraum. Jedes y € X erzeugt durch

Fy(z) = (y,z)

ein stetiges lineares Funktional mit ||Fy|| = ||y||. Tatsachlich gilt:

Satz 3.4 (Rieszscher Darstellungssatz) Zu jedem stetigen linea-
ren Funktional F' auf einem Hilbertraum X existiert genau ein y € X mit

F(X) = (y,z) firallez e X.

die Zuordnung F' — y st konjugiert linear, isometrisch und bijektiv.

Bemerkung 3.5 Ohne den Satz von Hahn Banach sieht man im Hilbert-
raum leicht, dafi sich jedes stetige lineare Funktional auf einem Teilraum M
eindeutiqg unter Normerhallung auf den ganzen Raum fortsetzen ldfst. Durch
stetige Fortselzung setzt man zundchst auf M fort. Dieses Funktional kann
mit einem y € M erzeugl werden. Gleichzeiliq liefert dieses y die eindeulige
Fortsetzung (mit gleicher Norm) auf ganz X .

Satz 3.6 (Satz von der gleichméafligen Beschrinktheit)
Sei T eine Familie beschrdnkter linearer Operatoren von einem Banachraum
X in einen normierten Raum Y. T ist genau dann punktweise beschrinkt

(d.-h. ({||Tz||: T € T}) ist beschrinkt fir jedes v € X ), wenn T beschrankt
ist (d.h. (||T)|: T €T) ist beschrinkt).

Seien X, Y normierte Rdume, T,,,T € B(X,Y). T, konvergiert stark gegen
T, T,—>T, wenn T,z — Tz fiir jedes « € X gilt. (T),) ist eine starke
Cauchyfolge, wenn (T, z) fir jedes © € X eine Cauchyfolge in Y ist.

Satz 3.7 a) Seien X,Y normierte Riume, T,,T € B(X,Y) mit T, —T.
Dann gilt |T|| < liminf||T,]|.
n— oo

b) Sind X, Z normierte Riume undY ein Banachraum, T,,,T € B(X,Y),
SpyS € B(Y,Z) mit S, =+ S, T,, =T, so gilt S, T,,— ST.

c) Sind X,Y Banachriume und T, € B(X,Y), so sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
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(i) Es existiert ein T € B(X,Y) mit T, =T,
(i) (T,) ist starke Cauchyfolge,

(i) Es existiert ein C mit ||T,|| < C fir alle n € N und eine dichte
Teilmenge M von X so, daf (T,z) fir jedes x € M eine Cauchy-
folge ist.

Sei X ein Hilbertraum, (z,) aus X, ¢ € X. (z,) konvergiert schwach gegen
T, T —x, wenn (x,,y) — (z,y) fir alle y € X gilt. (x,) ist schwache
Cauchyfolge, wenn ((x,,y)) fir jedes y € X eine Cauchyfolge in K ist.

Der folgende Satz ergibt sich aus dem vorhergehenden, wenn man beachtet,
daB =, — x gleichbedeutend ist mit der starken Konvergenz F 2y F,.

Satz 3.8 Sei X ein Hilbertraum, (z,) eine Folge aus X
(i) Aus z, —z folgt ||z|| < lim inf ||z,]|,
n— 00

(ii) ist (z,) schwache Cauchyfolge, so existiert ein x € X mil x, — ,

(iil) ist (z,,) beschrinkt und ((x,,y)) Cauchyfolge fir alle y aus einer dich-
ten Teilmenge von X, so ist (z,) schwach konvergent.

Satz 3.9 Jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum enthdlt eine schwach
konvergente Teilfolge. Die abgeschlossene Finheitskugel im Hilbertraum ist
schwach kompakt.

Satz 3.10 Sind X und Y Hilbertrdume und T ein Operator von X nach
Y mit D(T) = X, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Te€ B(X,Y) (d.-h.zp— 2 =T, —T,),
(i) zp—r 2 = T, — Tz,

(iii) zn = = Tz, — T,

Seien X,Y Hilbertraume, T,,, 7 € B(X,Y). (T,) heifit schwach konvergent
gegen T, wenn fiir jedes x € X gilt T,z — Tz, d.h. (T,z,y) — (Tx,y) fiir
alle z € X und y € Y. (T,,) ist eine schwache Cauchyfolge, wenn (T,x) fiir
jedes € X eine schwache Cauchyfolge in Y ist.
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Satz 3.11 \T. —T| — 0= T,>T=T,—5T. (Finfache Beispiele
zeigen, dafl in keinem Fall die Umkehrung gilt.)

Satz 3.12 Scien X,Y Hilbertriume.
a) Aus T,,T € B(X,Y) und T, — T folgt ||T|| < lim inf ||T,]|.
n—roo
b) Ist (T,) aus B(X,Y) beschrinkt und ((T,x,y)) Cauchyfolge fir alle

x € My und y € My, wobet My und M, dichte Teilmengen von X
bzw. Y sind, so ist (T,) eine schwache Cauchyfolge.

¢) Jede schwache Cauchyfolge (T,,) aus B(X,Y') ist beschrinkt und es gibt
ein T € B(X,Y) mit T, = T; B(X,Y) ist schwach vollstindig.

Seien X, Y Hilbertraume, T' € B(X,Y). Fiir alle y € Y ist also z — (y, Tz)
ein stetiges lineares Funktional auf X (Norm < |ly||||7||). Nach dem Riesz-
schen Darstellungssatz gibt es also ein eindeutig bestimmtes y* € X mit
(y, Tz) = (y*, z); die Zuordnung y — y* ist linear und es gilt ||y*|| < ||y|| ||7|-
Also existiert ein eindeutig bestimmter linearer Operator 7* : ¥ — X mit
(y,Txy = (T*y,x), der zu T adjungierte Operator.
Satz 3.13 Secien X,Y Hilbertriume, T € B(X,Y).

a) Tl =sup {|(Ta.y)|: v € X,y € Vi el = lyll = 1},

b) ([T = IIT[-

Ein Operator T € B(X) heiit symmetrisch, hermitesch, selbstadjungiert,
wenn (z, Ty) = (Tz,y) fir alle z,y € X gilt, d.h. T'=T*.

Satz 3.14 Fiir einen selbstadjungierten Operator T € B(X) gilt

T = Sllp{|<l‘,T$>| cx € X, |z]| < ]}.

Satz 3.15 Fir S, T € B(X) gilt

a) T™*=T.
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b) (ST)* = T*5*.
¢) N(T*) = R(T)*.

Satz 3.16 (Monotonieprinzip) Sei X ein Hilberiraum, (T,) eine
beschrinkte monotone Folge symmetrischer Operatoren aus B(X) (d. h. ||T,|| <
C und <.’L‘,Tn.'lj>§<£L‘,Tn+1£L'> fiir alle n € N und x € X). Dann existiert ein

symmeltrischer Operator T € B(X) mit T, = T.

4 Orthogonale Projektionen, isometrische und
unitire Operatoren

Ist X ein Hilbertraum und Y ein abgeschlossener Teilraum, so wissen wir:
7Zu jedem z € X gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung = = y 4 =
mit y € Y und z € Y*. Die Abbildung P = Py : = ~ y nennen wir
die orthogonale Projektion von X auf Y; Py ist ein linearer Operator mit
D(Py) = X und R(Py) = Y. Wegen | Pyl = Jyll> < gl + 1217 = o]
gilt

Il <1, P e BX).

Ist Y = {0}, so ist Py = 0; ist Y # {0}, so ist ||Py| = 1 (denn fiir jedes
yeY gilt Pry =vy).

Ein Operator T heifit idempotent, wenn T? = T (also auch 7" = T fiir alle
n € N) gilt.

Satz 4.1 Sei X ein Hilbertraum, T € B(X). Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) P ist orthogonale Projektion (auf R(P)),

(ii) T — P ist orthogonale Projektion (auf R(P)*),
(iii) P ist idempotent mit R(P) = N(P)*,

(iv) P ist idempotent und selbstadjungiert.

Anmerkung: Fin (nichtnotwendig selbstadjungierter) idempotenter Operator
P heifit Projektion langs N(P).
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Satz 4.2 Seien Y,Z abgeschlossene Teilriume des Hilbertraumes X, Py
und Pz die orthogonalen Projektionen aufY bzw. Z.

a) P := PyPy ist genau dann orthogonale Projektion, wenn Py P; =
Pz Py qilt. Dann ist P = Pyry. Es qit Y17 < Py P; =0 & Py Py =
0.

b) @ : Py + Pz ist genau dann orthogonale Projektion, wenn Y LZ gilt.
Dann ist Q) = Pygy.

¢) R:= Py — Pz ist genau dann orthogonale Projektion, wenn Z C Y gilt.
Dann st R = Pygyz.

Satz 4.3 Seien Y, 7 abgeschlossene Teilrdume des Hilbertraumes X .

a) 0 < Py <1 (wobei A< B & (v, Az) < (x, Bz) fir alle x).
b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Py < Py, (i)Y C Z, (iii) PPy = Py, (iv) Py P; = Py.
Als Spezialfall des Monotonieprinzips kann man jetzt beweisen:

Satz 4.4 Ist(P,) eine monotone Folge von orthogonalen Projektionen (P, <
P,y1 oder P, > P,y fiir alle n), so existiert eine orthogonale Projektion P
mit P, = P. Es gilt

a) falls (P,) nicht fallend ist: R(P) =J R(P,),

n

B) falls (P,) nicht wachsend ist: R(P) = R(P,).

n

Satz 4.5 a) Sind P,Q orthogonale Projektionen mit |P — Q|| < 1, so
gilt dim R(P) = dim R(Q)."

IMit dim A fiir einen linearen Operator A ist die Hilbertraumdimension des Wertebe-

reiches R(A) gemeint.
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b) Sind P, (n € N) und P orthogonale Projektionen mit dim P, < dim P <
oo und P, =+ P, so gilt

dim P, = dim P fiir grofe n und ||P, — P|| — 0.

Im Beweis des vorangehenden Satzes, aber nicht nur dort, ist das folgende
einfache Lemma niitzlich:

Lemma 4.6 SindY,Z abgeschlossene Teilrdume eines Hilbertraumes mit
Y NnZt={0}, so gilt dimY < dim Z.

Seien X,Y Hilbertrdume. Ein Operator U von X nach ¥ mit D(U) = X
heiit eine Isometrie (oder ein isomelrischer Operator), wenn ||Uz|| = ||z|
fir alle € X gilt. Ist auflerdem R(U) = Y (d.h. U ist ein isomelrischer

Isomorphismus von X auf Y), so heifit U unitdr.

U heifit eine partielle Isometrie, wenn D(U) = X gilt und ein abgeschlossener
Teilraum M C X existiert mit

|Uz|| = ||| fir e € M, Uz =0 fiirzc M+

(oder kiirzer: ||Uz|| = || Pumz|| fir alle 2z € X).

Auch N := R(U) = U(M) ist abgeschlossen. Man nennt deshalb M die
Anfangsmenge von U (auf M wirkt U isometrisch) und N die Endmenge von
U (sie ist gleich dem Wertebereich von U).

Satz 4.7 Seien X,Y Hilbertrdume, U ein Operator von X nach Y mil
D(U) = X.
a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) U st partzelle Isomelrie mit Anfangsmenge M und Endmenge N,
(i) R(U) = N, (Us,Uy) = (Pary) fir alle 7,y € X,
(i) U*U = Py, UU* = Py,

(iv) U* ist partielle Isometrie mit Anfangsmenge N und Endmenge M.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) U ist unitdr,
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(ii) RWU) =Y und (Uz,Uy) = (z,y) fir alle v,y € X,
(i) U*U = Ix und UU* = Iy, d.h. U* =U"",

(iv) U* ist unitdr.

Zwei Hilbertraume X und Y heiBen isometrisch isomorph (oder unitdr dqui-
valent), wenn es einen unitaren Operator U von X auf Y gibt (U* ist dann
unitdar von Y auf X). Operatoren A in X und B in Y heiflen dann wnitdr
dquivalent, wenn gilt

A=U"BU oder B=UAU" oder AU* =U*B oder UA = BU.

Sind A und B unitar dquivalent, so gilt offenbar:

A€ B(X) & Be BY), |4l = I,

A* =U*B*U, d.h. auch A* und B* sind unitar aquivalent,
A selbstadjungiert (normal) < B selbstadjungiert (normal),
A stetig invertierbar & B stetig invertierbar,

A kompakt & B kompakt,

USwW.

Unitar aquivalente Operatoren sind von ihren wesentlichen Eigenschaften her
nicht unterscheidbar.

5 Kompakte Operatoren

Kompakte Operatoren sind ,fast endlichdimensional® und haben weitgehend
die gleichen Eigenschaften wie endlichdimensionale Operatoren. Die Theorie
kann weitgehend auch in Banachraumen entwickelt werden. Hier wollen wir
dies nur so weit tun, wie es keine besonderen Schwierigkeiten mit sich bringt.

Eine Teilmenge M C C heiBt relativ kompakt, wenn ihr Abschluff M kompakt
ist, also wenn jede Folge aus M eine (in X) konvergente Teilfolge enthalt.

Ein Operator K € B(X,Y) heift kompakt, wenn das Bild jeder beschrankten
Menge aus X relativ kompakt ist (natiirlich gentigt es, dies z. B. fiir die 1-
Kugel oder eine beliebige e-Kugel zu fordern), anders formuliert, wenn jede
beschriankte Folge (z,) aus X eine Teilfolge (z,,) enthalt, fir die (Kz,,) in
Y konvergiert.

Sei K(X,Y) die Menge der kompakten Operatoren von X nach Y, speziell
K(X) die Menge der kompakten Operatoren in X.
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Satz 5.1 Seien X,Y Banachrdume. Dann gilt

(i) 0 € K(X,Y),

)
(i) K e K(X,Y), a e K= aK € K(X,Y)

(iii) Ky, K, € K(X,Y) = Ky + K, € K(X,Y)

(iv) (Ki) aus K(X,Y), K € B(X,Y) mit |K,— K| - 0= K € K(X,Y).

K(X,Y) ist also ein beziiglich der Operatornorm abgeschlossener Teilraum

von B(X,Y).

Satz 5.2 X,Y,Z seien Banachriume, A € B(X,Y), K € K(Y,Z) oder
K e K(X,Y), Ac B(Y,Z). Dann sind KA bzw. AK € K(X,Z). Fir X =
Y = 7 erhdlt man: K(X) ist ein (norm-)abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in
B(X). (Man kann zeigen, daff K(X) das einzige nichitriviale abgeschlossene
zweiseitige Ideal in B(X) ist; vgl. 27.)

Satz 5.3 Seien X,Y Hilbertriume, K € B(X,Y). Dann sind die folgen-

den Aussagen dquivalent:

(i) K kompakt,
(i1) KK* kompakt,

(iii) K* kompakt.

(Auch im Banachraum ist K genau dann kompakt, wenn K* kompakt ist; der
Beweis ist aber wesentlich komplizierter.)

Satz 5.4 Seien X,Y Hilbeririume. K € B(X,Y) ist genau dann kom-
pakt, wenn fir jede schwache Nullfolge (x,) die Bildfolge (Kx,) eine Norm—
Nullfolge ist (oder gleichbedeutend, wenn aus x, sz folgt Kz, — Kz).

Satz 5.5 Sei K ein kompakter Operator von einem Hilbertraum X in einen
Banachraum. Dann sind N(K)* und R(K) separabel. (Alles wesentliche

sptell sich also bei kompakten Operatoren in separablen Teilrdumen ab.)
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Satz 5.6 Sei X ein Hilbertraum, K € B(X).

a) Ist K kompakt und (P,) eine wachsende Folge von orthogonalen Pro-
jektionen in X mit P, =1, so gilt |K — K P,|| — 0. (Ist X separabel,
so konnen die P, endlichdimensional gewdhll werden.)

b) K ist genau dann kompakt, wenn es Normlimes beschrinkter endlich-
dimensionaler Operatoren ist.

Satz 5.7 Seien X und Y Hilbertriume, K € B(X,Y). Die folgenden Aus-

sagen sind dquivalent:

(i) K ist kompakt,
(i1) Ke, — 0 fir jede orthonormale Folge (e,),

(i) (Key, fu) — 0 fir orthonormale Folgen (e,) in X und (f,) in Y.

6 Entwicklungssatze fiir kompakte Operato-
ren

Grundlegend fiir den Beweis des folgenden Entwicklungssatzes ist das

Lemma 6.1 Sei K ein selbstadjungierter kompakter Operator im (reellen
oder komplezen) Hilbertraum X .

a) K hal (mindestens) einen Figenwert A mit |A| = ||K||. Es gilt A = | K||
oder A = —||K|| (oder beides).

b) Ist ¢ ein Figenelement zum Figenwert X, X, := {p}*, so ist K|x,
selbstadjungiert und kompakt im Hilbertraum X;. (Der Salz gill ana-
log fiir normale kompakte Operatoren, wobet A 1. allg. nicht reell ist,

vgl. Satz 9.11.)

Satz 6.2 (Entwicklungssatz f. kompakte s.a. Operatoren)
Set K ein selbstadjungierter kompakter Operator im Hilbertraum X.
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a) FEs existieren endlich viele oder abzihlbar viele reelle Zahlen A, mil
[An| > [Angi] > 0, Ay — 0 fir n — oo im unendlichen Fall, und
orthonormierte Flemente v, mit

KX = Z Mlon, ), fiir alle z € X.

Insbesondere ist Ky, = Aypn. Ist {00} eine ONB von N(K), so ist
{on}t U{,} eine ONB von X.

b) Die gleiche Aussage in anderen Worten: Es gibt paarweise verschiedene
reelle Zahlen p,, mit |p,| > |pnsal, pn — 0 fiir n — oo im unendlichen
Fall, und paarweise orthogonale endlichdimensionale Projektionen P,
(d-h. P,P, = 6,,P,) so, dafi K = 3 1, P,; die Reihe konvergiert

beziiglich der Operatornorm.

(Auch dieser Salz gilt analog fir normale kompakte Operatoren, vgl. Satz
9.11.)

Damit kénnen wir Wurzeln aus selbstadjungierten (spéater auch normalen)
kompakten Operatoren angeben:

Satz 6.3 Sei K ein kompakter selbstadjungierter Operator, k € N ungera-
de. Dann besilzt K genau dann eine selbstadjungierte kompakte k—te Wurzel:

Piir K =Y " pn Py st KME =" p)/*p,.

(Bei unserem jetzigen Kenntnisstand ist fir die Eindeutigkeitsaussage nétig,
die Kompaktheit der Wurzel zu fordern; zusammen mit dem Spektralsalz fir
beliebige selbstadjungierte Operatoren erqibt sich, daf$ es keine nichtkompakte
Wurzel gibt.)

Ein selbstadjungierter Operator T heifit positiv (oder nichtnegativ, wenn
(x,Tzx) >0 fir alle x € D(T) gilt, strikt positiv, wenn (x, Tz} fiir alle z # 0
aus D(T) gilt.

Satz 6.4 Sei K ecin kompakter selbstadjungierter Operator.
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a) K ist genau dann positiv (strikl positiv), wenn alle Figenwerte > 0

(bzw. > 0) sind.

b) Ist K positiv, so besitzt K fir jedes k € N genau eine positive kompakte
k—te Wurzel. K'* kann wie oben angegeben werden; dabei sind ,uqll/k die
entsprechenden positiven k—ten Wurzeln.

Satz 6.5 (Entwicklungssatz fiir bel. kompakte Operatoren)
Sei K ein kompakter Operator im (reellen oder komplexen) Hilbertraum X
bzw. vom Hilbertraum X in den Hilbertraum Y .

a) FEs gibl positive Zahlen s, = s,(K) mit s, — 0 fir n — oo im unendli-
chen Fall, und orthonormale Folgen (¢,) in X bzw. (¢,) in'Y so, daff

gilt
Kz = Z<gpn,w>, K*y = an<¢n,y>npn.
b) s, sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von |K| := (K*K)I/Q;
dies sind gleichzeilig die Figenwerte von |L*| = (K K*)"%. Die o,

sind die zugehorigen orthonormierten Figenelemente von |K|; die ¢, =

— Ky, sind die zugehorigen Figenelemente von |K*|. Die s, heiffen die
Sn

singuldren Werte von K Swird (und K*).

¢) K und|K| bzw. K* und | K*| sind metrisch gleich, d. h. | Kz|| = || | K|z||
und ||K*z|| = ||| K*|z|| fir alle z € X.

Satz 6.6 (Min—Max—Prinzip) a) Sei K ein kompakter Operator
vom Hilbertraum X in den Hilbertraum Y. Fir die der Grofie nach
fallend angeordneten singuldren Werte s, = s, (K) gilt

s(K) = |[K] = sup {[Ke]l: 2 € X, o] = 1},

spi1(K) = iralszX sup {HK;UH cx € Xyolay, ... x| = 1}(n € N).

1/2 1/2
Dieser gemeinsame Wert { Y e HKGQHQ} = { ZﬁeB HK*fﬁHQ}
ist also unabhdingig von der Wahl der ONBen. Er wird als Hilbert—

Schmidt-Norm bezeichnet und meist mit ||| K||| bzw. |||K*||| abgekiirzt.
Es gilt | K|l = [~ < [IIK[I] = 1A=
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b) Jeder HSO ist kompakt.

¢) Ein kompakter Operator ist genau dann ein HSO, wenn die singuldren
Werte quadratsummierbar werden, es gilt

Y si(K)P = [IK][
j

Hilbert—Schmidl-Operatoren in/zwischen L?-Rdumen sind genau die
Hilbert—Schmidt-Integraloperatoren:

Satz 6.7 Ein Operalor K € B(L*(Y,v)),L*(X,u)) ist genau dann ein
HSO, wenn er ein Hilbert—Schmidi-Integraloperator ist, d.h. wenn es ein
ke L*(X xY,u xv) gibt mit

Kf(z) = / Ee, ) f(y) dily) i, VF € I(y,0),
Bs gitt || K] = [[K].

Ein kleiner Ausblick: Fiir p > 0 sind die Schatten—Klassen (R. Schatten)
Cp(X,Y) definiert durch:

C(X,Y) = {K € K(X,Y): Y si(K) < oo},

Speziell ist

C5(X,Y) die Menge der HSO von X nach Y,
C1(X,Y) heiBt die Spurklasse; fiir Operatoren aus Cq(X, X) kann eine Spur

definiert werden (sie ist gleich der Summe der Eigenwerte).

Ein Operator liegt genau dann in der Spurklasse, wenn er das Produkt von
zwei HSOen ist.

7 Der adjungierte Operator

Seien X,Y Hilbertraume. Fiir einen Operator T € B(X,Y) ist der adjun-
gierte Operator T* € B(Y, X)) eindeutig bestimmt durch

(T*y,z) = (y,Tz) firallex € X,y €Y;
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T*y ist das y* € X, das das stetige lineare Funktional  — (y, Tx) auf X
erzeugt.

Nun soll der adjungierte Operator zu einem beliebigen (insbesondere be-
schrankten) Operator definiert werden (es wird sich zeigen, daB er wenigstens
dicht definiert sein mu8).

Sei T' ein Operator von X nach Y, S ein Operator von ¥ nach X. S und T
heiflen formal adjungiert, wenn gilt

(y,Taxyy = (Sy,z)x fiiralle z € D(T),y € D(95).

Ist D(T') nicht dicht, so andert sich an der formalen Adjungiertheit nichts,
wenn S um eine lineare Abbildung von D(S) nach D(T)% verindert wird,
d.h. T bestimmt S nicht eindeutig.

Andererseits: Ist D(T') dicht und sind S;, 5, formal zu T adjungiert, so gilt
(S1y — Say,x) = (y, Tx) — (y, Tx) =0 fiir alle z € D(T),

d.h. (da D(T) dicht ist) Syy = Syy fir y € D(S1) N D(Sz). Durch D(S) :=
D(Sl> + D(SQ) und Sy = S(y1 + y2> = S1y] + Sgyg fUI‘ Yy = Y1 —I— Y2 l’l’llt
y1 € D(S1), y2 € D(S;) wird also eine Fortsetzung von Sy und S; definiert,
die zu T formal adjungiert ist.

Sei also D(T') dicht. Da zumindest der triviale Operator Sy mit D(Sg) = {0}
zu T formal adjungiert ist, gibt es einen eindeutig bestimmten maximalen
zu T formal adjungierten Operator T*, den zu T adjungierten Operator (im

Fall T € B(X,Y) liefert dies offenbar nichts neues).
Offensichtlich kann T* auch beschrieben werden durch

D(T") = {y €Y :Jy e X mit (y",z)y = (y,Tx)y Vo € D(T)},
T*y = y* (aus der vorhergehenden Zeile),

oder:

D(T™) = {y €Yz (y,Tx)y ist stetig auf D(T)},
T*y = das Element, das D(T) — K,z +— (y; Tx) erzeugt.

Satz 7.1 Sei T ein dicht definierter Operator von X nach Y.
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a) Ist auch T* dicht definiert, so existiert T** = (T*)* und es gilt T** O T.
b) N(T*) = R(T)*, R(T) = N(T*)*.

¢) T ist genau dann beschrinkt, wenn T* € B(Y,X) ist; es gill dann
17| = 1I71-

d) Ist T beschrinkt, so ist T** die eindeulig bestimmite stetige Fortselzung
auf ganz X .

Die folgenden beiden Séatze zeigen, wie mit adjungierten Operatoren gerech-
net werden kann:

Satz 7.2 Seien X,Y,Z Hilbertriume, T\, T, dicht definierte Operatoren

von Y nach Z bzw. von X nach Y.
a) Ist D(T\T3) dicht in X, so gilt (T\T3)* D T;TY (i. allg. gilt nicht ,=*).
b) Ist Ty € B(Y,Z) (also D(T\Ty) = D(T3) dicht), so gilt (T Ty)* = T5T;.

¢) Ist Ty bijektiv und Ty' € B(Y,X), so ist D(T\Ty) dicht und es gill

Satz 7.3 Seien Ty, T, lineare Operatoren von X nach'Y.
a) Ist Ty + T, dicht definiert, so gilt (Ty +T2)* DTy + T5.
b) Ist T, € B(X,Y) und Ty dicht definiert, so gilt (Ty + T2)* =Ty + T5.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Umgang mit adungierten Operatoren ist
der Graph: Ist T ein linearer Operator von X nach Y, so ist der Graph von
T definiert durch

G(T) == {(x,T:z:) z € D(T)} CX Y.
Sind X und Y Hilbertraume, so ist X x Y mit
(), () ) = Gy + G| (o) | 5= e + )

wieder ein Hilbertraum; X und Y sind orthogonale Teilrdume von X x Y,

man schreibt deshalb auch X @ Y
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Lemma 7.4 FEine Teilmenge G von X xY ist genau dann der Graph eines
Operators T von X nach Y, wenn G ein Teidraum von X x'Y st mit der
Figenschaft: (0,y) € G =y =0.

Hat G diese Figenschaft, so ist der zugehorige Operator T gegeben durch

D(T) = {ze€X:3yeY mit(z,y) € G},
Tz = y mil (z,y) € G.

I folgenden werden zwei unitare Operatoren X xY — Y x X (bzw. XaY —
Y @& X) benutzt:

U(x7y> = (y7 _x>7 V(xvy) = (y7$>'

Offenbar gilt
U_l(y7$> = (_may>7 V(y,:c) = (Iay>

Satz 7.5 Seien S, T dicht definierte Operatoren von X nach'Y.

a) G(T*) = UG(T)L = (UG(T))L (wobei L im Sinne von Y x X =Y G X

zu verstehen ist).
b) Aus S C T folgt T* C S*.
Satz 7.6 Sei T ein dicht definierter injektiver Operator von X nach'Y.

a) G(T™Y) =VG(T).
b) Ist R(T) dicht, so ist auch T* injektiv und es gilt (T*)™' = (T~")*.

8 Abgeschlossene Operatoren

Seien X, Y Banachraume. Ein Operator 7" von X nach Y heilit abgeschlossen,
wenn sein Graph

G(T) = {(w,T;L-) Lz € D(T)} CXxY
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abgeschlossen ist (dabei sei X x Y mit der Produkttopologie versehen, also
2. B. mit der Norm [|(z,y)| == ([l]|* + [ly|*)'/* oder ||(z,y)l| := I|z[| + llyl|

oder [(z,y)|| == max{[lz[], [[y]|})-

Die Abgeschlossenheit von T' bedeutet offenbar nichts anderes als die Vollstan-
digkeit von (D(T),|| - ||7), wobei || - ||z die Graphennorm ||z||r = |[(z, T)||

mit einer der oben definierten Normen ||(-,-)|| in X x Y ist.

Andererseits bedeutet die Abgeschlossenheit von G(T') nichts anderes als:
Ist (x,) eine Folge aus D(T) mit v, — x € X und Tx, - y € Y, so ist
z € D(T) und y = Tz (in dieser Form wird die Abgeschlossenheit meistens
benutzt bzw. nachgewiesen).

T heiit abschlieffbar, wenn die Abschliefung G(T') der Graphen von T wieder
ein Graph ist; der durch G(T') definierte Operator wird als die Abschlieffung

von T, kurz mit T, bezeichnet.

Offenbar ist T genau dann abschlieBbar, wenn gilt: Ist (x,) eine Nullfolge
aus D(T) und (Tx,) konvergent, so gilt Tz, — 0. Die AbschlieBung T' ist

bestimmt durch

D(T) := {x € X :3(z,) aus D(T) mit z,, — z,(Tx,) konvergent},
Tz := lim Tz, mit obiger Folge (z,).
n—oo

Satz 8.1 Sei T ein dicht definierter Operator vom Hilbertraum X in den
Hilbertraum Y .

a) T ist abgeschlossen.

b) T ist genau dann abschlieffbar, wenn D(T*) dicht ist. Dann gilt T =
.

c) Ist T abschliefbar, so gilt T =T~

Satz 8.2 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,V
Hilbertraume, T ein abgeschlossener Operator von X nach Y. Ist D(T) ab-
geschlossen, so ist T stetig. (Der Satz gilt auch fir Operatoren zwischen Ba-
nachrdumen und wird dort iblicherweise mit Hilfe des Satzes von der offenen
Abbildung bewiesen. Im Hilbertraum kann er leicht mit Hilfe des adjungierten
Operators und dem Salz von der gleichmdfiigen Beschrdnktheit bewiesen wer-
den. Der Satz von der offenen Abbildung ist dann eine einfache Folgerung.)
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Satz 8.3 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X,Y Hil-
bertrdume, T € B(X,Y) sei surjektiv. Dann ist T' offen (d.h. das Bild jeder
offenen Menge aus X ist offen in'Y).

Sei T' ein linearer Operator von X nach Y, S ein linearer Operator von X

nach Z. S heifit T—beschrinkt, wenn gilt
D(T) C D(S), 3Ja,b>0 mit ||Sz|| < a||z| +b||Tz| firz e D(T).

Das Infimum c aller méglichen b heifit die T-Schranke von S. Im allgemeinen
kann in obiger Ungleichung nicht b = ¢ gewéhlt werden.

Bemerkung 8.4 Hiufig ist folgendes niitzlich:
a) Gilt ||Sz|| < a||z|| + b||Tz||, so gilt fir jedes e >0

152]1” < a*[l]* + b T* + 2abll2|| | Tl < aZll]l + (b + &)*[|T]].

b) Gilt ||Sz||* < a¥||z|| + b*||Tz||, so gilt auch

15z < allz|| + bl T

Satz 8.5 Seien X,Y,7 Banachriume, T und S lineare Operatoren von
X nach Y bzw. von X nach 7. Ist T abgeschlossen und S abschliefSbar mit
D(T) C D(S), so ist S T-beschrinkt (eine Aussage iber die T—-Schranke
ist nicht maoglich).

Satz 8.6 (Stabilitit der Abgeschlossenheit) Seien X,Y Ba-
nachrdume, T und S lineare Operatoren von X und Y ; S sei T-beschrinkt
mil relativer Schranke < 1. Dann ist T + S genau dann abgeschlossen, wenn
T abgeschlossen ist.

Satz 8.7 a) Jeder symmetrische Operator ist abgeschlossen; es gilt T C
T*.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) T ist wesentlich selbstadjungiert (d.h. T* ist selbstadjungiert),
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(ii) T ist abschliefbar und T = T*,
(iii) T ist abschliefbar und T ist selbstadjungiert.

T ist dann die einzige selbstadjungierte Fortsetzung von T .

¢) Ist D(T) = X und ist D(T*) dicht, so ist T beschrinkt. (Speziell gilt
der Satz von Hellinger-Toeplitz: Kin symmetrischer Operator T mit

D(T) = X ist beschrinkt.)

Fiir einen beschriankten Operator A im Hilbertraum ist offensichtlich A*A
selbstadjungiert und positiv. Es ist gar nicht offensichtlich, daf dies auch fiir
unbeschriankte Operatoren gilt (falls sie abgeschlossen sind).

Satz 8.8 a) Sei A ein dicht definierter abgeschlossener Operator vom
Hilbertraum X in den Hilbertraum Y. Dann ist A*A sein selbstadjun-
gierter Operator in X und es gill A = Alpaxay (d.h. D(A*A) ist ein

determinierender Bereich — engl. core — von A).

b) Seien X,Y1,Y, Hilbertriume, Ay und Ay dicht definierte abgeschlosse-
ne Operatoren von X nach Yy bzw. Yy. FEs gilt AJA; = A5A; genau
dann, wenn A; und Ay metrisch gleich sind (d.h. D(Ay) = D(Ay) und
|Avz|| = ||Azz|| fir alle x € D(A;) = D(A,)).

Ein Operator N im Hilbertraum X heif}t normal, wenn N und N* metrisch

gleich sind
D(N) = D(N") und ||[Nz| = ||[N"z| fir alle z € D(N).

Insbesondere stimmen die Nullrdume von N und N* iiberein. Zusammen mit

obigem Satz folgt:

Satz 8.9 a) Jeder normale Operator T ist abgeschlossen und mazimal
normal (d.h. aus N normal und T C N folgt T = N ).

b) Fir einen dicht definierten Operator sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent:

(i) T ist normal,

(ii) T* ist normal,
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(i) T*T =TT~
Satz 8.10 Fiir jeden normalen Operator T gill:

a) Fir jedes z € K ist T + z normal, insbesondere gill ||[(T + z)||z|| =
|(T* + Z)z|| fir alle x € D(T) = D(T*).

b) Ist T injektiv, so ist auch T~" normal, T* injektiv und (T~')* = (T*)~!
(fiir ein z € K, fir das T — z injektiv ist, ist also (T — z)™' normal).

¢) R(T*) = R(T) (nicht nur die Abschlisse sind gleich).
Bemerkung 8.11 Jeder selbstadjungierte Operator T ist normal. Dann
ist T'—z normal fiir jedes z € C, also ist (T'—z)~" normal, falls T —z injektiv
ist. Das bedeutet: Fir einen selbstadjungierten Operator T ist die Resolvente

(vgl. folgenden Abschnitl) normal. Hierin liegt hauptsdichlich die Bedeulung
normaler Operatoren.

AbschlieBend sollen konkret einige (nichttriviale) adjungierte Operatoren be-
rechnet werden:

Alle hier betrachteten Operatoren seien definiert durch
fesrf=—if.
Ty: D(Ty) := { [ € L*(0,1) : f abs.stetig, [’ € L*(0,1), (0) = f(1) =0},
Ty: D(Ty) = {f € L7(0,1) : f abs. stetig, ' € L(0, 1)},
Tor: D(Tyy = {f € L2(0,1) : f abs. stetig, ' € L2(0,1), £(0) 0},
Tvo: D(Tho = {f € L2(0,1) : f abs.stetig, f' € L*(0,1), f(1) o}
o}

(
(
Tyi: DTy, = {f € L2(0,1) : [ abs.stetig, [/ € L*(0,1), f(0)
Ty heiBt der durch  definierte minimale (abgeschlossene) Operator, Ty der

maztmale Operator.

Satz 8.12 a) Es gilt

R(Ty) = {g € L*(0,1) : /01 g(z)dx = O} = {1}*.
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Der Bewets legt nahe, daff es eigentlich heiffen sollte
1 [
R(Ty) = {g € L*0,1): / u(z)g(x)de =0V Lésungen von Tu = O}.
0

b) TS - TZ; TZ* - To.
c) T5, = T, 17, = T5,.

d) Ty, =T, d.h. Ty ist selbstadjungiert.

9 Grundlagen der Spektraltheorie

Ausgangspunkt sind die Losungseigenschaften einer Gleichung der Form
(T—z)z=y

mit einem linearen Operator T' i Banach— bzw. Hilbertraum X, z € K und
y € X. Optimal wéren die Figenschaften:

(i) 16sbar fiir alle y € X, d.h. T' — z ist surjektiv,

)
(i) die Losung ist eindeutig, d.h. T — = ist injektiv,
(iii) die Losung x hingt stetig von y ab, d.h. (T — 2z)7! ist stetig,
(iv) die Losung = hdngt (soweit sie existiert) stetig von z ab, d.h. die Ab-

bildung z + (T — z)~! ist stetig im Bereich der z, wo die Gleichung
eindeutig 16sbar ist.

Es wird sich zeigen, daB die Eigenschaft (iv) nicht extra gefordert werden
muf, sie ergibt sich — in starkerer Form — aus den ersten drei Eigenschaften

(vgl. Satz 9.6).

Die Resolventenmenge o(T') ist die Menge der z € K fir die die ersten drei
Eigenschaften erfillt sind:

o(T) := {z € K: T —z ist bijektiv, (T — 2)7" ist stetig};
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dabei ist mit , 7 — z bijektiv® gemeint, daf 7' — z als Abbildung von D(T')
auf X bijektiv ist.

Ist o(T) nicht leer, d.h. es existiert ein z € o(T), so ist (T — z)~' abge-
schlossen, also auch T" abgeschlossen. Das bedeutet umgekehrt, wenn 7" nicht
abgeschlossen ist, ist o(T) = 0, es gibt also keine brauchbare Losungstheorie.

Man setzt deshalb meist voraus, daf§ T" abgeschlossen ist. Dann folgt aus dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen

T — z bijektiv = (T —2)7! stetig.

Fiir abgeschlossene Operatoren vereinfacht sich also die Definition der Re-
solventenmenge:

o(T) = {Z eK:T —z ist bijektiv} fir abgeschlosseneOperatoren T

Die Resolvente oder Resolventenfunktion ist
R(T,"): o(T) = B(X), 2+ R(T,z) := (T —2)~".

Der Operator R(T,z) fiir ein z € o(T) heifit die Resolvente des Operators T
im Punkt z.

Das Spektrum o(T) von T ist o(T) := K—p(T'), also die Menge der z € K fiir
die eine der Eigenschaften (i), (ii), (iii) verletzt ist (bzw. fir abgeschlossene
Operatoren T fiir die (T — z) nicht bijektiv ist).

Satz 9.1 Sei T ein dicht definierte abgeschlossener Operator im Hilbert-
raum. Dann gilt o(T*) = o(T)*, o(T*) = o(T)*, wobei fir eine Teilmenge
M C K M* die zu M konjugierte Menge ist, M* := {Z : = € M}. (Man
beachte, daff im Banachraum gilt o(T*) = o(T), o(T*) = o(T).)

Lemma 9.2 Seien S und T bijektive lineare Operatoren von X nach Y

(genauer: bijektiv von D(S) bzw. D(T) nach Y; die Topologie der Rdume
spielt hier keine Rolle.

a) Gilt D(S) C D(T), so gilt T=' = S=' =T-(S =T)S™"; gilt D(T) C
D(S), so gilt T=' = S~ = S=Y(§ -T)T~".
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b) Gilt D(S) = D(T), so gilt
T=' =S =TS -T)S™"' =SS -T)T~".

1 1 —
(Man beachte die Analogie zu — — — = i fiir z,w € K\ {0}.)
z

w A

Satz 9.3 (Resolventengleichungen) Scien S und T abgeschlosse-
ne Operatoren im Banachraum X mit D(S) = D(T).

a) Fir z,z' € o(T) gilt die erste Resolventengleichung

R(T,z) — R(T,2") = (z = 2")R(T,2)R(T,2") = (= — 2")R(T, 2")R(T, z).

b) Fir z € o(T)N o(S) gilt die zweite Resolventengleichung

R(T,z) — R(S,2) = R(T,2)(S — T)R(S,z) = R(S, 2)(S — T)R(T, 2).

Satz 9.4 (Stabilitdt der stetigen Invertierbarkeit) Seien
X, Y Banachrdume, S,T lineare Operatoren von X nach Y. Ist T abge-
schlossen und bijektiv (als Abb. von D(T) nach Y, d.h. T™' € B(X,Y)),
D(S) D D(T) und ||ST™'|| < 1, so ist auch T+ S abgeschlossen und bijektiv,
und es qilt

(T4 8)7 = 3 (=T ST = Y (=1 (T ST,

wobei die (identischen) Rethen in der Operatornorm konvergieren.

Bemerkung 9.5 Man beachte, dafi sich diese Reihen formal aus den
Identitdten

(T+8)™" = (TI+T7'S) ' ={T+T7'9)7'T!
= (I+ ST YD) =T""1+STH!

ergeben, indem die Terme (I + T71S)™! bzw. (I + ST™') als geometrische

Reihe geschrieben werden.
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Satz 9.6 Ist zo € o(T) und |z — zo| < ||R(T, 20)||™", so ist auch z € o(T)
und es gilt

o0

R(T,z) = Z(z — 20)"R(T, 2)"*!

n=0

(Die Resolventenfunktion ist also analytisch in der Resolventenmenge; Fi-
genschaft (iv) ist also automatisch erfillt.)

Korollar 9.7 Die Resolventenmenge ist eine offene, das Spekirum eine
abgeschlossene Teilmenge von K.

Ist T € B(X),so0ist T'— 2z = —z + T bijektiv fiir |z] > ||T'|| und der obige
Satz liefert

Satz 9.8 a) Ist T € B(X), so gill
oT) D {z e K:|z| > T}, o(T) C{z € K: || < T}

Fiir |z| > ||T|| gilt

(T—2)""' =~ Z 27"7'T"  Neumannsche Reihe,

n=0
wobei die Reihe im Sinn der Operatornorm konvergiert.

b) Die Neumannsche Reihe konvergiert fir alle = € K mit |z| > r(T) =
lim sup |[|T"[*™ = lim ||[T?||Y/™ und stellt dort (T — z)~* dar, d.h. es
[o0] n—roo

n—

qgilt
oMY D {zeK:|z| >r(T)}, o(T)C{zeK:|z| <r(T)}.

¢) Ist K=C, so gilt
r(T) = max{z € o(T)};

deshalb ist es sinnvoll, r(T') als Spektralradius von T zu bezeichnen.

d) Fiir normale (insbes. selbstadjungierte) Operatoren gilt r(T) = ||T|.

Satz 9.9 a) Alle Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell.
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b) FEigenelemente zu verschiedenen Eigenwerten eines hermiteschen oder
normalen Operators sind orthogonal.

Satz 9.10 Sei T ein selbstadjungierter oder normaler Operator im (reellen
oder komplezen) Hilbertraum.

a) z ist genau dann Figenwert von T, wenn R(T —z) # X gilt; es gill
N(T —z)= R(T — 2)*.
b) Fir alle z € K sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) z € a(T),
(i1) I(z,) aus D(T) mit ||z,|| =1, (T — z)z,, — 0,
(i) R(T —z) £ X.

Satz 9.11 (Entwicklung normaler kompakter Operatoren)
Set K ein normaler kompakter Operator im komplexen Hilbertraum X .

a) Fs existieren endlich oder abzihlbar viele komplexe Zahlen X, mit |\, | >
[Ans1|, An = 0 im unendlichen Fall, und orthonormale Elemente o, mit

kr = Z Mo, ), fiir alle x € X.

b) Entsprechend: pi, € C, |pin| > |fng1|, tn — 0, und paarweise orthogo-
nale endlichdimensionale Projektionen P, mit K =%, P, (Konver-
genz im Sinne der Operatornorm).

¢) K ist genau dann selbstadjungiert, wenn alle A, bzw. p, reell sind.

Satz 9.12 Das Spektrum jedes (insbesondere auch unbeschrinkten) selbst-
adjungierten Operators im reellen oder komplezen Hilbertraum und jedes nor-
malen Operators im komplexen Hilbertraum ist nicht leer.

Satz 9.13 Sei T ein hermitescher Operator im komplexen Hilbertraum.
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a) Firz € C\R st (T —z) stetig invertierbar (i. allg. aber nicht surjektiv);
es gilt

1

|Tm 2|

I(T = 2)z|l > [Tm 2 [|lz[l, (T —2)7"] <

b) Ist T abgeschlossen, so ist R(T — z) abgeschlossen fir jedes z € C\ R.

Der folgende Satz erlaubt es, die (wesentliche) Selbstadjungiertheit ohne Be-
rechnung eines adjungierten Operators zu untersuchen:

Satz 9.14  a) Fiir einen symmelrischen Operator im komplexen Hilber-
traum sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) T ist selbstadjungiert,
(ii) R(T — z) = X fir alle z € C\ R,

(iil) es existieren z; und z_ aus der oberen bzw. unteren Halbebene mil

R(T —z4) =X,
(iv) o(T) C R.

b) Entsprechend sind dquivalent:

(i) T ist wesentlich selbstadjungiert,
(ii) R(T — z) = X fir alle z € C\ R,

(iil) es existieren z; und z_ aus der oberen bzw. unteren Halbebene mil

R(T - Z:t) = X,
(iv) o(T CR).

10 Hilbertraum und Quantenmechanik

Wir stellen uns ein (klassisches oder quantenmechanisches) System aus N
geladenen Teilchen im elektromagnetischen Feld vor. Speziell denken wir an:
1 Teilchen (z.B. Elektron, Proton,...) frei oder im Feld, ein Atom, lon,
Molekiil,. . ..

Wie wird ein solches System klassisch beschrieben?
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Ortskoordinaten ¢i,...,q, (n =3N),

Impulskoordinaten py, ..., p,.

Mit der Hamiltonfunktion H(q,p) (=Gesamtenergie als Funktion von ¢ =
Gis--osqy und p = (p1,...,p,) erhidlt man die Hamiltonschen Differential-

gleichungen
) 0
4 = TH(q,p),
Pi 7=1,....n.
[J = ——H q,P),
J aq] ( )

Zum Beispiel fiir ein Teilchen mit Masse m und Ladung e im elektrischen

Feld E(-) mit Potential V(-) (d.h. E(q) = —grad V(g)):

1 1 - .
H(g,p) = 5—p" +€V(q) = 5— > 0+ eVia, g a),
j=1
. 1 ) 0
G4 = —pj, Pj= —a—qV(ql,qQ,qs)-
J

Klassisch ist ein solches System durch diese Differentialgleichungen fiir alle
Zeiten beschrieben, wenn ¢ und p zu einem Zeitpunkt (z.B. ¢ = 0) bekannt
sind.

In der Schrédingerdarstellung (Schrédingerbild) der Quantenmechanik wird
das System zum Zeitpunkt ¢ durch eine Zustandsfunktion

Pt RT = C, he(z) = (@, .o 2n) = P, 203 t)

beschrieben, wobei [4(-)|* die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Aufent-
haltsort des Teilchens beschreibt,

Gis...,G, Wertein A annehmen,

2 Ws. dafiir, dafl zur Zeit ¢ die Ortskoordinaten
e =

= WS¢t{(q1, sy qn) € A}
Also muf gelten
[e(x)Pdz =1 fiir alle ¢ € R.
R

Will man auch nicht-normierte Zustandsfunktionen ¢, zulassen, so muff man
entsprechend definieren:

wsodg € Ay = e [ P ar
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Nicht L?*-Funktionen machen jedoch keinen Sinn. L*(R") ist der natiirliche
Zustandsraum. Fiir alle ¢ € R sei also ¢y € L*(R"),

P:R"XR—=C, ¢z, t)=(z1,...,205t) = o(x1,. .., 20);
dieses ¥ heilt die Wellenfunktion.

Offensichtlich kann durch eine solche Wellenfunktion die Ortskoordinate eines
Teilchens niemals exakt beschrieben werden: Den Mefigrofien (Observablen),
wie z. B. dem Ort des Teilchens, oder dem Impuls,..., werden durch Quan-
tisierungsvorschriften ,,Operatoren® zugeordnet. Fir die Ortskoordinaten ist
dies
Koordinate ¢; — Multiplikation mit z;.

Der Erwartungswert der Koordinate im Zustand ¢ ist (falls das Integral
existiert)

Vi (o) = / () 2 da.

Ein Ma8 fir die ,,Ungenauigkeit®, mit der q;-/) angenommen wird, ist die Va-
rianz

vary(g;) = FErwartungswert von (g; — q;-p)2 im Zustand

[l - yte)as,

oder die Streuung oy(q;) := vary(q; )1/2

Fiir die Impulskoordinaten besagt die Quantisierungsvorschrift

h
Impulskoordintate p; — Diff.-Op. — 9
1 Oz

(wobei die Konstante h hier keine Rolle spielen wird). Entsprechend erhalt
man den Erwartungswert, die Varianz und die Streuung (falls die Integrale

existieren)
h
(A =
p] N <77ZJ’ / /¢ aT]

vary(p;) = /‘ ;a—%— i @/)( )‘ dz,

ou(p;) = vary(p;)'/”.
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Natiirlich gibt es Zustandsfunktionen, fiir die die Ortskoordinate beliebig
gut lokalisiert wird (das ist leicht zu sehen; fiir die Impulskoordinate ist das
schwieriger, mit Hilfe der Fouriertransformation allerdings genauso leicht).
Der folgende Satz besagt, daB Orts— und Impulskoordinate nie gleichzeitig
beliebig gut lokalisiert sein konnen.

Satz 10.1 (Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation) a)
Fiir jedes o € C3°(R™) gilt

h
ay(qi)ou(pi) = s 19*

b) Allgemeiner gilt: Sind A, B hermitesche Operatoren im Hilbertraum X,
Ay = (z, Az), o0.(A) = ||(A— Ay)z|| fir x € D(A)

und entsprechend fir B, so gilt

oz(A)or(B) 2

(z,[A, Blz)| firz € D(A)N D(B)

1
2

(hier ist [A, B] = AB der Kommutator von A und B).

Die zeitliche Veranderung der Wellenfunktion wird durch die Schréodinger-
gleichung

L0
Zha¢($7t) = S¢(‘r7t)

beschrieben, wobei der Schrodingeroperator S nur auf die Variable = wirkt.
Man erhélt S mittels einer Quantisierungsvorschrift aus der Hamiltonfunk-
tion (deshalb auch Hamiltonoperator), indem man an jeder Stelle in H(q, p)

g; durch Multiplikation mit z;
h
p; durch den Differentialausdruck — i
1 Ox;
ersetzt. Da diese beiden Operatoren nicht vertauschbar sind, ergeben sich im
allgemeinen Fall Probleme. In den wichtigsten Féllen gentigt es, den Aus-
druck fir H(q,p) geeignet symmetrisch zu schreiben und dann die obige
Vorschrift anzuwenden.
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Fir ein geladenes Teilchen mit der Masse m und Ladung e im elektrischen
Feld E mit Potential V' und magnetischem Feld b mit Vektorpotential a
(d.h. b = rot a) erhélt man

1 e 2
H(q’p) = H(QIaq27q37p17p27p3) = %<p — Ea(q)) + e(V(q)
1 3 e 2
= 9 ; (pi - zaj(%a(ha%)> + eVigr, g2, q3)
1 < .

e
T Z {pf B ija’j(q“(h’%) - z“j(‘b‘ha%;%)pj
7=1
o2

+C_2aj(q1a q2, q3)2} + V(ql’ a2, QS),

3

1 h 0 e 2
5 = 2m 4 <7 Ox; B Eaj(i)) +eV(z)
7=1
1 9 eh o 0 .eh . e? )
+eV(z),
92
wobei A der Laplacesche Differentialausdruck Zj’:l 922 ist.
T“
i

Damit ist S als Differentialausdruck gegeben. Aber wie sieht der Definiti-
onsbereich aus, der notig ist, um 5 als Operator vollstandig zu beschreiben?
Dies ergibt sich i. wes. aus folgenden Uberlegungen.

Da der Erwartungswert £, := (1, Sv) der Energie in jedem Zustand ¢ €
D(S) reell sein muB, mufl S jedenfalls hermitesch sein. Der oben gefunde-
ne Ausdruck definiert auf C§°(R"™) jedenfalls einen hermiteschen — sogar
symmetrischen — Operator. Wie die folgenden Uberlegungen zeigen, muB S
tatsachlich selbstadjungiert sein.

Sei U(t) fur t € R der Fuvolutionsoperator eines quantenmechanischen Sy-
stems, d. h.

U(t)yp := Zustand zur Zeit ¢, wenn ¢ der Zustand zur Zeit 0 ist.

Wenn dies ein physikalisch sinnvolles System sein soll, miissen wenigstens die
folgenden Eigenschaften erfiillt sein:
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(i) D(U(t)) = X fiir alle ¢ € R.
(i) U(0) = 1.

(iii) U(t) ist linear fiir jedes t € R. Es gilt das Superpositionsprinzip; die
Zustdnde bilden einen Vektorraum; lineare Superpositionen bleiben bei
der Zeitentwicklung erhalten.

(v) U(s)p — U(t)p fiir s — ¢ und alle » € X (d.h. U(s) = U(t) fiir
s — 1). Plotzliche Anderungen sollen nicht erlaubt sein.

(vi) |U(t)|| = ||| fir alle ¢t € R und ¢ € X. Dies ergibt sich (fir ¢
aus einem dichten Teilraum, dem Definitionsbereich des infinitesimalen
Generators, vgl. weiter unten) aus der Tatsache, daB ¢, := U(t)y die
Schrodingergleichung mit einem symmetrischen Operator erfiillt.

(vii) R(U(t)) = X fur alle t € R.

Insgesamt bedeutet das: {U(t) : ¢ € R} ist eine stark stelige einparametrige
Gruppe unitdarer Operaloren.

Der infinitesimale Generator (Erzeuger) A von {U(t) : t € R} ist definiert
durch:

D(A) = {:1: € X: liml(U(t) — Dz existiert},

t—=0

.1 .
Ar = }fl_I)I(} ?(U(t) — Nz fir z € D(A).

Satz 10.2 (M. Stone) a) Sei {U(t) : t € R} eine stark stetige ein-
parametrige Gruppe unitdrer Operatoren im Hilbertraum X, A ihr in-
finitesimaler Generator, S :=1A. Dann gilt (1) D(S) ist dicht, (i) S
ist hermitesch, (iii) R(S +1) = X; insgesaml bedeutet das die Selbst-
adjungiertheit von S (Schiefselbstadjungiertheit des Generators A).

b) Ist X separabel, so kann in Teil a die starke Stetigkeil durch die schwa-
che Mefbarkeit ersetzt werden (d.h. t — (z.U(t)y) ist mefbar fir alle
z,y € X).

Damit folgt leicht:
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Satz 10.3 Sei {U(t) : t € R} eine stark stelige einparamelrige Gruppe
unitdrer Operatoren, A thr infinitesimaler Generator, S :=1A. Dann st fir
Jedes x € D(S) U(t)x die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertpro-
blems

d .
Ew(t) = —iSz(t), x(0)==.

Insbesondere ist U(t)x € D(S) fir x € D(S) und t € R.

Bemerkung 10.4 Ist bekannt, daf fir den Schrédingeroperator S der
Operator A = —15 der infinitesimale Generator einer stark stetigen einpa-
rametrigen Gruppe unitirer Operatoren ist, so ist das obige AWP fiir jedes
x € D(S) eindeutig losbar. — Wir werden spditer sehen, dafs zu jedem selbstad-
jungierten Operator S eine solche Gruppe mit dem Generator —i.S existiert.
Damit ist jede Schrédingergleichung fir x € D(S) eindeutig ldsbar und x(t)
liegt in D(S) fiir alle t € R.

Zum Abschluf} noch ein interessantes Kriterium fur die wesentliche Selbstad-
jungiertheit, das mit stark stetigen Gruppen zusammenhangt:

Satz 10.5 Sei S ein symmetrischer Operator, {U(1) : t € R} stark stelige
einparametrige Gruppe unitdrer Operaltoren mil
- U)D(S) C D(S) fir allet € R (d.h. U(t) lifit D(S) = invariant),

- %(U(t) — 1z — —iSzx firt — 0 und x € D(S) (d.h. —iS ist eine

Einschrc’inkung des infinitesimalen Generators von U(t)).
Dann ist S wesentlich selbstadjungiert.

Beispiel 10.6 Der Operator S mit
1
D(S) =Ci(—o0,00), Sf= zf/
ist wesentlich selbstadjungiert. (Dies folgt mit obigem Satz und (U(¢) f)(z) =
flz—1). O
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11 Der Spektralsatz

Jeder selbstadjungierte kompakte Operator K 148t sich in der Form

K = Z M\, P,

schreiben mit einer Nullfolge (A,) (A, # 0) und paarweise orthogonalen
endlichdimensionalen Projektionen P,.

Definieren wir (wobei P, die Projektion auf den Nullraum von K ist)

> P, fir t <0,
E(t) = Ex(l) = 4 "7
SR YR Y B fir >0,
{n:A, <t}

so gilt:

E(t) ist fiir jedes ¢ die orthogonale Projektion auf die abgeschlossene
lineare Hiille der Eigenrdume zu Eigenwerten < ¢ (einschlieBlich des
eventuellen Eigenwerts 0),

- E(t) =0 fir t < —||K]|| (bzw. ¢t < kleinster Eigenwert),
— E(t)=1firt > ||K| (bzw. t > grofiter Eigenwert),
— E(t) ist wachsend, E(s) < E(t) fur s <t,

- E(t+¢) i>E(t) fir ¢ — 04 (starke Rechtsstetigkeit); in allen ¢ #

0 ist E(-) sogar norm-rechtsstetig, sogar konstant in einem kleinen
abgeschlossenen Intervall rechts von {.

Offenbar konnen wir mit Hilfe dieser Funktion E(-) die obige Darstellung von
K formal umschreiben:

K= ) t(E(t) —E(t—)) =) = /thE(t).

B(t)£E(t-) teR

Ohne groBe Schwierigkeiten 148t sich diese Uberlegung auf beschrinkte selbst-
adjungierte Operatoren mit reinem Punktspektrum tibertragen (d. h. auf be-
schriankte selbstadjungierte Operatoren mit einer ONB von Eigenelementen

bzw. Y7 Py = I mit den Projektionen Py auf die Eigenrdume zu X).
AER
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Ist A der Operator der Multiplikation mit id in L*(a,b; o), d. h.

D(A) = {f € L2(a,b; o):af € L2(a,b; Q)}, Af(z) = o f(x),

so kann man definieren

E(t) =

Projektion in L*(a,b; 0) auf L*(a,t; o)
Multiplikation mit X(a,]

und erhalt

A Y (Bt B0,) ~ [ am),
AT ~ Y v ~ ([ tam0) ),

Fir unbeschrankte Operatoren wird die Sache etwas komplizierter; und es
wird i. allg. auch nicht so einfach sein, eine geeignete Funktion £(-) zu finden.

Eine Funktion £ : R — B(X) heifit eine Spekiralschar in X, wenn gilt

(i) E(t) ist orthogonale Projektion fiir jedes t € R,

(ii) E(s) < E(t) (d.h. R(E(s)) C R(E(t)) baw. ||E(s)z| < ||E(t)x| fir
alle z € X) fur s <t,

s-lim E(t + 0) = E(t), starke Rechtsstetigkeit,

§—0+

(iv) s-lim E(t) = 0,

t——o00

(v) s-limE(t) = 1.

t—ro0
Wir geben drei typische Beispiele an:
Beispiel 11.1 Sei A eine Indexmenge und fiir jedes o € A sei P, eine
orthogonale Projektion im Hilbertraum X, p, € R (p, # pg fir a # 3), mit

PPy =0 fiir po # pp,  »_ =1.
a€A
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Dann ist
{a€Apua<t}

eine Spektralschar in X, E(1) ist die orthogonale Projektion auf die abge-
schlossene lineare Hiille der Raume R(P,) mit a < 1. O

Beispiel 11.2 In L*(R, o) baw. P L*(R, pq) ist durch

aEA

E(t)f = X(—oo,t]f bzw. E(t)(fa)aeA = (X(_oo,t]fa>

a€A

eine Spektralschar definiert. O

Beispiel 11.3 Ist (X, x) ein Mafraum, g : X — R p-meBbar, so wird
durch

E)f = Xwex @<t/
eine Spektralschar definiert. O

Wir zeigen zunéchst, wie fiir moglichst viele Funktionen v : R — C mit Hilfe
einer Spektralschar E ein Operator ,, [ u(t)dE(t)“ erklart werden kann. Der
Spektralsatz wird dann zeigen, dafl es zu jedem selbstadjungierten Operator

A genau eine Spektralschar E gibt mit A = [1d(¢) dE(t) = tdE(1).
Sei E eine Spektralschar im Hilbrtraum X. Fiir jedes € X sei

Oz = Qf =R—=R, ()= HE(t)'IHZ = (z, E(l)z).
Offenbar ist p, wachsend (genauer nichtfallend) und rechtsstetig mit

y 0 fir t —» —o0,
() = Jlaf2 e ¢ — oo,

0 erzeugt also in kanonischer Weise ein (Lebesgue-Stieltjes—-)MaB auf R, das
wir ebenfalls mit g, bezeichnen.

Eine Funktion v : R — C nennen wir E-mefibar, wenn sie g,—mefbar ist
fur jedes # € X. Insbesondere ist jede Borel-mefibare Funktion F-mefibar
beziiglich jeder Spektralschar F, also insbesondere jede stetige oder stiick-
weise stetige Funktion, und jede Funktion, die punktweise Limes von Trep-
penfunktionen ist.
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Definieren wir zunachst das Integral beziiglich einer Spektralschar E fir eine
Treppenfunktion

u:R—=C, u(t)= ZCjXIJ (t) (o.E. I; disjunkt),
J

/Ru(t) dE(t) = /u(t) dE(t) := chE([j)

J

mit £((a,b]) := E(b) — E(a), E({a}) := E(a) — E(a—). Dann gilt fir alle

reX
| [uyaps]" = Y 1B = 3 e
[ 1O dot) = Nl 0 < o max
Also ist [a(t)dE(t) € B(X) mit || [ u( (1)]] < max|ul.

Seinun u: R — C beheblg FE-meBbar. Zu jedem z € X mit v € L*(R, g,)
existiert eine Folge (u,) von Treppenfunktionen mit w, — u in L*(R, o,);
insbesondere ist (u,) eine Cauchyfolge in L*(R, p,). Also gilt

v ftianon] -
-

d.h. auch (fun(t) dE(t)x) ist eine Cauchyfolge in X. Man kann also defi-

nieren

(a(6) = (1)) dE(1)a]|

2
u,(t) — um(t)‘ dor = ||tn — Um||L2(R,p,) — 0 fiir n,m — oo,

/u(t) dE(t)z := lim [ u,(t)dE(t)x

n—oo

und erkennt, daf diese Definition nicht von der Wahl der Folge (u,,) abhangt.

Es gilt
H/““NE@W 2 /un(t) aE()e| =
= H“H%%R,gz)-

= lim

. 2
Jim lim ||, HLQ(

n—00 R, 0x)
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Dieses Integral ist linear in u im folgenden Sinn: Fiir u,v € L*(R, ;) und

a,be C gilt

/ (au(t) +b'u(t)> dE(1)z = a / u(t)dB(t)z + b / o(t) dE(1).

Wichtig ist aber auch die Linearitat dieses Integrals in x; sie ist Bestandteil
des folgenden Satzes.

Zur Formulierung und zum Beweis des Satzes benotigen wir zwei einfache
Funktionenfolgen:

z fir |z] < n, _ 1 fiir 2] < n,
/n(z) =

o, X :C=C, pn(z) = {0 fiir |2 > n, 0 fiir 2| > n.

Satz 11.4 Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X, v : R — C FE-
mefbar und ug definiert durch

D(ug) = {z€X:uel* (R},
URT = /u(t) dE(t)x fir x € D(ug).

Dann ist up ein normaler (linearer) Operator in X; wir schreiben formal
dafiir [u(t)dE(t). Ist u reellwertig, so ist up selbstadjungiert.

Fiir belichige E—mefbare Funktionen u,v: R — C gilt:
a) Firaz € D(ug) und y € D(vg) gilt
(veysupe) = lim [ Zalol) alu(t) d(o: E(0)2)
— [t de,. 1)
mil 0,0(t) = (y, E(t)z); 0,0 Bt sich nach der Polarisierungsiden-

titdt als Linearkombinalion von j positiven Mafien schreiben: o, , =
OpY + - Qy—=z + Z.Qy—ix - iQy+ix-

b) Firx € D(ug) gilt

sl = [ Fult) des(t) = e
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c) Ist u beschrinkt, so ist ug € B(X) mil ||ug|| < sup {|u(t)| (e R}.
d) Istu(t)=1, so gill ug =1 =1.
e) Firz € D(ug) und alle y € X gilt (y,upz) = [u(t)do,.(1).

f) Ist u(t) > ¢ fiir alle t € R, so ist up > ¢l (up ist halbbeschrinkt nach
unten mit unterer Schranke c).

FEs gill up +vp C (u+v)g und D(ug 4+ vi) = D((Ju| + |v|) k).

=N )
— e e N

FEs gill upvy C (uv)p und D(ugvg) = D(vg) N D((uv)g).

—

D(ug) ist dicht, D(ug) = D(ug), u}; = ug.

Ist S C R so, daff u = xg E-meflbar ist, so ist ug = (xg)r eine or-
thogonale Projektion; man schreibt dafir auch E(S) (wegen (X(a,b])E =
E(b) — E(a) =: E((a,b)]) erscheint diese Bezeichnung gerechtfertigt).

Im Bewets zeigt man zundchst, daB ug tatsdchlich ein linearer Operator
ist. Alle anderen Eigenschaften, die Dichtheit des Definitionsbereichs, die
Normalitat und die Selbstadjungiertheit fiir reelles u ergeben sich aus den
Eigenschaften a bis j.

Satz 11.5 (Spektralsatz von J.v. Neumann) Zujedem selbst
adjungierten Operator T im Hilbertraum X existierl genau eine Spektralschar
E mitidg =T. Im komplexen Hilbertraum gilt die Stonesche Formel

t4+68

(y.B@)e) = Jim lim L / <y, (T —s—ie) = (T —s+ie)™"0) > ds

§—0+ e—=0+ 271

— 00

fir alle z,y € X, t € R.

Der komplexe Fall wird durch ,,Komplexifizierung“ auf den reellen Fall zuriick-
gefiihrt.

Zur Eindeutigkeit: Ist T = [+ dE(t), so folgt mit obigem Kalkil fir = € C\R
und alle x,y € X

, — 2

£(2) o= (. (T = =)' :/i Ly, E(t)e).
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Nach dem folgenden Satz ist (y, E(-)x) (und somit E(-)) eindeulig bestimml
und liefert die Stonesche Formel (vgl. folgenden Satz):

t+6

(v, F(1)a) = Jim 15&%/ (£(s +ie) = S5 —ie)) ds

t45
_ . . 1 . s ’. _1 X ’- _1,.
= 51_1}151 El_l}%}l_ 5 <y, (T — s —1¢) (T — s +1¢) .L> de.

Das ist die Stonesche Formel, und damit ist die Findeutigkeit von E(-) be-
wiesen.

Satz 11.6 (Stieltjes—Umkehrformel) Sei w : R — C wvon be-
schrinkter Variation ?, rechisstetig mit w(t) — 0 fir t — —oo. Auferdem
set

o0

J:C\R—=C, f(z) := / ! dw(t)

t—z

a) Fir alle t € R gill

t+8
1

w(t) = 51_1>rg1+ a]—1>T0n+ g (f(s +1e) — f(s — za)) ds.

Insbesondere ist w durch [ eindeutig bestimmi.
b) Ist w reellwertig, so gilt fir alle t € R
t48
1
w(t) = lim lim — / Im f(s+1¢)ds.

§—=0+ e—0+ T
— 00

2Eine Funktion w : R — C heifit von beschrdnkter Variation, wenn sie sich in der Form
w = wy — wy + 1wz — 1wy schreiben 1af3t mit 4 beschrankten nichtfallenden Funktionen
w; : R —=R.
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Zum Beweis geniigt es, Teil b zu zeigen. Dieser ergibt sich durch Ausrech-
nen der rechten Seite, in die f gemafl Definition eingesetzt wird, und durch
Verwenden des Satzes von Fubini und des Satzes von Lebesgue.

Zur Fristenz einer Spektralschar: Wenn es eine solche Spektralschar gibt,
dann ist sie nach dem bereits Bewiesenen durch die Stonesche Formel ge-
geben. Wir zeigen im folgenden, dafl die Stonesche Formel tatsdchlich eine
Spektralschar definiert.

Fir jedes z € X 1st
fo:C\R—=C, f(2):=(x,(T—2)""z)
eine Herglotz—Funktion, d.h.

— [z ist holomorph in C; := {z € C : Im z > 0} (da C \ R — B(X),
z+ (T — z)~! analytisch ist),

~Im f,(2) > 0 fiir z € Cy, denn
Im fo(z) = Im <$ (T - z)_1x> — Im <(T — )T = )V, (T — z)_1x>
= (Im 2) (T = =) > 0,
Cf(2)Tm 2| < M fiiralle z € Cy, da

1
Fol) T 2] < ||l T 2] = |2 = M.

Also kann der folgende Satz angewandt werden:

Satz 11.7 (G Herglotz) Sei f: Cy — C holomorph und M > 0 mil
Im f(2) >0 und|f(z)Im z| <M fir alle z € Cy.

Dann gibt es genau eine rechisstetige nichi—fallende Funktion w : R — R mit
w(t) = 0 firt — —oo, w(t) <M fir alle t € R und

— Z

1
f(z) = / ; dw(t) firz € Cy.
Nach der Stieltjes—Umkehrformel ist w gegeben durch
1 [t
w(t) = lim lim —/ Im f(s+1i¢)ds.

§—0+4+ e—=0+4+ 00
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Mit diesem Satz folgt

t— =z

(z,(T — 2)_1;v> = fo(z) = / ! dw,(1)

fir z € C \ R mit der rechtsstetigen nicht-fallenden Funktion

t+68

wa(t) = lim  lim ]—/<<(T—s—z'5)_1—(T—s+ia)_1>x>ds,

530+ e=0+ 271
— 00

fiir die auBerdem gilt: w,(t) — 0 fir { = —oo und w,(¢) < ||z|* fir alle
t € R. Die Polarisierungsidentitat liefert

1
——dw, (1) firz€ C\R

t—z

(1T = 27'0) = fyul) = [

R
mit
1+

. . 1 - -
wy,x(t):(slir& 51—1>I(§}|- %/<y, ((T—s—ze) '— (T — s +1¢) 1);v> ds.

— 00

Die Abbildung X x X — C, (y,z) + wy (1) ist fir jedes ¢t € R eine Sesqui-

linearform; diese ist

— hermitesch und nichtnegativ, w, (1) = w,(t) > 0,
~ beschrnkt, Jwyo(D] < w, (1w (1) < [lylf* 2]/
Also gibt es fiir jedes ¢ € R genau einen beschrinkten selbstadjungierten
Operator E(t) € B(X) mit
(y, E(t)z) = wy (1) fir alle z,y € X.

Mit einiger Rechnung zeigt man, daB ¢t — F(¢) eine Spektralschar ist, fir die
auf Grund der obigen Formeln gilt

1

t—z

(y, (T —2)"'z) = / di(y, E(t)z) fiir alle z € C\ R.
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Der friher entwickelte Kalkil liefert dann T = ftdE(t) = idg. Damit ist

der Spektralsatz (bis auf die absichtlich verbliebenen Liicken) bewiesen.

Leicht lassen sich mit Hilfe der Stoneschen Formel in den beiden folgenden
Beispielen die Spektralscharen berechnen:

Beispiel 11.8 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit reinem Punkt-
spektrum: p, € R (a € A) die paarweise verschiedenen Eigenwerte, P, die
orthogonalen Projektionen auf die zugehdrigen Eigenrdume (also P, Pz = 0

fura#ﬁ7 ZPa :[)
D(T)={e e X: Yl | Paal? < o}, T =Y paPuc.
Damit folgt

(T—2)"'e = Z,u 1_2Pax fir z € o(T) =C\ {a,: a € A},

48
1 1

(v, B(t)z) = mlmfi/< - .)@&@@

5§—0+ e—0+ 23 flo — S —1E [l — S F 1€

—00

1468
. . 1 2ie
= i i g [ g P

= lim Z{ lim larctan M + %}<y,Pax>

§—0+ e—=0+ T I
= Z (y, Pyz).
{oepa<t}
Das ist die bereits im Beispiel 11.1 betrachtete Spektralschar. O

Beispiel 11.9 Sei (X, ;) ein Mafiraum, g : X — R eine y~meBbare Funk-
tion, T = M, der maximale Operator der Multiplikation mit g in L*(X, p),

DTy ={f € LX(X,p): gf € 1*(X, 1)}, TF=g].
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Dann ist

(T )7 = —— fir = € o(T),
1 t+6 2
(o B0f) = Jim S oo [T e o) dute) s
—oo X

t+6
dp()

—00

v v | T L s —g(x)
= 51_1%}'_ sl—l>r0r}+ h(x)f(x); arctan —
X

- / h(z) f(z)du(z) = <h’X{xeng<r>Sf}f>'

{reX:g(w)<t}

Das ist die bereits in Beispiel 11.3 betrachtete Spektralschar. O

12 Einige Folgerungen aus dem Spektralsatz

Satz 12.1 (Spektraldarstellungssatz 1) Sei T ein selbstadjun-
gierter Operator tm separablen Hilbertraum X. Dann gibt es endlich viele
oder abzdhlbar unendlich viele Borelmafie o, auf R und eine unitire Abbil-
dung

U:X = @ LR, e.)
50, dafp T = U~"M;qU. Ein solches U heifit eine Spektraldarstellung von T

Bemerkung 12.2 Jeder selbstadjungierte Operator ist also unitir dqui-
valent zum Multiplikationsoperator mit id in ®L*(R, p,,). Dies hal insbeson-
dere den Vorteill, daff an den Mafen alle spektralen FEigenschaften von T

abgelesen werden kénnen. Fir den Multiplikationsoperator mit id in L*(R, o)
gilt offensichtlich z. B.:

— A€ o(Ma) & o((A—e,A+¢)) #0 fiir jedes e > 0,

- X ist Figenwert von Mig < o({A}) # 0.



12 EINIGE FOLGERUNGEN AUS DEM SPEKTRALSATZ 39

Satz 12.3 (Spektraldarstellungssatz 2) Zu jedem selbstadjun-

gierten Operator T wm separablen Hilbertraum X g¢ibt es einen o—endlichen
Mafiraum (M, p), eine p-mefbare Funktion g : M — R und eine unitdre
Abbildung V : X — L*(M;p) mit T = V~'M,V.

Die einfachste Moglichkeit, diese Spektraldarstellung aus der ersten zu ge-
winnen ist die, fiir (M, ) die disjunkte Vereinigung der Mafirdume (R, p,,)
zu wéhlen.

Beispiel 12.4 Hier soll eine Spektraldarstellung des selbstadjungierten

Operators T'= —i— in L*(R) (Definitionsbereich weiter unten) konstruiert

werden; dies liefert einen ungewdhnlichen Zugang zur (zunéchst eindimen-
sionalen) Fourtertransformation.

Im folgenden sei 7f = —if’. Aus Beispiel 10.6 wissen wir, daf§ T mit
D(Ty) = C*(R), Tof =7f

wesentlich selbstadjungiert ist. Also ist T' = Ty = Tjf = T* selbstadjungiert.
Es gilt

D(T) = Wi(R):= {f € L*(R): f absolut stetig, [’ € L2(R)},
Tf = rf fiur fe D(T).
Zum Beweis beachte man, dafl dieser Operator offenbar abgeschlossen ist
mit Ty C T, also Ty C T. AuBerdem gilt T C Ty, da zu jedem [ € WZ(R)

eine Folge (f,) aus C§°(R) existiert mit f, — f und f, — f' (erst ,glatt
abschneiden® und dann gléatten).

Die Resolvente ist gegeben durch

xr

(T —2)"'g(z) = (R.g)(x) := e”"”/ " g(y)dy fiir Tm z > 0.

—00

Dies zeigt man so: Durch Nachrechnen sieht man, daf (7 — z)R.g = ¢ gilt.
Fiir ¢ € L*(R) mit kompaktem Tréager ist R,g(z) = 0 nahe —oco und fallt
exponentiell fiir z — oo, liegt also in L*(R™). Damit gilt

R.g= (T —z)7'g fiir g € L}(R).

Ist g beliebig aus L*(R) und (g,) eine Folge ausL}(R) mit g, — g, so gilt
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— R.g(T —2)"'g, = (T — 2)"'g in L*(R) wegen der Stetigkeit von (T —
z)~!, und

— R.gn(z) = R.g(z) punktweise auf Grund der obigen Formel. Also gilt
(T — 2)~'g = R.g fiir alle g € L*(R).

Fiir jedes kompakte Intervall [a, 5] C R ist (T — z)_lx[aﬁ] ein Hilbert—

Schmidt-Operator, denn es ist ein Integraloperator mit dem L*-Kern
sl = [ € Ty <aye o]
0 sonst.
Sei nun

V:LAR) - @E(R,@j), = (Vih);

eine Spektraldarstellung von 7' (man beachte, daB an dieser Stelle weder die
MaBe p; noch die Abbildung V bzw. V; : L*(R) — L*(R,p;) bekannt sind;

sie ergeben sich im folgenden).

Dann ist auch

(Mg — z)_IVX[aﬁ] = V(T - z)_lx[aﬁ]
ein Hilbert—Schmidt—Operator von L*(R) nach € L*(R, ;). Also gibt es
J
Funktionen ;[a, 3](), z), die fiir o, fast alle A in L*(R) liegen, mit
o 2) =0 fiir (A, 2) €R x (R\ [, 4])

und

((Mid — Z)_IVX[a,ﬁ]f>(/\) = (/'Jj[aﬁ]()\ﬂ”)f(ﬂ”) dl’)j-
Mit vga’ﬁ](A,x) =(A- z)ﬁga’ﬁ]()\,:v) gilt al]jo
(Vo) ) = (/v][-a’ﬁ](/\,:c)f(:c)dx)j.
R
Fiir [o, 8] C [o/, '] und alle f € L*(R) mit f(z) = 0in R\ [e, (] gilt natiirlich
VXiagt) = VXgar 0/ 5 also

U][-a’ﬁ](/\,x) = v][-al’ﬁl](/\,x) f.i. in R x [a, 3]
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Deshalb gibt es Funktionen v; : R x R — C mit v;(\, z) = v][-a’ﬁ]()\, z) f.u. in
R x [a, B] fiir alle [a, 3] C R und

VO = [wOvor@) i fir f e BR)
R
Fiir beliebige f € L*(R) ergibt sich daraus

n

(V;)(A) =Lim. [ v;(A z)f(z)dz

n—o0

—-n

(wobei 1.i.m. im Sinne von L*(R, g;) zu verstehen ist).
Was kann man iiber die Funktionen v;(-,-) sagen?

Fiir beliebiges [a, 3] C R sei A, o der ,minimale“ durch 7 in L*(a,3) er-
zeugte Operator,

D(A,p0) = {f € LQ(a,ﬁ) : f absolut stetig, f' € LQ(a,ﬁ),f(a) = f(B) = 0}
Aapof = —if fiir f € D(Aspo)

Wir wissen (Satz 8.12), daBl (A, 50)* = A, p der maximale durch 7in L2 (o, §)
erzeugte Operator ist, d.h.

D(A,p) = {f € L*(a,B): f absolut stetig, [ € L2(a,ﬂ)},
Aypf = —iff fir f € D(A,p).

Fiir jedes f € D(A, ,0) gilt also

B B
(0] Assal) = [wra)rf(@)ae = [o0)(Th) @) e

[,8]

B
= (GTHO) = AN = [ A0 f(a)da
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Also ist v;(A, )

bzw.

o € P((Aapo)) = D(Aag) wnd A50,00) = 2000

_Ldivj(A’:v) = )\U]'()\,.f), Zdivj()\,$> = )\U]'()\,.I).

T x
Daraus folgt

vi(A,x) = e
(zunéchst eigentlich nur v;(A, z) = ¢;(A)e~**; die Funktion |c;(+)| kann aber
in das MaB p; eingebaut werden, die Phase arg ¢;(+) spielt ohnehin keine Rolle
fir die Spektraldarstellung).

Wieviele Komponenten sind fiir die Spektraldarstellung von T' wirklich notig??
Da V: L*(R) = @;L*(R, p;) unitér ist (also insbesondere bijektiv), ist jeder
Teilraum

Hy = {(gj)j tg; =0 fiir j # k}
von &;L*(R, ;) in R(V) enthalten. Sei

H, =V~ 'H,.

Firjedes f € Hyist V; f = 0 p;~f. 1. j # k. Auf Grund der obigen Darstellung

aller V; ist dann aber auch
(Vif)(A) =0 p; - f.i. fur alle 5 # k,

d.h. jedes f € H,, verschwindet o;—f. 1. fiir j # k. Die MaBe p; werden also
von disjunkten Mengen getragen. Definiert man fiir jede Borelmenge A

o)=Y ei(A),

so wird also

n

F: L}R)— LX(R, o), (ﬁ)(x)zg.ﬁr&. e=N f(z) da

eine Spektraldarstellung von 7' (wobei hier der Li.m. im Sinne von L*(R, o)
zu verstehen ist).

3Mit dem Konzept der geordneten Spektraldarstellung sieht man sofort, daff die v;(};, )
linear unabhéngig sind, es kann also nur eine Komponente sein.
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Nun bleibt noch das Maf} ¢ explizit zu bestimmen:
Fir jedes f € L*(R) und f,(z) = e f(x) gilt offenbar ||f]| = ||F[| =
[ fall = 1 £ fal| und

(Ff)\) =Lim. [ e =92 f(z)dz = (Ff)(A — a).

n—oo
-n

Insgesamt folgt, daBl das MaB} ¢ translationsinvariant ist, also ein Vielfaches
des Lebesgue-MafBes, ¢ = cor..

Es bleibt die Konstante ¢ zu bestimmen. Diese findet man, indem man F
auf eine spezielle Funktion anwendet, z.B. ¢(z) = exp(—z?/2). Fiir diese
Funktion zeigen wir Fip = V27 . Die Unitaritit von F liefert dann ¢ = 1/27,
und somit ist

F i LA(R) = LA(R), (F/)(A) =1im. ﬁ/e—wf(x)dx

eine Spektraldarstellung von T'; F' wird als (eindimensionale) Fouriertrans-
formation bezeichnet.

Die noch fehlende Tdentitit Fo = /27me folgt aus

¢'(x) +ap(x) =0, ¢(0)=1

und

= i [ gl de = ~(Foy O,
(Fg)(0) = /exp(—x2/2) de = \/2r.

@ und F ¢ erfiillen also die gleiche lineare Differentialgleichung erster Ord-
nung mit Anfangswerten 1 bzw. v/2m, also gilt Fo =V27me. O
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Als néchstes betrachten wir Funktionen eines selbstadjungierten Ope-
rators. Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum X, F seine
Spektralschar (im Sinne von Satzll.5), u eine E-meBbare Funktion. Wir
definieren

W(T) = up = /tdE(t).

Diese Definition erscheint verniinftig, weil aus dem Funktionalkalkiil u. a. folgt:
J=t,u=id gilt ug =idg =T,
— fiir u(t) = t*, w =id-id gilt ug = idgidg = TT = T?,

)

)

= i (fir ¢ > 0) und T > 0 wird sich zeigen: ugug = R,
d.h. up = T2,

Weiter betrachten wir die Funktionenschar us : R — C, us(t) = et fiir
s € R. Da die Funktionen wug; beschrankt sind, macht der Funktionalkalkiil
keinerlei Probleme. Wegen wg, (1)us, (1) = g, 15, (1) gilt offenbar
sy (Tus,(T) = (us, )5 (us, )5 = (ths s, )0

= (u81+82>E = Usi+s, (T)
Es liegt deshalb nahe, die formale Schreibweise

US(T> — e—isT
zu verwenden. Tatsachlich gilt, was mit Hilfe des Funktionalkalkiils leicht zu

beweisen ist:

Satz 12.5 {us(t) : s € R} ist eine stark stelige einparametrige Gruppe
unitdrer Operatoren mit infinitesimalem Generator —iT.

Bemerkung 12.6 Wie schon in Bemerkung 10.4 angemerkt, ist also fiir
jeden selbstadjungierten Operator T das Anfangswertproblem der Schrodin-

gergleichung
d
7E¢(f> =T(t), ¢(0)=0

fiir jedes ¢ € D(T) eindeutig losbar.
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Nun soll noch der Zusammenhang zwischen Spektrum und Spektralschar
untersucht werden. Die Definition des Spektrums ist bekannt; aulerdem ist
offensichtlich jeder Figenwert im Spektrum enthalten.

Das wesentliche Spektrum o.(T) ist die Menge der A € R, die Haufungs-
punkte des Spektrums sind oder unendlichvielfache Eigenwerte. o (T') ist
eine abgeschlossene Teilmenge von o (7).

Das diskrete Spektrum o4(T') ist die Menge der Eigenwerte endlicher Viel-
fachheit, die isolierte Punkte des Spektrums sind. Dies ist eine i.allg. nicht
abgeschlossene Teilmenge von o(T'), 04(T) = o(T) — o.(T).

Mit Hilfe des Spektralkalkiils kann leicht der folgende Satz bewiesen werden,
mit dem die Punkte des Spektrums charakterisiert werden:

Satz 12.7 Sei T ein selbstadjungierter Operator, X € R. Die Eigenschaf-
ten (i)... (111) bzw. (iv) sind jeweils dquivalent:

a) (i) A ist Figenwert von T.
(ii) Es gibt eine Cauchyfolge (z,) € D(T') mit

z, /0 und (T — X)z,, — 0.

E({A}) = E(X) — E(A=) #0 (d.h. X ist Sprungstelle von E ).

A€ o(T),
FEs gibt eine Folge (x,,) aus D(T) mit z,, /0 und (T — X)x,, — 0,

Fiir jedes ¢ > 0 ist F()\ + 6) F( — 6) # 0 (d. h. X\ ist Wachs-
tumsstelle von E),

(iv) A=2)"" € o((T—2)"") & X € o(T) fir ein/alle z € o(T).
c) (i) Aeoe(T),
(ii) Fs gibt eine Folge (x,) aus D(T) mit z, /4 0, x, — 0 und (T —

Az, — 0 (eine solche Folge heifit eine singuldre Folge zu T' und
A,

(iil) Fir jedes ¢ > 0 st dim(E(A+¢) — F(A —¢)) = 0.
d) (i) A€ oy(T),

(iii

b) (i
(ii

)
)
)
(iii)
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(ii) Es gibt eine Folge (x,) aus D(T) mit x,, 4 0 und (T — M)z, — 0,
und jede derartige Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge,

(ii1) E({A\}) # 0 und endlichdimensional, und es gibt ein ¢ > 0 mil
F(\+2) — B\ —2) = B({\}).

e) Ist D ein core (determinierender Bereich von T, d.h. T|p = R), so
konnen die jeweiligen Folgen mit Eigenschaft (it) aus D gewdhlt wer-
den.

Eine wichtige Klasse selbstadjungierter Operatoren (insbesondere in den An-
wendungen) sind die halbbeschrankten Operatoren. Ein selbstadjungierter
Operator T heit halbbeschrinkt nach unten, wenn ein v € R existiert mit

(x,Tz) > ~||z||* fiir alle z € D(T).

Satz 12.8 Fir einen selbstadjungierten Operator T mit Spektralschar E
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist halbbeschrdnkt mit unterer Schranke .
(if) E(t) =0 firt <4,
(iii) (—o0,y) C o(T).

Fir die Eigenwerte eines halbbeschréankten Operators unterhalb des wesent-
lichen Spektrums gilt eine Max—Min—Charakterisierung dhnlich der fiir kom-
pakte Operatoren.

Satz 12.9 Sei T cin nach unten halbbeschrinkter selbstadjungierter Ope-
rator:
a) mino(T) = inf{(:z:,T:v> Lz € D(T), ||z|| = 1}.
b) Fir die Zahlenfolge (\,) mit
Ap 1= sup inf {<$,T:1:> cx € D(T),||z|]| =1,2L <4, .. .yn_l}
Y1ye-yn—1 ED(S)
firn € N gilt
(i) (An) ist nichl—fallend, X, — Xy < o0,

(i) Ist A, < A, so ist A, Figenwert von T mit endlicher Vielfachheit,
A, € O'd(T>.

(iil) Ist Aew < 00, 50 ist Ao = mino.(T); ist Aos = 00, so ist o.(T) = 0.
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13 Storungstheorie selbstadjungierter Opera-
toren

Héaufig haben Operatoren, die untersucht werden sollen die Gestalt T+ V/,
wobei T' selbstadjungiert ist mit gut bekanntem Spektrum, wahrend V' sym-
metrisch und ,relativ klein“ ist.

Ist auch T'+V selbstadjungiert? Was kann man iiber das Spektrum von T+ V
sagen?

Zunachst zur Stabilitidt der Selbstadjungiertheit.

Satz 13.1 (Rellich-Kato) Set T selbstadjungiert, V symmetrisch und
T-beschrinkt mit T-Schranke < 1. Dann ist T + V selbstadjungiert. (Ist
T wesentlich selbstadjungiert, so ist T + V wesentlich selbstadjungiert mit
T+V =T+ V. Ist T selbstadjungiert und gilt ||Vz| < ||Tz| + al|z| mit
einem a > 0, so ist T+ V wesentlich selbstadjungiert.)

Auch die Halbbeschranktheit ist recht stabil:

Satz 13.2 Sei T selbstadjungiert mit unterer Schranke v, V symmetrisch
und T =beschrdnkt mit T'-Schranke < 1. Dann ist auch T +V halbbeschrédnkt

nach unten.

Gilt ||Vz|| < allz|| 4 b||Tz| fir alle x € D(T) mit einem b < 1, so ist

a
Y =T — max{m,a—l- b|’YT|}
eine untere Schranke von T + V.

Aus der Charakterisierung der Punkte des wesentlichen Spektrums durch
singulare Folgen ergibt sich sofort: Sind Ty, T; selbstadjungiert mit D(7}) =
D(T,), und ist Ty — Ty kompakt, so haben Ty und T3 die gleichen singularen
Folgen; insbesondere ist also o.(T}) = 0.(T,). Tatsachlich gilt viel mehr:

Ist T ein Operator von X nach Y (zundchst Banachrdaume), und ist V ein
Operator von X nach Z mit D(T) D D(V). V heifit T-kompakt, wenn jede
Folge (z,) aus D(T), fiir die (||z,||7) beschrinkt ist, eine Teilfolge (z,,)
enthalt, fiir die (Vz,,) konvergent ist, d.h. wenn V : (D(T),|| - ||lr) = Z
kompakt ist.
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Satz 13.3 Sei T ein abgeschlossener Operator in X mit nicht-leerer Re-
solventenmenge, V' ein Operator von X nach Y, z € o(T). Dann gilt: V ist
genau dann T-kompakt, wenn V(T — 2)™" : X — Y kompakt ist.

Satz 13.4 Sei T ein abgeschlossener Operator, V' sei T—kompakt. Dann
ist V' T-beschrdnkt mit T-Schranke 0.

Satz 13.5 Sei T selbstadjungiert, V symmetrisch und T -kompakt. Dann
ist auch T + 'V selbstadjungiert und es gill o.(T + V) = o.(T) (tatsdchlich
haben T und T 4+ 'V die gleichen singuliren Folgen).

Satz 13.6 Sind T\ und Ty selbstadjungiert und ist (Ty —z)™" — (Ty — 2)7!
kompakt fir ein/alle z € o(Th) N o(T5), so gilt o(T)) = o.(T5).

Bemerkung 13.7 Aus der T-Kompaktheit von V folgt mit Hilfe der
Resolventengleichung die Kompaktheit von (T +V — z)™t — (T — z)~! fiir
jedes z € C\ R. In diesem Sinn folgt Salz 13.5 aus Satz 13.6.

In manchen Féllen ist die relative Kompaktheit von V' eine etwas zu starke
Forderung. Es ist deshalb niitzlich, daf§ u. U. die T?-Kompaktheit ausreicht.
(Man beachte, daB aus der T-Beschranktheit und der 7P-Kompaktheit von
V fir ein p > 1 die T?—Kompaktheit fir jedes ¢ > 1 folgt; i.allg. nicht fur

g=1.)
Offensichtlich ist V genau dann T*-kompakt, wenn V(T — z)~2 kompakt ist.

Satz 13.8 Sei T selbstadjungiert, V symmelrisch und T-kompakt.

a) Ist S eine selbstadjungierte Fortsetzung von T 4+ V', so gilt o.(T) C

o.(S). (Man beachte, daf aus der Voraussetzung nicht folgt, dafi V
relativ beschrdinkt beziiglich T' ist, also auch T 4+ V nicht notwendig
selbstadjungiert ist.)

b) Ist auflerdem D(T) C D(V) (V ist also T-beschrinkt), so ist jede
singuldre Folge zu T und X auch singuldre Folge zu T + 'V und .

c) Ist D(T) C D(V) und T + 'V selbstadjungiert (z. B. weil V eine T
Schranke < 1 hat), so gilt 0.(T) =0, (T + V), T und T +V haben die

gleichen singuldren Folgen.
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Wie kann man feststellen, ob unterhalb eines u € R mindestens/hochstens
eine gewisse Anzahl von Spektralpunkten liegen?

Satz 13.9 Sei T ein selbstadjungierter Operator.

a) Fuaistiert ein m—dimensionaler Teilraum (m € NU{oo}) von D(T') mit
(x,Tz) < p||z||*  fiir alle x € M \ {0},

so ist dim E(pu—) > m. (Weifs man, daff unterhalb p nur diskretes Spek-
trum liegl, so gibt es also mindestens m FEigenwerte [mit Vielfachheit
gez@hlt] unterhalb p.)

b) Gibt es einen m—dimensionalen (m € N) Teilraum M von X mit
(x,Tz) > pllz||*  fir alle x € D(T) N M*t,

so st T halbbeschrinkt nach unten und es gilt dim E(u—) < m. (Insbe-
sondere gibl es also hochstens m Eigenwerte [mit Vielfachheit gezdhlt]
unterhalb p.)

Beweis. a) Wire dim E(u—) < m, so gibe es ein x € M N R(FE(p—))* mit
||| # 0, also (x, Tz) > pl|z|*, ein Widerspruch.

b) Wire dim E(u—) > m, so gébe es ein 0 < g mit dim(FE(u—)— E(o)) > m,
also ein x € (R(E(u—) _ E(e))N ML) \ {0} € D(T), fir das gilt

(2, T) < el
Also gilt dim E(u—) < m; daraus folgt auch die Halbbeschranktheit. ]

14 Ein—Teilchen—Schrédingeroperatoren

Bis auf mathematisch unwichtige physikalische Konstanten hat ein Ein—
Teilchen-Operator (im elektromagnetischen Feld) die Form
S = —A+2 ; aj(:v)% +idiva(z) + |a(:v)|2 + V(z),

= AW
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wobei V/(+) das Potential des elektrischen Feldes ist, F(x) = —grad V(z), a(+)
das Vektorpotential des magnetischen Feldes, b(z) = rot a(z). (In der Physik
wird haufig o. E. div a(z) = 0 angenommen, Coulomb—FEichung; die Wahl ver-
schiedener Vektorpotentiale mit gleicher Rotation liefert unitar dquivalente
Operatoren.)

Fiir hinreichend glatte und schnell genug abfallende Funktionen f (z.B. aus
CP(R™) oder S(R™)) gilt offenbar (mit der Fouriertransformation F')

—Af = F_1M|.|2Ff, M. f = F(=A)F~'f.
Da My mit
D(Mo) = S(R™),  Mof(x) = |z|*f(2)

wesentlich selbstadjungiert ist mit M, = M,.2, dem maximalen Multiplikati-
onsoperator mit |z|?, ist auch Ty mit

D(To) = S(R™), Tof(x) = —Af(x)
wesentlich selbstadjungiert, T = Ty mit
D(T) = F_ID(M|.|2>, T = F_1M|.|2F.

D(M2) wird auch mit L3(R™) bezeichnet; dabei ist fiir k& € N (ggf. auch fiir
k€ R)
LER™) = {f € I*R™): |- 'S € I*R™) };

dies ist ein Hilbertraum mit der Norm

o = J0+ o)

Rm

Der Sobolevraum der Ordnung £ ist
WZ(R™) := FT'Li(R™),

mit der Norm

b

A1l = 1F Ay = ||+ 1172 F 1]

und es gilt f € WZ(R™) genau dann, wenn eine Folge (f,) aus C§°(R™)
existiert, fiir die (D f,,) fiir jedes || < k in L?*(R™) konvergiert und f, — f
in L*(R™) gilt. Der L?>-Limes f, = lim D f, ist die D*~Ableitung (im L*-

Sinn) von f.
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Satz 14.1 (Sobolevscher Einbettungssatz) Sei k > % Dann
enthdlt die Aquivalenzklasse von jedem f € W2(R™) eine stetige Funktion

(die wir wieder mit f bezeichnen), und es existiert ein C' = C(k,m) mit

Ifllee < CIflle und f(z) =0 fir|z| — oo.

Um stets deutlich zu machen, worum es geht, bezeichnen wir im folgenden
den selbstadjungierten Operator T', der in obigem Sinn durch den aufDiffe-
rentialausdruck —A erzeugt wird, mit —A.

Satz 14.2 a) o(—A)=1[0,00), —A hat keine Figenwerle.

b) Firm <3 gilt D(—A) C C(R™) (dem Raum der stetigen Funklionen
mit f(z) — 0 fir |z| — oo).

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann nun auch die Resolvente von —A
(fiir m < 3) und die durch —A erzeugte unidre Gruppe explizit berechnet
werden:

Satz 14.3 AufC\[0,00) sei~/z so definiert, daffTm \/z > 0 gill. Dann ist
(—=A—=2)7" fiirm <3 ein Integraloperator mit Kern k,(z —vy), k, € L*(R™),

1 .
i/z|z] irm = 1
e irm =1,

= B
—— VAR fip o =3

Ar|z|

(der Fall m = 2 ist komplizierter).

Satz 14.4 Fir f € L*(R™) und t £ 0 gill

e~ f(2) = Lim ﬁ / eXp(— %)f(y) dy

Nioo (47T'it
lyl<N

(dabei ist Re (4mit)'/? > 0 und (4mit)™/? = ((4mit)/2)™ ).
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Eine wichtige Konsequenz aus dieser Formel ist

/ = ()

Das bedeutet, daB es beziiglich dem Schrédingeroperator —A nur Streu-
zustdnde gibt.

2
dr — 0 fir fe L*(R™) und K CCR™.

Nun soll noch gezeigt werden, dall S = —A + W ebenfalls selbstadjungiert
ist auf D(S) = WF(R™), daB S halbbeschriankt nach unten ist, und (unter

etwas stiarkerer Voraussetzung) daB S das wesentliche Spektrum [0, oo) hat.
Zuniachst ein — auch in anderen Zusammenhangen — niitzliches Hilfsmittel:

Lemma 14.5 Ist g € L*(R™) und ist G, : f — gD [ relativ beschrinkt
beziiglich —A mit relativer Schranke 0, so ist G, bereils (—A)-kompakt.

7Zum Beweis zeigt man zunédchst, daB G, (—A)P~kompakt ist fiir p > 74 |§—|

Zusammen mit der (—A)-Beschrianktheit mit Schranke 0 folgt daraus die
Behauptung.

Satz 14.6 Sei m < 3, a(-) beschrinkt, diva € L, (R™), V € L (R™).

a) Ist|a(z)|+]|diva(z)|+|V(z)| beschrinkt fir |z| — oo, so ist W (—A)-

kompakt mit relativer Schranke 0.

b) Gilt |a(z)| + |diva(z)| + |V(z)| = 0 fir |z|] — oo, so ist W (—A)-
kompakt.

(In beiden Fillen ist also T = —A+W selbstadjungiert auf W3(R™), wesent-
lich selbstadjungiert auf CS°(R™) und halbbeschrinkt nach unten. Im Fall b
ist auflerdem o.(T) = [0,00) und unterhalb 0 gibt es héochstens isolierte Fi-
genwerte, die sich nur bet 0 hdufen kénnen.)

Allgemeiner gilt:
Satz 14.7 Seim <3, a(+) beschrinkt, diva und V gleichméfig lokal L2,

a) W st (—A)fbeschrdnkt mit relativer Schranke 0.
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b) gilt mit Na(p) = J,_, 1 la(y)]* dy
la(z)] + Naiva(z) + Nv(z) = 0 fir |z| — oo,
so ist W (—A)—-kompakt.

In hoheren Dimensionen (rm > 3) miissen die L*-Bedingungen durch entspre-
chende L?-Bedingungen (q > %) ersetzt werden. Die wirklich interessanten
Operatoren in hoherer Dimension sind N-Teilchen-Operatoren (m = 3N).
Dort hiangen die Koeffizienten wieder nur von 3 Koordinaten ab, und es
geniigen die L*~Bedingungen beziiglich dieser Koordinaten.

15 Eigenwerte von Ein—Teilchen—Operatoren

Zwei recht grobe Aussagen iiber die Zahl der negativen Eigenwerte von T =

—A 4+ W sind relativ leicht moglich.

Satz 15.1 Die Voraussetzungen fiir die (—A)-Beschrinktheit von W aus

dem vorangehenden Abschnitt seien erfillt.

(m —2)°
Alal]?
hat keine negativen Spektralpunkte (also insbesondere keine negativen
Figenwerte; iiber eventuelle positive Figenwerte ist damit nichls ausge-

sagt).

a) Firm >3 seiV(z) > — . Dann ist —A+V >0, d. h. —A+V

b) Gibt es D >0, ¢ € (0,2) und r > 0 mit
D

|$|2_5

V(z) < ——— fiir 2] > 7,

|;c|2_5{|a(;v)|2 + |diva(:v)|} 0 fir |2 — oo,

so ist dim R(F(0—)) = oo. (Ist auferdem W (—A)-kompakt, so ist
—A + W halbbeschrinkt nach unten, o.(—A + W) = [0,00), und die

negativen Figenwerte konnen sich nur bei 0 hdufen.)

Der Beweis des ersten Teils dieses Satzes benutzt die Hardysche Ungleichung:
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Satz 15.2 (Hardy—Ungleichung) Sei f ¢ C&(R™) fir m > 3,
fe C(R™\ {0}) firm =1 und m = 2. Dann gilt

4 2 .
Uk, g [ e f@)P e firm =1 =3,
' 4J 1o ol | grad f(@) defir m =2

mﬂap(%) mit ¢ €
Cg?(R™) und suppp C {z € R™: 1 < |z| < 2} benutzt. Fiir diese folgt auf
Grund der Voraussetzungen

Zum Beweis von Teil b werden Funktionen ¢,(z) := n~

<S«9m (—A+ W)gon> < 0 fiir grofe n.

Damit und mit Satz 13.9 folgt die Behauptung.
Abschlielend noch ein einfaches Resultat iiber die Nichtexistenz positiver

Eigenwerte von —A + V' (d. h. die Stetigkeit des Spektrums in [0, co)).

Satz 15.3 (Virialsatz) Set T'=—-A+V, V homogen vom Grad —p
mit o € (0,2) (damit die Bedingungen fir die Selbstadjungiertheil erfilll
sind, muf gelten: o < % fir m <3, 0 < % fiir m > 3). Dann gilt fir jede
Figenfunktion f von T zum Figenwert )

(r12=0Vv-22)f) =0,
in anderen Worten der quantenmechnaische Virialsatz *:
2<f; _5f> =: 2Fkin = _QEpot = _Q<f7 Vf>

Korollar 15.4 Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes hat —A+V
keine Figenwerte in [0, 00).

Ist namlich (=A+V)f = Xf mit X >0, so gilt

0 = <fv{(2—9)V—2/\}f>=<f,(2—9)(V—)\)f>—g/\<f,f>
= (2= o)(f;Af) = MIf|* > 0.

“Der Virialsatz stammt urspriinglich aus der Mechanik (genauer der Himmelsmecha-
nik). Dort ist ¢ = —1, und der Satz besagt, dal das Mittel der potentiellen Energie iiber
eine Periode gleich dem 2-fachen des Mittels der kinetischen Energie 1st.
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Uberraschend ist, daf dieses Resultat auch fiir N-Teilchenoperatoren mit
Coulomb—Wechselwirkungen gilt: auch diese haben keine Eigenwerte < 0,
d. h. es gibt keine gebundenen Zustdnde mit positiver Energie. Allerdings ist
fiir diese Operatoren das wesentliche Spektrum [u, 0o0), wobei im allgemeinen
p negativ ist; in [y, 00) konnen tatsiachlich Eigenwerte enthalten sein.



