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1 Einfiihrung

1.1 Bemerkungen zum Streuprozef}

Obwohl zur Mathematischen Streutheorie auch zahlreiche Bereiche gerechnet werden, die mit der
physikalischen Vorstellung von Streuung nichts zu tun haben, ist die gesamte Theorie ohne ein gewisses
Verstéindnis des Streuprozesses kaum denkbar. Es soll deshalb zunichst kurz darauf eingegangen
werden. Dabei wird hier die klassische Physik im Vordergrund stehen; spéter werden wir uns dagegen

hauptséchlich mit quantenmechanischer Streuung befassen.

Tatséchlich tritt Streuung in praktisch jedem Bereich der Physik auf, z. B.: Streuung klassischer
Teilchen an einem Potential, Streuung quantenmechanischer Teilchen an einem Kern (oder den Kernen
eines Gitters, ...), Streuung einer Schallwelle an einem Hindernis. Immer geht man dabei von der
Vorstellung aus, daf} ein Prozef in der fernen Vergangenheit und in der fernen Zukunft , frei“ ablauft
(da weit entfernt). Ein Streuproblem wird als gelost betrachtet, wenn man zu jedem ,freien Zustand“
in der Vergangenheit den zugehorigen ,freien Zustand“ in der Zukunft (und evtl. umgekehrt) angeben

kann; diese Abbildung wird dann meist als ,,Streuoperator* bezeichnet.

Wir wollen versuchen, dies mathematisch etwas préziser zu formulieren: Ein physikalischer Vorgang

wird in der Regel durch eine Evolutionsgleichung

d
Sult) = F(u(t))

beschrieben, wobei u(t) den Zustand des Systems zur Zeit ¢ beschreibt, z. B.

0 x(t) »,Ort* eines klassischen Teilchens
u = =
z(t) im Phasenraum R® zur Zeit ¢,

die Wellenfunktion eines quantenmechanischen

Teilchens zur Zeit t.

u(-,t) € L2(1R3){

Im zweiten Fall beschreibt |u(-,t)|?> die Dichte fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens.

Die rechte Seite der Evolutionsgleichung ist in diesen Féllen gegeben durch:

a(t) \ (t)
F< z(t) ) B —%gradV(x(t)) ’

wobei V' das Potential (d.h. —gradV das Kraftfeld) ist, in dem sich das klassische Teilchen
bewegt, bzw.

F(u(-,t)) = —iHu(-,t),
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2
wobei H der Schrédingeroperator des Teilchens ist, also z.B. H = —2—A + V(-) fiir ein
m

Teilchen der Masse m im Potential V.

Auf den quantenmechanischen Fall werden wir noch sehr ausfiihrlich zuriickkommen. Hier betrach-

ten wir nur den (zumindest begrifflich) einfacheren Fall eines klassischen Teilchens.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, daf§ das Potential (und damit das Kraftfeld) einen kom-
pakten Tréger hat und das Teilchen sich fiir groBe [¢t| auBerhalb dieses Trigers bewegt. Dann gilt

fiir ¢ nahe — oo : x(t) = z_+to_,
fiir t nahe + oo : z(t) = zy+toy,
wobei wegen Energieerhaltung offenbar |vy | = |v_| ist. Dabei ist klar, dafl man prinzipiell, d. h. wenn

das Potential so ,,gutartig® ist, dafl das Teilchen nicht eingefangen werden kann (non—trapping), die

Grofen x4 und vy = @(t) aus z_— und v_ = &(t) durch Integration der

t— oo t— —o0
Bewegungsgleichung erhélt (mit einer Anfangsbedingung x(tg) = z_ +tov—, @(tg) = v— mit tg so

nahe bei —oo, daB fir ¢t <ty gilt z_ +tv_ & supp V). Der ,,Streuoperator* ist dann die Abbildung

Er ist also fiir alle z_,v_ € IR® definiert; da alles umkehrbar ist, ist diese Abbildung dann auch

surjektiv, d. h. jedes ( x) kommt als ,, Anfangszustand“ und als ,, Endzustand“ vor.
v
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Betrachten wir zur Illustration den 1-dimensionalen Fall (vgl. Bild):

Fiir Energien < Ey wird das Teilchen reflektiert, wobei die Geschwindigkeit zeitweise variiert,

aber insgesamt nur ihr Vorzeichen wechselt; der Streuoperator hat also die Form

(.’L'_,’U_) — (CL'_;,_(.’L'_,’U_), _U—)'

Fir E > Ey lauft das Teilchen durch, wobei seine Geschwindigkeit zeitweise variiert, am Ende aber

wieder gleich v_ ist; gegeniiber der freien Bewegung tritt aber i. allg. eine zeitliche Verschiebung ein;

der Streuoperator hat also die Form

(.’L'_,’U_) — (CL'_;,_(.’L'_,’U_),U_).

Betrachten wir nun noch den Grenzfall, wo ,,V(z) = c0“ in G :=suppV gilt, d. h. das Teilchen wird
am Rand von G geméf dem iiblichen Reflexionsgesetz reflektiert. Zumindest wenn der Rand von
G nicht zu kompliziert ist, wird das Teilchen sich nach einiger Zeit von G entfernen (non—trapping

boundary).
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Wenn das Potential keinen kompakten Tréager hat, sondern weit drauflen nur hinreichend klein ist,
wird die Bewegung auch fiir sehr grofie (negative bzw. positive) Zeiten nicht exakt durch x4 + tvs

beschrieben. Aber man wird u. U. erwarten, daf§ die Bewegung asymptotisch frei ist, d. h.

es existieren z¢ und vy mit |z(t) — 2y —tvx | —0 fir ¢— Foo. (1)

Tatséchlich mufl hierfiir das Potential im Unendlichen ,;sehr klein“ sein. Schon fiir das Coulomb-
potential gilt die Aussage nicht:

Satz 1.1 Ein 1-dimensionales klassisches Teilchen bewege sich mit positiver Gesamtenergie in
einem konservativen Kraftfeld mit dem Potential V(z) = C(1+ |z])™® mit o« >0 und C # 0.

Dann gilt zusitzlich (1) genau dann, wenn « >1 ist.
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Beweis. O.E.sei m =2 (d.h. wir verzichten auf unnstige Konstanten). Es geniigt offensichtlich,
den Fall ¢ — 400 zu betrachten. Die Anfangsbedingung sei so gewéhlt, dal z(t) — oo fiir t — o0

gilt (Entsprechendes gilt fiir den Fall z(t) — —oo fiir t — 400).

Aus |@(t)]? =E - V(z(t)) (E = Gesamtenergie) folgt dann
1/2
(t) = (E - V(a:(t))) —VE  fir t—o0 2)

(man beachte, dafi #(¢t) fiir grofie ¢t das Vorzeichen nicht wechseln kann und deshalb #(t) > 0 gelten

muf).

Sei zunéchst « > 1 (in diesem Fall geniigt es sogar, |V (z)] < C(1 + |z|)~® vorauszusetzen):

Wegen (2) gibt es Konstanten ¢ty € R, 1 € R und v; >0 mit
vy <&(t) und x; +ouit <az(t) fir t>tp.

Nach dem Mittelwertsatz gilt mit einem 7 zwischen 0 und y

(E—y)¥/? = (E—O)1/2+y§8{(E—s)l/2} L =VEB- W
Fiir groBe t ist z.B. E—V(z(t)) > % und somit
#(t) = (E—V(x(t)))m:\/E+o((1+t)*a),
2(t) = :co+x/Et+/t0((1+T)—a) dr
- :CO+\/Ef+70((1+T)_a)dT—70((1+T)_a>dT

- :zo+x/Et—/0((1+T)—a) dr = &9 + VEt + O(t9).

t
Das ist die Behauptung in diesem Fall (dabei ist z, = &g, vy = VE).

Sei nun « < 1: Dann gilt wegen (2) fiir geeignete c¢1,co >0 bzw. ¢1,c2 <0 (abhingig davon,

ob C grofler oder kleiner 0 ist) und grofle ¢

<VE-c(1+t)7,

i(t) = (B =V (z(t)"?
) =( (z(t)) > VB — eyl 1)
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<VEBt+es— (1 +),
«

x(t) c
>VEt+cy— —(1+t)>.
(0%

1
(Fiir =1 ist hier —(14¢)""® durch In(1+t) zu ersetzen.) Wiirde (1) gelten, so wire fiir grofie
o

t mit geeigneten x4, vy
VEt+ces— 20+~ 1<y +vit <VEt+es— 21+ +1.
e e}

Das ist fiir alle hinreichend groflen ¢ nur moglich, wenn gilt:

\/E§U+§\/E, also v+=\/E,

und
c1 = 0.

Letzteres ist ein Widerspruch; diesen erhélt man entsprechend im Fall aa=1. O

Auch in der quantenmechanischen Streuung wird sich zeigen, dafl das Coulombpotential ein Grenz-

fall ist. Die iiblichen (Mgller—), Wellenoperatoren“ existieren nur fiir Potentiale, die schneller fallen.

Tatséichlich haben wir zuviel verlangt. Messen kann man ohne weiteres nur die Geschwindigkeit
vz (Richtung und Betrag) vor und nach der Streuung. Diese sollte asymptotisch konstant sein, und

das gilt natiirlich auch fiir langsam abfallende Potentiale (vgl.(2)).

Wir beschreiben nun noch am klassischen Modell das Vorgehen in der quantenmechanischen Streu-
theorie. Ein Zustand des Systems werde beschrieben durch (g, vo), den Ort und die Geschwindigkeit
zur Zeit 0. Die asymptotisch freien Zusténde in Vergangenheit und Zukunft werden beschrieben durch

(x, v¢) mit ||z(t) —z¢ +vgt|| — 0 fiir ¢t — Foo. Mit Wz bezeichnen wir die Abbildungen
W¥ : (xiFaviF) L (I,U),

wobei (z,v) der Zustand des Systems (mit Potential) ist, der asymptotisch fiir ¢— Foo dem
freien Zustand (z4,vy) entspricht. Die entsprechenden Abbildungen in der quantenmechanischen

Streutheorie heiflen ,, Wellenoperatoren®. Die Abbildung
S = wilwe

ist dann der ,Streuoperator”. Er beschreibt den Streuvorgang ohne auf die Details des zeitlichen

Ablaufs einzugehen. Eines der wichtigsten und gleichzeitig schwierigsten Probleme der Streutheorie
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ist das sogenannte inverse Problem, von S auf das System zuriickzuschlieBen, hier also auf das

Potential V' (oder, beim reflektierenden Korper, auf dessen Gestalt).

Ein weiterer wichtiger Begriff, der hier schon kurz andiskutiert werden soll, ist der des ,,Streuquer-
schnitts®“. Wir denken uns einen unendlich ausgebreiteten homogenen Teilchenstrom der Dichte 1 mit
einheitlichem Impuls %k = |k|w. Der Anteil, der pro Raumwinkeleinheit (Flidche 1 auf der Einheits-
sphére) in Richtung «’ gestreut wird, heifit der differentielle Streuquerschnitt o(|k|,w’, w)
zur Einfallsrichtung w und zur Ausfallsrichtung w’. Das Integral beziiglich «’ iiber die Einheits-
sphire ist der totale Streuquerschnitt oot (|k|,w) zur Einfallsrichtung w. Ist das Streupotential
sphérisch symmetrisch, so hiingt o(|k|,w’,w) offensichtlich nur vom Winkel zwischen «’ und w ab,

otot (|k|,w) ist von w unabhingig.

Die physikalische Bedeutung des totalen Streuquerschnitts ist: Es werden gerade so viele Teilchen
aus ihrer urspriinglichen Richtung abgelenkt, wie beim ungestorten Teilchenstrom durch ein senkrecht
zu w stehendes Fliachenstiick der Groie oot (|k|,w) stromen. oo (|k|,w) ist also ein gewisses Maf

fiir den ,effektiven Querschnitt“ des Streuers bei Einfallsrichtung w .

Bei klassischer Streuung an einem Hindernis ist der totale Streuquerschnitt zur Einfallsrichtung
w gerade der maximale Querschnitt des Hindernisses orthogonal zu w. Bei klassischer Streuung
an einem Potential ist der totale Streuquerschnitt nur dann endlich, wenn das Potential kompakten
Tréger hat. Fiir die quantenmechanische Streuung hingegen zeigt sich, dafl der totale Streuquerschnitt

endlich ist, wenn das Potential schnell genug fillt.

1.2 Ein elementar 16sbares Streuproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Paar von Evolutionsgleichungen (,frei“ und ,gestort®),
das so einfach ist, daf} der ,,Streuoperator® explizit angegeben werden kann. Dabei sind die erforderli-
chen Uberlegungen fast unabhiingig vom zu Grunde liegenden Funktionenraum. Funktionalanalytische

Uberlegungen sind fast iiberfliissig. Spéter werden wir immer wieder versuchen, dieses Problem in den

abstrakten Rahmen (im Hilbertraum) einzubetten.

wEFreie® Evolution:

.0 . 10
Zaw—How mit HO——% auf IR.

1

Nach Wegkiirzen der i-s erhélt man die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

0 9]
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Sie hat offenbar die Losung (die man natiirlich auch mit der allgemeinen Theorie leicht erhilt)

1#(% t) = ¢(x -1, O) = ¢0($ - t) = (UO,twO)(‘T) )

wobei 1y die Anfangsfunktion fir ¢t =0 ist.

Die Differentialgleichung hat natiirlich nur Sinn, wenn % zumindest in gewissem Sinn differen-
zierbar ist. Der Losungsoperator Up: dagegen ist auf jedem verniinftigen Funktionenraum auf R

wohldefiniert, z. B.
C', G}, Lo, L, (insbesondere Ls).

Beziiglich jeder translationsinvarianten Norm sind die Up: offensichtlich isometrisch. Auflerdem sind

sie surjektiv (und somit bijektiv), unitir im Fall Ly : Ug, = U(Itl =Up,—¢.

,Gestorte* Evolution:
0 )
lawzH%/J mit H=-—+qx).

Explizit ausgeschrieben ist dies die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

0

(@) = _ﬂw(:c,t) - %q(iv)w(wat%

ox
Wie man leicht nachrechnet, hat diese die Losung

x—t

vlant) =exp {i [ a(s)dshun(e 1) = Vi) o)

x

mit der Anfangsfunktion o(x) = ¢(z,0).

Diese Losung findet man (zunéchst jedenfalls formal) wie folgt: Mit

x

Wola) = exp{i [ a(s)ds}e(o)

0

gilt offenbar

x

H= exp{ —iiq(s) ds}Ho exp {z/q(s) ds} =W tHW,
0

0
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und somit
(Uho)(z) = W(a,t) = W Uo:Weho()
= exp { —1 / q(s) ds} (ont exp {z / q(s)}1/)0) (z),
0 0

Tatsédchlich gilt damit

G0 = (“iate =t -0 i) e {i [ ats)as)

1/10
= (3 @) vl = TV,
oder formal
Qw = QW*U W fW”gU Wapg = W (—iHo)Uo s W
o1 tYo = o1 0,t 0 = o1 0,t 0 = g )Uo,t 0

= —iW THWW Uy Wrhg = —iHW Uy Wrhp = —iHUybg .

Der ,freie“ Zustand 4 ist also genau dann fiir t— +o0o asymptotisch gleich dem , gestorten®
Zustand v, d.h.

U07t’t/1i ~ Utw fir ¢t— 400 5

wenn gilt

iz —t) ~ exp { Ik
py(x) ~ exp {z f
il

Vi ()

I
=
@
>
e}
——
~.
+—s

Diese Grenzwerte existieren genau dann, wenn ¢ bei +oo bzw. —oo uneigentlich integrierbar ist.

Dann gilt

vite) = ex{i faashoe) = {-i o) as vio)

= exp

—i }oq(s) ds} exp {—i fz q(s) ds} Y_(x)

— 00

= exp {—i T q(s) ds} Y_(x).

— 00
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Wenn ¢ iiber (—oo,00) uneigentlich integrierbar ist, existiert also der Streuoperator S und ist

gegeben durch

o0

Sy_ = exp{ —1 / q(s) ds}i/), ;

— 00

er ist einfach Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1. Auf den ,meisten“ Funktio-

nenrdumen iiber IR ist dieses S offensichtlich bijektiv und isometrisch (in Lo(IR) sogar unitér).

Die Abbildungen

Wity =, Wipi(z) = eXP{-i-i T(J(S) d5}1/1+(50)7
W_ o =1, W_y_(z) = eXP{—i_f Q(S)d5}¢($)

heiflen (jedenfalls im quantenmechanischen Analogon, vgl. 1) Wellenoperatoren, und es gilt

offenbar

S = wilw..
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2 Charakterisierung der spektralen Teilrdume

Wir zeigen zunichst: Ist T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar FE(-) in einem

Hilbertraum H , so kann der Raum H dargestellt werden als orthogonale Summe
H:Hp@Hsc@Hac (Hc = sc@Hac:le)v

die aus den Elementen x € H bestehen, fiir die die Mafie o,(-) = |E(-)z||* gewisse Eigenschaften
relativ zum Lebesgue-Maf} besitzen (vgl. Abschnitt 2.1) ; die Teilrdume H,, Hs. und H. reduzieren
den Operator T . Es wird sich zeigen, daB fiir Schrodingeroperatoren die Elemente dieser Teilrdume

auch durch dynamische Eigenschaften charakterisiert werden kénnen (vgl. Abschnitt 2.2).

2.1 Abstrakte Definition der spektralen Teilrdume

Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Der beziiglich T
(spektral) unstetige Teilraum H, = H,(T) (englisch: pure point subspace H,,(T)) ist
die abgeschlossene Hiille der Eigenelemente von T'. Fiir einen Operator mit reinem Punktspektrum
ist dies der ganze Hilbertraum. Das orthogonale Komplement von Hy,(T) wird als der beziiglich
T (spektral) stetige Teilraum bezeichnet, H. = H.(T) := H,(T)*; H. ist also wieder ein
abgeschlossener Teilraum von H . Die Bezeichnung dieser Teilrdume bezieht sich auf Eigenschaften der
durch ihre Elemente 2 erzeugten (Spektral-)MaBe o,(-) = ||E(-)z||*; dies ergibt sich aus folgendem
Satz.

Satz 2.1 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Fiir
jedes Element x € H sei das Mafl o, auf R erklirt durch 0.(-) := ||E(-)z|]?.

a) Es gilt © € Hy(T) genau dann, wenn das Maff o, auf abzihlbar viele Punkte konzentriert
ist, d.h., wenn es eine abzihlbare Menge A C R gibt mit 0,(A) = 0.(R) = ||z||* bzw.
0,(R\A) = 0.

b) Es gilt x € H.(T) genau dann, wenn jeder Punkt von R, und damit jede abzihlbare Teilmenge

von IR, eine g,—Nullmenge ist.

Beweis. a) Ist x € H,, so gibt es eine Folge (\,) von paarweise verschiedenen Eigenwerten
von T und eine Folge von zugehérigen, paarweise orthogonalen Eigenelementen (v,) mit z =

Yot [lzl|* =3, lvall?. Fiir die abzéhlbare Menge A := {\,} gilt dann

=Y o)) = ZIIE {An})all* = Zl\vnll2 = [l2]* = ez(R).



12 2. CHARAKTERISIERUNG DER SPEKTRALEN TEILRAUME

Sei nun A = {s,,} eine abzihlbare Menge mit 0,(A4) = ||z|*. Aus

HZE{Sn} e = 1Bt = 3 ee(o0)) = 0:(4) = ol

folgt dann

o= 3 Bsabe] = hei? - | 3 Bitsase] =

und somit =Y E({sp})x. Wegen E({sp})x € N(T —s,) C H, ist damit z € H,

) Sei x € H.= H,. Fiir jedes s € R ist E({s})z € H,=H, also

0.({s}) = |[E{s})z|* = (z, E{s})x) =0 fiir alle s€R.

Da das Mafl o, o—additiv ist, folgt 0,(A) =0 fiir jede abzihlbare Teilmenge von R

Sei nun o,({s}) = 0 fiir jedes s € R. Es ist zu zeigen, da} z zu jedem Eigenelement von
T orthogonal ist. Ist v Eigenelement von T zum Eigenwert A (o.E. |jv]] = 1), so gilt fiir die

orthogonale Projektion P, auf L{v} offenbar P, < E({A}), also

(v, 2)* = [Poz|® < IE{AD]* = e ({A}) = 0.

Der stetige Teilraum H. wird nun noch weiter zerlegt. Zunéchst definieren wir den beziiglich T'
(spektral) singulir stetigen Teilraum H,. durch

Hy = Hy(T) = {:1: € H.(T): 3 Lebesgue-Nullmenge N mit E(N)z = :c}

{:1: € H.(T): 3 Lebesgue-Nullmenge N mit g,(N) = ||a:||2} .

Sind ¢ und p Mafle auf einer Menge X, so heifit ¢ singuldr beziiglich u, wenn eine p—Nullmenge
N existiert mit o(N) = o(X) bzw. o(X\N)=0. Wir kénnen also H,.(T) auch beschreiben durch

Hoo(T)={x € H.(T): o, ist singuldr beziiglich des Lebesgue-MaBes} .

Satz 2.2 Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Dann ist Hs.(T) ein

abgeschlossener Teilraum von H .
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Beweis. Es ist leicht zu sehen, da8 H,. ein Teilraum ist (Beweis!). Sei (z,) eine Folge aus
H,. mit z, — 2z, N, seien Lebesgue-Nullmengen mit F(N,)x, =z, . Aus z, € Hs. C H. und
der Abgeschlossenheit von H, folgt zuniichst = € H.. Sei N :=U,N, . Dann ist N wieder eine
Lebesgue-Nullmenge, und es gilt

E(N)z = lim E(N)z, = lim z, =z,

d.h. z€ H,.. O
Der beziiglich T' (spektral) absolut stetige Teilraum H,. ist definiert durch
Hye = Hoo(T) == H.© Hye = H-EN H...

Als orthogonales Komplement von Hg. beziiglich des Hilbertraumes H,. ist also H,. abgeschlossen.

SchlieBlich definiert man den beziiglich T (spektral) singulidren Teilraum H, durch
Hy = Hy(T) := H,(T) ® Hy.(T).

Satz 2.3 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Dann

gilt:
a) Hy(T) = {x€H : 3 Lebesque—Nullmenge N mit 0,(N) = ||z||*}
= {x € H : o, istsingulir beziglich des Lebesgue—MajSes} .
b) Hoo(T) = {x€H: 9,(N)=0 fiir jede Lebesgue—Nullmenge N}

= {x € H: g, ist absolut stetig beziiglich des Lebesque—Mafes} .

Beweis. a) Ist v € Hy = Hp, ® Hye, s0 gilt © =2, + x5 mit z, € Hy, 5 € Hse und es gibt

eine abzdhlbare Menge A C R mit E(A)x, =z,

eine Lebesgue—Nullmenge N C R mit E(N)zs = Tsc ,
und somit E(AUN)z =x.Da AUN eine Lebesgue—Nullmenge ist, ist also g, singulir beziiglich
des Lebesgue-Mafes.

Sei x € H und p, singulér beziiglich des Lebesgue-Mafes, d. h. es gibt eine Lebesgue-Nullmenge
N mit E(N)z==z.Da g,(R) < oo ist, gibt es eine héchstens abzéhlbare Teilmenge A C IR mit
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IE{sHz||? = 0.({s}) >0 fir 2 € A und [|E({s})z]|® = 0.({s}) =0 fiir alle s € R\A; es gilt
also

zp = FE(A)x € Hy.

Es bleibt zu zeigen, dal zs. := z — x, € H,., denn dann folgt = =z, + x5 € H, + Hse = H, . Ist

v ein Eigenelement zu einem Eigenwert A von T, so gilt
(Tse,v) = (& = zp,v) = (z = E(A)z, EA})v) = (E({A} N (R\A))z,v) =0,

denn entweder ist A € A wund somit {A} N (IR\A) = 0, oder es gilt A € R\A und somit
E({A}N(R\A))z = E({\})z =0 nach Konstruktion von A. Also ist in jedem Fall

Tse :::C—xpeHIf‘zHc.
Wegen
E(N)es. = E(N) (¢ — B(A)) = (I - E(A)E(N)a = (I - B(A))z = 2.

ist somit xs. € H.NHy = Hy, .
b) Es gilt Hy,e = H.©O Hse = HO (Hy, ® Hye) = HO Hs = H} . Ist = € H,.= H}, so gilt fiir
jede Lebesgue—Nullmenge N

0:(N) = | E(N)z|* = (z, E(N)z) = 0,

da E(N)x € Hy ist; d.h. o, ist absolut stetig beziiglich des Lebesgue—Mafes.

Sei nun g, absolut stetig beziiglich des Lebesgue—Mafles. Fiir jedes y € H; gibt es eine Lebesgue—
Nullmenge N mit y = E(N)y und somit ist, wegen p,(N) =0,

(@ y)| = (2, E(N)y)| = {E(N)z,y)| < 0a(N)|lyll = 0,

d.h.esgilt € H. ]

Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir eine weitere Begriffsbildung: Sei A ein Operator
im Hilbertraum H , M ein abgeschlossener Teilraum von H , Py; die orthogonale Projektion auf

M . Man sagt, M reduziert A, wenn gilt: fiir jedes = € D(A) ist

Pyx € D(A)  (also auch  Pyiax € D(A)), und
APMCC = PMA:Z?, APMLI = PMLACC.

Fiir beschrinktes A ist dies die Vertauschbarkeit von A und Pp;, APy = Py A.
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Satz 2.4 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H, M ein
abgeschlossener Teilraum von H, Py; die orthogonale Projektion auf M . M reduziert T genau
dann, wenn Py mit der Spektralschar E  vertauschbar ist (d.h. wenn E(t)Py = Py E(t)  fir
jedes t € R gilt). Die Einschrinkungen von T auf M bzw. M* mit den Definitionsbereichen

D(T)NM bzw. D(T)N M~ sind selbstadjungierte Operatoren in M bzw. M=t .

Beweis. Wird T von M reduziert, so gilt dies offenbar auch fiir die Resolvente von T, d.h.
die Resolvente ist mit Pj; vertauschbar. Mit der Stone’schen Formel fiir die Spektralschar folgt die

Vertauschbarkeit der Spektralschar mit Ppy .

Ist die Spektralschar mit Pp; vertauschbar, so sind offenbar die Einschrankungen FEjp; und Ejp;1

von E auf M bzw. M~ Spektralscharenin M bzw. M* . Fiir die zugehorigen selbstadjungierten
Operatoren Tj; und Ty gilt T =Ty BTy, und T wird offensichtlich von M reduziert. O

Im folgenden seien P,, P, Ps., Ps und P,. die orthogonalen Projektionen auf H,, H., Hs., Hs

und H,. (nur wenn Verwechslungen méglich sind, schreiben wir P,(T),..., bzw. H,(T),...).

Satz 2.5 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Dann
ist die Spektralschar E mit den Projektionen P,, P., Ps., Ps und P,. vertauschbar, d.h. die
Teilrdume Hp,, H., Hs., Hy und H,. reduzieren T .

Wir bezeichnen im folgenden als den spektral

— unstetigen Teil von T die Einschrinkung 7, von T auf Hp,

stetigen Teil von T die Einschrinkung T, von T auf H.,
— singulir stetigen Teil von T die Einschrinkung Ts. von T auf H.,

— singuldren Teil von T die Einschrinkung Ts von T auf Hj,

absolut stetigen Teil von T die Einschrinkung T,. von T auf H,..

Das Spektrum von T, Tse, Ts bzw. T,. wird als das stetige Spektrum o.(T), singulidr
stetige Spektrum o,.(T), singulire Spektrum o,(T) bzw. absolut stetige Spektrum
0ac(T) bezeichnet. Man beachte, dal das Punktspektrum o,(T) anders definiert ist (es ist
gleich der Menge der Eigenwerte); insbesondere ist es i. allg. nicht abgeschlossen. Das Spektrum von

T, wird gelegentlich mit o,,(T) bezeichnet (,pure point*).

Beweis von Satz 2.5. Nur die erste Aussage ist zu beweisen. Dabei geniigt es, P, und P; zu
betrachten; der Rest folgt aus P.=1—PF,, P,e=1—F;, Poc=F.— P,..
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Py : Fir jedes x € H, gibt es eine abzidhlbare Teilmenge A C R mit E(A)z = z. Also gilt
fiir jedes t € R

E(t)r = E(t)E(A)xr = E(A)E(t)x € H, .
Daraus folgt E(t)P, = P,E(t)P, fiir jedes t € R. Ubergang zur Adjungierten liefert
PE(t) = (E()P,) = (BE()P) = PyE(t)P, = E()F, .

P : Die Aussage fir Ps; wird vollig entsprechend bewiesen, wobei eine Nullmenge N an die
Stelle der abzdhlbaren Menge A tritt. |

Beispiel 2.6 Seien o,, 0sc, 0ac Borel-Mafle auf R, g, auf abzéhlbar viele Punkte konzentriert,
0sc singulér stetig, 0q. absolut stetig beziiglich des Lebesgue-MaBles, ¢ = 0p + 0sc + 0ac, T der
Operator der Multiplikation mit id in

L2(]R7 dg) = LQ(Ru de) @ LQ(Ra dQsc) @ L2(Ru anc) .
Dann gilt (Beweis!)
Hp(T) - L2(Ra de)7 HSC(T) - LQ(Rv dQsc); Hac(T) - LQ(Rv dgac)

und T, Tsc bzw. T, sind die Operatoren der Multiplikation mit id in Lo(IR, dop), L2(IR, dos)
bzw. La(R, dgac) - +#

2.2 Dynamische (geometrische) Charakterisierung der spektralen Teilrdume

von Schrédingeroperatoren in Ly(R™)

Wir beginnen mit einem Begriff, der auch im abstrakten Hilbertraum sinnvoll ist, wihrend die weiter

unten eingefithrten Begriffe nur in Ly (IR™) sinnvoll sind.

Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Ein Element z € H heifit stationér
(oder ein stationdrer Zustand) beziiglich T, wenn fiir jeden selbstadjungierten Operator B €

B(H) der Erwartungswert
B, (t) := (e7"T'z, Be "Ty)

konstant ist. Ist 7' ein Schrédingeroperator, so bedeutet dies, dafl die Erwartungswerte aller Mef3-

groBen zeitlich konstant sind; dies rechtfertigt die Bezeichnung , stationér.
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Satz 2.7 Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H, x € H\{0}. x st genau

dann stationdr beziiglich T , wenn x FEigenelement von T ist.
Beweis. <«=: Ist Ta = \z, sogilt e Tz =e 'z, und somit
B,(t) = (7" x, Bem"Ty) = (e7" x, Be™"x) = (z, Bx) fiiralle t€R,

d.h. B,(t) ist konstant.

= Diese besonders einfache Form des Beweises verdanke ich Herrn Dirk Buschmann. Sei «
stationir beziiglich T, 0.E. ||| =1, B die orthogonale Projektion auf L{x}* . Nach Voraussetzung
gilt dann fiir alle t € R

0 = (z,Bx) = B,(0) = B.(t) = <eiitT3:, Beﬂ'tT@ = ||Beﬂ'tT3:||2,

d.h. es gilt e Ty € L{z} fiir alle ¢+ € R. Es gibt also eine stetige Funktion a : R — C mit
e Ty =a(t)r, also |a(t)] =1 fiir alle t € R. Wegen

a(t + ') = e Ty = o=t Ty — =T o)z = a(t)a(t)x
gilt auch

at +t)=a(t)a(t’)  firale ¢t €R,
und somit

a(t) = e A fir alle ¢ € IR, miteinem XelR.

Folglich existiert der Grenzwert

1 ; 1 ;
lim — (e~ — Nz = lim —(e"" — 1)z = —i\z.
t—0 ¢ t—0 ¢

Somit ist z € D(T), und es gilt Tax = Az, d.h. x ist ein Eigenelement von T zum Eigenwert A.

Interessant ist auch eine zweite Variante des Beweises dieser Richtung: W&hlt man fir B die

orthogonale Projektion auf L{z} (statt der auf L{z}'), d.h. By = (z,y)z, so ist (mit o.(-) =
IEC)z?)

2
1 = <€_itT.’L',B€_itTCE> _ ’/e_it)‘dgw()\)
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fiir alle ¢t € R. Daraus lafit sich folgern, dafl das Mafi o, (-) in einem X\ € R konzentriert ist, d.h. z

ist Eigenelement zu diesem Eigenwert . O

H, = H,(T) ist die abgeschlossene lineare Hiille der beziiglich T stationdren Zustinde. Nach
obigem Satz sind also die Elemente von H,, (bei mehr als einem Eigenwert) i. allg. keine stationéren

Zusténde mehr.

Wir kommen nun zur dynamischen (oder auch geometrischen) Charakterisierung der
Zusténde in Lo(IR™) (dabei kann im folgenden meistens IR™ durch eine offene Teilmenge von IR™
ersetzt werden). Sei T ein selbstadjungierter Operator in Lo(IR™). Ein f € Lo(IR™) heifit ein

gebundener Zustand beziiglich T, wenn zu jedem & > 0 eine kompakte Teilmenge K C R™

existiert mit
HX]Rm\KeiitTfH <e fir alle teIR.

Im Sinne der statistischen Interpretation der Quantenmechanik bedeutet dies, dafl das Teilchen die

kompakte Teilmenge K fiir alle Zeiten nur mit geringer Wahrscheinlichkeit verl&aft.
Ein f € Ly(R™) heifit ein Streuzustand beziiglich T, wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K cR™ gilt

HXKe_itTfH —0 fir [t|—o0.

In der statistischen Interpretation bedeutet das: Das Teilchen verldit jedes Kompaktum mit Wahr-
scheinlichkeit 1.

Es erweist sich weiter unten als niitzlich, den Begriff des Streuzustandes zu verallgemeinern. Ein
f € La(R™) heifit ein Streuzustand im zeitlichen Mittel , wenn fiir jede kompakte Teilmenge
K CcR™ gilt

A

1 _ 2

Z/HXKeﬂtTfH dt—0 fir A— 0.
A

Ein Teilchen, das sich in einem solchen Zustand befindet, hilt sich also ,,den grofiten Teil der Zeit“ in

grofler Entfernung vom Ursprung auf.

Mit Hy = Hp(T), Hs = Ho(T) bzw. H, = Hs(T) bezeichnen wir die Menge der gebundenen

Zusténde, der Streuzustinde bzw. der Streuzustinde im zeitlichen Mittel.
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Satz 2.8 Sei T ein selbstadjungierter Operator in La(IR™) .

a) Es gilt Hy C H, und H, L Hy (und somit He L Hy).

b) Hp, Hs und H, sind abgeschlossene Teilrdume von Lo(R™).

Beweis. a) H, C H, ist offensichtlich. Sei g € Hy, f € Hy. Zu jedem & > 0 gibt es eine
kompakte Teilmenge K C R™ mit

HX]Rm\KeiitTgH S e fir alle t€IR.

Andererseits gilt

A

1 _ 2

Z/HXKeﬂtTfH dt—0 fir A— o0;
—A

es gibt also eine Folge (¢,) mit ¢, — oo und HXKe_““TfH —0 fir n— o0, also

HXKe_it"TfH <e fiir hinreichend grofie n.
Damit folgt
(fg) = [e ™ Tf e Tyg)
< (e TS, xKe‘“"T9>‘ + ’<me\Ke‘it”Tf, xrmke " Tg)

IN

ellgll +11flle = (| fl +1lgl)  fiir hinreichend grofe n.

Da e >0 beliebig war, folgt (f, g) =0.

b) Es ist offensichtlich (Beweis!), daB Hj, Hs, und H, Teilriume von Lo(IR™) sind. Somit

bleibt die Abgeschlossenheit zu beweisen.

Hy: Sei (fn) aus Hp, fn—>f und & > 0. Dann gibt esein N € N mit ||f — fn|| <e&/2
und eine kompakte Teilmenge K C R™ mit

fur alle te IR,

i €
HX]Rm\Ke ZtTfNH < B
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also

IN

e < framse = 0+ o 5]

< +-=c¢ fir alle t€IR.

N ™
[\CRNO)

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist f € H,y.

H,: Sei (fn) aus Hs, fn— f, K eine kompakte Teilmenge von R™ und ¢ > 0. Dann gibt

esein N €N mit |f— fn]|*> <e/8, und es gilt

A

1 » 2

Z/HxKe_”TfNH dt —0 fir A— o0,
ZA

also
A A
l —itT 2 dt < l —itT _ —itT 2 dt
I xxe " f < 7 xxe " (f = fN)|| + |[xxe " fn
—_A —A
A
< E —itT(f _ f 2 —itT 2 dt
< 7 XK€ N T+ lxxe " fn
—A
e € e
< B + 5=¢ fiir hinreichend grofie A.
Hy : Dies wird analog zu ﬁs bewiesen, wobei die Integralmittel entfallen. O

Satz 2.9 Sei T ein selbstadjungierter Operator in Lo(R™). Dann gilt Hy(T) C Hy(T), d. h.
jedes f € H,(T) ist ein gebundener Zustand beziiglich T .

Beweis. Da Hy(T) ein abgeschlossener Teilraum ist, geniigt es zu zeigen, daf jedes Eigenelement

ein gebundener Zustand ist. Sei f Eigenelement zum Eigenwert .

Sei & > 0. Wihlen wir die kompakte Teilmenge K C R™ so grof}, daf

Ixwmx fll < e

gilt, so folgt fiir alle t € R

|\XRM\K€7itTf|| = ||X1Rm\K€7itAf|| = Ixrm\x fll <e€.
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Die Umkehrung von Satz 2.9 kann ohne eine zusiitzliche Voraussetzung (vgl. Satz 2.10) nicht gelten:
Ist z.B. T ein Multiplikationsoperator in Lo (IR™), so ist Hp = Lo(IR™), aber i. allg. natiirlich nicht
Hy,=Ly(R™).

Fiir die weiteren Uberlegungen spielt die Bedingung ,, xxE(J) ist kompakt fiir jede kompakte
Teilmenge K C R™ und jedes beschrinkte Intervall J C R“ eine wesentliche Rolle, wobei E die
Spektralschar von T ist; gelegentlich sagt man dazu auch ,, xx ist T—lokal kompakt“. Wir werden
im folgenden Abschnitt sehen, daf diese Bedingung fiir Schrodingeroperatoren fast immer erfiillt ist.

Diese Feststellung ist eine wichtige Grundlage der Streutheorie.

Es sei daran erinnert, daf ein Operator kompakt genannt wird, wenn er jede beschrinkte Menge
in eine relativ kompakte Menge abbildet und dafl dies im Hilbertraum dazu dquivalent ist, dafl B

jede schwache Nullfolge auf eine Norm—Nullfolge abbildet.

Satz 2.10 Sei T ein selbstadjungierter Operator in Lo(R™) mit Spektralschar E . Fiir jede
kompakte Teilmenge K C R™ wund jedes beschrinkte Intervall J sei xxE(J) kompakt. Dann gilt:

a) Hae(T) C Hy(T).
b) H.(T)=Hs und H,(T)=Hy(T).

(Teil b) ist bekannt als RAGE—Theorem, benannt nach den Autoren D. Ruelle, W. Amrein,

V. Georgescu und V. Enss, die zu seiner heutigen Formulierung beigetragen haben.)

Beweis. a) Wir zeigen etwas allgemeiner: Ist T selbstadjungiert in einem beliebigen Hilbertraum
H, Be€ B(H) und BE(J) kompakt fiir jedes beschrinkte Intervall J, so gilt fiir jedes f € Hyo(T)

Be T f 0 fiir  |t| — 0.
Fiir jedes Element g aus H gilt
g = [ Parg. B,
Wegen P,.g,f € Hoe ist (g, E()f) = (g, E(-)Pacf) = (Pacg, E(:)f) absolut stetig (Polarisierungs-

identitdt auf (E(-)P,.g, E(-)f) angewandt), d.h. es gilt (g9, E(\)f) = f(_oo N h(s)ds mit einem

h € Li(R). Nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue gilt also

(g,e T f) = /eﬂ't}‘h()\) d\—0 fir |t|— o0,
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und da g beliebig war,

ey 20 fir |t|—o0.
Mit der Kompaktheit von BE(J) folgt

Be "TE(J)f = (BE(J))e ™ f—0  fir |t|— o0

fiir jedes beschriinkte Intervall J, z.B. J = (—n,n). Wegen E((—n,n))f — f fir n— oo ergibt
sich hieraus die Behauptung, da der Raum der Elemente f € H, fiir die Be T f —0 (|t| — o)

gilt, offenbar abgeschlossen ist (vgl. Beweis der Abgeschlossenheit von H,; wesentlich ist dabei die

Beschrianktheit von B.

b) Es geniigt H. C Hy zu beweisen. Zusammen mit H, 1 H; (Satz 2.8a) und H, C ‘H; (Satz

2.9) folgt dann die Behauptung, denn es gilt H, = Hzf- D Hf; > H,, und somit Gleichheit in dieser
Gleichungskette.

Zum Beweis von H. C H, bendtigen wir den folgenden 0/2

Satz 2.11 (N. Wiener) Sei F:R—C wvon beschrinkter Variation,

1

p(t) = anie /(fitA dF(N).

Dann gilt

A
! ) 1 2
Jim 5 [ le@Fdt =2 3 [P0 - FO-)
_A AER

(Dies bedeutet insbesondere, dafy der Limes auf der linken Seite existiert. Da F won beschrinkter
Variation ist, hat es hochstens abzdhlbar viele Sprungstellen; die Summe auf der rechten Seite enthdlt

also nur abzihlbar viele Terme.) F st also genau dann stetig, wenn gilt

A
1
Jim 5 [l =o.
—A
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Beweis. Fiir jedes A >0 gilt nach Definition von ¢

A A
1 9 B 1 —itA it J5( 1)
A/'W)| = 57 {/e dF(A)/e Ao} ar
A —A
1 1 l 0,
_ . it(p—AN)
w//zA /e dtdF(\) dF(g) .
ey
Wegen
1 A A=) _ p—iA(u—2) _ sin A(p — A) fiir £ A
o [ e a= T 2AG ) A=) |
N 1 fir p=A,

A

1 .

’ﬂ / e“fW*A)dt’g fir alle A,
A

folgt also mit dem Satz von Lebesgue fiir A — oo

A
1 1 —
3 leora — 2 [ [ meneony o) FO) FG)
—A

- %/(F(w)—F(u—))dW
- % > IF(pt) = F(u—)P . .

preR

Fortsetzung des Beweises von Satz 2.10b. Sei zunichst f € R(E(J)P.) fiir ein
beschrénktes Intervall J. Da xxE(J) kompakt ist, gibt es Orthonormalfolgen (e;), (f;) und eine
Nullfolge A; mit (vgl. Mathematische Methoden der Quantenmechanik, Satz 4.16)

X B =Y Nt Pes s
also

e ™ FIP = I E(De™ ™ F12 =Y NP, e TP
j

Da

A= (f5 EQVS) = (Pefj, EQA)S)
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stetig und von beschrinkter Variation ist (Polarisierungsidentitét fir (E(-)P.f;, E(-)f)), gilt fir
jedes j mnach Satz 2.11

A A
%/|<fj,e_”Tf>|2dt=%/’/e‘“’\d,\<fj,E()\)f)2dt—>0 fiir A — oo.

—A —-A

Sei nun & > 0. Dann existiert ein jo mit |\;|*> <e fiir j > jo und somit

oINPT AP < elem AP =<l S,

j=>Jjo
also

1 A
T [ e s
Y

A A
1 . 1 _
=2 / SIS e TP A + 1 / >IN e T dt

T 3<do A J2Jo

0 fiir A—oo <el|f||2 fir alle A

<e+telf|? fiir hinreichend groBes A.

Da e >0 beliebig war, folgt die Behauptung in diesem Fall.

Ist f € R(P:;) = H. beliebig, so gilt (E(n) — E(—n))f — f und nach dem eben Bewiesenen

(E(n) — E(=n))f € Hs. Damit folgt die Behauptung aus der Abgeschlossenheit von H, . O

Ist H,. = H. (d.h. Hs. = {0}), so erhiilt man unter der Voraussetzung von Satz 2.10 die

vollstindige Charakterisierung

Hy=H, und Hs=Hs= H, = H..

Es ist deshalb eine interessante Frage, ob fiir konkrete Operatoren Hy. = {0} gilt. Fiir viele einfache

Operatoren gilt dies. Man erwartet eine positive Antwort fiir alle physikalisch relevanten Schrodinge-

roperatoren.
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2.3 Zur Voraussetzung des RAGE—-Theorems

Es ist das Ziel dieses Abschnitts zu zeigen, dafl ,,praktisch“ alle physikalisch interessanten Schrodin-
geroperatoren die Voraussetzung des RAGE-Theorems (Satz 2.10) erfiillen. Es zeigt sich, dafl dies
insbesondere dann gilt, wenn ein Schréodingeroperator (mit elektrischem und magnetischem Feld) auf

D(—A) selbstadjungiert ist. — Zuniichst aber ein abstraktes Resultat.

Satz 2.12 Sei T selbstadjungiert im Hilbertraum H mit Spektralschar E und z € o(T) .

a) Ist B ein Operator mit D(B) D D(T"™) und B(T —z)~™ kompakt fiir ein n € Ny, so ist
BE(J) kompakt fiir jedes beschrinkte Intervall J .

b) Ist B auferdem T-beschrinkt mit T-Schranke 0, so ist B(T — 2)~' kompakt. (Da der
Operator B im folgenden sogar beschrinkt sein wird, bedeutet es keine Abschwichung der

Resultate, nur n =1 zu betrachten.)

Beweis. a) Fiir jedes beschrinkte Intervall J gilt offenbar R(E(J)) C D(T") C D(B) und
BE(J) = (B(T - z)—") ((T - z)"E(J)) .

Hier ist der erste Faktor nach Voraussetzung kompakt und der zweite beschrinkt,
H(T - z)"E(J)H = sup {|t = J} .

b) Nur fiir n > 1 ist etwas zu zeigen. Man schreibt
B(T —2)"' = B(T—2)™(T —2)" 'E(J)+ B(T —2)'ER\J).

Hier ist der erste Term auf der rechten Seite kompakt fiir jedes beschrinkte Intervall J, wihrend der
zweite beliebig kleine Norm hat, wenn J hinreichend grof ist. Also ist B(T —z)~! Limes kompakter

Operatoren und somit selbst kompakt. O

Satz 2.13 Fiir jede kompakte Teilmenge K C R™ st xx(—A —2)~1 kompakt fir jedes z €
C\[0,00) .
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Beweis. Fiir jedes f € Lo(R™) gilt

(xx(-A=2)7'f) (z) = (XK Jim Py (')HQ%ZFO ()
= @) @0 L [ e Py dy
ly|<N

= Llim. [ gxn(z,y)Ff(y)dy

N —o0
mit
1 eimy

gr.n(T,y) = 2m)™/2 |y]? — =z

0 sonst.

fir |y < N,z € K,

Da gr n € La(R™ x R™) gilt, ist der durch den Kern gx n erzeugte Integraloperator Gy n ein
Hilbert—Schmidt—Operator! und somit kompakt. (Letzteres sieht man am leichtesten folgendermafien
ein: Sei k(z) := {[|gr,n(z,y)>dy}!/?; offenbar ist k € La(R™). Sei nun (f,) eine schwache
Nullfolge. Dann gilt fiir f.a. = € R™ (némlich fiir die =z, fiir die k(x) definiert ist)

|(Gren ) @)| < K@l € Ch(a), (G ) (@) —0.

Nach dem Satz von Lebesgue gilt also G nfr, —0).

Auflerdem gilt offensichtlich

1
st=a =27 = Grnr| = [P xgomOrE=7|
1 1 -
SHX{|»|>N}(')7|.|2_ZHOO < ’N2_Z’—>O fir N— 0.

Also ist auch Y (—A—2z)"! kompakt (denn der Norm-Limes einer Folge von kompakten Operatoren

ist kompakt, vgl. z. B. ;Mathematische Methoden der Quantenmechanik®, Satz 2.3). O

Anmerkung: Aus dem Beweis liest man sofort ab, daf§ auch folgendes gilt: fiir jedes p > 0 ist

Xk (—A — 2)7P kompakt; fir p > % ist xx(—A —z)7P ein Hilbert—Schmidt—Operator.

Satz 2.14 a) Sind T und A abgeschlossene Operatoren mit D(T) C D(A), soist A beziiglich
T relativ beschrinkt; fiir jedes z € o(T) st also A(T — z)™1 beschrinkt.

IDies ist ein Spezialfall des Resultats, da8 MyF M), ein Hilbert—Schmidt-Operator ist, falls g, h € L2(IR™) sind.
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b) Sei T selbstadjungiert in Lo(R™) mit Spektralschar E und D(T) C D(—A). Dann ist
xx E(J) kompakt fiir jede kompakte Teilmenge K C IR™ wund jedes beschrinkte Intervall J .

Beweis. a) Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen geniigt es zu zeigen, daf A als
Operator von (D(T), ||-|l7) nach H abschliebar (also abgeschlossen) ist. Sei (z,) aus D(T') mit
|zr||7 — 0 (also insbesondere ||z,|| — 0) und Az, — y.Da A als Operatorin H abgeschlossen

ist, gilt dann y = 0.

b) Nach Teil a) ist A(T — 2)~! beschrinkt fiir jedes z € o(T). Die behauptete Kompaktheit
folgt nun aus Satz 2.12, Satz 2.13 und

xx(T —2)"' = (XK(—A - z)_1> ((—A —2)(T - z)_l)
(denn das Produkt aus einem kompakten und einem beschréinkten Operator ist stets kompakt). O

Es bleibt zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen ein Differentialausdruck (formaler Schrodin-

geroperator)

einen selbstadjungierten Operator T mit D(T) C D(—A) oder sogar D(T) = D(—A) erzeugt.
Kriterien dafiir haben wir bereits in ,Mathematische Methoden der Quantenmechanik® bewiesen
(insbesondere in Satz 10.14); damit erhalten wir beispielhaft die folgende hinreichende Voraussetzung
fiir die Anwendbarkeit des RAGE-Theorems, die fiir die meisten konkreten Fille vollig ausreicht.

Dabei sei fiir eine mefibare Funktion v : R™ — C und einen Teilraum M von IR™

Ny p(z) = / lo(y)Pdy (< oo) fiiralle z€R™.

yeEM
l[z—y|<1

Satz 2.15 Sind V: R™ — R mefbar und A: R™ — R™ mefbar und beschrinkt, und ist

Nya(2)  beschrinkt fir einen Teilraum M von R™ mit dim M <3,
Naiva,m(-)  beschrinkt fir einen Teilraum M’ von R™ mit dim M’ <3,
so hat W die —A-Schranke 0, T = —A+ W st selbstadjungiert auf D(T) = D(—=A), und fir

die Spektralschar E von T = —A+W gilt: Fiir jede kompakte Teilmenge K wvon R™ wund jedes
beschrinkte Intervall J ist xxE(J) kompakt.
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3 Der Formalismus der Streutheorie

3.1 Die Wellenoperatoren

Wir folgen hier im wesentlichen der Darstellung in J. Weidmann: Lineare Operatoren in Hilbertraum-
en, 11.1.

Seien 77 und 7T selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum H mit Spektralscharen FE;
bzw. FE5. Wir stellen uns dabei vor, dal 77 der Schrodingeroperator des , freien” Systems ist, 15

der des ,,gestorten“ Systems. Entsprechend den Uberlegungen in 1 erwarten wir, dal zu jedem f € H

ein g € H existiert mit
e M f T2 fir t—o0;
damit ist genauer gemeint:

He—itTlf _ e—itngH _ .0 fir t— 0.

Dies ist gleichbedeutend mit

HeitTQe_itTlf — gH —0 fir t— o0, d.h. g¢g= tlim etTeg=itTh
— 00

Die Existenz des oben geforderten g ist also gleichbedeutend mit der Existenz dieses Grenzwerts. —
Die gleichen Uberlegungen gelten natiirlich fiir ¢t — —oo.

Man definiert deshalb die Mg@ller—Wellenoperatoren (C. Mgller: Kgl. Danske Videnskab.
Selskab., Nat. Fys. Nedd. 22/23, 1945/1946) Q.4 (T2,T1) durch

D(Qy (T3, Ty)) = {f e H: tlirin T2 =itTh f existiert} ,
Qi (T, T)f = lim o=t f fiir f e D(Qu(To, Th)).

Offensichtlich sind die Q4 (75,7Ty) isometrische Abbildungen von D(Q4(T5,T1)) in H.

Satz 3.1 a) D(Q.(T2,Ty)) sind abgeschlossene Teilrdume von H , die Ty reduzieren.
b) R(Q4(T2,T1)) sind abgeschlossene Teilrdume von H , die Ty reduzieren.
c) Es gilt
R(Qx(T,Th)) = D(Qx(T1, T2)),  Qu (T2, T1) = Qu(T1, To) 7"

d. h. f’l‘l:’l’ f S D(Qi(TQ,Tl)) und g € D(Qi(Tl,TQ)) gllt

<97 Q. (T, Tl)f> = <Qi(T17T2)gu f> -
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d) Fir alle s € R und jede beschrinkte stetige Funktion w:IR— C gilt:

Q4 (TQ, Tl)eiSTl = eiSTQ Q4 (T27 Tl) )
Qi (Tg, Tl)El (S) = E2 (S)Qi (T27 Tl) )
Qi(Tg,Tl)’u,(Tl) = U(T2)Qi(T2uTl) )

man nennt dies die , intertwining* (verbindende) Figenschaft.

Beweis. Die Eigenschaften a) ...d) werden nicht getrennt voneinander bewiesen.

Es ist offensichtlich, da§ D(24 (T, 71)) und R(Qy(T3,T1)) Teilrdume sind. Da die Q4 (T3, T4)
auf D(Qy(T2,Ty1)) isometrisch sind, folgt die Abgeschlossenheit von R(Q4(T%,T1)) aus der von
D(Q4 (T3, T1)) .

Abgeschlossenheit von D(Q.(T2,T1)) : Sei f € D(Qy(T»,T1)). Dann existiert zu jedem
>0 ein gy € D(Qy(T2,T1)) mit ||f —g+] <e&/3 und ein ty >0 mit

|| (eitT2efitT1 — eiST2eﬂ'ST1) giH < % fir ¢t,s>ty bzw. t,s<—t_.

Also gilt
|| (eitT2€7'L-tT1 _ ei5T267'LIST1) f|| S He’itT2€fitT1 (f _ g:l:) ||
4 H (eitT2€7'L-tT1 _ ei5T267'LIST1) g+ H + HeiSTQef’L‘STl (g:l: _ f) H

< E+E+E € fir t, s>t b t,s < —t
- - - = ur S ZW . S —U_.
3 3 3 ’ + ’

Dies impliziert die Existenz des Grenzwertes von e?72e %11 f fiir t — +00,d.h. esist f € D(Q+(T2,T1)).

Q4 (T2, Tq1)e'sTr = esT20, (T2, T1): An der Gleichung
eitTge—itTl eiSTl f — eiSTQ ei(t—S)Tge—i(t—S)Tl f

erkennt man, dafl der Limes auf beiden Seiten fiir t— +o0o0 genau dann existiert, wenn f €
D(Qy(T2,Ty)) ist, d.h. es gilt

T DL (T, T1)) = D(Q4 (T2, Ty)) fir alle se R,

und die gewiinschte Gleichung ergibt sich durch Grenziibergang.

D(24(T2, Ty)) reduziert et : Aus e*"'D(Qy (T, T1)) = D(Q+(Ts,T1)) und der Unita-
ritiat von e®Tr folgt auch 71 D(Qy(Ty, T1))*t = D(Qx (T, T1))* .
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Hieraus folgt, dafl D(Qy(T2,71)) auch Ty reduziert, da Ty der infinitesimale Generator von

et ist.
R(Qi(Tz,Tl)) = D(Qi (Tl,Tz)> und Qi(Tl,Tz) = Qi(Tz,Tl)il (hieraus folgt ﬁbrigens

nochmals die Abgeschlossenheit von R(Q4(T2,71)): Ist g = Qu(T2,T1)f € R(Q+L(T2,T1)), so gilt
He’itTlefithg_fH — Hg_e’itT2efitT1fH _70 fur t — :|:OO,

alsoist g € D(Qu(T1,T2)) und Qu(T1,T2)g = f = Qs (To, Ty) 1g. Ist umgekehrt g € D(Qu(T1,T3))
und f = Q4 (T1,Ts)g, so gilt entsprechend f € D(Q4(T2,71)) und g = Qi (To, Th)f € R(Q+(T2,T1)) .
Damit ist auch klar, da8 R(Q4 (T, T1)) die Operatoren e**72  und somit auch Ty, reduziert.

Um die letzten zwei Gleichungen zu beweisen, benttigen wir, dafl fiir j = 1,2, alle f,g € H und

Im 2z >0 gilt
i/eiZt<f,€_itTjg> dt = i/eiZt {/e—its ds<fu EJ(S)Q>} dt
0 0

= z/ /Ooe”<z—s>dt ds(f, E;(s)g)
0

- / (z = 8) " dy(f. E; (s)g)
= (f(Ty-2)"9),

und entsprechend gilt fiir Im z < 0

0

i / eiZt<f,€_itTjg> dt = (f, (Tj — 2)_1g> .

— 0o

Zusammen mit der Intertwining-Eigenschaft fiir e?7i ergibt sich damit fiir alle f € D(Q+(T1,T»)), g €
D(Q4(T2,T1)) und Im 2z >0

o0

<f= (T, — Z)_lﬂi(Tg,Tl)g> = i/eiZt<fae_itTQQi(Tg,Tl)g> i@t
0
= i/ooeizt<Qi(T1,T2)f, e*itTlg> dt = <Qi(T1, To)f, (Ty — Z)—lg>
0

(.94, 1) (T - 2)7'g),
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und somit
(Tg — Z)_lﬂi(Tg,Tl) = Qi(TQ,Tl)(Tl — Z)_l .

Das gleiche gilt fir Im z < 0. Mit der Stoneschen Formel (Mathematische Methoden der Quanten-
mechanik, Satz 9.3) folgt hieraus die Intertwining-Eigenschaft fir die Spektralscharen FEj;(-), und der
Funktionalkalkiil liefert sie fiir die Operatoren u(Tj). m|

Satz 3.2 a) Ist f ein Eigenelement von T; (zu einem Eigenwert \), so gilt f € D(Qx (T, T1))

genau dann, wenn f auch Eigenelement von To zum gleichen FEigenwert ist, d.h. es gilt
DQu(To, Ty))NN(Ty —=AN) =NT, — A NN((T, — N).
Ist N(T1 — A\)NN(To — \) = {0}, so gilt
N(T1 — ) C D(Qy(To,T1))*.
b) Es gilt fiir jedes A € R
N(T; -\ o (N(T1 N\ NN(Ts — )\)) C D(Qx(To, 1)) .

Beweis. a) < : Ist f auch Eigenelement von Ty zum Eigenwert A, so gilt offensichtlich
fir alle t e R

6itT267itT1f — 6itT2€7it>\f _ efit)\eitTQf _ e*it)\eit)\f _ f;

d.h. f liegt in D(Qy(T2,T1)).
= Ist fe D(Qy(T2,T1)), so gilt fiir alle s € R

) T2 —ilt+s)N p _ eitTge—it,\fH

eis(Tg—)\)f _ fH

ez(t-{-s)Tge—z(t—i-s)Tlf _ ethge—thl fH

— 0 fir t— +o0,

also

SN g — ¢ fir alle seR.
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Daraus ergibt sich, da (75 — \) der infinitesimale Generator von e**(T2=) jst,

feD(Ty—X) = D(T»),

_ e TN 4
(T =Nf = lim = (Bf— ) =0,
und somit Tof = \f.

Der letzte Teil der Behauptung folgt aus der Vertauschbarkeit der Projektionen auf N(Tp — A)
und D(Q4 (T, T1)) und der Tatsache, dafl in diesem Fall N (77 — X\) N D(Q4 (T, T1)) = {0} gilt.

b) Seien

P, = Ei({\}) die orthogonale Projektion auf N(Tp — A) ,

P, := die orthogonale Projektion auf D(Qy (T, T1)).

Da P; und Py nach Satz 3.1 vertauschbar sind, ist
Ry := PPy = P, P, die orthogonale Projektion auf D(Qy(T2,T1)) N N(Ty — N).

Mit Sy =P — Ry und Q+ = P — Ry sind also Sy und @+ vertauschbar, und es gilt
R(S+)NR(Q+) ={0}. Somit gilt

QiS:=5:Qs =0, dh R(Si) L R(Qs).
Wegen (vgl. Teil a)
N(T, =\ 6 {N(T1 ~ N NN(Ts — /\)}
= N(Ty = X) & {N(Ti = }) N D(Q (T, Th)) } = R(S4)
und
D(Q4(T3,T1)) = R(P1) = R(R+ + Q+) = R(R+) ® R(Q+)

folgt hiermit die Behauptung. m]

Ist M C H ein Ti reduzierender Teilraum (d.h. M ist abgeschlossen und FE;(A) kommutiert
fiir jedes A mit der orthogonalen Projektion Pp; auf M), so existiert der (verallgmeinerte)

Wellenoperator

Wi (TQ, Tl, PM) — s-lim eitT267itTl PM

t—too
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genau dann, wenn M C D(Q4(T3,T1)) gilt. Speziell existiert Wy (Ts,Th) := Wy (Ta,T1,I) genau
dann, wenn D(Q4(T5,T1)) = H ist. Auf Grund des vorhergehenden Satzes wird man in der Regel
M C H.(Ty) wéhlen. Wy (T, T1,Py) ist eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge M und
Endmenge R(Wy (T, T1, Pr)) = Qi (T2, T1)M ; deshalb gilt

Wi (To, Tv, Pr)* Wi (To, Th,Py) = Pu,

Wi (To, Th, Par) W (T2, Th, Pur)® = Prewa (.11, Par)) -

Die Bezeichnung ,,verallgemeinerter“ Wellenoperator wurde zunéchst eingefiihrt, als man von Py =1
zum allgmeineren Fall Py # I {iberging; sie ist heute nicht mehr iiblich, insbesondere sollte sie nicht
mit dem Begriff ,,modifizierter® Wellenoperator verwechselt werden, der in der ,long range®“ Streuung

benutzt wird.

Satz 3.3 Seien Ty und Ty, selbstadjungierte Operatoren in H

My C D(Q4 (T, Th)) ein Ty reduzierender Teilraum, Py := Py, ,

My = R(Wy (T2, Th, P1)) = Qx(T2, T1) M1,  P2:= Pu, .

Dann gilt:

My C D(Q2(Th,T3)) st ein Ty reduzierender Teilraum,

ST W (T, Th, Py) = Wy (To, Ty, Py )etsTr |

ToW, (1o, Ty, Py) = Wi (To, Ty, PL)Th Py D W (T, T, P )T,
YW (T, Ty, P )* = Wi (T, Ty, P1)* ToPy D Wi (To, Ty, P1)* T,

T M, ist unitdar dquivalent zu Th My’

aus My C Ho(Th) bzw. Huo(Ty) folgt Ma C Ho(T3) bzw. Hao(T2).

Entsprechendes gilt fir W_(Ts, Ty, P1).
Beweis. Mit M; ist auch My = Q. (T, T1)M; abgeschlossen. Da e®™t von M; reduziert
wird, gilt mit W, := W, (T, Ty, Py) fiir alle s

T, = T2 (Ty, TP, = Q (T, Th)e" T Py

= Q (T, T)) Pt = W e,
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Insbesondere folgt e M, ¢ M, fiir alle s, also e*T2My = M, und eiST2M2l = M2L Hieraus

folgt (vgl. Beweis von Satz 3.1), dal My den Operator T5 reduziert. Aus
eisTg P2 _ eisTg W+Wi _ W+eisT1 Wi _ W+ (eisTl Pl)Wi

iSTl

folgt, daBl die Einschrédnkungen von e bzw. T2 auf M; bzw. M, unitir dquivalent sind.

Dies gilt dann auch fiir die infinitesimalen Generatoren, also
P, = W TiPWT,

T2W+ = T2P2W+ = W+T1P1W_T_W+ = W+T1P1 DW+T1,
und mit (AB)* D B*A* bzw. (BA)* = A*B* fiir beschriinktes B folgt

WiTg C WQ*TQPQ = Wi(TQPQ)* C (T2P2W+)* = (T2W+)*

c (Wyn)  =Tfwi =nTWw;.
Alle weiteren Aussagen sind hierin enthalten. Insbesondere folgt die letzte Aussage aus

02wy e(N) = [ E2(NWoal* = [WeBr(Nal® = [[Ex(V2]* = e1.2(N) - O

Die folgenden einfachen Beziehungen werden hiufig benotigt:

Satz 3.4 Seien Ty und Ty selbstadjungiert im Hilbertraum H , My C D(Qy (T, T1)) ein Ty re-
duzierender Teilraum, Py := Py, Mo := R(Wy (T2, T1, P1)), Po := Py, . Mit Wi =W, (T, Ty, P1)

gilt dann fir t— oo :

(1) 67itT2W+ _ efitTl 1:)1 AN 0 ,
(2) eitTy o —itTs W+ s, P ,
(3) eitTlefitTg P2 i) W—T— ,

(4) (Wy = De P = 0,
(5) Wz —I)e 1P =5 0,
(6) MW, e tp 2 P
(7) ethwre ®hip = pp,
(8) (I—Pye®p =5 0,

9) Wi(Th, T2, Py) = Wy (T2, 11, P1)* .
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Entsprechendes gilt fir W_ =W_(Ts,T1,P1) und t— —0c0.

Beweis. (1) folgt aus der Definition von W, durch Multiplikation mit e~z

(2) folgt aus (1) durch Multiplikation mit e®7t.

(1)
(3) folgt aus (2) durch Multiplikation mit W} von rechts.
(4) folgt aus (1) mit

e, — W e T — W, Pl T — W, e~ HTi P
(5) folgt aus (4) durch Multiplikation mit W} und mit
WiWie "N p = PP =" p; .
(6) folgt aus (4) durch Multiplikation mit 71,

(7) folgt aus (5) durch Multiplikation mit e®7t.

(8) erhélt man aus

H(I—Pg)e_itTlplfH _ HeitTg(I_P2)e—itT1P1fH
= [T = P P f|| = ||(I = P)Wy f|| = 0.

(9) ergibt sich unmittelbar aus (3). m|

Satz 3.5 (Kettenregel) Seien Ti,Ts,Ts selbstadjungiert,

M, C D(Q4(T>,Th)) reduziere Ty, Py:= Py,

My C D(Q24(T5,T2)) reduziere To, Ps:= Py,

und es gelte

R(W4 (T, Ty, P1)) = Qy (T2, Th) My C M.
Dann gilt My C D(Q4(T3,T1)) und

Wi (T3, Th, P1) = Wi (T3, T2, Po) Wy (To, Th, Py) .

Entsprechendes gilt fir W_ .
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Beweis. Fir fe M, gilt

eitTge—itTl f — (eitTge—ith) (eitTge—itT1) f

— eitTge—itTg QJ’_ (T2, Tl)f + eitTge—itTg (eitTg e—itTl _ Q+ (T27 Tl))f

€D(Q4 (T5,T»)) —0 fiir t—o0

— Q+(T3,T2) Q+(TQ,T1)f fir t— 00.

Also ist My C D(Q24(T5,T1)), und es gilt
Q+(T3,T1)f:Q+(T3,T2)Q+(T2,T1)f fir f € M.

Damit folgt

Wi(Ts,T1,P1) = Qu(T5,T1)Pr = Q4 (T3, 12) Q4 (T2, Th) P
= Qu(T3,To) P Q (T, Th) P
= Wi(Ts, Ty, B) Wi (T, T, Pr). d
Satz 3.6 Seien Ty und T selbstadjungiert,
My C D24 (T2, Th)) reduziere Ty, My C D(Q4(T1, T2)) reduziere Ty,
und es gelte
R(W_:,_(TQ,Tl,Pl)) C M, oder R(W+(T1,T2,P2)) C M.

Dann folgt

R(W+(T2,T1, Pl)) = M2 und R(W_;’_(Tl, T27 Pg)) = Ml ,

W+(T15 T25 PQ) = W+(T25 T17 Pl)* :
Entsprechendes gilt fir W_ .

Beweis. Offensichtlich gilt

W+(Tj,Tj,Pj):Pj fiir j:1,2.
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Mit der Kettenregel folgt hieraus

Wi(To, Th, PL) Wi (Th,To, Po) = P>, also R(W4 (T2, T1,P1)) D M,
bzw.

Wi(Th, To, D)Wy (To, Th,P1) = Py, also R(W4(T1,T2,P)) D M.

Damit folgt in beiden Féllen die Gleichheit in der ersten Behauptung. Die letzte Behauptung ergibt
sich nun aus Eigenschaft (9) von Satz 3.4. m|

Im folgenden wihlen wir speziell M; = H,.(T;); die abstrakten Resultate gelten ebenso fiir

M; = H.(T}), haben aber fiir konkrete Anwendungen keine Bedeutung.

Satz 3.7 Seien Ty und T, selbstadjungiert,
Hac(Tl) C D(Q+(T2,T1)), und HaC(TQ) C D(Q+(T1,T2)) .

Dann gilt mit Pjac = Py, (1))

R(W, (T2, Ty, P1ac)) = Hae(T2) , RW(T1, Tz, P2.ac)) = Hae(T1) ,

Wi (T, To, Poge) = Wi (T, T, Prac)* .

Die absolut stetigen Teile von T und T» sind also unitir dquivalent, wobei die unitire Aquivalenz
durch Wi (Th,Ta, P gc) vermittelt wird. Entsprechendes gilt fir W_ . Auflerdem kinnte ohne weiteres

H,. durch H. ersetzt werden.

Der Beweis ergibt sich durch Spezialisierung von Satz 3.6, da nach Satz 3.3 jedenfalls R(W. (T, T1, P1 4c)) C
HaC(TQ) und R(VVJr (Tl, TQ, P21ac)) C Hac(Tl) gllt

Satz 3.8 Es existiere Wy (T2, Ty, P1.ac) - Dann gilt R(W.y (T2, T1, Pi.ac)) = Hae(T2) genau dann,
wenn auch Wi (T1,Ta, Pooc) existiert. In diesem Fall gilt auch R(Wy(Th,T2, Pagc)) = Hiac-
Entsprechendes gilt fir W_ .

Beweis. =: Nach Satz 3.3 ist H,.(T2) C D(Q4(T1,T2)), d.h. W (T1,Ts, Ps4.) existiert.

<—: Es gﬂt Hac(Tl) C D(Q+(TQ,T1)) und Hac(Tg) = R(W_:,_(TQ,Tl,Pl)ac)) C D(Q+(T1,T2))
Mit Satz 3.7 folgt diese Richtung und damit gleichzeitig die letzte Behauptung. O

Seien Ty} und T, selbstadjungierte Operatoren und es existiere W, (T3, T4, Pi qc) . Man sagt,
Wi (Ts,T1, P1oc) ist vollstédndig, wenn R(Wy (T2, Th, Pi 4c)) = Haqc gilt. Entsprechendes definiert

man fir W_.
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Satz 3.9 Seien T1 und Ty selbstadjungierte Operatoren, W, (T, T1, Pi oc) existiere. Dann ist
Wi (Ts,T1, Prac) genau dann vollstindig, wenn Wy (T1,Ta, P2 4c) existiert. In diesem Fall ist auch
Wi (Th,To, Py oc) wvollstindig. Entsprechendes gilt fir W_ .

Dies ist lediglich eine neue Formulierung von Satz 3.9 in der Sprache der eben gegebenen Definition.

3.2 Streuoperator und Streumatrix
Existieren Wy (T2, T1, Pi4c), so definiert man den Streuoperator S durch

S = WJr (T27 Tl; Pl,ac)* W* (TQ; Tla Pl,ac) .
Falls Wi (T2, Th, P14c) vollstdndig sind, ist Wi (T2, Th, Pigc)* = Wi (Th, T2, Poqc) und somit

S - W+(T1, T27 PZ,ac) W, (T27 T17 Pl,ac) .
Offenbar wirkt dieser Streuoperator im absolutstetigen Teil des freien Operators genau so, wie wir dies
von Anfang an von ihm erwartet haben, er transformiert einen freien Zustand aus H,.(71) in der
fernen Vergangenheit in den zugehorigen freien Zustand aus H,.(Ty1) in der fernen Zukunft (natiirlich

konnte hier wieder Pjo. 7 B. durch Pj. ersetzt werden): Gilt fiir einen Zustand 1(t) = e~ #T2)

des gestorten Systems 1o

[i(t) — e ® Ty || - 0 fiir t— —oo, i(t) —e Ty, || = 0 fiir t— +oo,

mit Zustinden ¢y € H,.(T1), so ist

SY_ = Yy

Satz 3.10 a) Gilt RWi (T, T1, Piac)) = ROW_ (T2, T1, P1 o)), s0 ist S unitir in Hi g -

b) Sind Wi (T, T1, Piac) vollstindig, so ist S wunitir in Hi gc .

Da also offenbar die Gleichheit der Wertebereiche von Wi (T2, T1, P1gc) und W_(Ts,T1, P ac)
ausreicht, um die Unitaritdt von S in H; 4. zu garantieren, bezeichnet man gelegentlich diese Eigen-
schaft als schwache asymptotische Vollstindigkeit der Wellenoperatoren. (Die asymptotische
Vollstindigkeit bedeutet zusitzlich, dafl es aufler den Streuzusténden in R(Wi (T3, T4, P14c)) nur
noch gebundene Zustinde gibt, H = H,(T2) ® R(Wy (T2, T1, P1 4c)) -)
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Satz 3.11 Euzistieren die Wellenoperatoren Wy (T, Th, P 4c), so ist S mit Ty vertauschbar,
STy =TS bzw. SE1(X) = E1(N)S firalle A e R.

Beweis. Nach Satz 3.4 (9) gilt mit My := R(W (T, T}, Py o) und P, := Py, fiirjedes A € R

SE1(A) = Wi(Te,Th, Prac)" W (To,Th, P oc) E1(N)
= Wi (T1, Ty, P2)Ex(A\) W_ (T3, Ty, P1 ac)
= Ei(N)W(Th, Ty, P) W_(T3,T1, Py ac)
= Ei(NWi(To,T1, Prac) W_ (T2, Th, P oc) = E1(N)S.

Hieraus folgt die Behauptung. O
Im Rest des Abschnitts betrachten wir speziell T3 = —A in Lo(IR™). Es gilt dann
Ty :=FTiF~ = M 2.
Definiert man entsprechend
S:=FSF!,
so sind natiirlich S und ﬁ vertauschbar:
STy = FSFYFTF~' = FST\F~' = FI,SF ' =TS .

Stellt man den Lo(IR™) dar in der Form

Ly(R™) = Ly (o,oo, k™t dk; LQ(sm—l)) (: La(0, 00, km—ldk@h(sm_l))’

so ist ﬁ gleich dem Multiplikationsoperator mit k2. Wir werden sehen, daf der mit ﬁ vertauschbare

Operator S ,diese spezielle Struktur respektiert“. Dazu holen wir etwas weiter aus.

Essei (X,u) ein o—endlicher Mafiraum, d.h. X 148t sich darstellen als abzéhlbare Vereinigung

von Mengen mit endlichem Maf,

X = U X; mit X; C Xy und  p(X;) <oo.
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Natiirlich sind diese Mengen X; nicht eindeutig bestimmt. Sie kénnen ggf. jeweils so gew&hlt wer-
den, daf} die folgenden Sitze anwendbar werden. Mit & bezeichnen wir den Raum der einfachen

Funktionen, das sind Funktionen der Form
t:X_)Cv t(CC):ZthMk(I),

wobei die Summe endlich ist, t; € C, My p-—mefbarin X, undein j = j(t) existiert mit My C X;
fur alle k. 7 sei die Menge der durch Funktionen aus & erzeugten Multiplikationsoperatoren in

L2(X, dp) (und weiter unten auch in Lo (X, du; H) ).

Satz 3.12 FEin Operator A € B(L2(X, du)) ist genau dann ein Multiplikationsoperator, wenn er
mit jedem Operator aus T wvertauschbar ist. (Man beachte, daf es natiirlich geniigt, die Vertausch-
barkeit mit allen Multiplikationen mit xnr, M C Xjpy, vorauszusetzen. Ist (X, u) gleich (0,00)
mit dem Lebesque—MafS, so geniigt die Vertauschbarkeit von A mit dem Multiplikationsoperator mit

x bzw. dessen Spektralschar.)

Beweis. Offensichtlich ist jeder beschrinkte Multiplikationsoperator mit jedem Operator aus 7

vertauschbar. Es bleibt die Umkehrung zu beweisen.

Sei A € B(L2(X, dp)) mit jedem Operator aus 7 vertauschbar. Mit den X; von oben sei

Y; := X;41\X; . Damit definieren wir eine strikt positive Funktion

: 1 _
h=> hjxy, € La(X,dp)  (z.B.mit h;:= 7 u(Y;) "2

Wir werden zeigen, dal A der Operator der Multiplikation mit der Funktion

1
a(x) := ") (Ah)(x)

ist, wobei (Ah)(:) ein beliebiger, aber im folgenden fest gewihlter Repréisentant von Ah € Lo(X, du)
ist. (Ist w(X) < oo, so kann einfach h(z) = e(z) = 1 gewiihlt werden; hieran erkennt man am
leichtesten die sehr einfache Idee des Beweises: wenn A ein Multiplikationsoperator ist, so mufi Ae

die Funktion sein, mit der multipliziert wird.)

Zum Beweis geniigt es offenbar zu zeigen:

(At)(z) = a(x)t(x) firalle te€& wund pfa zeX;
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durch Grenziibergang folgt die Aussage fiir alle ¢ € Ly(X, du) (und damit natiirlich auch |a(z)| <
|A]| fir pfa. z € X). Sei also t € £. Dann ist auch ¢/h € £ und somit, da A mit dem

Multiplikationsoperator M, vertauschbar ist,

() = 4(5h) @ = {EANE) = AR

Fiir einen Hilbertraum H sei im folgenden Lo(X, dy; H) der Raum der (Aquivalenzklassen
von) H-wertigen p—meBbaren Funktionen f auf X mit |f(-)]] € L2(X, du). Ein Operator A in
Lo(X, dp; H) heiBt zerlegbar, wenn es fiir jedes x € X einen beschrinkten Operator A(z) in
H gibt mit

(Af)(z) = A(x) f(x) fir alle f€ D(A) und pfa xzeX.

Man sagt auch, A ist das direkte Integral der Schar {A(-)} = {A(z) : x € X}; diese Begriffs-
bildung werden wir aber im folgenden nicht verwenden. Im Falle von H = C sind die zerlegbaren
Operatoren genau die Multiplikationsoperatoren. Der folgende Satz ist also eine Verallgemeinerung

des vorhergehenden.

Satz 3.13 Sei H ein separabler Hilbertraum. Ein Operator A € B(Lo(X, du; H)) ist genau dann
zerlegbar, wenn er mit jedem Operator aus T wvertauschbar ist. (Die Anmerkung bei Satz 3.12 gilt

entsprechend. )

Beweis. Wieder ist die Richtung , == trivial. — Sei also A € B(L2(X, dyu; H)) mit jedem
Operator aus 7 vertauschbar, {e;:j € IN} eine Orthonormalbasis von H und h wie im Beweis

von Satz 3.12. Mit h;(x) := h(z)e; sei

1
aj(z) = m(Ahj)(x)v

dabeisei (Ah;)(-) ein beliebiger, im folgenden fest gewahlter Reprisentant von Ah; € Lo(X, dy; H).
Fiir jedes = € X definieren wir die lineare Abbildung

Ay L{ej: je N} - H Achjej:ZCjaj(x).

Ist € die Menge der Funktionen

)= _7i()e mit 7 € &,
j=1
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so gilt nach Definition von A, fiir alle t € £ (wegen 7;/h € &)

Il
S
2
S~—
)
<
=
S~—
Il
INgE
7N
N
>
Af\
\./\_/
>
<
—
S~—
N~~~
=
S~—

(At)(x)

= Y2 @) = Y na)
Jj=1 j=1
= A, ZTj(x)eJ = At(z) p—t. i

Wir zeigen jetzt, dal eine p—Nullmenge N C X existiert mit
[All <[lA]l - fir  2ze X\N
(daraus folgt dann, da§ sich A, eindeutig zu einem beschrinkten Operator A(x) in H mit
[A(x)]] < ||A|] fortsetzen 14Bt). Zundchst zeigen wir, dafl fiir jedes y = > y,je; € L{e;} eine
p~Nullmenge M, C X existiert mit

[Ayl < [IAlyl  fir = e X\M,.

Wire dies nicht der Fall, so giibe es (da x — ||A,y|| auf Grund der Konstruktion von A, offenbar
mefbar ist) eine p-meBbare Menge M, C X mit

[Aayll > Ayl fir 2 € M, 0<p(My).

Damit wére 0 < pu(My) < oo fiir M, = M;NX; und hinreichend groBies j, und fiir hy(-) = xar,(-)y € €

an 1 = { [ @1? aute } —{ [ I e zynQdu(x)}l/Q
= { [ ||2"ﬁ;f|’2"2 ) > { [ meEiarEae)

= N All7yll

wiirde gelten

das ist ein Widerspruch zur Definition der Norm von A.

Also gibt es eine p-Nullmenge N C X so, daf§ fiir alle Linearkombinationen y € L{e;} mit
rationalen Koeffizienten (dies ist eine abzéhlbare Menge, die in H dicht ist) gilt

[Azyll < [[A[lllyl  fir alle 2 € X\N.
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Durch Grenziibergang in den Koeffizienten folgt dies dann fiir alle y € L{e;}, d.h. es gilt
(Al < || A fiir alle x € X\N.

Ist A(z), wie schon oben angekiindigt, die eindeutig bestimmte Fortsetzung von A, auf ganz

H | so gilt also fiir alle ¢ € £
(At)(x) = Azt(x) = A(x)t(x) fir pfa zeX.

Der Raum & ist dicht in Lo(X, du; H); zu einem beliebigen f € Lo(X, du; H) gibt es also eine
Folge (t,) aus & mit ¢, — f in Ly(X, dp; H) und (0.E.) t,(z) — f(z) und (At,)(z) — (Af)(x)
p—f.ii. Damit folgt die Behauptung durch Grenziibergang, da A und alle A(z) fiir = € X\N stetig
sind. ]

Zusammen mit dem Resultat von Satz 3.11 und der Tatsache, daf3 §1 mit ﬁ = M2 vertauschbar
ist, folgt, daB S in Lo(0, 00, k™ 1 dk; Lo(S™ 1)) zerlegbar ist mit einer Schar unitéirer Operatoren
{S()} ={S(k) : k€ (0,00)}; S(k) wird als Streumatrix bezeichnet. Man schreibt iiblicherweise

S(k) = I+ R(k).

Der folgende Satz erlaubt keinen strengen Beweis im Rahmen der Hilbertraumtheorie, da auch

schon die Definition des (differentiellen) Streuquerschnitts (vgl. 1) nicht in diesem Rahmen moglich

war.
Satz 3.14 Ist R(k) ein Integraloperator mit Kern r(w,wo;k), so ist
o(k,wo,w) = (20)™|r(w, wo; k)|?

der diffferentielle Streuquerschnitt zur Einfallsrichtung wo und Ausfallsrichtung w . Der totale Streu-

querschnitt zur Einfallsrichtung wqo st

G101 (ks 00) = (27)™ / (o i )2 o
Smfl

Beweis. Ein ,homogener Teilchenstrom“ in Richtung wg (d.h. mit Einfallsrichtung wp) und

Impuls %k (d.h. Geschwindigkeit 2k) wird nicht durch ein Hilbertraumelement beschrieben; die
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Zustandsfunktion kann nicht in Lo(IR™) liegen, da ihr Betrag im ganzen IR™ konstant und # 0

sein muf}. In der Physik beschreibt man einen solchen ,, Zustand* durch eine ebene Welle
ei(@—2thwo)kwo bzw. fir t =0 elrhwo
Diese Funktion 148t sich auffassen als inverse Fouriertransformierte der Distribution
(27T)m/2e_2itk25kwo = (27T)m/26_2it|kw°|25kw0, bzw. fir t =10 (27)™ 261y -

Hierauf ist natiirlich der bisher entwickelte Apparat nicht anwendbar (und im Prinzip ist das auch
nicht nétig, da ein homogener Teilchenstrom nur als Idealisierung zu verstehen ist), aber man kann

versuchen, diese Elemente als ,,Grenzwerte“ von Lo—Elementen zu betrachten und hoffen, daf} die

Operatoren R(k) sich in geeigneter Weise fortsetzen lassen zu 7,INE(k)“. So ist ziemlich klar, dafl man

fiir einen hinreichend reguliéren Kern r(w,wp; k) von R(k) erhilt
B() (27)™ 251 () = (27)™/ 21 (w0, w0 )

Der Anteil des Teilchenstroms, der nach der Streuung einen Impuls in Richtung von Q C $S™~! hat,

ist also gegeben durch
(2m)™ / |7(w, wo; k)| dw .
Q

Unter Beachtung des folgenden Satzes ist das die Behauptung, sowohl fiir den differentiellen wie auch

fiir den totalen Streuquerschnitt. O

Der folgende Satz zeigt relativ priizise, wie die Ausbreitung einer Welle e~ #(=2) f (-) in Abhéngig-
keit vom Triiger von Ff vor sich geht. Die Beweise beruhen darauf, e=*(=2) f(z) (bzw. 28 De~"*(=2) f(x))
in der Form [ e™ (@9 f(y)dy zu schreiben. Fiir Punkte =, fiir die w(z,t,y) bei grofen [t| als
Funktion von gy schnell variiert (d.h.die Phase von e™(®t¥) wesentlich nicht—stationér ist),
loschen sich fiir grofle |t| die Beitrige im Integral im wesentlichen aus. Das Integral ist also fiir grofie
[t| im Punkt 2 nur dann wesentlich von 0 verschieden, wenn w(z,t,y) als Funktion von y

wenig variiert, d.h.die Phase von e*(®%%) im wesentlichen stationdr ist. Diese Beweismethode

wird deshalb als Methode der stationiren Phase bezeichnet.

Satz 3.15 a) Zu feSMR™), §>0, n€ N und o,3 € N existiert ein C = C(f,d,n,a,[3)
so, dafl gilt

"D " f(2)] < CL+ )"
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fiir alle

T € Qy :lem\{xelRm: ‘%—2%

<4 Vye€suppFf, Vj}.

b) Ist feSIR™), Ff e CP(R™), GCR™ offen mit supp F'f C G, so gibt es zu jedem n € N
und o,B € NI* ein C=C(f,n,a,0) mit

2Dt R ()] < C(L+t)™" fir zeQ:=R™2G.

c) Ist feSM™), Ff e C(R™) und Ff(y) =0 fir |yl <a, so gibt es zu jedem § >0, n € N
und o, € NJ* ein C=C(f,0,n,a,3) mit

|28 DY A f(z)] < CA+|t)™ fir zeQ:={zeR™:|z|<2(a—14H)}.

d ) In allen drei Fillen existiert fir beliebige o,7 € Ni* und p >0 ein D= D(f,d,p,0,7) bzw.
D(f,p,o,7) mit

/

Q1

: 2
27 DTe A f()| de < D1+ t)7P,

wobei @y die in der jeweiligen Aussage a), b) bzw. ¢) definierte Menge ist.
Beweis. a) Man rechnet zuniichst fiir 3 =0 leicht nach:
DD (@) = (2m) 2 [y g ) g

_ . oy—i “Ff(y)
= (2r m/2/2 x; — 2ty )eV ”yz_y dy
( ) ( J J) Z(:Ej _ 2tyj)

(partielle Integration beziiglich y; )

- i(QW)*m/Q/eizyfityzi <M) a

dyj \xj — 2ty;

_ _ a0 1 0 0 yFf(y)
s [ (L0 (0 (rEY Y,
(i)"(2m) y; \z; — 2ty; Oy, yj \xj — 2ty; Y

n

_ / iwy—ity> Z tk ( )d
) (w; — 2tyy)m i 7Y

k=0

mit i € S(R™), die nur von der Wahl des j abhiingen, jedoch nicht unmittelbar von .
Fir z € Q; gibtesein j€ {1,...,m} mit

lzj — 2ty;| = |t

% = 2y;| > dlt[;
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damit folgt die Behauptung fiir [¢| > 1. Fiir |¢| < 1 folgt sie offenbar bereits aus der ersten Zeile der
obigen Rechnung.

Fiir den Fall 8 # 0 erhélt man
it(— -m T —ity?, «
DU (@) = (1) em) 2 [ DNy () dy

18|

St [ et
£=0

mit ¢, € S(R™) und supppe C supp F'f. Anwendung des obigen Verfahrens auf jedes dieser
Integrale (mit n + ¢ statt n) liefert die Behauptung im allgemeinen Fall.

b) Sei
1
6 := —d(supp F'f, R™\G),
m

{Yp:k=1,...,N} C C(R™) eine Zerlegung der Eins auf supp Ff so, daff die Durchmesser der
supp ¢y, hochstens §/2 sind, ¢ := i Ff.

Sei nun z € R™\G. Wegen
d(z,supp ¢x) > md fir ke{l,...,N}

gibt es fiir jedes k ein y®*) € suppyr (dies kann sogar beliebig gewiihlt werden) und ein j =
J(k,z) € {l,...,m} mit
12—y > 6.

j -

Wegen

Durchmesser (supp ¢i) <

4]
-2
gilt dann sogar

|zj —y;| > fiir alle y € supp ¢y, .

N |

Damit folgt die Behauptung fiir fi, := F~ (¢, Ff) (statt f) und % € R™\2G mit Hilfe von

Teil a), denn es ist dann z := % € R™\G und somit mit j = j(k,z2)

N~

.
=2y

= |22; —2y;| = 2|z —y;| >0 fir y€Esupppr.
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c) Wiahle G ={z e R™ :|z| >a—46}. Fir |z| < 2t(a—4) gilt dann offensichtlich = ¢ 2tG.
Somit folgt die Behauptung aus Teil b).

d) Ergibt sich durch Integration von |[z7D7e~®(=2)f|2 iiber das jeweilige Gebiet, wobei «, §

und n geeignet zu wihlen sind. ]

Dieser Satz hat eine wichtige physikalische Interpretation: Die im Zustand f vertretenen Impulse

sind gerade die y € supp F'f; da unsere Normierung mit m = % iibereinstimmt, bedeutet dies
Geschwindigkeiten v € 2supp F'f. Wenn man davon ausgeht, dafl das Teilchen sich zur Zeit ¢ =0
»in der Nihe des Nullpunktes® aufhilt, was fiir f € S(IR™) in gewissem Sinne gilt, so besagt der
Satz, daf} sich das Teilchen fiir grofie |¢| nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit in den , klassisch

verbotenen® (oder ,klassisch unerreichbaren®) Regionen aufhilt.
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4 Existenz der Wellenoperatoren

4.1 Das Cooksche Lemma

Das Cooksche Lemma (J. M. Cook: Convergence to the Mgller wave—matrix, J. Math. Phys. 36, 82-87
(1957)) beruht auf der folgenden einfachen Beobachtung.

Hilfssatz 4.1 Sei H ein Hilbert— (oder Banach-) Raum, ¢ : R — H stetig differenzierbar in

(t4,00) bzw. (—oo,t_) fiir geeignete t, und t_,
¢ ()l € Li(ty,00)  bzw. Lyi(—o0,t_).
Dann existiert

lim ¢(t) bzw. lim ().

t—oo t——o0

Beweis. (Es ist niitzlich, sich den Satz zunichst fir H = C klarzumachen.) Da H vollstiindig

ist, geniigt es zu zeigen, daf} zu jedem & >0 ein fy existiert mit
le(s) — @)l <e fir s,t€eR mit s,t>tg baw. s,t<tp.

Aus der Voraussetzung folgt (dabei sei 0. E. ¢4 <t <s bzw. t <s<t_)
lio(s) - 0l < [ el dr.
t

Dies erhilt man z.B. mit folgender Uberlegung: Fiir jedes = € H (im Falle eines Banachraumes fiir
jedes x € H') ist die komplexwertige Funktion

vz :IR—C, tw (x,p(t)) stetig differenzierbar in (t4,00) bzw. (—oo,t_),

und somit

(@ 0(5) = )] = lpa(s) — 0alt)] < / o (r) dr

[@enar| < [lalle@lar

t

S / I ()]
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Wegen |’ ()|l € L1(t+,00) bzw. Li(—o0,t_) folgt hieraus fiir geeignetes to >t bzw. to < t_

lp(s) —p@®)| <e fiir s, t>ty bzw. s,t<tp. O

Satz 4.2 (Cooksches Lemma) Seien T; wund T, selbstadjungierte Operatoren im
Hilbertraum H.

a) Ist e~y € D(Ty) N D(Tz)

. Ur t >ty bzw. t<t_,
ts (Ty —Ty)e "y stetig } f *

t ||[(Te — T)e || in Ly(ty,00) baw. Li(—oo,t_),

so gilt © € D(Q4 (T2, T1)) bzw. x € D(Q_(T2,T1)). 2

b) Sei M ein abgeschlossener Teilraum von H (der Ty reduziert), P die orthogonale Projektion
auf M wund D total in M (d.h. die lineare Hiille von D ist dicht in M) so, daf fiir jedes
x € D die Voraussetzungen von Teil a) gelten. Dann existiert der Wellenoperator W, (T, T1, P)
bzw. W_(T2,Th, P) .

Beweis. a) Nach Lemma 4.1 geniigt es zu zeigen, dafl
0:R— H, t el ity
fir ¢t >ty bzw. t < t_ stetig differenzierbar ist und ||¢’(:)|] in Li(t+,00) bzw. Lq(—o00,t_)

liegt.

Wegen eTiz € D(T1) N D(Ty) ist ¢ tatsiichlich differenzierbar, denn es gilt fiir ¢ > ¢, bzw.
t<t_ und h—0

1 (ei(t-i-h)Tge—i(t-',-h)Tl & — eitT2 p—itT1 :c)

— pit+N)Ty % (eﬂ'(tJrh)T1 _ eﬂ'tTl) T+ 1 (ei(tJrh)Tg _ eitT2> o—itTi

_ eitTg (_iTl)efitTlx _ e’itTQ (iTz)efitTlx

= e (Ty — Ty)e g |

Da nach Voraussetzung t +— (Ty — Ti)e Ty stetig ist, ist dann auch ¢’ stetig. Wegen
'Ol = [I(T2 = Tr)e~"*"ra|| liegt |l¢'()]| in Li(ts,00) baw.in Li(—oo,t-) .
b) Dies folgt unmittelbar aus Teil a), da die Definitionsbereiche D(Q4 (T,7T1)) abgeschlossene

Teilriume sind.
O

2Ist T relativ beschrinkt beziiglich 77 (d.h. D(T:) D D(T1)), so ist t+— (Tp — T1)e Tz = e~ #11 (T, — T1)x
offenbar stetig fiir alle « € D(T1).
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4.2 Existenz von W_(T,, T;) fiir Differentialoperatoren T;

Fiir den Fall, dafl T} ein Differentialoperator in Lo(IR™) mit konstanten Koeffizienten (tatséichlich
sogar aus einer wesentlich grofieren Klasse von Operatoren) ist, beweisen wir in diesem Abschnitt
ein sehr allgemeines Resultat iiber die Existenz der Wellenoperatoren Wy (Ts,Ty) = Wy (T, Ty, 1I).
Die Vollstandigkeit der Wellenoperatoren ist unter so allgemeinen Voraussetzungen nicht zu erwarten,
vgl. hierzu Abschnitt 4.3. Es mag zunéchst iiberraschen, dafl hier P =1 gewihlt werden kann; das
erklért sich (zumindest teilweise) dadurch, daff die betrachteten Operatoren T3 rein absolut stetiges

Spektrum haben, d.h. es gilt H,.(T1) = L2(R™), vgl. hierzu Satz 4.9.

Satz 4.3 Sei Ty in La(R™) erklirt durch
T, = F7'M,F mit reellwertigem h € C°(R™),

und es existiere ein e € R™ mit |le]| =1 wund eine abgeschlossene Nullmenge A C R™ mit
(grad h(zx), e) #0 fir alle zeR™\A.

Der Operator V' sei auf S(R™) definiert und symmetrisch, und es existieren C >0, p € Ng, und
e>0 so, daf$ fiir jedes r >0 gilt

VA< CA+r)72 Y IDf| fir alle f€S(R™) mit f(x)=0
la|<p
in {xeR™: |(z,e)| <r}.

Ty sei eine selbstadjungierte Fortsetzung von Ty 4V . Dann existieren Wy (T, T1) .

Korollar 4.4 Sei Ty = —A (im Sinne von Satz 4.3 ist also h(z) = |[z|>) und V ein

symmetrischer Differentialoperator > cqo(x)D* beliebiger Ordnung mit
—1—e
lca(z)] < C(l + |(:E,e)|) fir alle e R™

mit einem beliebigen e € R™, |le|| = 1. Ist Ty eine beliebige selbstadjungierte Fortsetzung von
Ty +V, so existieren Wy (T, T1). (Man vergleiche hierzu auch Korollar 4.6. Mit wenig Mehraufwand
sieht man, dafl es geniigt, wenn die c,(-) diese Bedingung nur im Sinne geeigneter Lo—Mittel erfiillen;

vgl. hierzu die Bedingungen an 'V in Salz 4.8.)
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Beweis. Offensichtlich sind die Voraussetzungen von Satz 4.3 mit diesem e erfiillt. a

Vorbemerkung zum Beweis von Satz 4.3 O.E. kénnen wir natiirlich annehmen, daf}
e =e; = (1,0,...,0) ist. Dies macht die Formulierung und den Beweis des Satzes wesentlich einfa-
cher. — Hinter dem Beweis steckt die physikalische Vorstellung, daf3 das Teilchen mit einer Mindest-
geschwindigkeit in einer Richtung, die nicht orthogonal zu e ist, ins Unendliche l&uft. Dort wo sich
das Teilchen zur Zeit ¢ aufhilt, ist also V', kleiner als“ [t|717¢; es sollte also das Cooksche Lemma
anwendbar sein. Tatséchlich ist die Sache nicht ganz so einfach, da das Teilchen sich nicht an diese

,klassisch mechanische“ Vorstellung hélt.

Hilfssatz 4.5 Sei h wie in Satz 4.3 mit e =e1, Fge C° (R™\ A). Dann existieren fiir jedes
k € No Funktionen g1,...,gx € C5° (R™\ A) mit

(eiitTlg) (z) = (it) =" Z o] Pt (efith(')gj) (x) fir t#0.

Beweis. Fiir y € supp Fg ist nach Voraussetzung

0

M@w=azmw¢o.

Deshalb ist die folgende Umformung zulissig (vgl. Beweis von Satz 3.15):
(77 g) @) = (2m) 72 [ cive st g (y)

—nye [ o) S

—_— h'(y)
_ 19 i
it 8y1

(mit partieller Integration beziiglich 1)

- (27T)fm/2(it)fl/e—ith(y)aiyl [6”2/1;5)@)} dy

(und mit (k — 1)—facher Wiederholung dieses Schrittes)

Hieraus folgt die Behauptung durch Ausdifferenzieren und Zusammenfassen der Terme mit gleichen

x1—Potenzen. O
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Beweis von Satz 4.3 Da C;°(R™\ A) C S(R™) in Lo(R™) dicht ist und da D(Q4 (T, T1))

abgeschlossen sind, geniigt es,
FTIO&(R™\ A) € D(Q (T, Th))

zu beweisen, d. h. fir f € Ly(R™) mit Ff € C°(IR™\ A) sind die Voraussetzungen von Satz 4.2a

zu beweisen.

Wegen Ff e Cg°(R™\ A) C C°(R™) ist fiir jedes t € R auch

eT i f = prlemthOpf e FTICR(R™\ A) € D(Th) N D(Ty),

da e O Ff e CP(R™) C D(My) = FD(Ty) und e #Ttf € S(R™) c D(V) gilt.

Aus der Voraussetzung an V' fiir =0 folgt

Hv(e—isTl _e—itTl)fH < C Z HDa(e—isTl _ e—itT1>fH
la|<p
(da D® mit Ty, also auch mit e~“71 vertauscht)

= C Z H(e—isTl _ e—itT1>Daf ’

la|<p

‘ ‘ 5 1/2

= C Z {/ }e—zsh(m) _ e—zth(;n) |$aFf($)|2 dl'}

la|<p
- 0 fir s—t (Satz von Lebesgue) .

Also ist t+— Ve 1 f stetig auf ganz R.

Zum Beweis der dritten Voraussetzung wéahlen wir ein

1 fir s<0,
0 fir s>1.

v € C®(R) mit 0<¢@(s) <1 und ¢(s)= {
Mit u >0 (das wir erst spiter genauer festlegen) sei
ot(x) == o(Jz1| — [E*) fir zeR™,

also

0 fir |z >[t|*+1,
pi(z) = .
1 fiir Jaq] < Jt¢*.
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Damit folgt, zunéchst wieder mit der Voraussetzung an V' fiir r =0,

1/2
—q —1 2
Ve ™l < Dpi(z)e™""" f(z)]” da
‘“'<P m|<|tw+1
1/2
< O |IIl‘22X ‘Da 7th1f( )‘ dx
a|<p
|m1|<|t\u+1
1/2
= O max e~ Do f(2)|* de
le|<p
|x1|<|t\“+1
1/2
_ _ 2
= (1 max / ‘(ZW)m/Q/emyenh(y) y*Ff(y) dy| dz
la|<p ——
[z |<[t]#+1 =9a(y)

Wegen g, € C§°(R™\ A) gilt fiir den Term zwischen den Betragsstrichen nach Hilfssatz 4.5 fiir
jedes k € INy

k

= (7 F T g0) () = (it) Do ad P (e Mg ) ().

J=0

Somit 148t sich jeder Term des Maximums abschétzen durch

k

(it) =k Z x{Ffl (eiith(')ga,j)
=0 Lo(lzy| < [¢[* +1)
k
< TR+ ) Coa mit  Coa = Y [[gayll
< CyltFm—1) fir |t > 1.

Es gilt also fiir den gesamten Ausdruck
IVigre T £ < ClHED fir [t > 1.

Um den verbleibenden Term abzuschétzen, benutzen wir die Voraussetzung an V' mit r = [t/ und

erhalten analog fiir [t| > 1

V(L —e)e ™| < O+t Y DU~ g T |

la|<p
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IN

Cs(1 + [t|*)"17° max Heﬂ'tTlDo‘fH
lo|<p

IN

Cot| ) max | D*f|
la|<p

C7|t|—u(1+€) .

1
Wihlt man p € (1—4_5, 1) , so ist jedenfalls u(l 4+ &) > 1. Wahlt man weiter k& € Ny so, daB

k(uw—1) < —1 ist, so ist also
t (Ve P fI| < [Vipre T T f + V(1 = pr)e T f]

iiber ganz IR integrierbar. Damit ist der Satz bewiesen. ]

Korollar 4.6 Ist V = Z?:l Vi und gelten die Voraussetzungen von Satz 4.8 fir jedes V;
mit einem geeigneten e;, so existieren Wi (T5,T1). (Dieses Resultat ist z.B. anwendbar auf die

Streuung von N-Teilchen-Systemen: Dabei ist Ty = —A in RN und V die Summe der
Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Teilchen und zwischen den Teilchen und dem duferen Feld,
wobei vorauszusetzen ist, dafi die einzelnen Potentiale hinreichend schnell fallen, d. h. schneller als

das Coulombpotential.)
Zum Beweis behandelt man jedes V; nach dem Muster des obigen Beweises.

Beispiel 4.7 Wie wichtig die Richtungsabhiingigkeit des Abfalls von V sein kann, zeigt das
folgende Beispiel in  L?(IR?): Tm Sinne von Satz 4.3 sei h(x) = ho(xe) mit hi(s) # 0 fiir f.a.
s € R; dann erfiillt h die Voraussetzung von Satz 4.3 fiir alle e # e . Sei nun V' der Operator der
Multiplikation mit v(z1), wobei z.B. v € C§°(IR) sein soll; in Richtung e; fillt also V' beliebig
schnell. Fiir f(x) = fi(x1)fa(x2) mit fiv Z 0 gilt dann, da T3 und V offenbar vertauschbar sind

eitTQef’L‘tTl f(x) — eit(T1+V)€7itTlf(I) — eitveitTlefitTlf(x)
@) fi (1) fa(w2)
Konvergenz fiir ¢ — +o0o ist also wegen fiv % 0 unmoéglich. #

Der folgende Satz ist eine Variante von Satz 4.3 und eine Verallgemeinerung von Korollar 4.4.

Satz 4.8 a) Sei Ty = F~'M,F mit reellwertigem h € C°(R™) und

grad h(z) # 0 fir fa. xeR™.
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V' sei auf S(R™) definiert und symmetrisch, und es existieren p € Nog, C >0, € >0 so,
daf$ fir jedes r >0 gilt

Vil <C@+r)7 Y 1D fiir alle f € S(R™)
la|<p
mit f(x) =0 fir |z|<r.
Ty sei eine selbstadjungierte Fortsetzung von Ty 4V . Dann existieren Wy (T2, T1) .
b) Ist Th = F~'MpF mit einem nicht-konstanten Polynom P wund erfillen V und T die

Voraussetzungen von Teil a), so existieren Wi (T, T7) .

Beweis. a) Die Mengen
G :={z € R™ : (grad h(x),e;) # 0} (j=1,...,m)
bilden eine endliche offene Uberdeckung von
G = R™\ {x e R":gradh(z) =0} = {x € R™:grad h(z) # 0}.

Da F7!C§°(G) in  La(R™) dicht ist, geniigt es zu zeigen, daB jedes f € F71C§(G) in
D(Q4 (T3, Ty)) liegt. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins auf supp Ff beziiglich der Uberdeckung
{G,} 1aBt sich Ff zerlegen in

Ff:ﬁ—i--'-—i-fm mit EEC’SO(]Rm) und suppf;CGj.

Fiir jedes f] 188t sich nun der Beweis von Satz 4.3 mit e =e; und f; statt F'f analog durchfiihren.

(Man beachte, dal V' die Voraussetzung von Satz 4.3 mit jedem e erfiillt). Also liegen alle F' _1]?j ,
und somit auch f,in D(Qy (T2, T1)).

b) Die Nullstellenmenge von

erad P() = (a% PO, % P(-))

ist eine abgeschlossene Nullmenge; sie ist der Durchschnitt der Nullstellenmengen der Polynome

0 . . .
—— P, wovon mindestens eines # 0 ist. O

8Ij

Abschliefend wollen wir noch zeigen, dafl 77 in allen in diesem Abschnitt betrachteten Fallen ein

rein absolut stetiges Spektrum hat, d.h. H,.(T1) = L2(R™).
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Satz 4.9 Ist h € C*(R™) reellwertig mit gradh(z) # 0 fir fa. x € R™, so hat My, (und
damit auch F~YMyF ) rein absolut stetiges Spektrum. Insbesondere hat also jeder micht—triviale
Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten rein absolut stetiges Spektrum (h ist dann ein nicht—

konstantes Polynom).

Beweis. Da H,.(M) ein abgeschlossener Teilraum ist, geniigt es zu zeigen, daf} jedes

feCP(R™) mit suppfCGj= {:v eR™: %h(m) # O}

Lj

in Hyqoe(Mp) liegt (j=1,...,m).O.E. geniigt es, den Fall j = m zu betrachten. Wegen 8i h(zx) #
T,

0 in suppf kann fiir jedes = € suppf auf eine Umgebung von =z der Satz iiber implizite
Funktionen angewandt werden, d.h. z, la8t sich als glatte Funktion ,, von x1,...,Zm_1, h
darstellen; man kann also die Variablen zi,...,%y,—1, %, durch zi,...,2,—1,h ersetzen mit glatter

nichtverschwindender Funktionaldeterminante

8(:171, s 1, U (21, - - ,xm,l,h))
8($1,...,xm_1,h)

o1, .., Tm_1,h) =

O.E. kénnen wir annehmen, dafl f seinen Triger in einer solchen Menge hat. Es gilt also fiir die

Spektralschar E von M}

IB@®FI? = f ()] dz
{zeR™:h(z)<t}
mit fN(xl,...,xm,l,h):f(a:l,...,xm,l,d)m(xl,...,xm,l,h))
= / / (1, Tme1, )P o(21, . o B, h)| ey .. gy dh
—oo,t] R™m—1
= {m/ (15 s Tt W) Pl@(21, . ooy T, h) [ 2y .. ATy p dhe
Das ist die Absolutstetigkeit von | E(t)f||?, da der Integrand {...} in Cp(RR) liegt. ad

4.3 Ein Gegenbeispiel zur Vollstindigkeit der Wellenoperatoren

Die Existenz eines der Wellenoperatoren Wy (T, Th) = Wy (T2, T1,I) bedeutet, da Ty zur Ein-

schrinkung von Ty auf R(Wwy(Th,T1)) unitir dquivalent ist, wobei die unitire Aquivalenz durch
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Wy (Te,T1) vermittelt wird (da W, (T, Th) i.allg. ungleich W_ (T, T1) ist, hat man gleich zwei

solche unitiren Aquivalenzen, falls beide existieren).
Hat 77 ein rein absolut stetiges Spektrum, wie es im Abschnitt 4.2 stets der Fall war, so bedeutet
die Vollstandigkeit der Wellenoperatoren

R(Wy(T,Th)) = RWx (T2, T1,1)) = H,(T2),

d.h. der ganze Operator 77 ist unitdr dquivalent zum absolut stetigen Teil T5,. von T5. Das
ist natiirlich nur moglich, wenn o4.(T2) = 04c(T1) = o(T1) ist (aber natiirlich ist die Gleichheit
nicht hinreichend fiir die Vollstindigkeit). Mit dieser Erkenntnis ist es nun nicht schwer, ein Beispiel
anzugeben, das zeigt, dafl die Bedingungen aus Abschnitt 4.2 nicht ausreichen, um die Vollstindigkeit

der Wellenoperatoren zu garantieren.

Beispiel 4.10 In ILy(RR?) sei

n = -A mit dem {iblichen Definitionsbereich |,

T Th+V mit  V(z) =v(z1),
dabei sei (im wesentlichen der Einfachheit halber) v: R — R stetig, <0 mit kompaktem Tréger,

2

d
aber v # 0, z. B. ein Potentialtopf. Dann besitzt A = — 92 +v in Lo(R) mindestens einen
s

negativen Eigenwert:

2

d
(i) Da die Stoérung v relativ kompakt beziiglich — —

2 ist, hat A das Spektrum [0,00) =
s

d2
o (— ﬁ) und ansonsten hochstens noch isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die sich
s

nur bei 0 hdufen kénnen (auch nicht bei —oo, da A nach unten halbbeschrinkt ist).
(i) Ist ¢ € Cg°(R) mit ¢(0) =1, so gilt fiir ¢,(s) := cp(s)

n

@ (o vpn) — / o(s)d(s) <0 fir n— oo,

(3) <80n7—di:2<ﬂn> = —/gﬁn(s)wx(s)ds = _/@(f)n—%a//(f) ds

(Substitution y =

— o [P0y — 0t e
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Fiir hinreichend grofle n ist also

<(Pnu A50n> <0,

d.h. A mufl mindestens einen negativen Spektralpunkt haben, und dieser kann nach (i) nur ein

Eigenwert sein; andernfalls wiire ndmlich (p, Ap) > 0 fiir alle ¢ € D(A).

Sei also Ao ein negativer Eigenwert von A, fy eine zugehorige Eigenfunktion. Dann ist offen-
2

sichtlich die Einschriankung T, von T auf {fo(:tl)g(:vg) :g€D (— 92
s

)} unitdr aquivalent

zu

d2

Diese Einschriankung hat also absolut stetiges Spektrum o,.(Tp) = [Ao, 00) ; [0,00) = 04c(Th) -

Andererseits ist natiirlich klar (Satz 4.3 ), dafl die Wellenoperatoren Wy (T3, T}) existieren. Diese

konnen aber nicht vollstandig sein. #
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5 Spurklassenmethoden

5.1 By—Klassen kompakter Operatoren, Spurklasse

Es sei zunédchst an einige grundlegende Eigenschaften kompakter Operatoren erinnert. Fiir die hier
nicht aufgefiihrten Beweise wird auf die Abschnitte 4.2-3 der ,,Mathematischen Methoden der Quan-

tenmechanik® verwiesen.

Satz 5.1 Ein selbstadjungierter (bzw. normaler) Operator K im Hilbertraum H ist genau dann
kompakt, wenn eine orthonormale Folge (en) aus H wund eine Nullfolge (A\,) aus R (bzw. C)

existieren mat

Kz = Z)\n<en,x>en.

(Natiirlich konnen diese Folgen auch endlich sein.)

Ein selbstadjungierter Operator A heifit nicht—negativ, wenn fiir alle © € D(A) gilt (z, Az) >
0. Er heifit positiv, wenn fiir alle x € D(A)\{0} gilt (x, Az) > 0. Wie aus dem Spektralsatz
folgt, ist A genau dann nicht—negativ (bzw. positiv), wenn E4(0—) =0 (bzw. E4(0) = 0) gilt.
Ein kompakter selbstadjungierter Operator ist auf Grund von Satz 5.1 genau dann nicht—negativ

(bzw. positiv), wenn alle seine Eigenwerte nicht-negativ (bzw. positiv) sind.

Satz 5.2 Zu jedem nicht-negativen selbstadjungierten (kompakten) Operator K gibt es genau eine
nicht-negative (kompakte) Quadratwurzel. (Entsprechendes gilt fiir beliebige n—te Wurzeln, n € IN.)

Beweis. Ist E die Spektralschar von K, so ist wegen E(t) =0 fiir ¢ <0

Q= [ ap)

offensichtlich eine nicht—negative Quadratwurzel von K .

Ist R eine beliebige nicht-negative Quadratwurzel mit Spektralschar F', so gilt

/ sdE(s) = K = R? = / t2dF(t) = / sdF(s'/?).

[0,00) [0,00) [0,00)

Aus der Eindeutigkeit der Spektralschar folgt also (da auch F(s) =0 fiir s <0 gilt)

F(s) = 0 fiir s <0,
8) = E(s?) fiir s >0,
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d.h. F, und damit @, ist eindeutig bestimmt.

Es bleibt, fiir einen nicht-negativen kompakten Operator
K= Z An{€n, Yen
n

eine nicht—negative kompakte Quadratwurzel anzugeben. Eine solche ist offensichtlich

Q = Z)‘}/2<en7'>en- O

Fiir jeden Operator K € B(H) ist K*K ein nicht-negativer selbstadjungierter Operator
(dies gilt iibrigens auch fiir unbeschrinkte Operatoren, vgl. z. B. J. Weidmann: Lineare Operatoren in
Hilbertrdumen, Satz 5.3a). Also ist |K|:= (K*K)'/? wohldefiniert. |K| ist genau dann kompakt,
wenn K kompakt ist. Ist K kompakt, so werden die Eigenwerte (s,) von |K| (mit Vielfachheit
gezihlt) als die singuldren Werte s,(K) von K bezeichnet. Man sagt, K liegt in B, = B,(H)
fir 1 < p < oo, wenn die Folge (s,(K)) in £, liegt. Die Menge der kompakten Operatoren
ist Boo = Boo(H); in diesem Fall ist ((s,(K)) eine Nullfolge aus £ . Die Menge B; = By(H)
wird auch als Spurklasse bezeichnet; die Bezeichnung beruht darauf, daf fiir diese Operatoren eine
»Spur® (&hnlich wie fiir Matrizen) sinnvoll definiert werden kann, was wir jedoch hier nicht benstigen.

Jeder endlich-dimensionale Operator liegt offenbar in jedem B, .

Satz 5.3 Sei K € Boo(H), sn = s,(K) . Dann existieren orthonormale Folgen (en) wund (fy)

n H mit

Kx

> Snlen, T) fn, K*z S8l fnsx)en,

K|z = 3 su{en, T)en, |[K* [z = > su(fa,2)fn.

Die Elemente e, bzw. f, sind Eigenelemente von |K| bzw. |K*|. Insbesondere haben K, |K|, K*

und |K*| die gleichen singuliren Werte und somit sind die folgenden Aussagen dquivalent:
KeB, |K|leB,, K'eB, |K'€B,.

Satz 5.4 a) Ist K ein kompakter Operator und sind (s,) die nicht-wachsend geordneten

singuldren Werte, so gilt fiir alle n € INg

Sp41 = inf Hsup{||Kw||: z € H, ||z| =1, :UJ_yl,...,yn};

Y15--Yn€

speziell gilt s1 = |K||. Ist K selbstadjungiert, so gilt die entsprechende Aussage fiir ||,

wenn A, die dem Betrag nach fallend geordneten Eigenwerte von K sind.
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b) Sind K,L kompakt und B beschrinkt, so gilt

Sjtkr1(K + L) < sj41(K) + sp11(L) fir j,k € No,
sj(BK) < [|Bl| s;(K), s;(KB) < [|B] s;(K) fir j e N,

Sj+k+1(KL) < Sj+1(K)Sk+1(L) fﬂ?” j,k € Ny .

Beweis. Nur Teil b) ist in Abschnitt 4 von , Mathematische Methoden der Quantenmechanik®

noch nicht bewiesen worden: Nach Teil a) gilt

Sjyr+1 (KX + L)

< inf sup{||(K—|—L):c|| cx€H, |z|| =1, J:J_yl,...,yj+k}
-

< inf {sup{”KwH: veH, |z|=1, = Lyy,...,y;}

Y1s--5Yj+k
tsup {|[Lz]: w € H, | =1, 2 Ly;1,-... ,yj+k}}

= inf su Kx|:...} + inf su Lz| :...
Y1yeens Yj p{H H } Yjt+1s-0s Yit+k p{H H }

= 541 (K) + sk (L)

und
s (BK) = inf sup{||BK:1:|| czeH |z|=1,2Ly,... ,yj}

IN

1B] inf sup{||Kw|| cxeH |z =12 Ly,.. yj}
Yi,---, Y5

B[ sj4+1(K) .

Fir s;(KB) folgt die Aussage aus s;(KB) = s;((KB)*) = s;(B*K*), |B*|| = ||B|| und s;(K*) =
55 (K) -



64 5. SPURKLASSENMETHODEN
Analog zur Summe K + L wird das Produkt KL untersucht:

spen(KL) = inf sup{IKLal|s v € H. flal = 1o Ly, i}
i+k

VAN
=
& anr}
Eal
wn
2
S
~
=
=~
8
8
m
T
)
Il
—

x L Yty -5 Yk, L*yk+17" )L*yk+J}

(und, mit ||[KLz| ||[Lz||~' =0 fir ||Lz| =0)

| K La|
L]

— inf sup{ |Lz||: z€H, ||z|=1,

Yiseeey Yi+k

‘TJ-yla"wyka ij—yk-‘rlu"'aykﬁ‘j}
»»»»»»
X sup{HL:z:H cx € H, ||z|| =1, xlyl,...,yk}},

= sj41(K)sk+1(L). m

Satz 5.5 a) K st genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator, wenn K € By ist; fir K € By
ist |||KI[]? =30 s;(K)*.

b) Es gilt K € By genau dann, wenn K = K1Ko gilt mit Hilbert—Schmidt—Operatoren Ki, Ko ;

es ist dann Y s;(K) < |||Kq1]|| ||| K2]|] -

c) Die Mengen B, sind Vektorriume. (Tatsichlich sind die B, mit |K|, := {ZSW(K)Z’}UP
Banachriume. Wir werden dies [d. h. insbesondere die Dreiecksungleichung fir || - |, ] hier nur

fiir den Fall p=1 beweisen; vgl. Satz 5.6.)

Beweis. a) K ist genau dann ein Hilbert-Schmidt—Operator, wenn fiir eine/jede Orthonormal-
basis {¢;} gilt > ||Kg;||*> < oo. Deshalb folgt die Behauptung aus der Tatsache, daf} fiir einen
kompakten Operator mit singuliren Werten s; und den zugehorigen Eigenelementen e; von |K|

gilt [[Kejl| =s;.

b) Sei K =3 s,(ej,)f; die Darstellung gemif Satz 5.3.
—>: Die Operatoren

1/2 1/2
Ky = ZSJ‘/ (ej,-)ej, Ki= ZSJ‘/ €51

sind Hilbert—Schmidt—Operatoren, und es gilt K = K1 K5 .
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<=:Da K; und K, Hilbert-Schmidt—Operatoren sind, gilt
Dospo= D (Kej f;) =Y (Koej, Kif))
2 * 2 1/2
{ S I 1P KT A12 T = 1l 1

d.h. K ist ein Spurklassenoperator.

IN

c) Fir Ki,K, € B, gilt

IN

Son+1 (K1 + K»)
Son (K1 + K2)

Snt+1 (K1) + snt1(K2) ,
Sn(Kl) + Sn+1(K2) )

A

und somit

Yo+ K2 < 3 { (s (K +5501(2) + (5,00 + 5,11 (K2) '}

IN

> {2 sin (K0P + 27550 (Ka)? + 278 (Ka )P + 2711 (Ka)” )

IN

2y {sj(Kl)P + sj(Kg)P} <0,

d.h. Ky + K, ist aus B,. O
Satz 5.6 Bi(H) mit ||-||i:=, sn(-) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Es ist zuniichst zu zeigen, dafl || - ||; eine Norm ist. Wegen Satz 5.5¢ geniigt es dafiir,
die Dreiecksungleichung zu beweisen. Seien K, K> € B1(H), K = K; + K2 und

Ky =Y sileh, ) fh, Ko=Y silel. )i, K=Y sulen.)fn

die Darstellungen im Sinne von Satz 5.5. Dann folgt (dabei gilt das vierte Gleichheitszeichen deshalb,
weil {f/} bzw. {f//} Orthonormalbasen von R(K;) bzw. R(K3) sind, so daB es geniigt, nach

diesen [i. allg. nicht vollstdndigen Orthonormalsystemen] zu entwickeln)
1K = s = D ((Kn + Kaen, £ )
= > (Kien, fo) + > _(Kaen, fu)
= > (K1en, o) (Fs fu) + Y (Kaen, £11) (f1ls f)

= > en Kif3) fms ) + > _(en K3 £10) (fins )

= ) (ens Sm€h) (Frs ) + D _{ens Simem) (frns fn)

n,m
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1/2

< Y D Hew B D1 S} 2

m n

S S e el N )

m

/2

< D (st sm) = 1Kl + 1Kzl
Sei nun (Ky) eine || -|1—Cauchyfolge. Dann ist (|| K||1) konvergent, und wegen |- || < | -1
ist (K¢) auch eine | - ||-Cauchyfolge. Folglich existiert ein K € Bo(H) mit ||K; — K| —0. Es

bleibt zu zeigen, dal K € By (H) ist und [|K, — K|; — 0 gilt.

Aus
Sn(K) = Sn(Kg + (K —Kg))
< sn(Ko) +s1(K — Ke) = s (Ke) + || K — K|
sn(Ke) < sn(K)+||K — K
folgt
sn(K) — 1K — Kol| < sn(Ke) < sn(K) + || K — K|,
und somit

$n(Ky) — sp(K) fir f— o0 undalle n.

Damit folgt K € B1(H) und || K1 < Zlim | EK¢||l1, denn es gilt fiir jedes N € IN

N N oo

Angewandt auf K — K, statt K liefert dies fiir jedes ¢ >0

|~ Kol < lim K, — Koy S & fir €2 6(e),

also ||K — Ky||1 —0. O
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5.2 Der Satz von Pearson

Ein bekannter Satz von H. Weyl und J.von Neumann bzw. dessen Verschirfung durch S.T.Kuroda
(vgl. z.B. T.Kato: Perturbation theory for linear operators, Theorem X.2.1 und Theorem X.2.3)
besagt: Ist T selbstadjungiert, ¢ > 0 und p > 1, so existiert ein A € B, mit [|4], =

{375;(A)P}/P < ¢ so,daB T + A reines Punktspektrum hat. Dies gilt insbesondere auch dann,

wenn 7' rein absolut stetiges Spektrum hat. Fiir A € B, mit p > 1 kann man also die Existenz

von Wy (T + A, T, Prg.) nicht erwarten, da hieraus die unitére Aquivalenz der absolut stetigen Teile

von T und T + A folgen wiirde.

Umso bemerkenswerter sind die folgenden Resultate (einschliefllich derer aus Abschnitt 5.3).

Satz 5.7 (D.B. Pearson, 1978) Seien Ti und T, selbstadjungierte Operatoren im Hilber-
traum H, J € B(H), C € B1(H) und es gelte

(y,Cx) = (Tvy, Jzx) — (y, JT1x) fiir alle  x € D(Ty),y € D(T5).
Dann existiert

s-lim ez Je T Py ..
t—+oo ’

Anmerkung zu Satz 5.7 . Der Satz gilt entsprechend fiir selbstadjungierte Operatoren 77 und
Ty in (Hl, <', >1) bzw. (HQ, <'7 '>2), J e B(Hl,HQ) und C € Bl(Hl,HQ) mit

<y, O$>2 = <T2y, J$>2 — <y, JT1I>2 fir alle z € D(Tl), Yy € D(TQ) .

Korollar 5.8 (Satz von T.Kato — M. Rosenblum, 1957) Sind Ty und T, selbst-
adjungiert so, dafs C =T, —T1 ein Spurklassenoperator ist, so existieren Wy(To,T1, Piqc) und

Wy (T1,Ts, Paac) ; insbesondere sind die Wellenoperatoren vollstindig.

Der Beweis des Satzes von Kato-Rosenblum ergibt sich aus Satz 5.7 mit J =1 und C :=

T5 — Ty . Dieser Satz wurde von Rosenblum 1957 fiir den Fall bewiesen, dal 77 und 75 rein absolut

stetiges Spektrum haben, von Kato noch im gleichen Jahr fiir den allgemeinen Fall.

Bemerkung zu Satz 5.7 Fiir x € D(T7) gilt offenbar
(Twy, Jz) = (y,Cz) + {y, JT1z) fir alle ye€ D(T3).
Alsoist Jx € D(Ty) = D(T2) und TeJx = Cx + JTiz; d.h. es gilt

Cx = (Tud — JT)z fir alle =z € D(Ty),
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und somit ist

TJ - JIh = C € Bl(H)

Entsprechend ist J*y € D(T1) fiir y € D(Tz) und

Cry = (J'Ta =T J%)y fiir alle y e D(T5).

Beweis von Satz 5.7. Sei x € H,.(T1) und

Hy, = L{Ei:(N)z: A€ R} C Hoe(Th) .

Da die Menge der v, fiir die lim; 4o €72 Je~#T1y existiert, offenbar abgeschlossen ist, und da x
in H, enthalten ist, geniigt es offenbar zu zeigen, daf3 eine dichte Teilmenge M von H, existiert,

fur die gilt:

. ligl T2 Je—itTiy existiert fiir alle ye M.
—*o0

(Es sieht aus, als ob dies eine stiirkere Aussage wire als die Existenz von lime®?2Je= Ty was
eigentlich zu zeigen ist; man beachte aber, da x nicht notwendig in M liegt — und so wird es

unten tatséchlich sein.)

Wir zeigen zunichst, dafl wir o. E. annehmen konnen, daf§ der Teilraum H, gleich Lo(S) ist
mit einer mefibaren Teilmenge S C R und Ti|g, = Miq. Dazu zeigen wir, dafl stets ein solches
S existiert so, dal Ti|g, unitér dquivalent zu Mg in L2(S) ist (das ist nichts anderes, als eine

geeignete Spektraldarstellung von Ti|g, ): Wir definieren

Up: L{Ey(M)x : A € R} — La(R; doz) mit  0,(s) := || E1(s)z|?,

Uo ZCjEl (/\J):E = ZCjX(—oo)\j] .

Man rechnet leicht nach, dal diese Abbildung isometrisch ist. Ihr Wertebereich enthélt alle links-

stetigen Treppenfunktionen, ist also dicht in Lo(IR; dg,). Also ist U := Uy unitir von H, auf
L2(R; doy) . Wegen

UE1 (AU = X(—oo
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geht T7 bei dieser unitidren Aquivalenz iiber in Miq. Da 0,(-) absolut stetig ist, existiert ein

nicht-negatives h, € Li(R) mit o,(A\) = [ hg(o)do. Mit
(_OO)M

S = {)\EIR: h()\);éo}

ist dann
V: Lo(R, do,) — La(S), f s h'/2f

unitir, und unter V' geht M;q in Lo(IR, do,) iiber in Miq in Lo(S). Also ist
Wi=1Iy ©VU : H=H®H, — H ® Ly(S)

unitir mit W W=, sy = Miq. Fiw T; :== WI;W~! (j = 1,2) ist also die gewiinschte Situation
gegeben.

Fiir die dichte Teilmenge M in H, = Ly(S) wéhlen wir im folgenden M = L3(S) N Loo(S).
Mit

W(t) = ez Je=h
haben wir also zu zeigen:

lim W(t)g existiert fiir alle g€ La(S) N Loo(S),

t—+oo
bzw.

H(W(t) - W(s))gH —0 fir s,t— fo0.
Zunéchst schreiben wir

|ow @) —wsna|” = (0. W) W(e) = Ws)g + W sy (W(s) — W(H)g)

und untersuchen zunichst den ersten Summanden auf der rechten Seite:
(0. Wty (W(t) = W(5))g) = (g, T W(t) (W(t) - W(s))e Trg)
+ (g, (W@ W) - T W) W (e T ) g) (%)

- <g, (W(t)*W(s) - ei“T1W(t)*W(s)e_i“T1) g> (a>0).
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Die drei Terme auf der rechten Seite werden nun nacheinander untersucht.
(i) Da fiir x € D(Ty) auch e Tz € D(Ty) gilt, ist nach obiger Bemerkung auch Je= Tz €
D(Ty) . Damit folgt die Differenzierbarkeit von W (t)z fir = € D(Ty),

d . . . .
EW(t)x =i (Ty g — JTy) e g =20 e iy,

also

t
(W(t) — W(S))efmTlg — ’L/ eiTTzcefiTTl dr efiaTl q.

S

Hier stellt das Integral einen kompakten Operator dar, da C kompakt ist, und es gilt e~ "71g(.) =

e g(-) 250 fiir a— oco. Also gilt

<g, e T (t)* (W(t) — W(s))e_mTlg>
= <W(t)e_mTlg, (W(t) - W(s))e_mTlg> —0 fir a—o0
bei beliebigen fest gewéhlten s und ¢.

(ii) Dieser Term konvergiert unabhiingig von a > 0 gegen 0 fiir s,¢t — oo. Dies erhilt man

wie in Teil (iii), wenn man s =1t setzt.
(iii) Es gilt

(9. (WO W(s) = “TW (1) W (s)e T ) g)

d

\]

_ / i eiTTig itT1J*e—i(t—s)TgJe—i(7'+s)Tlg> dr
0

— ’L/ 717'T1 thl J*efi(tfs)TQ Jefi(T+S)Tlg>
0

- <€7i(t+~r)Tlg, JFe—ilt=s)T2 JTlefi(T+s)Tlg>} dr

(Einschieben der zwei mittleren Terme, die sich offensichtlich wegheben)

a

_ —i/ {<eﬂ'(t+7)ng , TlJ*efi(tfs)TgJefi(7+s)Tlg>
0
_ <e—i(t+T)Tlg,J*T2 e—i(t—s)TQJe—i(T+s)Tlg>

4 <e—i(t+T)Tlg, Jre =52, g e—i(T+s)Tlg>
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_ <e—i(t+T)T197 Jre i (t=s)T2 3, e—i(T+s)Tlg>} dr

(jeweils zwei fettgedruckte Terme ergeben zusammen — C* bzw. C')

a

= —z/{ _ <J*ei(t—s)T2 Ce— ity e—i(r+s)Tlg>

0
4 <€7i(t+~r)Tlg, J*efi(tfs)Tgoe*i(r+s)Tlg>} dr

(mit Ch =" $u(n, h)thn, wobei s, >0und » s, < oo gilt

und {¢n}, {¢n} orthonormale Folgen sind)

t+a

= 1 / <J*ei(t—S)T2 Z Sn<<Pny e—iTTlg>wn, e—i(T+s—t)Tlg> dr

t

s+a

— / <e—i('r—i-t—s)Tlg7 J*e—i(t—s)Tg Z 3n<¥7n —itTy >wn>

S

t+a

— Z S / z(s )T JTre —i(s—t)Ts w 7z~rT1 > <€7i~rTlg7 <Pn> dr

=Xt

_ ZZSn / —ZTTl € i(t—s)T1 J*e —i(t—s)T> w > <<pn,€_iTTlg> dr.

=:X¢s

Damit erhalten wir fiir den Betrag (erst Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf die Integrale,

dann auf die Summe)

t+a t+a

{ZS"/|<X5’t¢"=e_iTT19>|2dT'ZSn/|<e‘”Tlg,<pn>|2dT}l/2
t t

s+a s+ta
, , 1/2
H{ s [ e g X ar- s [ lgne gPar)

Wir rechnen der Einfachheit halber nur mit dem ersten Term weiter und erhalten

t+a

{an/}/ “i7¢(6) P, X stn) @ | dr

t+a

<Y [ | [ o (Puen) (5)d§\2df}m

t+a

= {an/’(271)1/2F(g,m)(7_)’2d7
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t+a

X an / ‘(27T)1/2F—1@.Pstpn) (T)’QdT}1/2

t+a 1/2
- 2
< 27T{Z$n||g'PH1XS,t1/}n|2' /an F71(§~PHI<Pn) (7’)’ dT}
t
t+a 9 1/2
< QW{ansup|g|2||PHIX57t1/)n|2- /an F~ G- Pu,on) (7’)‘ dT}
t
— 0 fiir ¢— o0, unabhingigvon s€R und a >0,

da der erste Faktor beschriinkt ist und der zweite gegen 0 strebt, denn esist > s, |[F~1(g-Pu,¢n)|? €
L;(R) . Fiir den zweiten Term in obiger Ungleichung folgt das gleiche fiir s — co.

Aus (i), (ii) und (iii) folgt damit insgesamt
<QaW(t)* (W(t) —W(s))g>—>0 fir s,t—o00.
Ebenso gilt natiirlich
<9,W(s)*(W(s) —W(t))g>—>0 fir s,t—o00,

und damit ist die Behauptung fiir den Limes fiir ¢ — 400 bewiesen. Ebenso geht man fiir ¢ — —o0

vor, wobei in (%) a <0 zu wihlen ist. |

Korollar 5.9 Seien Ty, To, J und C wie in Satz 5.7 und ¢ wie im Beweis von Satz 5.7. Dann
qilt:

a) firalle s,t € R st

(v - wee)al]

<K (Xo) Col{ o [ 1R P (P ar)

min(s,t)

1/2

b) lim 2 Je~*Tig — g < K(9) (3 sn)1/2.

t—o0o

Beweis. a) Folgt aus den Abschitzungen (i), (ii) und (iii) des Beweises von Satz 5.7.

b) Folgt aus a) fiir s=0 und t— co. O
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Die Aussage b) kann benutzt werden, um eine stetige Abhéngigkeit der Wellenoperatoren von T}

und T3 zu beweisen (J = I), denn es gilt fir A € Bi(H) und [|4|1 —0 (z.B.)

Wi (T + AT = Wi (1o, Ty) = Wi(Ta+ AT) Wi (T, T1) — Wi (T2, T1)

(W+(T2 + A, Ty) — I)W+(T2,T1) —0

Mit Teil a) von Korollar 5.9 kann auch das wichtige Invarianzprinzip bewiesen werden.

Satz 5.10 (Invarianzprinzip) Seien Ty, Ts, J und C wie in Satz 5.7, ¢ : R— 1R
zweimal stetig differenzierbar mit ¢'(xz) >0 bzw. ¢'(x) <0 fir alle x € R. Dann gilt

lim eT2 Je—itTh P o

t—too
lim e®(T2) je= (M p o = {

t—+oo . )
lim T2 Je—itT P o
t—F oo

Insbesondere existiert der Grenzwert auf der linken Seite.

Aus dem Beweis ist erkennbar, daf§ es z. B. geniigt, dal ¢'(z) > 0 bzw. ¢'(z) <0 im Inneren
eines Intervalls I C R erfiillt ist, wenn o4.(T1) C I gilt. Ist I’ ein Intervall mit ¢'(x) > 0 bzw.
¢'(x) < 0 im Inneren von I’ so gilt die entsprechende Aussage fiir . ligzn et (T2) Je—ite(T) py By (')
und . h? etz Je=Tipy By (I'). Fiir alle folgenden Spurklassenbedingungen fiir die Existenz von
Wy = Wi(Ty,Th, P g4c) ergibt sich damit, daB auch Wi (p(T2), ¢(T1), Piac) existieren und
mit Wi bzw. Wx iibereinstimmen. Ein solches Invarianzprinzip ist auch fiir gewisse Nicht—

Spurklassenbedingungen bewiesen worden, vgl. z. B. Reed—Simon, Scattering Theory, Notes to section
X1.3, p. 347.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir den

Hilfssatz 5.11 Sei ¢ : R— IR zweimal stetig differenzierbar mit ¢'(z) >0 bzw. ¢'(x) <0
fir alle x € R. Dann gilt fir alle g € L2(IR)

0o . )
lgl* > /‘F(eﬂs“’(')g(-))(u) du—0 fiir s — 00 bzw. s — —00.
0

I
Das Entsprechende gilt fiir f_oo , wenn man , 8 — 00“ und ,, 8 — —00“ austauscht.
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Beweis. Die Ungleichung ist offensichtlich, da die Fouriertransformation F unitér ist und
e=¢Cg()| = |lg]| fiir alle s € R gilt.

Es geniigt deshalb, die Konvergenzaussage fiir alle g aus einer totalen Teilmenge von Lo(IR) zu
beweisen, z. B. fiir charakteristische Funktionen beschréankter Intervalle. Wir betrachten nur den Fall

¢'(-) > 0. Fiir g= X[qp und s>0 gilt dann

b

—isp(- 1 —tux ,—isp(x
Fle W()g(-))(u) = W/e e~ t5¢(T) Qe
AR
— v e 7iux7isap(ac)dx
(2m)1/2 / u+ s¢'(x) az°
; —iuz—isp(z) 7 b
¢ € o) + / S‘PN(I) e*iuxfisap(m)d'r
@m)12 | L u+tse'(@) |, (u+ s (2))?
Auf Grund der Voraussetzung existieren C; >0 und Cp >0 mit ¢'(z) > C; und gp”(x)‘ < Oy
fiir alle z € [a,b]. Also gilt fur alle v >0 und s> 0
. Cs
(e is?()
(755 0g) ()| < =
und somit
/‘F(e”“"(')g) (u)| du < =2 fiir alle s>0.
5
0
Entsprechend behandelt man den Fall ¢'(-) < 0, wobei man « >0 und s <0 betrachtet. o

Beweis von Satz 5.10. Wir betrachten wieder nur den Fall /() > 0. Mit W, bezeichnen

wir den nach Satz 5.7 existierenden Operator

Wi: H—H, v+ lim e“T2Je "N p 2.

§—00

Offenbar gilt wieder W, et = ¢/, fiir alle ¢t € R (vgl. Beweis der Intertwining Eigenschaft,
Satz 3.1). Nach Teil a) von Korollar 5.9 gilt also fiir g wie im Beweis von Satz 5.7 (s =0, t = 00)

1/2

[ =g < 5 {0} ol S [ [P0 P )] o}
0
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also fiir alle t e R

| (. - eitsa(TﬂJe—itw(Tl))gHz

H (e—““’(T”WJF _ Je—iw(:rl))gHQ _ H(W+ - J)e_itsa(Tl)gHQ

IN

K{an}l/Q IIgHoo{ZSn/ ‘F(e—iw(-)gm) (T)‘sz}l/z
0

— 0 fiir t— o0,

denn nach Hilfssatz 5.11 gilt fiir jedes n

7 . 2
lol > [ [Fe 5Pz (] dr—0 fir 1—co. .
0

5.3 Einige Anwendungen des Satzes von Pearson

Der bereits oben erwihnte Satz von Kato—Rosenblum (Korollar 5.8) ist fiir praktische Anwendungen
kaum brauchbar, da T» — 77 in der Regel kein Spurklassenoperator ist (ja, meistens sogar unbe-

schrinkt). Dagegen ist der folgende Satz schon wesentlich niitzlicher.

Satz 5.12 (S T. Kuroda — M. S. Birman, ca. 1960) Sind Ty und T selbstadjun-

gierte Operatoren im Hilbertraum H so, daf8
(Ty —2)"' = (Ty — 2)~' € By(H) fir ein  z € o(Th) N o(Ts)
gilt, so existieren die Wellenoperatoren Wi (T2, Ti, Piqc) und sind vollstindig.

Anmerkung zu Satz 5.12. Man kann beweisen, dafi die Voraussetzung dieses Satzes von
z € o(Th) N o(T2) unabhingig ist: Die Reihe

(T -7 = (- = L =M@ —n = (- 2+

k=0

= i C—2)F > (T - Z)"_k{(Tl —z2)7 = (T - Z)_l}(T2 — )"
k=0

n=0
ist fiir |¢ — 2| < d:=min { d(z,0(11)), d(z, O'(Tg))} beziiglich der || - ||1-—Norm konvergent, denn es

gilt

k
2

n=0

(@ -2 -2 = (-2 -2

1

< (k+ l)d’“H(Tl ) (T — z)_lHl .
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Damit folgt die Behauptung fiir diese (, mittels Iteration und Adjungiertenbildung fiir alle ( €
o(T1) N o(T3) .

Beweis. Da die Voraussetzung beziiglich 77 und 7T, symmetrisch ist, geniigt es, die Existenz

von Wi(To, Th, Piac) zu beweisen; entsprechend folgt némlich die Existenz von Wi (T4, T2, Pa.ac)
und damit nach Satz 3.9 die Vollstandigkeit.

Um den Satz von Pearson (Satz 5.7) anzuwenden, benutzen wir

(T —2)" ' (Ty —2)71,

C = TQJ—JTl = (TQ—Z)J—J(Tl—Z)

= (Tl — 2)71 — (TQ — 2)71|D(T1) = (Tl — 2)71 — (T2 — 2)71 S Bl .
Mit diesen Definitionen gilt offenbar fiir alle € D(T1), y € D(T%)
(y.Cz) = (y,(IoJ —JTh)z) = (y,ToJz — JT\z)
= <T2y7 J:E> - <y7 JT1I> )
wie dies in Satz 5.7 vorausgesetzt wurde. Damit folgt die Existenz von

s-lim 7> (Tr — z)flefitTlPl,ac(Tl —z)7!

t—+oo
= slim "2 (Ty — 2)" 1Ty — z)fleﬂ'tT1 P e

t—+oo

Da (Th —2)"! — (Ty — 2)~! kompakt ist und (vgl. Beweis von Satz 2.10a)
e~ P ac -0 fir ¢t— 4o

gilt, folgt
{(T2 —2) ' = (Th - 2)_1}6_“T1P1,ac -0,

und somit existiert dann auch der Limes

tS;}:ltI& eitTg (Tl _ Z)flefitTlpl)ac(Tl _ 2)71

— ts;lﬂi:rglo e”T2eﬂtT1P1)ac(T1 —2)72.

Also existiert fiir jedes x € R((Th — z)72) = D(T}), und damit fiir alle = € D(T?) = H,

lim e Tp .. O
t—+oo ’
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Satz 5.13 (S. T.Kuroda) Sei Ty ein selbstadjungierter Operator in Ly(R™) mit m < 3
und D(Th) C D(—=A) (also z. B. ein Schrodingeroperator mit ,verninftigen® elektromagnetischen
Potentialen), V  der Multiplikationsoperator mit einer reellen Funktion V € L1(R™)NLo(R™) (also
z.B. V()] <CA+z|)7¢™). Dann ist To:=T1+V selbstadjungiert, und die Wellenoperatoren
Wi (T, Th, Pigc) existieren und sind vollstindig.

Beweis. V ist —A-beschriinkt mit Schranke 0 (vgl. Mathematische Methoden der Quantenme-
chanik, Satz 10.13; dafiir geniigt sogar gleichméBig lokal quadratisch integrierbar). Da —A beziiglich
T relativ beschriankt ist, ist V' auch Tj—-beschrinkt mit Schranke 0. Also ist T selbstadjungiert
auf D(T}). Es bleibt zu zeigen, daf die Differenz der Resolventen in B; liegt. Dies folgt aus

(Th—2) ' = (To—2) = (Th—2) V(T —2)7"
= @ -2 A+ ){a+ )T sV VA=A + 7
x[(a+1)(@-2)7,

da die Operatoren in [...] beschrinkt sind (fiir den letzten ist dies die Th—Beschrinktheit von —A
die sich aus der Ti—Beschrinktheit ergibt; der erste ist bis auf AbschlieBung gleich der Adjungierten
von (—A+1)(Ty —%)~!) und die Operatoren in {...} Hilbert-Schmidt-Operatoren sind (dies folgt
daraus, daf§ fir m < 3 der Operator (—A +1)~! die Faltung mit einer Lo-Funktion ist). O

Um ein Resultat zu erhalten, das auch in héheren Dimensionen anwendbar ist, miissen wir etwas

weiter ausholen.

Seien A und B selbstadjungierte Operatoren. Wir sagen: A ist B untergeordnet (d.h.

A ist in einem abgeschwiichten Sinn ,kleiner* als B), wenn es Borel-mefBbare Funktionen
frg:R—R, f(s)=1,  f(s)—o0 fir |s|—o00

gibt mit
D(9(B)) < D(f(4)),

d.h. insbesondere, dafl f(A) beziiglich ¢(B) beschriankt ist. (Hierzu kann natiirlich 0. E. g¢(s) > 1
angenommen werden, d.h. ¢(B) ist stetig invertierbar.) — Ist A relativ beschrénkt beziiglich B,

so ist offenbar A dem Operator B untergeordnet (z.B. f=g=|id|+1).
Hilfssatz 5.14 a) Ist f:IR— R Borel - mefbar mit |f(s)|— oo fir |s|— oo und gilt

R(EB (I)) C D(f(A)) fiir jedes beschrdinkte Intervall I,
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so ist A dem Operator B wuntergeordnet mit der Funktion f = |f| + 1 wund einer geeigneten

Funktion g.

Speziell: Ist R(EB(I)) C D(A) fiir jedes beschrinkte Intervall I, so ist A dem Operator B

untergeordnet mit f =|id|+ 1 und einer geeigeneten Funktion g .

b) Ist der Operator To dem Operator Ty wuntergeordnet, so gilt fiir jedes beschrinkte Intervall

a— 00

lim H (I — By((~a, a]))E1 (I)H ~0.
Beweis. a) Zum Beweis der ersten Aussage sei mit f = |f| 41

n € Ny

Cn = Hf(A)EB ((—n —1,-n] U (n,n+ 1]) ,

(der Operator auf der rechten Seite ist tatséichlich beschriankt, da er nach Voraussetzung iiberall

definiert und abgeschlossen ist).

Wir definieren
g(s) == (n+ 1)cy fir se(-—n-1,-n]U(n,n+1], neNy.
Dann gilt fiir alle « € D(g(B))

ZHf(A)EB((—n—1,—n]U(n,n+1])xH
< S
{ 71—}—122”4_122

e las

((—n —1,—n]U (n,n + 1]):10”

((—n —1,—n]U (n,n + 1]):10“2}1/2

- { (n+1)2
Alsoist >, f(A)ER ((—n —1,—n]U (n,n + 1]);10 konvergent, und somit ist (wegen der Abgeschlos-

senheit von f(4)) =Y Eg ((—n —1,-n]U(n,n+ 1])3: e D(f(4)).

Die zweite Aussage von Teil a) folgt aus der ersten mit f(s) =id, also f(A) = A.

b) Essei F:IR— R definiert durch

F(s) := ‘ér‘1>fsf( o), also 1< F(s)<f(s), F(s) /oo fiir |s|]—00.
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Wegen
R(9(Th)™) = D(g(T1)) € D(f(T2)) € D(F(T2)).
(7= Ba((~a,a))) D(F(T)) € D(F(T2)),
F(T2)g(Th) ™" € B(H)

gilt dann

| (1= Ex((~a,aD)) E1(1)

= HF(Tz)_lF(Tz) (I - EZ((_ava]))g(Tl)_lg(Tl)El(I)H

< Flo) || F(m)e(m)to(T)By(1)|
< Fl!||P(T)g(m) | sup {lg(s)] : s € 1}
— 0 fir a—o0. i

Satz 5.15 (M. S. Birman, 1968) Sind Ty und Ty selbstadjungiert und gegenseitig unter-

geordnet mit
(TQEQ(I) - Eg(I)Tl)El (I) € By fiir jedes beschrinkte Intervall I |

so existieren die Wellenoperatoren Wy (T, T1, P14c) und Wi(Ty, To, Po o) (und sind somit
vollstindig). Die Spurklassenbedingung ist z. B. sicher dann erfillt, wenn fir jedes beschrinkte In-

tervall I R(E1(I)) C D(Ts) gilt und (T —T1)E1(I) ein Spurklassenoperator ist.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, dal die zunichst unsymmetrische Voraussetzung tatsichlich sym-

metrisch ist, d. h. fiir jedes beschrénkte Intervall I gilt auch
(TlEl (I) - B (I)TQ)EQ(I) €B.
Dies folgt aus

(T1E1(I) - El(I)Tz)E2(I) = {— (T2E2(I) - E2(I)T1)E1(I)r )
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was sich sofort aus der fiir alle z, y € H giiltigen Gleichung

(1D - Bv()T2) Ba(D, y )
= (BT E(DE(Dz — B(DE(DT:Es (), y)
= (o, B(DE(NTEy(Dy — E2(1NT>Ex(1)Ey(I)y)
- <33 - (TQEQ(I) - EQ(I)Tl)El(I)y>
ergibt.
b) Es bleibt die Existenz von Wy (Ts, Ti, Py ac) zu beweisen. Mit
Cp = (TQEQ(I) - /32(1)T1)121 (I) € By(H),
Jr = Ey(I)Ei(I) € B(H)
gilt fiir alle 2 € D(T}) und y € D(T})

(,Cry) = (Tyx, Bs(I)Ex(D)y) — (z, Ba(I)Ex(I)Try)
= (T, Jry) — (z, JiT1y) .

Nach dem Satz von Pearson (Satz 5.7) existiert also

s-lim T2 By (I) e Py .. E1 (1)

t—too

= slim 2] e P ac fiir jedes beschrénkte Intervall T .

t—+oo

Wir zeigen zunichst, dafl fiir jedes feste I wund jedes ¢ € R(E1(I)) N Hygqe die Grenzwerte

lim e®?2e~"T1p  existieren. Sei also I fest und ¢ € R(E1(I)) N Hyq4e. Fiir jedes a mit

t—+oo

I C (—a,a] ist dann
"By ((~a,a]) e = " Ey((~a,a]) e PracEr((—a,a])p,
und somit existiert

tiigloo "2 By ((—a,a)) e T fir jedes ¢ mit I C (—a,a].

Aus Hilfssatz 5.14b folgt

lim H(I—EQ((—a,a]))El(I)H ~0. (%)

a—00
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Daraus folgt dann

lim sup H (I - Eg((—(l,@])) e_itTlcpH =0,

a—00 t

und somit die Existenz von

lim eitTg efitTl
t—4oo

s

denn es gilt

615T2€715T1 © — €ZtT2671tT1

“

<

e (1 - Ba((-a,a))) g +

eitT2 (Eg((—a, al) — I) eiitTIQDH

+

T2 By ((—a,a)) e T p — T2 By((—a,a)) e—itTlcpH

— 0 fir s,t—+00, a— 0.

Also ist R(E1(I)) N Hi4c C D(Q4(T2,T1)) fiir jedes beschriankte I, und somit Hige C
D(Qy(T2,T1)), da D(Q4(T2,T1)) abgeschlossen ist. O

Wir benutzen die folgende Bezeichnung: Eine Funktion ¢(-) € Ly 1ok(R™) liegt in £4(L,(R™)),
wenn mit Wiirfeln @, der Kantenlinge 1 wum die Punkte v = (y1,...,7m) € Z™ gilt

q
102 ., < -
Satz 5.16 In Ly(R™) sei der Operator Ty definiert durch
T, = F'M,F mit |h(z)| — o0 fir |x]— o0,

Ty sei ein weiterer selbstadjungierter Operator in  Lo(R™) so, daff Ti und To gegenseitig

untergeordnet sind. Fir alle f € R(FE1(I)) mit beschrinkten Intervallen I gelte

(0 -Tf = Y cal) s J

<k
mit cqo(-) € l1(L2(R™)) . Dann existieren Wy (T2, T1, Pi4c) und sind vollstindig.
Hilfssatz 5.17 Ist g€ Ly(R™) mit suppg C Q, und K CR™ kompakt, so gilt
MyFMy, € By mit [|MyFMy, [y < Dkllgllz, ,

wobet Dy wvon ~ wunabhdngig ist.
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Anmerkung zu Hilfssatz 5.17. Dies ist ein Spezialfall wesentlich allgemeinerer Resulta-
te; vgl.z. B. B. Simon , Trace ideals and their applications“, Theorem 4.5 (Birman—Solomjak): Sind
fih € L(La(R™)) mit 1 < p < 2, s0 gilt MyFM, € By(L2(R™)) mit |[MsFM, <

Co( S M) (S Mliaa)

Beweis von Hilfsatz 5.17. Fir f € Ly(R™) und k> % gilt

MgFMy, f = MgMy F(M,y, f)
= MgFMg . y-+F 'FM . F~ "My F(My, f),

mit
20 € CE(R™), wole) =1 in Qo suppwo C {w € R™ :d(z,Qo) <1},
py € C5°(R™), 9y() := polz = 7).

Hier ist alles sinnvoll definiert, denn es gilt
Xk [ € La(R™)  mit kompaktem Triger,
Fxif € COO(]Rm) n Lg(]Rm) R

oy Fxx f € C3°(R™),

F_1@7FXKf € S(R™) C D(M(l +]- |)k)

Nun ist FMy.y-«F~! die Faltung mit der LpFunktion F(1+|-[)~*, also ist
MgFM1.y-«F~" ein Hilbert-Schmidt-Operator mit ||| - ||| < Cy[lgllz, -

Da F~!'M, F der Faltungsoperator mit t, := F~'p, € S(R™) ist, ist
My F7 My F M,

der Integraloperator mit dem Kern

(1 + |2y (x — y)x K (y) -
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Offenbar gilt 9, (z) = ™ ho(x), |P,(2)] = |[Yo(x)] < Co(1 + |z|)~¢ fiir alle ¢, und somit fiir
I>k+5>m

Mg P M PP < Co [ [ (ol 0 o = o)) dy e
< G [t el Cuca(L+ 1) o
< Ck

(dabei hingt Ck zuniichst auch von ¢ und somit von k ab, diese konnen aber unabhéngig von g

und K fest gewiihlt werden; Entsprechendes gilt fiir das oben gefundene Cj ).

Der Gesamtoperator ist also in By, und die || -||;—Norm 148t sich durch das Produkt der Hilbert—

Schmidt—Normen der beiden Faktoren abschitzen:

[MgF My, lln < |[[MgF Mgy F M| Mgy e F~ My, FMy ||| < Dicllgllr, - O

Beweis von Satz 5.16. Nach Satz 5.15 geniigt es zu zeigen, da8 (T, — T1)E () € By gilt.

Hierfiir geniigt es natiirlich

aoz

“ Oz

M. Ei(I) e By fiir alle «

zu beweisen. Offenbar gilt (dabeiist K := x{yerm:n(y)cry kompakt wegen |h(x)| — oo fiir |z| — o0)

804

—_— F
Oz

M. Ey(I) = M, F 'Mg-M

X{yeR™ h(y)ET}
- {MCQF_lMXK} {MidaMXKF} .

Hier ist der zweite Faktor beschrénkt. Fiir den ersten gilt

Mo, F7 My = 3 (Mo Mg, ) F7' My
Y

Fiir jeden Summanden gilt nach obigem Hilfssatz 5.17
[(Me, My )JF~ My, |lt < Di||Me,l|za@s) -

Nach Satz 5.6 und wegen ¢, € ¢1(L2(IR™)) ist somit die Summe in B . O
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Anhang zu 5

Abschlieflend zeigen wir noch, dafl man, wenn man in Satz 5.15 B; durch B, ersetzt, die folgende

Verallgemeinerung der Kriterien fiir die Invarianz des wesentlichen Spektrums erhélt.

Satz 5.18 Sind T, und Ty selbstadjungierte Operatoren, die gegenseitig untergeordnet sind mit
(TQEQ(I) - EQ(I)T1>E1 (I) € B fiir jedes beschrinkte Intervall I,
so haben Ty und T das gleiche wesentliche Spektrum.

Beweis. Wie im Teil a) des Beweises von Satz 5.15 zeigt man, da auch (TlEl(I) -

Ey (I)TQ)EQ (I) € B fiir jedes beschrénkte Intervall I gilt. Es geniigt deshalb, z. B. 0.(T1) C 0.(T?)

zu beweisen.

Sei A€oe(Th), I=MA—-1,A+1), (x,) eine singuldre Folge von 77 und A, die in R(E:;(I))
liegt. Wir zeigen, dafl (E2(lg)z,) mit I, = (—a,a) fir hinreichend groBes a eine singulire Folge
von 75 und A ist. Zunéchst gilt offensichtlich

Eo(I)r, -0 fiir jedes a > 0.

Aus Hilfssatz 5.14b wissen wir

fiir hinreichend grofles a .

N | =

|(1- Ba10) Ea(0)| <

Daraus folgt

|Es(l)aall = |

Ty — (I _ EQ(LI))E1 (D,

Y

ol = [ (7 = 21} Ea(Dyza| > Shaall £ 0

und schlieBlich, da (TQEQ(IQ) - EQ(IQ)Tl)E1 (I) kompakt ist,

@ = NEx(10)2,

+ || Eata) (13 = N,

< |(meBatra) - Ex(ta)11) Er(D)2

— 0 fir n—» 0. O
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6 Ein eindimensionales Streuproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt das folgende einfache Streuproblem in Lo(IR). 77 sei definiert
durch

d2

Th=-A= e auf dem iiblichen Definitionsbereich D(T7) = W3 2(R).

Der gestorte Operator Ty sei

d2
T, =

Tae

mit ¢ € Lao(R), d.h. ¢ ist aus L2(IR) und hat kompakten Triiger; a sei so gewihlt, dafl
suppq C [—a,a] gilt. Ty ist selbstadjungiert mit D(T%) = D(T1) (vgl. Mathematische Methoden
der Quantenmechanik, Satz 10.13). Nach dem Satz von Kuroda (Satz 5.13) ist klar, dafi die Wellen-

operatoren Wy (Ts, Ty) = Wi (T, Ty, I) existieren und vollstindig sind. (Tatséchlich wiirde hierfiir

. 1/2 .
nach Satz 5.16 geniigen, daB > ., { N 1 |q(:c)|2d:1:} < oo ist. Auch die folgenden Uberle-

gungen lassen sich entsprechend verallgemeinern [z.B. auch auf ¢ € Li(IR)], sind dann aber etwas

komplizierter.)

6.1 Streumatrix und Spektraldarstellung

Definieren wir
Ui : La(R) — Lg(0,00) @ La(0,00) = La(0,00)?
durch

) fi(k) Lim. (2m) 712 [N e~ f(2) da
UL (k) = ) = ( ) v
J: Lim. (2m)~1/2 [T e f(z) do

N —o0

so ist offenbar U7 unitdr mit

g2

N
U1_1<gl)(:c) — Lim. (27)" /2 / {ei’“gl(k)+e*“”gz(k)}dk.
0
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Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, daf dies lediglich eine etwas modifizierte Darstellung der

Fouriertransformation ist. Hieraus folgt auch
U\TWU;Y = M2 in Lp(0,00)2.

Dies ist im wesentlichen das, was man als eine Spektraldarstellung von T bezeichnet (dabei wird
allerdings verlangt, da8 UTU ! = M;q ist, was natiirlich leicht durch eine zusitzliche Transformation
erreichbar wire). Es sei angemerkt, dafl die Funktionen e¥** Losungen der Differentialgleichung
(r1—=A)u = 0 sind mit myu = —u” und A = k?, sogenannte verallgemeinerte Eigenfunktionen

von 17 zum verallgemeinerten Eigenwert A = k% > 0.

Wir zeigen im nichsten Abschnitt, da8 Losungen eq(-,k), e2(-,k) von (72 — k?)u = 0 mit

Tou = —u' + qu existieren mit
e*® (ke fir v < —a,
61(:67 k) = .
t(k)eike firxz > a,
t(k)e ke fir x < —a,

ea(x, k) = {

e~k 4 ro(k)et*®  fir v > a.

t(k)  ra(k)

(k) k) ) so, daf

mit einer unitdren 3 Matrix <
Uy : Ly(IR) — Lo (0, 00)?,

N —o0

Fi(k) ) Lim. (27)~1/2 fiVN e1(z, k) f(x)de
Lim, (2m) =12 [N eo(a, k) f(x) da

N —o0

unitar ist mit

N
U21<gl)(x) = lim. (27T)_1/2/{€1(x7k)91 (k) +€2(:v=k)gz(k)} dk
0

g2 N—o00

(was wegen (h, U{lg>L2(07m)z = (h, U59) 1,(0,00)2 = (U2h1,9) 1.,(0,00)2 leicht auch aus der Darstellung
von Us folgt) und

UsTo Uyt = Myg>,  wobei Th =ToE5((0,00)) ist,

3Die Unitaritit braucht nicht gesondert bewiesen zu werden, sie folgt aus der Tatsache, daB diese Matrix gleich der
Streumatrix ist.



6.1 Streumatrix und Spektraldarstellung 87

d.h. U, ist im gleichen Sinn eine Spektraldarstellung von 75, wie U; eine solche von 7j ist.

Fiir die Wellenoperatoren Wy = Wy (T, T1), deren Existenz und Vollstindigkeit uns z. B. nach
dem Satz von Kuroda (Satz 5.13) bekannt ist, gilt

—1 —4itid? ; — i _
UoWo U e Y = UpWee™ U = Uge 2w U
12

= eitid UQ[/[/j:Ufl,

d.h. U, WL U 1 ist mit e~*i4* fiir alle ¢ € R vertauschbar. Mit den nun schon bekannten Techniken

folgt, dafl UsW1U; L omit Mg (bzw. dessen Spektralschar M, fiir jedes s € R) vertauschbar

— o0, s]
ist. Nach Satz 3.13 (mit H = C?) ist also

U Wi Uy ' = Multiplikationsoperator mit einer 2 x 2-matrixwertigen

Funktion w*(.),

wi (k) wihk) |
wi (k) wik) |

w* (k)

da Wy isometrisch ist, muB w® (k) unitér sein. Also ist die Streumatrix

U, SUTY = UWiwWoUr! = (LhWiuys ) (UW_Uy )

(WU Y (U U )
der Multiplikationsoperator mit der matrixwertigen Funktion

S(k) = w (k)" w (k).

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, S(k) mit Hilfe der Grofen t(k), r1(k) und ry(k) darzustellen.

Fiir jedes f € La(R) gilt

—1 + 10)
U Wi f = (UaWoLU )ULf =w™ () | )

und damit erhalten wir nach Definition von Wi

o
Il

lim_[Waf — e |
t—+oo

lim HWj:f _ Uz—leit id? U2U1—1€7’L't id2U1f||
t—+oo

—  lim HU2—lefitid2U2Wif _ Ul—leﬂ'tidZUlf” ]
t—too
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Vollsténdig ausgeschrieben bedeutet das:

[ [ {erme ™ (whmhm + vhthm)
—oo ' 0

+ea(w, ke (wi (k) fu(k) + wh (k) fa(k) )

_e—ik(kt—m)fl (k) _ e—ik(kt+m)f2(k)} dk | dx

— 0 fir t— +oo (die 4+ /— rechts und links sind gekoppelt) .

Insbesondere gilt also
/|...|2dx—>0 und /|...|2dx—>0fﬁrt—>:|:oo.

Aber in diesen Bereichen kénnen wir die e;(k,x) durch die oben angegebenen expliziten Ausdriicke

ersetzen. Wir erhalten somit im ersten Fall

—a

/

— 00

[ {0 (wh 0w + wh ) fa0)
0

etk () (wﬁ(k)ﬁ(k) + wﬁ(k)fz(k))

e R ) (wh () o) + w0 o)

2

_ e—ik(kt—m)fl (k) _ e—ik(kt-l—m)fz(k)} dk | dx

— 0 fir t— *o00.

Die Terme mit e **(kt=2) gtellen ,nach rechts laufende Wellen® dar, in dem Sinne, daB fiir jedes
b € R ihr Quadratintegral iiber (—o0,b) fir ¢t— 400 gegen Null geht (das zeigt man z. B.,
indem man zunéchst fiir ¢ € C§°(0,00) zeigt, dal ffoo [Y¢(2)]? dr — 0 gilt fiir ¢t — oo, Yy () :=
[ e kt=2) (k) dk ; dazu zeigt man mit den Methoden von Satz 3.15 z.B. (1 + |]) |1 (2)] < cft|~!

fir x <b und t > 1). Damit ergibt sich

—a

/

— 00

/ zk(ktJrﬂC) )(wu( ) fi(k) + wiy (k) fa(k ))
0

+t(k )(wzl( ) fi(k) + wiy (k) fo (k )) —f2(/€)}dk de

— 0 fir ¢t— +o00.
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—ik(kt+x)

Entsprechend stellen die Terme mit e ,nach links laufende* Wellen dar, deren Quadratin-

tegral iiber (—oo0,—a) fiir t— —oo verschwindet. Damit folgt

—a

/

— 00

2
dz

[ et (wi (A0 + @) - fi0) } i
0
— 0 fir ¢t— —00.

Und da die im Integral verbliebenen Wellen nach links bzw. rechts laufen, kann fiir ¢t — 400 bzw.

t— —oo das Integral [~ durch [ ersetzt werden, d.h. es gilt

[P (e {0 (w00 + w0 F0) +10) (05040 +uh0RO) - KO}
— 0 fiir t— +o0,
|7 (e {un A O +vn0) R0 - AOY) |

— 0 fir t— —0.

Tatsiichlich sind diese Ausdriicke von ¢ unabhingig, d.h. es gilt fiir f.a. k € (0,00)

(k) = wi () fi(k) +wiy (k) f2 (),

(k) = () (wh (B fu(k) + wi () fa(R)) + (k) (wd (R) fu(k) + wia (k) fo(R) )

Betrachtet man entsprechend die Integrale f:o , so folgt fur f.a. k € (0,00)
fa(k) = wyy (k) fr(k) + wyy (k) fa(k)
Aiky = k) (wiy (B Fu(k) + wla (k) fo(k) ) + ra(k) (1w (B) fu(k) + i (k) fa(R) )

Da dies fur alle f gilt, folgt
w (k) = (wl:l(k) w1:2(k)) _ (1 O) 7
wyy (k) wyy (k) 0 1

(i ) (b ) =0 )

Da wt (k) unitér ist, folgt also
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und somit
$(k) = w (k)" w (k) = ( k) ”(’“)) ,

womit insbesondere auch die Unitaritédt dieser Matrix bewiesen ist. Damit ist nun die Bedeutung der

Koeffizienten t(-), r1(-) und ro(-) klar:

— t(k) ist, fiir beide Richtungen, der Transmissionskoeffizient, d.h. |t(k)|* ist der Anteil
der einlaufenden Welle, der durchlduft (transmittiert wird); auBerdem wird je nach argt(k) die
Phase verschoben.

~ rj(k) sind die Reflexionskoeffizienten: |ri(k)|? ist der Anteil einer nach rechts laufenden

Welle, der reflektiert wird; entsprechendes gilt fiir |ro(k)[?> und nach links laufende Wellen.

Auflerdem gibt argr;(-) die Phasenverschiebung an.

6.2 Konstruktion der Spektraldarstellung von T,

Aus der Theorie der Sturm—Liouville-Operatoren wissen wir: Ist z € o(7%) und sind vq, v Losungen
von —v” 4+ qv = zv mit v; rechts in L2(IR) und wve links in Ly(R), so ist die Resolvente

R, = (Tp — z)~! gegeben durch

R.f(z) = W(on,02) "' { n(a) / va() f(4) dy + v2(z) / o1(y) £ () dy

fiir alle f € La(IR), wobei
W(v,w) = v(z)w' (z) — v (z)w(x)

die Wronski—Determinante von v und w ist. Sie ist fiir Losungen v und w von —u’+qu = zu
konstant und genau dann # 0, wenn {v,w} ein Fundamentalsystem ist. Fiir z € C\(—o00,0] sei

vz so definiert, daf§ gilt
Re vz > 0; dannist Im vz z 0 fir Imz z 0.

Spezielle Losungen wvy,vy von —v” + qu = zv fir z € C\(—o00,0] sind offenbar gegeben durch

a1(2)eV® £ by (2)e” WV fiir x < —a,
vi(x,z) = ‘

eiVzE fir z > a,

e~z fir z < —a,
'UQ(Ia Z) = {

aa(2)e”VF L by(2)eVF®  fiir > a.
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Durch die Vorgabe von v; = exp(iy/zz) bzw. v = exp(—iy/zz) fir = > a bzw. fir x < —a
sind v;(x,-) und somit die Koeffizienten a;(-) und b;(-) eindeutig bestimmt und analytisch in

C\(—00,0].

Fir Imz >0 ist
v1(+,2) € La(e,00), wa(+,2) € La(—00,¢) fiir jedes ceR.

Fir Im z <0 sind v;(-,Z) Losungen von —v"” + qv = zv, und es gilt wieder
v1(+,Z) € La(c,00), v2(+,Z) € La(—o00,¢) fiir jedes c € R.

Also hat die Resolvente (T —z)~! fiir Im z >0 den Kern

_ [wnle2)ealy,2) ey <z, ,
R(z,y; 2z) = W(z) § mit  W(z) := W(v1(-, 2),v2(:, 2)) .
’Ug(fli, Z)Ul(yu Z) fiir y>x

(Fir Im z < 0 erhélt man den entsprechenden Ausdruck mit W(z) und v;(-,%).)

Durch Auswertung der Wronski—Determinante W (v1,vs) in den Bereichen z < —a und z > a,

wo sie natiirlich den gleichen Wert annimmt, erhalten wir
Wvi,v2) = W (al(z)eiﬁx + by (2)e” V3, eiiﬁz)
= a1(z)W (eiﬁw, e‘iﬁ””) = —2ia1(2)Vz fir =< —a,
= W (ei‘/zw, ag(z)e VA 4 bg(z)ei\/zm)
= ay(2)W (eiﬁw,e_i‘/zw) = —2iax(2)Vz fir =z>a,

und somit

a1(z) = az(z) =: a(z) fir alle 2z € C\(—00,0].

Fir Im z > 0 sind die Losungen v; und vy (und entsprechend natiirlich vq(+,Z) und wve(-,%) fiir
Im z < 0) linear unabhéngig, denn sonst wiren sie bis auf einen Faktor gleich, d. h. sie wiren (beide)
in Lz(R) und somit hitte T5 einen nicht-reellen Eigenwert z, was mit der Selbstadjungiertheit

nicht vertréglich wére. Dies hat

a(z) #0 fir zeC\R,
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zur Folge.

Weiter gilt fiir A € (0,00)

W(Ul(~7)\)avl(-7)\)) = W(a(/\)eiﬁx+b1(>\)efiﬁz7a()\)efiﬁx _'_meiﬁx)

= la\PW (ez‘ﬁ17 efiﬁx) F N2 W (eﬂ-ﬁz’ eiﬁx)

= ([N = la(N)?) 2iVA  fir z<—a,

- W (emz,e*mz) — 2V fir z>a,

d. h. es gilt
la(V)* = [ (V)]* = 1.
Insbesondere ist a(A) #0 auch fiir A € (0,00) und somit

a(z) #0 fir alle 2z € C\(—00,0].

Ebenfalls fir X € (0,00) gilt

W(UQ('7 )‘)7 1}2('7 A))

w (efi\/iz,eiﬁz) = 2V fir z< —a,

W (a(x)e*iﬁx + ba(N)eVA® GNelVAT 4 bg()\)e’iﬁ’”)

(laW)? = [b2(M)[?) 2iVA  fir 2 >a,

woraus die analoge Gleichung folgt:
la(V)[? = [b2(V)> = 1.

Und schlieBlich ergibt sich fiir A € (0,00) aus

W (w1 (-, \), v2 (5 \) W(a(x)eiﬁw + b (Ve VAT, eiﬁz)
= bW (e*iﬁl‘,eiﬁw) =bi(A\2iVA  fiirz < —a

_ W(eiﬂx7meiﬁx+mefiﬁx)

= bW (eiﬁx,e*iﬁr) = —by(N2VX fir z>a,

bi(A) = =ba(N), insbesondere |b1(A)] = |b2(N)] -
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Aus den hiermit bewiesenen Beziehungen zwischen a(-), b1(-) und b2(:) folgt, da die Matrix

b

a(A)  a(d)

b1(N) 1

a(A)  a(N)
unitar ist.
Wegen

W(v1,v2) = —2iv/za(z)

hat also der Kern der Resolvente R, = (T — z)~! fiir Im z > 0 die Gestalt
7 ’Ul(ZE,Z)UQ(y,Z) fiir ySIa
R ; = —

UQ(J:?Z) Ul(yuz) fiir y>u,

R(y.x:2) —1 vi(z, 2)va(y, z) fiir y <z,
R(z,y;%7) = R(y,z;2) = 2\/5@{ 1(z,2) v2(y, 2) y

va(x, 2)v1(y,2z) fir y>x.

Aus den fiir x < —a giiltigen Beziehungen

vi(z,z) = a(?)e‘iﬁm—l—bl(f)eiﬁm,
vy(z,2) = eVE
folgt
. 1 bi1(Z
() = eV = Lagn- 20505
a(z) a(z)

Entsprechend kann aus den fiir « > a giiltigen Beziehungen

@z = &V,
va(w,2) = a(@)e VI 4 by(z)e
gefolgert werden
_ ivEs (@) - 1 -
vi(z,z) = e T vi(x,2) + a(E)w(x’Z)'
Also gilt fiir Im 2z >0 und y <=z
R(z,y;2) = %vl(x, z){vl(y,E) —b1(2) vg(y,f)} ,
2y/za(z)a(z)

W—z)a@ { — ba(Z)v1(z,2) + vg(ac,E)}vg(y, 2).

R(x,y;%)

93
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Der Vergleich der Koeflizienten mit der Darstellung

2
R(z,y;2) = Z m;'k(z)vj(x,z)vk(y,i) fir y<az
k=1

liefert (wobei #, #x und = %% nicht weiter interessieren)

ok (T 3) =i 0 i)

und somit

— *
m*(z) —m*(z) = 2y/za(z)a(?) ; ,
0
2v/Z a(2)a(%)
und somit fiir das Spektralmafl o in (0, 00)
d 1, N .
d_)\gzk(/\) = 55 (mjk()\ +0i) —mj (A — Oz)) ,
d d 1
Lo\ = (N = ———
d)\Qll( ) I 022(A) 477\/X|a()\)|2

und (wegen der Symmetrie von g )

d d
d—)\Qm(/\) = d—)\912()\) =0.

Eine Spektraldarstellung Fy; von T 4 (positiver Teil von T ) sieht also wie folgt aus:

o R(EQ((O,OO))) —>L2(0,oo; m)z

Ersetzt man v; und vy durch

1 VAT L Ri(Ne V2 fir z < —a,
’U,l(ilf, /\) = mvl (Ia A) = X
T()\)e“/h fir > a,
1 T(N)e~ Ve fir z < —a,
UQ(Ia A) = 2\ U2 (Ia A) = ) )
(A) e=iVAz 4 Rg()\)elﬁw fir > a,



6.3 Berechnung der Streumatrix fiir den Potentialtopf/Potentialbarriere 95

mit

1

so erhdlt man eine weitere Spektraldarstellung von 75 4 :

F : R(Eg((O,oo))) — LQ(O,OO'

(Fof)(A) = Lim. | X

1 2
7 47r\/X)
N
/ up(z, \) f(z) dx

N

[ BN

—N

N —o0

Eine zusitzliche Variablensubstitution A = k? zusammen mit den neuen Funktionen

ei(z, k) =

ea(x, k) =

mit t(k) = T(k*) und
Abschnitt 6.1)

et*kr 4 ri(k)e”*  fir < —a,

up(z, k%) = {

t(k)eth= fir > a,
t(k)e~ ke fir x < —a,
u2(x7k2) =

ek L ro(k)etkr  fir 2> a

r;(k) = Rj(k?), liefert schlieBlich die Spektraldarstellung (im Sinne von

Uy : R(EQ((O,OO))) s L5(0,00)?

(Usf) (k) = Lim.

(2m)~1/2 er(z, k) f(x)dzx

N —o0

(2m)~Y2 | ey(x, k) f(x)dx

‘2\2 lz\z

wie dies im Abschnitt 6.1 benutzt wurde.

6.3 Berechnung der Streumatrix fiir den Potentialtopf/Potentialbarriere

Zur Hlustration betrachten wir abschlieBend die Streuung am Potentialtopf bzw. an der Potentialbar-

riere

q(z) = {0

fir <0 undfir z>1L,

U fir 0<z<L.
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Fir U <0 hat T, endlich viele negative Eigenwerte, die implizit gegeben sind durch
2arctan Y2~ —kr = —\/Ai—UL (keN,U<X\<0).

Fiir A >0 hat die Losung vi(x,A) die Form

a(N)eVT 4 p(\)e Ve fir 2<0,
vi(@,A) = 9 ¢(A)eV3TT L d(N)e V3T fir 0<az <L,
VA fir x> L.

Die Stetigkeit von v; und v} an den Stellen z =0 und z = L erfordert die Beziehungen

C()\)ei\/WL + d(/\)e—i\/WL _ ez'\/XL7
, . PN
c(N)eVATTL _ gn)e=VA-UL )?/_ Uen/XL 7

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

cA) = 1 1+ VA e“ﬁ)‘Le%\/mL,
2 VA=U
1 ) )

dr) = - (1- VA eVALGVAUL
2 VA=U

Einsetzen in die beiden letzten Gleichungen liefert (b()\) interessiert uns im folgenden nicht)

a) = 1{(2+ v Nm)m

4 VA-T VA

Ist A >max (0,U), so gilt

a(\) = eiﬁL{cosmL—%(\/%jﬁ/?)sinML},

TN = |a(N)]2 = 4\(\ - U){4/\(/\ —U) +U?sin® VA — UL}_l .
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Ist U <0, so gilt also

. 2
Jim [TV

{0 falls VUL # kn,k € Ny,
1 falls VUL =kr,keNg.

Im Fall U <0 ist damit das Verhalten von |T'(\)|? klar:

IT(\)|? fir U= -5, L=5.

97
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IT(\)|? fiir U=-4, L=6.2, d.h. \/JUL~ 4r.

IT(\)|? fir U=-4, L=2r, d.h. \/JUL=4r.
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Ist U >0 und X > U, so gelten die obigen Formeln weiter. Ist A € (0,U), so folgt

= ¢V — ! v_Ar_ VA sin -
ad) = e L{cosh\/U AL+2(”\/X m) WO )\L},
TN = |aV)|? = 4)\(U—/\){4/\(U—/\)+U2sinh2\/U—/\L}_l,
|T(0)* = o0, IT(U))? = 44+UL*)™'.

|T(-)]? wird also beispielhaft durch die beiden folgenden Graphen beschrieben.

Die Reflexionskoeffizienten berechnen wir nicht explizit. Die in diesem Zusammenhang wesentlichen

Aussagen ergeben sich aus

RN = 1T

IT(\)|? fir U=2, L=2.
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IT(\)|? fir U=2, L=5.

6.4 Streuung an einem Treppenpotential
Etwas allgemeiner als im Abschnitt 6.3 betrachten wir jetzt noch Potentiale der Form

0 fiir x < L1 und fir =z > Ly,
alw) = Uj fir Lj <z <L, j=1,....k—1.

Um T(A\) zu berechnen, geniigt es offenbar, den Koeffizienten a()) := ar()\) der Losung wu(x, \)

von —u” + q(z)u = Adu zu bestimmen mit

emiVAT firz < Ly,
’U,(JJ) - CLj(/\) 671‘ v AUz + bJ()\) eiV A=Ujz fiir Lj S r < Lj+1 y
ar(A) e= VAT 4 b () eV fir > Ly, .

Es ist dann |T'(\)|? = |a(N\)|72.

Mit ap(A) =1, bo(A) =0 und Uy = Uy =0 kann man offenbar die a;()), b;(\) nacheinander

bestimmen aus den Stetigkeitsbedingungen

w(Lj+) =u(L;j—), u'(L;j+)=u'(L;—) fir j=1,...,k.
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Diese liefern:

a;(A) e"VAUili 4 p(\) etV AUiLs
=y (N VT 4 b () VAT

_aj()\) e—i\/)\—Uij + b]()\) ei\/)\—Uij

_ w/A)\— U[j]71 { . aj_l()\) e—iij +b]—1(A) ei\/)\—Uj71Lj}
vATYi

woraus offensichtlich folgt (j =1,...,k)

a;(A) = %eiVA*UiLﬂ' {eiv)‘Ulej (14—%)%_10\)
Y

=

JA-T,

A\ —

et @)bj_lw} 7

bj(A) = %eiiVA*Uﬂ'Li {eiv’\UflLJ‘ <1 Yo l)ajl()\)

<

U,-
AT
LeVAU L, (1 + %)bﬁl(}‘)} '

—

<

Bei mehr als zwei Treppen ist es natiirlich ziemlich hoffnungslos, a()) explizit zu berechnen; ande-

rerseits ist es natiirlich kein Problem, a(\) n&herungsweise numerisch zu berechnen. Betrachtet man

z.B. fir k=4

Uy=Us=0 fir £ <0 undfir z>14,
gx)=q U1 =Us =1 fir 0<z<2 undfir 12<z <14,
Uy=0 bzw. —1 fir 2<z<12,

so erhiilt man fir [T(A)]?> in 0 < A < 1 die folgenden Kurven. Die Spitzen liegen jeweils etwa
dort, wo das Eigenwertproblem eingeschréinkt auf (2,12) mit Dirichlet—-Randbedingungen bei 2 und
12 die Eigenwerte hiitte. Werden die Potentialbarrieren breiter gewéhlt, so werden die Spitzen noch

starker ausgepragt.
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U; = —-1.

6. EIN EINDIMENSIONALES STREUPROBLEM
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7 Existenz und Vollstiandigkeit der Wellenoperatoren nach
V. Enf

Die Untersuchungen dieses Abschnitts gehen im wesentlichen auf V.Enfl (ab 1978) zuriick. Weitere
Vereinfachungen stammen insbesondere von E.B.Davies (On Enss’ approach to scattering theory,
Duke Math. J. 47, 171-185 (1980)) und P. A. Perry (Scattering Theory by the Enss Method, Mathe-
matical Reports, Vol. 1, Harwood Academic Publishers 1983).

Im folgenden sei
T =-A in Lo(R™)
mit dem {iblichen Definitionsbereich
D(Ty) = FHf € LaR™) (14 P)f € La(R™) }.
Ein Operator V heifit eine Enf3—Stérung (meist auch als Enfi-Potential bezeichnet), wenn gilt:
(i) V ist symmetrisch und Tj—beschréankt mit T3—Schranke <1,
(ii) Fir h:(0,00)— R, h(R):=|V(Ti — i) 'X(u>m| gilt ke Li(0,00).
Die erste Bedingung impliziert insbesondere, dafl
Ty =T +V mit D(T:) = D(T1)

selbstadjungiert und nach unten halbbeschrinkt ist. — Die Funktion h(-) ist offenbar nichtwachsend.

Neben einigen auch fiir sich selbst interessanten Resultaten ist es das Ziel dieses Abschnitts, den

folgenden Satz zu beweisen.
Satz 7.1 Sei Ty =—-A, V eine Enfi-Storung, To =T, +V . Dann gilt
a) Wy =Wy (T, Ty) existieren und sind vollstindig.
b) Das singulir stetige Spektrum von To st leer, d. h. es gilt
Hyo(Tz) = {0},  Lo(R™) = Hp(T2) ® Hac(T2) -

¢) Die Figenwerte von Ty kionnen sich nur bei 0 hdufen; alle von 0 verschiedenen Eigenwerte
haben endliche Vielfachheit.

Es sei angemerkt, daf§ die Existenz positiver Eigenwerte (die sich allerdings hchstens bei 0 héufen
kénnen) unter den obigen Voraussetzungen nicht ohne weiteres ausgeschlossen werden kann. Anderer-

seits scheint die Existenz solcher Eigenwerte nicht bekannt zu sein.
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7.1 Eigenschaften von Enf3—Storungen; die Existenz der Wellenoperatoren

Im folgenden sei V ein 7Tj—beschrankter Operator, und h sei wie oben definiert. Weiter sei

¢ e C®(R™) mit

0 fir |z| <1, T
0<p@) <1, ox) = er(@) = (%)
1 fir |z] > 2,

k(R) = [V(T1—1i) ‘¢rll,

k1(R) IVer(Ti —0)7 -

Satz 7.2 Unter den obigen Voraussetzungen gilt
R "
E(R) < h(R) <k (5> fir alle R>0,

und
he€ L1(0,00) <=k € L1(0,00) <= k1 € L1(0,00).

Strebt eine der Funktionen h, k, k1 fir R— oo gegen 0, so gilt dies fiir alle. In der Bedingung

(ii) kann i durch jedes z € C\[0,00) ersetzt werden.

Beweis. Fiir jedes ¢ > 0 bezeichnen wir mit Y. bzw. xs. den Operator der Multi-
plikation mit der charakteristischen Funktion von {z € R™ : |z|] < ¢} bzw. {x € R™ :

|z| > c}. Aus

V(i —i) x>k = {V(T1—i)  erplxsr,

V(=)o = {V(T1 =) 'x>rler
ergeben sich die behaupteten Ungleichungen und somit die erste Aquivalenzaussage.

Wir beweisen die zweite Aquivalenz: Offenbar gilt
R(R) ~ki(R)| < V(T =) pr = Veor(Ti - )|
(SDR/QSDR =R, Yr2(T1 —i)er = (T1 — i)QOR)
= HV(Tl - i)_le/z{SDR(Tl —i)— (Th — i)@R}(Tl - i)_lH

= HV(Tl - i)_1<PR/2{80RT1 - TlsﬁR}(Tl - i)_lu .
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Da der Kommutator ¢rTi — Thor = [pr, T1] ein Differentialoperator erster Ordnung ist, dessen

Koeffizienten sich gleichméfig durch 1/R abschétzen lassen (Beweis!), gilt

(erTy — Tipr)(Th — )7 <

)

QA

und somit

k) k) < SV - ens] = Si(%)

c R R c R
il (2) 1(2>}+R 1(2)
(Anwendung der in der ersten Zeile dieser Formel

R
bewiesenen Ungleichung mit ) statt R)

c20 (R C (R
R R "\ 4 R\ 2
C (R

= Q(R)+§k1<§)

mit einem ¢ € L1(1,00), da k beschrinkt ist. Aus den Ungleichungen

IN

o(R) + %kl (g) .

folgt nun die zweite Aquivalenz. Damit ist auch die Aquivalenz der Konvergenzaussagen fiir R — 00

bewiesen.

Die letzte Behauptung folgt nun aus

[Ver(Ty —2)7 < E(R) [(Th — @) (T — 2) 1],

ki(R) < [IVer(Ti—2) " I(Ty = 2) (T — )|

und der Tatsache, daf in den oben durchgefiithrten Abschétzungen offenbar z durch i ersetzt werden

kann. O

Satz 7.3 a) Ist V ein symmetrischer Differentialoperator der Ordnung < 1, dessen Koeffi-
zienten sich durch (1 + |z|)~17¢ abschitzen lassen, so ist V eine Enf-Storung. (Es kinnen

ohne Schwierigkeiten auch lokale Singularititen zugelassen werden.)
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b) Das entsprechende Resultat gilt fiir Differentialoperatoren der Ordnung < 2, wenn zusditzlich

die relative Beschrinktheit mit Schranke < 1 garantiert ist.

Beweis. Der Beweis kann fiir a) und b) gemeinsam gefiihrt werden, da im Fall a) V automatisch
die Ty—Schranke 0 hat. Nach Satz 7.2 geniigt es, k1 € L1(0,00) zu beweisen. Offenbar gilt mit
ca(r) < C(1+|z)717¢

N o N
@ = [ontti -5 = | 5 eolZoont—o|
<2
.o -1
< X fenn gz @i
|B]<2
. ~ ~ —1— . 8ﬁ N —1 o . .
mit |ég,r(z)| < C(1+|R|)~'¢. Da die Operatoren 325 (Ty —4)~ fur |B| <2 beschréinkt sind,
x

folgt die Behauptung. ]

Satz 7.4 Sei Ty = —A, V sei Ti-beschrinkt, und es gelte k(R)—0 fir R—s oo (da h
nichtwachsend ist, ist diese Bedingung wegen Satz 7.2 insbesondere dann erfillt, wenn V eine Enfi—
Storung ist). Dann ist 'V relativ kompakt beziiglich T, und fiir jedes g € C(R) mit g(\) —0
fiir |\ — o0 ist g(Ty) — g(Tz) kompakt (insbesondere ist auch (Ty —2)~* — (Ta — z)~' kompakt
fir jedes z € o(Th) No(T2) ).

Beweis. V ist T?-kompakt:Da V Tj-beschriinkt ist, geniigt es nach Satz 10.8 in , Mathema-
tische Methoden der Quantenmechanik® zu beweisen, dal V E;(J) kompakt ist fiir jedes beschrinkte

Intervall J. Zunichst ist
V(I = r) E1(J) = V(Ty — i) (Ty — i) (I — pr)E1(J)

kompakt fiir jedes R >0, da V(Ty —i)~! beschrinkt ist und (7% —i) (I — ¢r)E1(J) ein Hilbert—
Schmidt—Operator ist. Letzteres folgt sofort aus der Tatsache, dal (71 —i) (I — ¢Rr) ein Differential-
operator der Ordnung 2 mit C§°—Koeffizienten c,(-) ist, d.h.

(M=) (I —gr)Er()f = Y. ca(gc)a%(%)"”/2 / " Ef(y) dy
|| <2 {lyl?eJ}

= Y ) [ R dy.
lof<2 {lyl2e}

Weiter gilt

VerEi(J) = {Ver(T - ) J(T —)Ei(J)—0  fix R— o0,
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da k(R)—0 gilt fiir R — oo. Insgesamt folgt fiir jedes beschriankte Intervall J die Kompaktheit
von VE(J).

Da V Tj-beschrinkt und T2-kompakt ist, folgt
(T —p) ™2 = (Tp =)™ kompakt fiir € o(Th) N o(T2).

Dies erhilt man mit Hilfe der zweiten Resolventengleichung (dabei setzen wir im folgenden R; :=
(T — )™t ):
R3 = (Ri—RVRi) (R — RiVRy)
= (I-RV)RI(I-VRy),

R:-R? = —R?VRy,— R,VRII-VRy)

= {@m-p v - ﬁ)_Q}* ~ ReVRX(I - VRy);

da hier jeweils V(Ty —)~2 bzw. VR? enthalten ist, folgt die gewiinschte Kompaktheit.

Eine einfache Induktion zeigt, dal dann auch gilt
(Ty — i) 72K (Ty +4) 7% — (Ty — i) 2K (Ty + )72  kompakt fiir k,¢ € Ny ;

sind némlich A;, B; beschrankt fir j=1,2, A; — Ay und B; — By kompakt, so folgt aus der
Kompaktheit von A¥B{ — A5BS auch die Kompaktheit von (z.B.)

ARFIBE _ gkHipt 4 (A’fo - A;fBg) n (Al - Az)Ang .

Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl (Korollar 7.13a) gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Polynom P in

zwei Variablen mit
’P((/\ —i)"2 (A + i)*?) - g()\)’ < firalle AeR.
Da fiir jedes Polynom P der Operator
P((T1 — )72 (T, + z')*“’) - P((T2 — )2 (T + i)*) kompakt

ist, folgt somit die Kompaktheit von ¢(7%) — g(71) . (Setzt man voraus, dafl T» halbbeschrénkt ist,
z.B. indem man fordert, da} V' eine 7Tj-Schranke < 1 hat, so kann Korollar 7.13b mit n = 2

benutzt werden, was eine geringfiigige Vereinfachung bedeutet.) O
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Beweis der Existenz der Wellenoperatoren (Satz 7.1). Die Existenz der Wellen-
operatoren Wy (Tz,Ty) folgt aus dem Cook’schen Lemma (Satz 4.2), wenn wir einen dichten Teilraum
D von Ly(IR™) angeben konnen so, daB fiir alle f € D die Funktion ¢+ Ve 71 f Norm-stetig

und ¢~ ||[Ve #T1 f|| iiber IR integrierbar ist. Wir wihlen
D={feSm™): Ff € CF(R™\{0})}.

Wegen D C D(Ty) und der Tj-Beschrénktheit von V' ist
vertTp = {v(my — iy {7 (11 i) f |

stetig.
Seinun fe€D und a>0 so,dafl Ff(y) =0 gilt fir |y| < a. Wir schreiben
Ve "f = V(Ty—i) e "(Ty —i)f
= V(Ty — i) " xeape N (Ty — i) f

+ V(T1 =) Xsape (T —4) f .

Nach Satz 3.15c¢ gilt fiir jedes n € IN (beachte a < 2a) mit einer geeigneten Konstanten C,

{ / (1 +C|7zz|)2” dx}1/2

x| <alt|

IN

HX<a\t|€_itT1 (Th — Z)fH

< Cplt|7mHm2,

Fir n > % +1 ist also in obiger Gleichung die Norm des ersten Terms integrierbar. Der zweite Term

ist nach Voraussetzung (ii) integrierbar. m|

7.2 Die Dilatationsgruppe und ihr Generator

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, eine Moglichkeit anzugeben, die Elemente aus Lo(IR™) in solche

Teile zu zerlegen, die beziiglich der Gruppe e~ #71 ein— bzw. auslaufen.

Die Dilatationsgruppe D ={U(¢):t € R} in Ly(R™) ist gegeben durch

(U(t)f) (x) = exp (%mt)f(etx) fir teRR, feLy(R™).
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Man rechnet leicht nach (Substitutionsregel), dafl jedes U(t) unitér ist und dafl D eine Gruppe ist
(U0)=I,U(t+s)=U@)U(s)). Fir fe Co(R™) und ¢ >0 existiert ein Kompaktum K C R™
mit suppU(s)f C K fiir alle s € (t —e, t +¢); auBerdem gilt

(U(s)f) () — (U(t)f) (x) gleichmifBig fir s—t.

Daraus folgt U(s)f — U(t)f in La(IR™). Wegen der Beschrénktheit von D gilt dies dann fiir alle
feLy(R™),d.h. D ist stark stetig.

Im folgenden seien die Operatoren Ay und Aoy in L2(IR™) definiert durch
D(Ag) = Cg°(R™),  D(Aoo) = Cg°(R™\{0}),

(40f)(2) = (o) (1) = 523 (s + 52 1(@)
—1 b b

fiir f S D(Ao) bzw. D(Aoo)

Satz 7.5 Ay und Ay sind wesentlich selbstadjungiert mit Ay = Ago ; dieser gemeinsame

Abschluf sei mit A bezeichnet. Dann ist iA der infinitesimale Generator von D . Es gilt FAF~! =
—A.

Beweis. Offensichtlich bildet jedes U(t) die Definitionsbereiche D(Ag) = C§°(R™) wund
D(Agy) = C°(R™\{0}) in sich ab, und fir f € C§(R™) bzw. C§°(R™\{0}) rechnet man

leicht nach:

li + OO - Df = idof(@),  bow. = idwf(o).

Zusammen mit dem folgenden Satz von Nelson folgt hieraus, daB iAy = iAgy der infinitesimale
Generator von D ist. Fiir f € S(R™) rechnet man leicht FAF~!f = —Af nach. Das liefert die
letzte Behauptung. O

Satz 7.6 (E.Nelson) Sei {U(t):t € R} eine stark stetige unitire Gruppe, D ein dichter
Teilraum, der durch alle U(t) in sich abgebildet wird, und fiir jedes f € D existiere

Bf ;:%%(U(t)_f)f.

Dann ist iB wesentlich selbstadjungiert auf D, und B st der infinitesimale Generator von

{U(t):teR}.
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Beweis. Die wesentliche Selbstadjungiertheit des symmetrischen Operators iB ist dquivalent zu
N(B*+1I)=R(B+1)" = R(iB£il)* ={0}.

Nehmen wir also an, dafl z.B. gy € N(B* —1I) ist, d.h. B*g; = g4 . Dann gilt fiir alle f € D
und o (t) = (U, g2)

Loty = (SWON.0) = (BUWF04) = TN B'g)
= W94 = vs(0),

also

(U, 9+) = ¥r() = p(0)e' = (f,gp)e  fiiralle ¢ R

Da (U(t)f,g) beschrinkt ist, gilt also g4 L f fiir alle f € D, also g4 =0.

Entsprechend folgt aus B*g_ = —g_ die Gleichung
(U f,g-) = (fig_)e" fir alle feD und alle te€ R,
und somit g_ =0. ]

Wir wollen nun eine Art Spektraldarstellung von A konstruieren, die es dann ohne weiteres
erlaubt, die Spektralschar E4(-) und somit die Projektionen I — E4(0) und FE4(0) auf den zu
A gehorigen positiven bzw. negativen Teilraum anzugeben. Dazu fithren wir die folgende unitére
Abbildung U ein:

U La(R™) — Lo(R x S™1) (2 La(R)BLa(S™ ).

(Uf) (s,w) = exp(sms) f(e*w) fir seR,weS™ L.

Man sieht leicht, dafl diese Abbildung isometrisch,

0 sy = [ ] explmo)] )] avas

R gm—1
(Substitution s=1Int)

oo

[ [ eriseapas a= [15@P = 191,00
e

0 gm—1
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und surjektiv (also unitér) ist mit

U-1: LQ(R X Sm_l) —>L2(]Rm)

(Ug) (rw) = r~™/2 g(Inr,w) fir re(0,0), we S L.

Auflerdem benstigen wir die partielle Fouriertransformation F; in Ly(IR x S™71); sie

ist definiert als die Abschliefung von

F170 : Co(]R X Sm_l) —>L2(]R X Sm_l),

(Fiof)(Aw) = (277)’1/2% e~ f(s,w)ds.

Man rechnet leicht nach, dal Fj unitér ist und daf Ffl analog dargestellt werden kann mit e

statt ers .

Satz 7.7 a) Sei By definiert durch

D(B) = GF(R) @ La(S™ ), (Bof)(s.) = 1 o f(5.0).

Mit B:= By gilt dann UAU ' =B.
b) Mit der partiellen Fouriertransformation Fy gilt
(i) FUAUYF['= My Multiplikation mit t(\,w) =X in La(R x S™71),
(ii)) o(4) =R,

(iii)  Hac(A) = L2(R™).

Beweis. a) Fiir einfache Tensoren g@h € C§°(R)®C>®(S™1), (9®@h)(r,w) = g(r)h(w), rechnet

man nach (dabei stehen s bzw. 7 fiir ,stumme® radiale bzw. sphirische Variablen):
UAU ' (9@ h) (rw) = UA{sfm/2 g(lns) h(T)} (r,w)
1rrm /
= — N 7m/2 *m/2
UZ{[ 55 g(lns) +s(s g(lns)) }h(T)}(r,w)

= 02 g ) () }rw) = o) ()

= Bo(g®h) (r,w).
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Also ist BO’C“’(]R)@C@(Smfl) in UAU~! enthalten. Ist g ® h ein beliebiger einfacher Tensor
0

aus D(Bg) = C§°(R) ® L2(S™71), so gibt es eine Folge (hy,) aus C*(S™~!) mit h,—h in
Ly(S™~1), also auch

9@ hn—g@h,  Bo(g®hn)— Bo(g®h).
Damit folgt, da UAU~! abgeschlossen ist,
By CUAU.

Zeigen wir noch, dal By wesentlich selbstadjungiert ist, so folgt die Behauptung By = UAU ' .

Fiir beliebige h € Lo(S™™ ') sei Hj := L{h}. Wegen der wesentlichen Selbstadjungiertheit von

1 d o
;E auf CO (R) ist

(Bo +iD{CF(R) & Hy } = {(% % +il ) O (R) } @ H)

dicht in Ls(R) ® Hp fiir jedes h; also ist R(Bg +4l) dicht, und daraus folgt die wesentliche
Selbstadjungiertheit von By .

b) Fir §=Fg e FC(R) erhélt man mit Hilfe von Teil a)
FUAUT'FT Y (g@h) (\w) = FRUAU (g ® h) (A, w)
= TR © 1) () = My ) (A
Durch AbschlieBung der Operatoren auf beiden Seiten folgt die Behauptung.

Die Aussagen (i) und (ii) ergeben sich nun sofort, da A unitér dquivalent ist zum Multiplika-

tionsoperator mit #(\,w) = A im Raum Ly(IR x S™~1). O
Der eben bewiesene Satz besagt, dafl die Mellin—Transformation
M= U : Ly(R™) — Ly(R x S™71)

im wesentlichen eine Spektraldarstellung von A ist. Ausgeschrieben sind M und M~! gegeben
durch

N —o0

N
M) (\w) = (FUf)(A\w)=27) Y2 Lim. / e" RS fesw) ds
“N
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(Substitution s=1Inr)

N
= 2r)~ Y% 1im. P21 ) dr

N—o0
1/N

N—o0o

N
(M) (rw) = (UﬁlFl_lg) (rw) = Uﬁl{(2ﬂ')71/2 Lim. / eiSAg()\, ) d)\} (r,w)
N

N—o0

N
= (2m)7 Y272 1im. /ei’\l”g()\,w)d)\
“N

= (2m)" V22 lNlm /Ti)‘g(/\,w)d/\.
N

7.3 Ein— und auslaufende Zustinde; der Enf3’sche Zerlegungssatz

Fiir hinreichend glatte f (z.B. aus C{°(R™) oder S(R™)) ist

ran =55 {(mt g 50 0) + (G o hd))

das symmetrisierte Skalarprodukt zwischen Ort und Impuls. Das bedeutet also intuitiv: Bei Ele-
menten aus dem positiven/negativen Teilraum zu A ist das Skalarprodukt zwischen Ort und Impuls
positiv/negativ. Man wird also erwarten, dal Elemente aus dem positiven/negativen Teilraum auslau-

fende/einlaufende Wellen sind. Dies wird (in etwas abgeschwéchter Form) im folgenden Satz bewiesen.

Mit der Spektralschar E von A sei also

das sind die Projektionen auf den positiven bzw. negativen Teilraum zu A. Wegen FAF~! = —A
(vgl. Satz 7.5) und Py = x+(A), wobei x4 die charakteristische Funktion der positiven/negativen
Halbachse ist, gilt

FPy = Fyxi(A) =Fx+(A)F 'F=x.(FAFY)F
= x+(-A)F = P;:F.

Im folgenden sei wieder T3 = —A in Ly(R™).
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Satz 7.8 Sei g€ C5°(0,00) und ¢ >0 mit g(s) =0 fir s<c?. Dann gibt es fiir jedes n € N
und jedes € >0 eine Konstante C = C(n,e,g) mit

HX<(2—a)c\t|67itT19(T1)PiH < CQ+ )™  fur t 2 0.

(Dies bedeutet tatsichlich: Fir jedes f € La(R™) st g(Th)Pif ein aus— bzw. einlaufender Zu-
stand. Besonders bemerkenswert ist, daf$ diese Ungleichung nicht nur elementweise, sondern fir die

Operatornorm gilt.)

Beweis. Wir zeigen im folgenden, da8 fiir jedes f € S(IR™) mit Ff € C°(R™\{0}) und jedes
e N gilt

(e "Trg(Th)Psf)(w) = (hyy Ff)
mit

>1,

thtH < Coeqg(1+ |t|)7e fiir  |z| < (2 —¢€)clt| und t{ -

Wiéhlen wir hier ¢ >n + %, so folgt (mit V,, = Volumen der 1-Kugelin RR™)

. 2 2
N / (e, )] e
el <(E-)elt
< Vi@ = e)eltl]™ CF oy (L 1) (I E S

< G RDTAN
das ist die Behauptung des Satzes.

Bleibt also die obige Darstellung zu beweisen. Fiir f mit Ff € C§°(R™\{0}) gilt

@ BTPE) = @m0 (PP ) dy
A

- <kw,t7 Fpif> = <kw,t7 P:FFf> = <P:ka,t7 Ff>
mit
—m —i(zy—ty?) “7 2y
ke,e(y) = (2m)7™/2 eI g (y2)

Dies ist die behauptete Identitat mit

+
h’m,t B PZFkﬁ%t )

1hzill = [[Pekaell = [MPrko el = [Ix5Mbae] -
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Es bleibt die gewiinschte Abschitzung fiir tht|

= |Ixg Mk, ]| zu beweisen. Dies gelingt einmal

«

mehr mit Hilfe der Methode der stationdren Phase. Wir beschrinken uns auf den Fall ,, —

Es sei d so gewihlt, dal g(s) =0 gilt fir s > d?. Dann gilt fir A >0 und t < —1:

Mkw,t()\,w) = (27-‘—)_(7”"‘1)/2/T—M—l-i-%e—i(rww—tﬁ) g(rQ) dr

= O /eXp{ —i(raw — tr* + /\lnr)} r5 1 g(r?) dr

)

= C’l/i(a:w—%r—l-%) exp{...}mdr

. 0 r%~lg(r2)
= —zC1/exp{...}§ lixw—%r—k%

Durch (¢ + 1)—fache Anwendung dieses Schrittes erhilt man

Mz o(Nw) = (—i)lJrlCi/eXp{...}% [; 0 [ [@

xw—2tr+%§ xw—2t7’+%

Fir t <=1, A >0, |z| < (2 —¢)ct| und r? €suppg (d.h. ¢<r <d) gilt
A A A A
Tw — 2tr 4+ =| > 2/t|r — |z| + = > (20— (2—E)C)|t| + = >eclt|+=.
r r r d
Damit folgt fiir |z| < (2 —€)c|t| die Abschitzung
Mz (N w)| < Co(T+[t|+A)" fir t<—1, A>0, weS™!,

also, fiir = < (2—¢)clt| und ¢t < -1,

hw,t

’ = {7 / ‘Mkm,t()\,w)’zdw d)\}l/2 < C5(1+t)". a

0 gm-1

Hilfssatz 7.9 Seien A,, B, und K beschrinkte Operatoren im Hilbertraum H . Gilt A, —— Ag
und B;LBS fir 0 —0 wund ist K kompakt, so gilt

|[As K By — AgK Byl — 0 fir ¢—0.
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Beweis. K kann man darstellen als Produkt von zwei kompakten Operatoren, K = Ky K;: Hat
K die Form

Kz = an<en,x>fn

mit orthonormalen Folgen (e,) und (f,) und einer Nullfolge nichtnegativer Zahlen (s,), so kann

man z. B. wihlen

le:ZS}/Q <€n,LL‘> €n, K2$:Z‘9711/2 <€n,$> fn

Wir zeigen ||A,K; — AgK1|| — 0; entsprechend folgt dann
[K2By — K2 Bo|| = |[B;K; — BoKs|| —0,

und damit die Behauptung wegen A, K1 KoB,—AgK1K2By = (Ae K1 —AoK1)K2By+ Ao K1 (K2 B, —
K2Bo) .

Nehmen wir an, dafl ||A,K; — AgK1||— 0 nicht gilt. Dann gibt es ein & > 0, eine Nullfolge

(o) und eine beschriinkte Folge (x,) aus H mit
|(As, K1 — Ao K1)z || > € fiir alle n.

Da K; kompakt ist, enthélt (z,) eine Teilfolge (zp, ), fiir die (Kjx,,) konvergiert. Zusammen

mit Agnk 25 Ay fiir k— o0, ergibt sich ein Widerspruch. a

Satz 7.10 Sei T, = —A, V eine Enf-Storung, To =Ty +V, Wi = Wi(Ty, T1), g und
Py wie in Satz 7.8. Dann ist

(Wy — Dg(T1) Py kompakt

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall ,, + “. Es gilt

t
(eitTge—itTl _ I)g(Tl)P+ _ i/eistve—isTlg(Tl)P+ ds,
0

wobei das Integral als Riemann—Integral beziiglich der Operatornorm verstanden werden kann, denn

da Vg(Ty) = {V(Ty — i) 2} {(T1 — i)%9(T1)} kompakt ist, ist der Integrand nach Hilfssatz 7.9
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normstetig. Da der Integrand fiir jedes ¢ kompakt ist, ist das Integral kompakt. Es geniigt also zu

zeigen, daf das Integral fiir ¢ — oo beziiglich der Operatornorm konvergiert. Es gilt

le*T2Ve = Tg(Ty) Py|| = [[Ve T g(T1) Py
< V(@ = )7 Ix<@—eyersie” " (Tn — 1) g(T1) Py |

HIV(Ty = i) X @—e)els| | (T — 1) g(T1) Py || -

Ist ¢ >0 so,daB g(s) =0 gilt fiir s < c?, so ist der erste Term nach Satz 7.8 in L;(0,00); der

zweite Term ist in L1(0,00), da V eine Enf—-Stérung ist. O

Satz 7.11 (Enf3’scher Zerlegungssatz) Sei T = —A, V eine Enfi-Storung, Ty :=
Ty +V, E5 die Spektralschar von Ta, ¢, € Lo(R™) mit

(i) Nenll —1 fir n— o0,

(i) lIx<n@nll —0 fir n— oo,

(iii) || (Eg(b2) — Eg(az))<pn|| —1 fiir n— o0 wund geeignete a,b mit 0 <a <b.

Ist g€ CP(R) mit

suppg C (5 a?, 4b?) .

g(s) =1 in (a2, b?), 0<g(s) <1 firale seR,
so gelten fiir

Pnin = Q(Tl) P_ Pn Pn,out = Q(Tl) P+ ®n

die Aussagen:

H‘Pn,in” < llenll und HSDn,out” <llenll,
©n — (Onin + Pnout) — 0 fiir n— o0,
(W— - I)Spn,in—)o fdr n—o0o,

(Wi = Dn.out — 0 fiir n— 0.
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Beweis. Auf Grund der Definition von On,in Und ©p out gilt offenbar

[eninll < lg(MINP-Ilenll < llenll,  lenoutl < llenll,

$n — (Spn,in + Spn,out) = ©n— g(Tl)(P-l- + P—)(pn = Pn — g(Tl)(pn

= (1-9(m))en+ (9(T2) - 9(T1)) o0
Wegen (i) gilt ¢, — 0, also
(9(22) = 9(11) ) — 0,
da nach Satz 7.4 ¢(Tz) — g(Th1) kompakt ist. AuBlerdem gilt

—0.

H (I - Q(Tz)) ©n

< (1 - (B206%) - Ba(a))

Damit ist die zweite Behauptung bewiesen. Die letzten beiden Behauptungen folgen mit Hilfe der

Kompaktheit von (Wi —I)g(Ty)Py (vgl. Satz 7.10):

— 0,

H (W+ - I)‘Pn,out

= H(W+ = g(T1)Pyon

H(W— _I)Spn,in — 0. Oa

= ||v- = ng(r)P-en

7.4 Fortsetzung des Beweises des Satzes von Enf3

Von allen Aussagen des Satzes 7.1 haben wir bisher lediglich die Existenz der Wellenoperatoren
Wy = Wi (T2, T1) bewiesen (vgl. Abschnitt 7.1). Als niichstes beweisen wir die Vollstéindigkeit der

Wellenoperatoren, womit dann Teil a) von Satz 7.1 vollsténdig bewiesen ist:

Wir beweisen die Vollstéindigkeit von W_ . Nehmen wir an, dal W, nicht vollstindig ist,
d.h. R(W,) ist ein T, reduzierender echter Teilraum von Ha.(T%), Hae(T2) N R(W)L # {0}.

Dann gibt es a,b mit 0 <a <b < oo und ein

= R(Eg(bQ) - Ez(cﬁ)) A Hoo(Tz) N ROW,)E mit [of = 1.

Nach Satz 2.10a gilt fiir jedes Kompaktum K in IR™

/

K

_ 2
eﬂtT21/)(:17)‘ dr—0 fir |t|—o0.
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Also gibt es eine Folge (7,

) mit 7, — 400 und

[X<n@nl —0  fir ¢, =e"™"y

(man kann z.B. 7, > n

- 1
so wéhlen, dafl ||X<ne*”"T21/)H < — gilt). Diese ¢, erfiillen die
n

Voraussetzungen des Zerlegungssatzes. Definieren wir wie in Satz 7.11 mit g € C§°(0,00), suppg C

(%a?, 4b%) die Funktionen
Pnin = g(Tl)
so gilt also

H‘Pn,in” <1,

On — Sﬁn,in

Pn,in und ©On,out durch

P—(pnu Pn,out = g(Tl)P-i-SDn 5

||(pn,outH S 1 )

— Ynout — 0 fir n—o0,

Pn — w_ Pn,in — W—l—‘pn,out

= _(W— - I)(pn,in - (W—i- - I)(pn,out - ((Pn,in + Pn,out — (Pn)

— 0 fir n—o0.

Weiter folgt

<90n7 W+90n,out> =

|<90n7W7<Pn,in>| =

Damit folgt

[%]1* = llnll?

0, da @, =e ™) ¢ ROW, ),
|, €™ 2 W_ o in)|

[, W_e ™ o in)| = [(W*1h, ™ 0 i)

||X>a6\7'n\Wj¢” H‘Pn,m” + H¢|| HX<a6|‘rn|e_i(_Tn)Tlg(Tl)P—SDn”
—

—0 <1 — 0 (Satz 7.8)

0 fir n—o0.

- hn;o <90n; W7<Pn,in + W+90n,out> =0.

n—

Das ist ein Widerspruch zu ||¢|| =1.

Entsprechend zeigt man die Vollstidndigkeit von W_: Man muf jetzt (7,) mit 7, — —o0

wéahlen; im letzten Teil des

Beweises wechseln W, und W_ im wesentlichen ihre Rollen.
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Ebenso, wie hier die Vollstindigkeit (R(Wy) = H,(T2)) gezeigt wurde, kann auch R(W.) =
H.(Ty) gezeigt werden, wenn man Satz 2.10b (RAGE-Theorem) statt Satz 2.10a verwendet. Wir

beweisen diese Aussage im folgenden Beweisteil auf etwas anderem Wege.

Beweis der Aussagen b) und c) von Satz 7.1. Da sich (eventuell vorhandene) negative

Eigenwerte nur bei 0 h&ufen kénnen, folgen beide Aussagen aus
dim {R(Eg(bz) - EQ(&)) N HS(TQ)} <oo  fir 0<a<b<oo.

Nehmen wir an, dafl dies nicht gilt. Dann gibt es a, b mit 0 < a < b < co und eine orthonormale

Folge (fi) aus L := R(Eg(b2)—E2(a2))ﬂHS(Tg).Da Ty auf L beschrinkt ist (HTQ‘LH <0?),

gilt dann auch Thfr, — 0. Da y<, fiir jedes n Th-kompakt ist, folgt yenfk — 0 fiir k—s o0
und festes n. Also gibt es eine Folge (k(n)) mit k(n+1) > k(n) und

X<nfem)—0  fir n—o0.

Die Folge ¢n := fi(n) erfiillt also die Voraussetzungen des Zerlegungssatzes. Fiir die entsprechenden

On.in Und ©p oyt erhélt man also wie im Beweis von Teil a)

on —W_nin —Wionouw — 0 fir n— .
Wegen ¢, € Hy(Ty) = Hae(To)* und

W_@n,in + Wi@nout € Hae(T2)

folgt hieraus ¢, — 0, im Widerspruch zur Konstruktion von ¢, . O

7.5 Anhang zu 7: Der Satz von Stone—Weierstraf3

Beweise des Satzes von Stone—Weierstrafl und des folgenden Korollars finden sich in Abschnitt 11 des

Skriptes ,, Einfithrung in die Funktionalanalysis und die Lebesgue’sche Integrationstheorie®.

Satz 7.12 (Stone—Weierstrafl) Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum, C(X) der Raum
der stetigen komplexwertigen Funktionen auf X , ausgestattet mit der Supremumsnorm || |co . Sei

F eine Teilmenge von C(X) mit den Eigenschaften

(i) F enthdlt eine konstante Funktion ungleich 0 (z. B. die Funktion 1),
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(ii) F trennt die Punkte von X, d. h. zu x1,29 € X mit x1 # x9 gibt es ein f € F mit
f(x1) # f(x2),

(iii) mit jedem f € F liegt auch f (f(z):= f(x)) in F (auf diese Eigenschaft kann natiirlich

verzichtet werden, wenn C(X) den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen bezeichnet).

Dann ist die von F erzeugte Algebra dicht in C(X).

Korollar 7.13  a) Sei C*(R) der Raum der stetigen Funktionen auf R mit lim f(z) =

lim f(x) (endlich), z € C\IR. Dann ist die Menge der Polynome in (x—z)~' und (x—7%)~!

dicht in C*(R) ; das gleiche gilt fir (v —2)"2 und (x—2)"2, aber nicht fir (v —2z)"" und
(x—2)"™ mit n>3.

b) Ist C*([p,00)) der Raum der auf [u,00) stetigen Funktionen, fir die lim f(x) -existiert,
und z € (—oo, ), so ist die Menge der Polynome in (x —z)~™ dicht in C*([p,00)) fiir jedes
neclN.
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8 Prinzipien der Mehrkanalstreuung

8.1 Das Kanalkonzept

Unsere bisherigen Uberlegungen zur Streutheorie gingen von folgender Vorstellung aus: Ein System
wird durch den Schrédingeroperator T (bisher T3 ) beschrieben. Die Streuzustéinde des Systems
verhalten sich fiir t— +oo wie geeignete Zustidnde eines (,freien“) Systems, das durch einen

(meistens wesentlich einfacheren) Schrodingeroperator Ty (bisher 74 ) beschrieben wird.

Nun ist es aber keineswegs zwingend, dafl es nur einen Typ asymptotischen Verhaltens gibt.
Tatséchlich konnen sich wéhrend des Streuprozesses sogar die Zahl und die Art der beteiligten Teilchen

Andern.

Seien im folgenden 7T; (j € I, beliebige Indexmenge) selbstadjungierte Operatoren in Hilber-
traumen H,; (da im folgenden stets klar sein wird, aus welchem Raum die Elemente sind, verzichten

wir auf eine besondere Bezeichnung der Normen in Hj ),

Uj:Hj—H T,—asymptotisch isometrisch,
d. h. es gilt

|1‘im |Uje” ™ ig|| = ||z|| fiir alle « € H;

t|—o0

(U; identifiziert H; mit einem Teilraum von H ; diese Einbettung soll firr jedes =z € H auf

e~z im wesentlichen® isometrisch wirken). Die U; werden als Identifizierungsoperatoren

bezeichnet.

Man definiert (falls der Limes existiert)

Wi+ =Wy(T, U;, Tj) = s-lim eUje 15,

t—too

Dies ist dann jedenfalls ein isometrischer Operator von H; in H.

Natiirlich sollte (im Sinne einer grundlegenden Forderung an die Streutheorie) gelten:

Der Typ des asymptotischen Verhaltens (d. h. oben z. B. der Index j) fiir ¢t — 400 bzw.

fir ¢t — —oo ist eine Observable des Systems.
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Wenn ein bestimmtes asymptotisches Verhalten fiir ¢ — +oo (bzw. fiir t — —oc0) vorliegt, kann also
fiir t — 400 (bzw. fiir ¢t — —o0 ) nicht gleichzeitig ein anderes vorliegen. Das bedeutet insbesondere,
wenn zwei Zusténde fiir ¢t — +oco (bzw. fiir ¢t — —o0) verschiedenes asymptotisches Verhalten
haben, liegen sie in den Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten eines geeigneten selbstadjungierten

Operators, sind also orthogonal; somit sollte gelten
R(Wj_’Jr) 1 R(Wk,Jr) und R(Wj_’,) 1 R(Wkﬁf) fiir j }é k

(i.allg. kann aber nicht R(W; 1) L R(Wj _) erwartet werden). Dies ist eine Forderung an die

Definition der Operatoren 7} (die aber durch diese Forderung i. allg. nicht eindeutig bestimmt sind).

Die Rdume H; werden als Kanéle (oder auch Kanalrdume), die T; als die Kanal—
Operatoren (Channel Hamiltonians), W; . als die Kanal-Wellenoperatoren bezeichnet.

Die obige Orthogonalitétsrelation bezeichnet man kurz als die Orthogonalitdt der Kanéle.

Aus Sicht der Streutheorie wird man erwarten, dafl durch Uje=®Tiz; (bzw. durch die sich fiir

t — +oo asymptotisch genauso verhaltenden Zustinde e Ty, mit y; 1+ = W; rx;) die Streu-
zusténde des Sytems beschrieben werden. Demgeméif sagt man, dafl die oben beschriebene Familie

von Wellenoperatoren {W; 4 : j € I} asymptotisch vollstindig ist, wenn gilt

H=H,T)® (@R(Wji)) (fir + wund — getrennt),
J

bzw. vollstindig, wenn wenigstens gilt

Hac(T) - @R(Wjﬂi).

Die oben geforderte Orthogonalitit der Kanile bedeutet u.a., dafl man nicht zu viele bzw.
zu grofle Kanéle wihlen darf. Die Vollstdndigkeit bedeutet andererseits, dal man hinreichend

viele bzw. hinreichend groflie Kanéle wihlen mus.

In Analogie zur Definition bei ,einfachen“ Streusystemen, wie wir sie bisher betrachtet haben
(das sind nach J.M. Jauch solche, die durch einen Kanal allein beschrieben werden, Ein—Kanal-
Streuung), sagt man auch hier, daf die Wellenoperatoren {W, + : j € I} schwach (asymptotisch)
vollstidndig sind, wenn lediglich gilt

@ R(Wj4) = @ R(W;,-).
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Natiirlich gilt wieder die intertwining Eigenschaft
TW; 4+ =W; 4T}
und
WiaWix = Tu;, WieWiL = Praw, 1)

J

also
T ~ T,
BR(W; 1) G? !

und im Fall der asymptotischen Vollstiandigkeit, bzw. der Vollstédndigkeit, bzw. der schwachen
Vollstandigkeit

P =T
J

bzw. T bzw. T .
H,(T)* Hoae(T) P rW;.+)

Ist die Familie von Wellenoperatoren {W; 1 :j € I} wenigstens schwach vollstindig, so definiert

man den Streuoperator
S : @ Hj — @ Hj
J J
durch

(Sf);=> Wi Wi _fe=) Sph fir f=(fr) e Hx
k k

k

mit Sji = Wi Wi Wegen @, R(W;+) =@, R(W;-) (schwache Vollstindigkeit) ist dieser

Streuoperator offensichtlich unitér.

Formal kann man (falls die R(U;) paarweise orthogonal sind) leicht auf die Mehr-Kanal-

Schreibweise verzichten, indem man definiert

H02=®Hj, TO Z:®Tj,
J J
Up: Ho—H, Uof=3U;f;,
J
Wy = ts;lﬂi:rélo et Uge 1o |

S=Wiw_.
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Offensichtlich ist

We = W, +(T,U;,T;) und W;e = Wy

j J

Deshalb sind diese Wi genau dann asymptotisch vollstéindig / vollstdndig / schwach vollstéindig,
wenn dies fiir die Familie von Kanalwellenoperatoren {W, + : j € I} gilt; die Orthogonalitit der
Kanile ergibt sich sofort aus der Isometrie von Wy . — Diese Schreibweise tragt sicher nicht zum
Versténdnis der Mehr-Kanal-Streuung bei, sondern eher zur Verschleierung. (In dieser Form handelt
es sich um das, was man als ,,Streutheorie zwischen zwei Hilbertrdumen“ bezeichnet; dies ist allerdings

nur fiir den Fall, daf§ der Identifizierungsoperator Uy nicht unitér ist, etwas wirklich Neues.)

Wir fassen zusammen: Die Grundprobleme der Mehr—Kanal-Streuung sind: Das Auf-
finden der Kanile (d.h. der Kanaloperatoren 7; in geeigneten Kanalrdumen H; ), die die Arten
moglichen asymptotischen Verhaltens beschreiben, und der zugehérigen Identifizierungsoperatoren U

so, dafl
(i) die Kanal-Wellenoperatoren W, y = slim U e~ Ti existieren,
— =00

(ii) die Kanile orthogonal sind,

(iii) die Familie von Wellenoperatoren {W; 4 :j € I} (schwach) vollsténdig ist.

Im néchsten Abschnitt konkretisieren wir das bis hierher beschriebene Konzept an einem besonders
einfachen (wenn auch physikalisch nicht relevanten) Beispiel. Im folgenden Paragraphen werden wir
uns dann mit dem eigentlichen Gegenstand der Mehr-Kanal-Streuung befassen, der Streuung in Mehr—

Teilchen—Systemen.

8.2 Ein eindimensionales 2—Kanal-System

Wir verallgemeinern hier das in 6 studierte Problem. Es sei 7' der in L2(IR) definierte Operator

Tf=—-f"+af

mit ¢: R— R z.B. stetig und

q fir < —a,
q(z) = o.E. ¢ <q.

q2 fir z>a,

2
dz?

Multiplikation mit ¢; also ist T selbstadjungiert auf D(T) = D(—A).

T entsteht also aus dem Operator —A = — durch Stérung mit dem beschréinkten Operator der
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Mit Rechnungen, die denen von 6 weitgehend entsprechen (und die auf etwas andere Weise in
J. Weidmann: ,,Spectral Theory of Ordinary Differential Operators®, LN 1258, 17.C explizit durch-
gefiihrt sind), kann man zeigen, daf der stetige Teil von T, d.h. T unter Vernachlissigung der
evtl. vorhandenen endlich vielen Eigenwerte < ¢;, eine Spektraldarstellung F der folgenden Form

besitzt?:

dX

dA )
A/ —q1

F o R(B((q1,0)) — L2 (1, 00 yrs—

) S L2 (q25 003

Dabei sind die u;(-,A) fir A > ¢ bzw. X\ > ¢o Losungen der Differentialgleichung —u” + qu = Au

mit
exp (i\/)\ —q x) + 01(\) exp ( —ivVA—q1 :C) fir x < —a,
up(z, \) =
71 () exp (i\/)\ —q2 x) fir z > a,
A) exp WA —q x) fir z < —a,
U‘Q('rv)‘) =
exp( iV —QQI)+Q2( )exp(i\//\—quzr) fir z > a,
und

Im 2z >0 fiir ze€ C\[0,00), Vz>0 fir z>0;

offenbar gilt

4Da die Losungen von (7 — q1)u =0 nur endlich viele Nullstellen haben, folgt aus der Oszillationstheorie, dal nur
endlich viele Eigenwerte < ¢ existieren; da fiir A > g1 offenbar keine Losung von (7 —A)u =0 in La2(—00,0) liegt,

hat T keine Eigenwerte in [g1,00).
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ui (-, 2) € La(e, 00) fiir 2z € C\[ga,0),

ug(-,2) € La(—o0,c) fir ze€ C\[g1,0).

Betrachtet man ,, Wellenpakete*

oo

pi(x,t) = eﬂ'tTd)j(:zr) = /uj(:zr,/\) e M g(N)

q;

dX

4y /N —q;’

bi(x) = / ui(, X) g(V)

q;

dA

471'\/)\—(]]‘

mit g € C§°(g;,00), so erkennt man nach Einsetzen der expliziten Ausdriicke fir w;(-,-) (wieder

wie in  6), dal der Term mit exp(iv/X — q1z) eine von —oo kommende Welle beschreibt, die in
eine reflektierte Welle der Intensitit |o1(\)|> und eine transmittierte Welle der Intensitit |71(\)[?
aufgespalten wird. Dabei ist letztere nur fiir A > ¢ tatséchlich eine Welle, die nach +oco lduft;
fiir A < g2 klingt die Wellenfunktion rechts von a exponentiell ab. Analog beschreibt der Term
mit exp(—iyv/A — g2 x) eine Welle, die von +o0o kommt und in eine reflektierte Welle der Intensitiit

lo2(A)[? und eine transmittierte Welle der Intensitiit |m2()\)|? aufgespalten wird; wegen ¢ > ¢1

trifft dies nun fiir alle A > g2 zu.

Dabei ist bemerkenswert, daf3 hier die transmittierte Welle eine andere Frequenz aufweist als die
ankommende Welle. Man hat fiir £ — 400 und x — —oo verschiedenes asymptotisches Verhalten.
Deshalb ist es verniinftig, wenn man dieses System im Rahmen der Streutheorie beschreiben will, dies
im Rahmen der Zwei—-Kanal-Streuung, also mit zwei verschiedenen Hamiltonoperatoren zu tun, z. B.

durch die selbstadjungierten Operatoren

d2

T = ) + ¢ in Ly(—00,0),
: jeweils mit  f(0) =0
d .

>, = ) + 2 in L2(0,00),

(statt 0 konnte hier jeder beliebige endliche Randpunkt gewiihlt werden). Durch die angegebene

Randbedingung erhélt man selbstadjungierte Operatoren mit
D(T) = {f € Lo(—00,0): f, f abs.stetig, f(0)=0, f" € LQ(—oo,O)},
D(Ty) = {f € L2(0,00) : f, f abs.stetig, f(0)=0, " € LQ(0,00)}.

Die gewihlte Randbedingung hat natiirlich Einflufl auf die im folgenden berechneten ,,Streugréfien®: Die Transmissions—

und Reflexionskoeffizienten werden verschiedene Phasen haben, da die verwendeten verallgemeinerten Eigenfunktionen
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andere Phasen haben. An den Betrigen dieser Koeffizienten kann sich nichts d&ndern. — Die Wahl des Randpunktes 0

ist ebenfalls willkiirlich; man kénnte o.w. T in La(—o00,c1) und T> in La(c2,00) betrachten.

Fiir diese Operatoren findet man auf entsprechende Weise (oder unter Verwendung der allgemeinen

Spektraltheorie fiir Sturm-Liouville-Operatoren) die Spektraldarstellungen

dA
Fi: L2(_0070) —’L2(Q1700; m) )
—q1

0

ENW = i, [ sin (VA= are) fo)do,
=N
N

(F1'9) ()

. . dA
i, s (V3= aiz) 900 e

@
dA ) ,

Fa: L2(0700)—>L2(Q2700; m

N
(F2f) ) = fim, /Sin (VA=) f(z)dz,
0
N
Foe = g [ (Viae) o) A,

q2

Zerlegt man hier
sin (m:v) = %(exp (zﬂx) — exp ( - zﬂx)) ,

so erkennt man, wieder mit den Uberlegungen aus Abschnitt 6, daB die Welle

o . dA
Fi e tdg)(x) = /sin (\/)\ — -x)eﬂt)‘ A) —
fir j=1: wvon —oo kommtundnach —oo weglduft,
fir 7=2: wvon +4oco kommtund nach + oo weglauft.

Dabei findet die Reflexion bei 0 in der Weise statt, dafl sich die auslaufende Welle bis auf das
Vorzeichen von 2 genau so verhilt, wie sich eine frei durchlaufende Welle verhalten wiirde (Spie-
gelung an der y-Achse). Das liegt an der Wahl der Randbedingung fir 7T} ; wihlt man statt der
Dirichlet-Randbedingung andere Randbedingungen, so erhilt man ein anderes , Reflexionsverhalten®

(Phasenverschiebung). (Fiir den Beweis dieses Verhaltens der Welle beachtet man, dafl der Term
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exp{—i\/A — ¢;j x} auf der einen Halbachse aus dem Term exp{i\/A — ¢; z} auf der anderen Halb-
achse durch Spiegelung an der y—Achse hervorgeht.)

Fir die Identifizierungsoperatoren Ui,Us ist es mnaheliegend, die Einbettungen
Uy : La(—00,0) — La(R), Uz : La(0,00) — La(IR) zu verwenden, die offensichtlich isometrisch
sind. Auflerdem ist hier R(U;) L R(Uz) und R(U;)® R(Uz2) = H .

Zunéchst ist es leicht zu sehen, dafl mit diesen Kanal-Operatoren T3, T und Identifizierungsope-
ratoren Up,Us die Kanal-Wellenoperatoren existieren, die Kanéle orthogonal sind und die Wellen-
operatoren W; 1 und W, 1 vollsténdig sind (so daf also auch der Streuoperator existiert und unitér
ist): Auf Grund der Wahl von U; und U kénnen wir Ty := T1®Ts (genauer: = Uy/T1UF+UsToUS )
als selbstadjungierten Operator in Ly(R) auffassen; Fy := F; @ Fy ist eine Spektraldarstellung von

Ty . Wihlen wir nun noch den (,intermediate*) Operator T in Lo(IR) mit

- f O
DT)=DT) Tf=-f"+df, q=) = {Zl fzi i io

so gilt (im 1. Fall vergleiche man die im Beweis von Satz 5.13 [Satz von Kuroda] benutzte Technik,

im zweiten Fall folgt dies daraus, daB T und T, selbstadjungierte Fortsetzungen des gleichen
symmetrischen Operators Tpo mit D(Tpo) = {f € D(T) : f(0) = f/(0) = 0} sind, der offenbar
Defekt (2,2) hat)

(T—i)7' = (T —i)"" € Bi(L2(R)),

(T —i)~' — (To —4)~! ist hochstens 2-dimensional .

Also ist
(T—i)7' = (To—9)~" € Bi(L2(R)),
und somit existieren nach Satz 5.12 (Kuroda-Birman) die Wellenoperatoren W (T, Tp) und sind

vollstandig.

Hiermit sind offensichtlich die Existenz, die Isometrie, die Orthogonalitit und die
Volistéindigkeit der Kanalwellenoperatoren W, bewiesen (vgl. Schlul von Abschnitt
8.1).

Wir wollen nun noch, &hnlich wie in 6, die Koeffizienten g;(-) und 7;(-) interpretieren.
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Es gilt fiir alle t € R
FW(T, Uy, To)Fy 'e "' = FWL(T, Uy, To)e "0 Fy !
=Fe "TWL(T, Uy, To)Fy " = e "MFWL(T, Uy, To)Fy ",
d.-h. FWL(T, Uy, To)Fy ! ist mit e~*id fiir alle ¢ vertauschbar, also auch mit Miq, und somit
ist nach Satz 3.13
FWL(T, Uy, To)Fy b= Multiplikationsoperator mit
2 x 2-matrixwertiger Funktion w*(\);

genauer: in (g1, ¢2) ist w*(\) eine 1 x l-matrixwertige Funktion, d.h. w*(X\) = (7).

Mit der gleichen Methode wie in 6 findet man

1 fir Me (ql, QQ),

w(A) = (é (1)> fir X € (q1,00)

und

01 ()\) fir M€ (ql, QQ) s

’LU+(/\)_1 = 01 ()\) 7'2()\) )
(Tl()\) @(A)) fir A€ (g2,00).

Wir erinnern ganz kurz daran, wie man das beweist:

Fiir jedes f € La(—00,0) @ La(0,00) gilt mit Uy =U; @ Uy und Foy=F; & Fo

FWa(T,Uo, To)f = (fWi(T, Uo,To)}'Jl)fof = w() (f1f1>7

Fafo

0 = lim (|[Wyf-— e”TUOe*“T"fH

t—too

_ lim .7:7167“ idf(Wif _ eitTUOefitTo f) H

t—+oo

= dim | F et EwL - vorg e 4R £

t—+oo

Diese letzte Beziehung wird explizit als Integral mit allen ,,Fouriertransformationen“ ausgeschrieben.

In den Bereichen z < —a und z > a sind dabei alle Terme explizit bekannt.

Schaut man sich z. B. das Integral iiber (—oo, —a) an, so konnen dort die nach rechts laufenden

Wellen fiir den Limes ¢ — +oo gestrichen werden (die nach links laufenden Wellen fiir den Limes



132 8. PRINZIPIEN DER MEHRKANALSTREUUNG

t — —o0 ). Die Tatsache, dafi die jeweils verbleibenden Terme gegen 0 gehen fiir ¢t — 400 bzw.

t — —o00, liefert die gewiinschten Beziehungen. (Fiir Details vgl. man 6.1.)

Ist S der Streuoperator, so ist also FoSF~! der durch die Matrix-Funktion

erzeugte Multiplikationsoperator in

dA
Lo (Q1, 00; 7) @ Lo (Q% 003

dA )
TArm/N—q1 '

471'\/)\—(]2

Dieser Operator ist unitdr. Deshalb ist notwendigerweise

lor(V)| =1 fir A€ (q1, ¢2),

und fiir A € (g2, 00) ist

(amvi=a) " 0 (n) =0y,
0 (MM)—W ICYRREIEY
(4wﬂ)_l/ ? 0 o
" 0 (47T\/A_—q2)_” ?
unitar, d. b. es gilt
VP =) 2+ I WPA =) = (A—q)7V?,
WP — )2+ 2PN =)™ = (A—q2)7V2,
NN = @) + (N ee(MNA—a1) = 0;

die ersten beiden Gleichungen beschreiben in diesem Fall gerade die Energieerhaltung der Welle.

8.3 Noch etwas zur Streutheorie mit zwei Hilbertriumen

Seien H; und Hs Hilbertrdume, 77 und T, selbstadjungierte Operatoren in Hy; bzw. Hs, J

ein beschrinkter Operator von H; in Hy. Man definiert dann, falls die Grenzwerte existieren,

Wi(Ty, J, Ty) = s-lim T jemitip ..

t—+oo
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Man erkennt, véllig analog wie bei gewhnlichen Wellenoperatoren, daf die ,,intertwining FEigen-
schaft“ gilt,

ToWi(Ts, J, Th) = Wi (Ts, J, Th)T1 P g -

Ist J isometrisch, oder zumindest auf H,.(T1) Ti—asymptotisch isometrisch, so ist W (T, J, T1)
isometrisch und somit unitér als Abbildung von H.(Th) auf R(Wi(T», J, T1)), d.h.

T, (ry wnd  To|rwy (1p,0,my)) sind unitér dquivalent.
Letztere Aussage gilt aber viel allgemeiner:

Satz 8.1 Seien Ty und T, selbstadjungiert in Hy bzw. Hy, J ein beschrinkter Operator von
Hy in Hs. Existiert Wy (T, J, T1), so sind

i1 und TS unitdr dquivalent.
N (W4 (T, J,T1))+ R(Wx (T%,J,11))

Beweis. Wir benutzen die polare Zerlegung von Wy = Wi (Ty,J,T1), (vgl. Mathematische
Methoden der Quantenmechanik II, Satz 11.19, S. 20)

Wi = Vi|Wy|

mit |[Wi| = (WiWx)Y¥? und einer partiell isometrischen Abbildung Vi mit Anfangsmenge

R(W4|) = N(|Wx|)t = N(W4)*+ und Endmenge R(W.). Aus der intertwining Eigenschaft folgt
fiir jedes s € R

W:T:efisTg — (eiSTQW:t)* — (WieisTl)* — eiiSTIW:T: ,

WiWee T = Wie Wy = e Wi W, .

Mit WiW, ist dann aber auch jede Funktion von WiWy , also z. B. die Quadratwurzel |Wi|, mit

e~ Tt vertauschbar. Damit folgt
(e_iSTQVi)|Wi| _ e—isTg (Vi|Wi|) _ e—isTgvvi
_ WiefiSTl _ Vi|Wi|€7iSTl

— (ViefisT1)|Wi| ,
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d.h. auf R(|Wx|) = N(Wx)t gilt
e Ty, = Ve T
Wegen R(Vi)= R(W) ist also
e Py = e B BVLYY = Vie BTV

das ist die Behauptung, wobei die unitéire Aquivalenz durch Vi vermittelt wird. O

Offenbar wurde tatséchlich sogar bewiesen: Sind Ti, T selbstadjungiert und A beschriankt mit

"2 A = Ae*Tr fiir alle s € R, so sind

T1|n(ay: und T |m unitir dquivalent.

Dabei wird die unitire Aquivalenz vermittelt durch den partiell isometrischen Operator V  in der

polaren Zerlegung A = V|A4|.
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9 N-Teilchen—Streuung; Existenz der Wellenoperatoren

Der Schrédingeroperator eines N-Teilchen—Systems ohne #ufleres Feld im IR™ (wobei natiirlich
insbesondere m = 3 interessiert) hat, abgesehen von aus mathematischer Sicht uninteressanten

Konstanten, die Gestalt

N

1
T = —Z%AﬂLzVij(%—%)
j=1"" i<j
mit
r = (x1,...,z5) € (R™Y = RV™, z; € R™.

Dieser Operator operiert in  Lo(R™N™) .

Ist zusétzlich ein duferes Feld vorhanden, so kommt noch eine Summe Zjvzl Vi(z;) dazu (wo-
bei die V; durchaus auch Differentialoperatoren sein kénnten, z. B. wenn ein dufleres Magnetfeld

vorhanden ist).

Wir nehmen zunéchst an, dafl kein dufleres Feld da ist. Dann allerdings interessiert man sich nicht
fiir den vollen Operator 1", da er auch die freie Bewegung des Schwerpunkts des Sytems enthélt. Statt
dessen betrachtet man den ,internen Operator”, der das interne Verhalten des Systems beschreibt.

Dazu mufl man geeignete Koordinatensysteme einfiihren.

9.1 Jacobi—Koordinaten und Cluster—Jacobi—Koordinaten.

Etwas ausfiihrlicher dargestellt wurden die folgenden Uberlegungen in 14 des Skripts ,, Mathematische
Methoden der Quantenmechanik II*.

Die Definition der sogenannten ,, Jacobi—-Koordinaten* versteht man am leichtesten, wenn man sie
sukzessive einfiihrt. Denken wir uns also zunéchst ein System, das nur aus zwei Teilchen der Massen
my und mg besteht, die mit einem Potential V(x1 — 22) = Via(z1 — 22) wechselwirken. Der
entsprechende Schrédingeroperator ist also

T LA a4 ) in Ls(R2™)
= —— - — T — T in .
2 9y 1 S 2 1 2 2
Dabei stehen z; und zo fiir die R™-Koordinaten des ersten bzw. zweiten Teilchens, A; und A,

fiir die Laplace—Differentialausdriicke beziiglich dieser Variablen. Definieren wir nun die Hilfsgrofien

Gesamtmasse My = mq+ma,

. mima mima
reduzierte Masse p; = = )
Mo mi + mo
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und die neuen Koordinaten

relative Koordinate Y1 = X1 — X2,
X mix1 + meox mix1 + mox
Schwerpunktskoordinate Yo := Lt 22 A 22
M> my + ma

Wir betrachten also die Koordinatentransformation

x =y =ox=o0yx) mit y—<y1),

1 -1
0:02:<m1 m2>.
My Mo

m
Durch Subtraktion des ——fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile und unter Beachtung der
2

also

Tatsache, dal die Eintrdge dieser Matrix entsprechende Vielfache der m x m-Einheitsmatrix sind,

erhalt man hieraus

1 -1 1 -1

My My My My

Also ist die Transformation

Uz : Ly(R*™) — Lo(R*™),  (Uaf)(y) = f(o'y)
unitér, und es gilt

(Usg)(x) = (Us 'g)(x) = g(oz).

Satz 9.1 (2 Teilchen) Mit obigen Bezeichnungen gilt

1 1
UQTQUQ* = _2M2 A2+{—2—MA1+V(?J1)}
S RN
- 2M2 2 2,int »

d.h. UToUs ist Summe zweier Operatoren, wovon der eine nur auf Yz (die Schwerpunktsko-
ordinate) und der andere nur auf yi (die relative Koordinate) wirkt. Der in geschweiften Klam-
mern stehende Operator Ts ., wird als interner Operator bezeichnet; er hat die Gestalt eines
Fin—Teilchen—Operators im externen Feld. (Man erkennt daran insbesondere, daf$ das interne Zwei—
Teilchen—Problem genau dem Problem eines Teilchens im dufSeren Feld entspricht, die Streuung zweier

Teilchen also genau der Streuung eines Teilchens an einem dufSeren Feld.)
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Der Beweis ist eine einfache, wenn auch etwas miihsame Rechnung mit Variablensubstitutionen

(vgl. z. B. das Skript , Mathematische Methoden der Quantenmechanik 11, Satz 14.2).

Denken wir uns nun ein drittes Teilchen hinzugenommen. Man behandelt zunéchst die ersten
beiden Teilchen (wobei unter Umsténden noch zu kldren ist, welches die ersten beiden Teilchen sein
sollen) wie oben. Danach behandelt man das dritte Teilchen zusammen mit der Gesamtmasse der
ersten beiden Teilchen aufgefafit als ein Teilchen, das sich im Schwerpunkt dieser beiden Teilchen

befindet, ebenfalls nach diesem Schema. Man erhélt damit die ,,Massen*

My = mi+ma,

M; = Ms+ms=mi+ma+ms,
- mimeso

Mmoo = ]\42 )
- M2m3

3 = ]\43 ’

und die Koordinaten

B = T1— T2,
y2 = Ya—ax3= <X}—;$1+X}—z$2> — T3 = E—;(xl —363)4‘;14—22(332—173)
1 2
= > my(ay —as),
2
3
Ms5Y5 1
Y, = %Bmﬁ?’ =6 Z mjz; (Schwerpunktskoordinate).

Jj=1

Da man die Matrix o3 mit y = (y1, y2, Y3) = o3z = o3(x1, 22, x3) durch Hintereinanderanwendung
von zwei Matrizen des Typs o2 erhilt (zuerst auf (z1, x2), womit man (y1, Y2, z3) erhélt, dann

auf (Ya, x3)), ist o3 ebenfalls nicht singuldr mit Determinante 1. Offensichtlich erhélt man

Satz 9.1 (3 Teilchen) Fir

Us : Ly(R*™) — Lo(R°™),  (Usf)(y) = f(o5 'y)

und den 3-Teilchen—Schrddingeroperator
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qilt
UsTsUs ! A+{ LA 1A+V( . )}
= —_—— —_— — _—— O'
35373 2M3 3 2/141 ! 2/142 2 3 y
= L As+ T
2M3 3 3,int

Dabei ist 'V translationsinvariant in Richtung der Schwerpunktskoordinate Ys (d.h. es ist von Y3

unabhingig).

Nur der Beweis der letzten Aussage bedarf der Erwdhnung. Wie man aber aus den obigen Formeln
ersieht, lassen sich die Vektoren x1 — 29, 1 — 23 und x2 —x3, die in V(z) vorkommen, aus y;

und g9 allein ausrechnen.

Damit ist nun klar, wie das Verfahren iterativ auf den N—Teilchen—Fall ausgedehnt werden kann.

Man definiert die Massen

M, = > m; fir n=1,2,...,N,
i=1
Mnanrl ..
n = ———— fir n=1,... , N—1,
a Mn+1

und die Koordinaten

interne Koordinaten Un = 30 ij(xj — Tpt1) fir n=1,...,N—1,
1 X
Schwerpunktskoordinate Yy = e m;T; .
j=1
Die Matrix oy mit
y=(y1,--- ,yn-1,Yn) = onT = on(Z1,...,ZN)

ist wieder nicht—singulér mit Determinante 1, und man erhélt den

Satz 9.1 (N Teilchen) Fir

Un : Ly(RY™) — Ly(RY™),  (Unf)(y) = flox'y)

und den N —Teilchen—Schrddingeroperator

N
1 .
TN:—ZTAJ‘“’ mit V(e) =) Vie(w; — )

j=1 g k=1
i<k
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qilt
* 1 ~ 1 —1
UnTNUy = _MAN +9 - ; %AJ’ +V(oy y)
= —LAN +TNint -
2M N ’

Hier ist wieder V' wvon Yn wunabhdngig; es gilt

N

V =V(oy'y) = Z Vik (ij(yl,---vnyl)) ,
J.k=1
i<k

wobei die Py, : RY"D™ — R™  linear und surjektiv sind.

Um den internen Operator eines N-Teilchen—Systems (bzw. einen dazu #quivalenten Operator)
zu bestimmen, kann man natiirlich auch anders vorgehen. Dazu denken wir uns eine Zerlegung
Z = {Zy, ..., Zy} des Systems in nicht-leere Teilsysteme, meist als Cluster bezeichnet. Jedes
der Teilsysteme Zi, ..., Z; denken wir uns nach obigem Verfahren behandelt (falls ein Teilsystem
Zp nur aus einem Teilchen besteht, ist natiirlich nichts zu tun; interne Koordinaten gibt es dann nicht;
die Koordinate dieses Teilchens ist gleichzeitig die Schwerpunktskoordinate des Teilsystems, die Masse

des Teilchens gleichzeitig die Gesamtmasse des Teilsystems). Man erhiilt also die neuen Koordinaten

5%7"'75%5—17n (leauk)a
und Massen
Mé,l?" '77/’L€,N[_17 MZ?

wobei Ny die Zahl der Teilchen im ¢—ten Teilsystem ist und Y, die Schwerpunktskoordinate des ¢—ten
Teilsystems. Nun kann man die Schwerpunktskoordinaten Y7,..., Y; einschlieBlich der zugehorigen
Gesamtmassen My, ..., My der Teilsysteme entsprechend behandeln. Das liefert zusétzliche interne

Koordinaten und die (Gesamt-)Schwerpunktskoordinate

515"'56]671; Y

sowie weitere reduzierte Massen und die Gesamtmasse

Mlu"'aMk—luM'
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Der Schrodingeroperator geht bei der entsprechenden unitéren Transformation iiber in

) = k
—WAY - ;ﬁAgn + ;sz + ;sz,

wobei Tz := Tz, nt der interne Schrodingeroperator des ¢-ten Teilsystems ist (also insbesondere
die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen dieses Teilsystems enthélt) und i ¢ j bedeutet, dafl die
Teilchen ¢ und j verschiedenen Teilsystemen angehoren. Ist das Teilchen ¢ im Teilsystem ¢; und

das Teilchen j im Teilsystem ¢, soist V;; der Operator der Multiplikation mit

) ) 0. 0.
‘/ZJ (Pli,lj(é.la v 76]6*1) + Pl(gfla s 76%%—1) - Pj(é.l]? s 76]\7'%—1)) ;
dabei ist

Py, 0, (&1,...,&k—1) die Differenz der Schwerpunktskoordinaten des
f;~ten und £;—ten Teilschwerpunkts,
Pigs, ... ,5%;[ _;) die Koordinate des i-ten Teilchens relativ zum

Schwerpunkt des £;—ten Teilsystems.

9.2 Existenz der Cluster—Wellenoperatoren

In diesem Abschnitt wird eine vorldufige Definition der “Kanéle” fiir die N-Teilchen—Streuung gege-
ben und die Existenz der entsprechenden “Kanal-Wellenoperatoren” bewiesen. Da die so definierten
Kaniile nicht orthogonal sind (sie sind ,,zu gro“), wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird, mufl
diese Definition noch verbessert werden. Die Existenz der Wellenoperatoren iibertrigt sich aber sofort

auf diese verbesserten Wellenoperatoren (zu ,kleineren“ Kaniilen).

Was sind denkbare Asymptotiken eines N—Teilchen—Systems? Wenn das System nicht in einem
gebundenen Zustand (also orthogonal zur linearen Hiille der Eigenelemente) ist, sollten zumindest
gewisse Teilchen ins Unendliche weglaufen, d. h. gewisse Teilchenabsténde sollten grofl werden. Denken
wir uns das System in k Cluster Zi, ..., Zp zerlegt. Ausgehend von der Vorstellung, dafl wir uns
flir Zustédnde interessieren, in denen die Teilchen jedes Clusters ,,dicht“ zusammen bleiben und die
Cluster sich weit voneinander entfernen, definieren wir den (vorlidufigen Kanal-Schrédingeroperator
= ) Cluster—Schroédingeroperator T; dadurch, da wir im internen Operator des Systems
die Wechselwirkung zwischen Teilchen verschiedener Cluster weglassen. Fiir grofle Zeiten wird dann

das System durch diesen Operator beschrieben. Als Kanal-Raum wéhlen wir hier (vorldufig) den dem

System, ohne Schwerpunktsbewegung, zugrunde liegenden Lg(]R(N 71)m) .
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Satz 9.2 (M. N. Hack, 1959) Es gelte fir die Wechselwirkungen
Vij € Lo(R™) + L. (R™) mit 2<r<m,

und die V;; seien (z. B.) beziiglich —A relativ beschrankt mit relativer Schranke 0. Dann existieren

alle Cluster—Wellenoperatoren.
Wzt = Wa(TNint, Tz).

(Der Beweis von M. N. Hack [Nuovo Cimento 13, 1959] betraf nur den Fall Vij € Lo(R™) fiir
m=3.)

Um uns mit der Beweistechnik vertraut zu machen, beweisen wir zuerst ein analoges Resultat fiir

ein einfaches Streuproblem (Satz 9.4 ). Dazu bendtigen wir noch folgende Hilfsmittel.

Satz 9.3 Ist 2<g¢<oo und % + % =1, so gilt fiir alle Multiindices o« € IN™

) _ml i1
|De Dyl < (4rlt]) (: q)nwnp fiir alle ¢ € S(R™).

Beweis. Wir wollen den Satz von Riesz-Thorin (Satz 9.12) benutzen. Die Gruppe e "*(=4) gt

unitir in Lo (R™), also gilt

—it

le* Nl = el (po=q0 =2, Mo =1).

Aus der Integralstellung der Gruppe (vgl. Skript ,Mathematische Methoden der Quantenmechanik®,
Satz 9.17)

folgt

le™* Mol < Anlt)™™ el (p1 =1, @1 = 00, My = (dnlt))~™/?).

Damit folgt die Behauptung fiir « = (0,...,0) mit Hilfe des Satzes von Riesz—Thorin :

1 1—7 T 1+7
+ =

1 1—7'+7'71—7'
D 2 1 2 q 2 00 2 7

M = MITMT = (jAnt=%)7
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Wegen
Docef’it(fA)w — ef’it(fA)DagO
folgt damit auch die Behauptung fiir beliebiges «. ]

Satz 9.4 Sei V€ Ly(R™)+L.(R™) mit 2<r <m, Ty = —A in Ly(R™), Ty = T1+V (irgend-
)eine selbstadjungierte Fortsetzung des durch —A+V auf S(R™) definierten Operators (dazu kann
z. B. vorausgesetzt werden, dafy 'V Ti-beschrinkt ist mit relativer Schranke < 1, D(T) = D(Ty) ).

Dann existieren die Wellenoperatoren Wy (Tw, Ty) .

Bemerkung st V, € Ly(R™) fir ein s € (2,7), so lift es sich darstellen in der Form
Ve=Va+V, mit Vo€ Lo(R™) und V. € Ly(R™), d. h. esist V € Lo(R™) + L.(R™).

Beweis. Sei V=V,+V, mit Vo € Ly(R™) und V, € L.(R™),

S|

also o — (l_l)’1> (l_i)’1_2_m
’ = 2 r 2 m a '

N~

1
q
Dann folgt mit Hilfe der Holder’schen Ungleichung und Satz 9.3 fiir alle ¢ € S(R™)

Ve ™ ol < [[Vallzlle™ ™ elloc + Vel e~ el

m _m
2

IVallz el (4mle) =2 + Vil llollp (4mlt]) s~

IN

Wegen 3 — % > 3 — m=2 = 1 istalso |[Ve "yl in Li(R) fir alle ¢ € S(R™). Mit

dem Cookschen Lemma folgt die Behauptung. (Dazu ist natiirlich auch noch die Stetigkeit von ¢ +—

Ve~ Ty fiir ¢ € S(IR™) zu beweisen, was unter den gegebenen Voraussetzungen nicht schwer ist.)
a

Korollar 9.5 Die entsprechende Aussage gilt, wenn V  ein Differentialoperator (beliebiger Ord-
nung) ist, dessen Koeffizienten die obige Bedingung erfiillen.

Der Beweis geht vollig analog, da nach Satz 9.3 die Abschiitzungen auch fiir D%~ #71p gelten.

Beweis von Satz 9.2. Seialso Z = {Zy,Zs,...,7;} eine Zerlegung des Systems, Tz der

zugehorige Cluster—Schrodingeroperator

f, . ,55\,[71 die internen Koordinaten des /—ten Teilsystems,

& ,...,&k—1  die relativen Koordinaten der Clusterschwerpunkte

im Gesamtschwerpunktsystem.
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Wir betrachten die Funktionenmenge

DZ = {90(517---7§k—1)771(§Z1)-~'77k(§Zk) 2 S S(R(k_l)m)u

ne € GERNI™) || =1 fiir €=1,...,k}.

Offenbar ist Dz dicht in Ly(RWY~Y™) . Nach dem Cookschen Lemma geniigt es also zu zeigen, daB
H(TN,mt - Tz)efitTZUJH € L1(R)

gilt fiir alle ¢ € Dyz. Also geniigt es, fiir jedes Paar (i,7), wobei ¢ und j zu verschiedenen

Teilsystemen gehoren, zu zeigen, dafl
o] <

gilt. Dabei konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dafl das Teilchen ¢ zum Teilsystem Z7,
das Teilchen j zum Teilsystem Zs gehort (dabei wird benutzt, dafi die mit einer Umordnung der

Teilsysteme Z1,...,Z; verbundene affine Transformation der Koordinaten &i,...,&x—1 den Raum

S(R¥F=Y™) gelbstverstindlich invariant 1&8t). Dann ist

& = Schwerpunktskoordinate von Z; — Schwerpunktskoordinate von Z; .
Sind
P&, 6 y) und P67, 62 )

die Koordinaten des i-ten bzw. j-ten Teilchen relativ zum Schwerpunkt von Z; bzw. Z, so ist

also
z z z z
§1+Pi( 115-'-a€N1171) - Pj( 127"'7£sz1)
= Koordinate des i—ten Teilchens — Koordinate des j—ten Teilchens;

dies ist also das Argument von V;;.

Da die einzelnen Terme in

k—1

k
Tz = —Z iAgn + ZTZ,E

n=1 (=1
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(Tz, = interner Operator des Teilsystems Z, ) miteinander kommutieren, gilt
k—1 k
e T = {H exp( Zt—Agn } {H exp(—ith,g)} .
=1

Da V;; nur von den Koordinaten ¢&;, €1 und &#2  abhingt, ist somit (mit s = 7,7 und

e (§7) = ez, (67¢))

2

. 2
e

Vij { (e ™21 )0y umoy } H

‘ 2

£,671,¢72

X

(e*2¢) 9)

<[ [ a6 e €2V (6 + Re?) - Pie™) | ae? g ag

Jl(e2as)@f

V|
5 (&)] dg

mit
|V;§(§1)| : //}77115 2, (€77) ij(fl +Pz'(§Z1)—Pj(§Z2)>‘2dﬁzl de? .

Fiihrt man hier in (|V;5(£1)[?) die Integration beziiglich aller Variablen bis auf die ,neue® Variable

€1 = Pi(67) — Pj(¢%2) aus (die restlichen Variablen &, werden nicht explizit bendtigt), so erkennt

man, daf} es die Faltung ist zwischen
V12 € Ljs(R™) bzw. V2 € Li®R™)

und

/ / (€72 nza (7)) d. . (ohme Pi(e%) — Py(e%))... € Ly(R™)

mit L;-Norm 1. Im folgenden geniigt es wieder, die Félle V;; € L, bzw. V;; € Ly getrennt zu

betrachten.

Die Youngsche Ungleichung liefert fiir V;; € L,.(R™)

VEED? € LyjpR™)  mit ([ [VEP ey < Vi Pllej2 = Vi 12,
also

Viy € Le(R™)  mit [V < [Viglle-
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Véllig analog wie im Beweis von Satz 9.4 folgt daraus (mit ¢ >

m—2)

/ VA€ (e #5%0) () de
742 ’

< v

(camlsh=#%)" [ et )P dr.

Integration iiber die weiteren Variablen liefert die Integrierbarkeit wie in Satz 9.4.

Die Untersuchung fiir V;; € Lo(R™) ist wieder etwas einfacher, da hier das entsprechende VZ’; in

Lo liegt mit ||V£H2 < ||Vijll2 s vel. Beweis von Satz 9.4 (der obige Beweis gilt aber auch fiir r =2).
O

9.3 Die ,richtige*“ Wahl der Kanile

Wir stellen zuniichst fest, daB es im Sinne unserer allgemeinen Uberlegungen nicht erlaubt ist, die obi-
gen Cluster—Schroédingeroperatoren als Kanal-Schrodingeroperatoren zu wihlen, da die so definierten
Kanile nicht orthogonal wéren.

Um dies zu zeigen, betrachten wir z. B. eine Zerlegung Z = {Z;, ..., Z;} mit |Z;| =2 (d.h.
das Teilsystem Z; besteht aus 2 Teilchen) und die feinere Zerlegung Z' = {Zfl), Z§2), Zay ooy Zi},

wobei die Teilmengen Zij ) jeweils aus einem der beiden Teilchen aus Z; bestehen. Die Cluster—

Schrodingeroperatoren Tz und Tz haben dann die Gestalt

Tz = (—cA+4v)+Tp,

Tz = (—cA)+Ty,
wobei der in Klammern stehende Operator in beiden Fillen nur auf die interne Koordinate von
Zy wirkt ( v ist die Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen von Z;) und Ty auf die

restlichen internen Koordinaten des gesamten Systems. Wenn wir davon ausgehen, dafl v so beschaffen

ist, daf die Wellenoperatoren Wi (—cA + v, —cA) existieren (vgl. z.B. 7), so existieren auch die
Wellenoperatoren Wy (Tz, Ty), d.h. zu jedem f € Lg(]R(Nfl)m) = Hu.(Tz) existiert ein fy €
Lo(RWY=Y™)y — H,(T;) mit

e Mz f, e~z f 0 fir t— +00.

Wenn auch die Wellenoperatoren Wi (T, Tz) und Wy (T ,Tyz/) existieren (was z. B. unter den

Voraussetzungen von 9.2 gilt), so folgt hieraus fiir alle f € Lo(R™Y~Y™) mit dem entsprechenden

[+

W:I: (T, TZ’)f _ lim eitTe*itTZ’f _ him eitTefith f:l:

I
=
“’ﬂ
S
it
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d. h. es gilt
R(Wi(T,TZ/)) c R(Wi(T, TZ)) .

Insbesondere sind also i. allg. die Wertebereiche der Clusterwellenoperatoren zu verschiedenen Zerle-
gungen nicht orthogonal. Wir werden im folgenden die Orthogonalitéit der Kanile erzwingen, indem
wir die Kanalrdume wesentlich kleiner wéhlen.

Im folgenden sei Z = {Zi,..., Zr} eine Cluster—Zerlegung des Systems. Fir ¢ = 1, ..., k
sei ®Z eine Orthonormalbasis von H,(Tz,), d.h. ®Z spannt den Raum der Eigenelemente
von Tze (= Tz,int) auf; enthilt Z, nur ein Teilchen, so gibt es keinen internen Operator von
Zy, d.h. das entsprechende <I>ZZ tritt im folgenden nicht auf. Wenn zu einem ¢ der Operator
Tz, keinen Eigenwert hat, gibt es zu dieser Zerlegung keinen Kanal. Jeder Clusterzerlegung
Z ={Z, ..., Z;} und jeder Wahl von {¢1,...,¢r} mit ¢, € ®7 ordnen wir im
folgenden einen Kanal zu. Zu jedem { ist offenbar der zugehérige Eigenwert Ay von Tz, mit
(Tz0— M)pe =0 durch das ¢y eindeutig bestimmt. Ist |Z;| = 1, so daB kein ¢, auftritt, so ist

im folgenden Ay =0 zu setzen.

Kanile werden im folgenden mit den Buchstaben «, (3, ... bezeichnet; es wird also identifiziert
@ = {Zla"'vzk;wl;"w(pk}
= {Zla"'7Zk;</71;"'7<pk;)\17"'7)\k}-

Zwei Kanile «, o/ sind genau dann verschieden, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen Z und
Z' verschieden sind, oder wenn (bei gleicher Zerlegung) mindestens fiir ein ¢ gilt ¢, # ¢, (also
¢ L ¢} ); d.h. sie sind gleich, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen Z und Z’ gleich sind und
¢ =, fiir alle £ gilt.

Als Kanalraum wéhlen wir

E

Ho = {0 . & H [ € Ly(RU—Dm ]

= LyR*D™).

Der zugehorige Kanalwellenoperator T, ist im Fall der ersten Darstellung von H,
To =Tz |m, (Tz der oben definierte Cluster—Schrédingeroperator),
wobei Z die zu « gehorige Zerlegung ist; in der zweiten Darstellung von H, ist

k—
T, = Z

n=1

-‘rZ/\z
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(man beachte: Ay =0 falls |Z, =1).

Der Identifizierungsoperator U, ist im ersten Fall
U, = die natiirliche Einbettung von H, in LQ(IR(N_DW) ,

im zweiten Fall
k
Ua : f = f(glu' "75]@—1) Hgoé(é—e)
=1

Da die U, alle in den gleichen Lo—Raum (z.B. in den iiber den internen Koordinaten des Gesamt-
systems) abbilden sollten, sollte man hier am besten die ¢ durch yi,...,yn—1, YN ausdriicken. In

beiden Féllen ist U, isometrisch (aber natiirlich i. allg. nicht unitér).

Satz 9.6 (Existenz der Wellenoperatoren und Orthogonalitit der Kanile)
Unter den Voraussetzungen von Satz 9.2 (d.h. Vi; € Lo(R™) + L,.(R™) mit 2 <r <m) existieren

alle Kanal-Wellenoperatoren

Wa,:t = W:I: (TN,int; UOL? Toc) = S_I:il:m eitTN‘intUoce_itTa auf HOL I

t—Foo

und die Kandle sind orthogonal (tatsichlich wird bewiesen, dafi die Kandle orthogonal sind, wenn die

Kanal-Wellenoperatoren existieren).

Beweis. In der ersten Darstellung des Kanalraumes H, erkennt man, daf der Kanal-
Wellenoperator W, 1 die Einschrinkung des Cluster—Wellenoperators Wz 1+ = Wi (TN int, T2)
auf H, ist, wenn Z die dem Kanal a zugrunde liegende Cluster-Zerlegung ist. Mit Wz 1+ (vgl.

Satz 9.2) existiert also auch Wy 4 .

Es bleibt also die Orthogonalitdt der Kanile zu beweisen. Seien « und [ zwei verschiedene

Kanale. Hier sind zwei Fille zu unterscheiden:

(i) Die den Kanilen zugrunde liegenden Zerlegungen Z° und Z” sind gleich. Dann muf fiir

mindestens ein {p € {1,...,k} gelten ¢f L ‘PZ) . Daraus folgt mit obiger Definition der U,
R(Ua) L R(Up)

und somit auch

R(Wy,+) L RWs.4),
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da e®Tn.int die Orthogonalitit erhilt.

(i) Die den Kanilen zugrunde liegenden Zerlegungen sind verschieden, Z% # ZP. Das bedeutet,
daB es zwei Teilchen gibt, die in Z® dem gleichen Teilsystem angehoren, wihrend sie in Z° zu
zwei verschiedenen Teilsystemen gehoren (oder umgekehrt); o. E. kénnen wir annehmen, daf es sich

um die Teilchen 1 und 2 handelt, die einerseits beide zu Z7{* gehoren, wihrend andererseits gilt
1le Zf 2 € Zg . Zum Beweis der Orthogonalitit der Kanile préazisieren wir die folgende Idee: Fiir
o € Hy ist U,e 1o 1, fir alle ¢ dort konzentriert, wo die Teilchen 1 und 2 nahe zusammen
sind. Fiir ¢ € Hp ist andererseits Uge T54p5 fiir groBe [¢| dort klein, wo die Teilchen 1 und 2

nahe zusammen sind. Also sollte gelten
<Uae—itTawa7 Uﬁe—itTa¢ﬁ> —0 fiir |t| — oo;

daraus folgt dann R(W, 1) L R(Wp 1) wegen der Isometrie von exp(itTn int) -

Nun also der exakt durchgefithrte Beweis: Zu jedem & > 0 gibt es ein R > 0 mit

ot (€7 dg! < e,
PP (€)=Pg(€D)|>R

/ PP et < e,

|Pf(eV)|>R

/ GE(E)P e < e.

|P2(¢2)|>R

Aus der ersten dieser drei Ungleichungen folgt fiir jedes f € Lo(R*~Y™) mit ||f]| =1

‘e_itT"‘{fﬁcp?HQdﬁl... deke dgy .. 61 < e,
=1

[P () —Pg(§M)I=R
Aus dem folgenden Hilfssatz folgt fiir

Q% (6155 &ks—1) = Schwerpunkt von Zlﬁ — Schwerpunkt von ZQB

und jedes g € Ly(R*~Y™) und jedes R >0

1 2
/ ‘exp{—itZTWA&}g’ déy ... d&g,—1 —0 fiir |t] — 0.
¢

1Q%, (&1,mnn, Skg—1)I<R
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Dies ergibt

, ko 2
o—itTs {g H (péf}‘ d¢
=1

/

{ Abst.d.Teilchen 1 und 2 < R}

Q7 (€108 1)+ P (€1)—PY(€2)|<R
. ud 2
/ SV AR B 00V 6T

{=1

5 I[Pl (eV)|>R  |PJ(€?)|>R
|Q12(§17 .. '7§/€g—l)| S 3R
P <R
IPY(€Y) <R

) ko 2
6’”Tﬂ{g 11 sﬁf}‘ d¢
=1

IN

< 3¢ fiir hinreichend grofie [¢].
Da e >0 beliebig war, ergibt sich hiermit die gewiinschte Orthogonalitét. a

Es bleibt noch der folgende Hilfssatz zu beweisen:

Hilfssatz 9.7 Fiir jedes f € Lay(R”), e € R” und ¢>0 gilt

1 2
’exp{—itzz—wAg}f(x)’ dx —0 fir |t|—o0.
{zeRY:|(z,e)|<c} ¢

Beweis. Durch eine geeignete Variablentransformation erreicht man, dafl es geniigt, den Fall 1, =

% fiir alle £ zu betrachten (dabei &ndert sich i. allg. der Vektor e). Wegen der Rotationssymmetrie

geniigt es, e = (1,0, ..., 0) zu betrachten. Wegen der Beschrinktheit von e~ (=) geniigt es, die

Behauptung fiir eine totale Teilmenge von Ly(IR”) zu beweisen, also z. B. fiir Funktionen der Gestalt

f@) = e1(@1)p2(z2,...,2,) mit ¢ € S(R), p2 € Lo(R1).

Fiir diese f gilt aber

dz

e ()

{zeRY:|(z,e)|<c}

_ 7it(fA1) e 3

e

e1(21)
{zeR":|z1|<c}
c

. 2
[le s dseal?

IN

Clt|='/? —0  fir |t|—o0. O
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9.4 N-Teilchen—Systeme im dufleren Feld

Im folgenden betrachten wir nun die Streuung eines N-Teilchen—Systems in (an) einem hinreichend

schnell abklingenden &ufleren Feld. Der Operator des Gesamtsystems lautet also jetzt

N N

T = =3 o & X Vil =) + 3V (ay).

Jj=1 i<j Jj=1

Im folgenden betrachten wir Clusterzerlegungen Z = {Zy,...,Z;} mit Z; # 0 fur j =

1,...,k; Zy darf leer sein.

Die Cluster—Schrédinger—Operatoren Ty erhalten wir jetzt, indem wir, ausgehend von
der Vorstellung, daf} die Cluster untereinander nicht wechselwirken und daf das duflere Feld nur auf
Zy wirkt, aus dem vollen (nicht dem internen) Operator die Wechselwirkungen zwischen Teilchen
verschiedener Cluster und die Wirkung des dufleren Feldes auf die Teilchen in Z; U Zo U ... U Zy

streichen.

Die geeigneten Koordinaten (eine Mischung aus ,absoluten® und Jacobi-Koordinaten) sind

€L, ..., & interne Koordinaten in den Clustern Zi,...,Zy,
£ die ,,absoluten“ Koordinaten in Zj,
&1,...,& die (absoluten) Schwerpunktskoordinaten von Zy, ..., Z.

Beziiglich dieser Koordinaten hat der Cluster—Schrodinger—Operator die Gestalt

k k

1
T; = Ty, — Z I, Ag, + ZTZ,Ea
=1 =1

wobei Tz, der volle Schrédingeroperator des Systems Zy ist (er entfillt, falls Zo =0 ist) M, die

Gesamtmasse von Zy und Tz, (wie oben) der interne Operator des Systems Z.

Spiter wird es auch niitzlich sein, auf die Schwerpunktskoordinaten noch die iibliche Transformati-

~ “ k -1 k
on anzuwenden, bzw. wenigstens die neuen Koordinaten & =& —&; und & = ( > Mg) > My,
=1 =1
N R k
mit der zugehdrigen reduzierten Masse My = M; Ma(M;+M;)~! und der Gesamtmasse My = > M,
=1

zu wahlen.

Wieder sind alle Terme in Tz miteinander vertauschbar, d.h. es gilt (mit s, = t/2M, bzw.

Sp = t/QMg)

k k

e—itTZ — e—itTZO He—isgAge He—itTZ,g

{=1 =1
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bzw.
k ¢

e*itTZ — e*itTZO I I e_iééAéZ eiitTZy[ .

j=1 =1
Satz 9.8 Gilt fir die Potentiale
Vi, Vi € Lo(R™) + L. (R™) mit 2<r<m

und sind die Vi; beziiglich —A relativ beschrinkt mit Schranke 0, so existieren alle Cluster—

Wellenoperatoren

Wz =Wi(In,Tz).
Beweis. Es ist diesmal fiir Funktionen 1 aus einer geeigneten totalen Menge zu zeigen:

|Vie=®Tzy| € Li(R) fir i€ZU...UZ,
|Vije " Tzq|| € Ly(R) fir  4,j aus verschiedenen der Zy,...,Z.

Ohne Einschrankung kénnen wir im ersten Fall ¢ € Z; annehmen. Im zweiten Fall gentigt es, die

Félle 1 € Zy, j € Z1 und i € Zy, j € Z3 zu betrachten.

Als geeignete totale Funktionenmenge wihlen wir diesmal
Dz = {ee @om(€) . m(€") s p € SR,
no € S(RM™), e e S(RWe=D™) fiir £=1,... k,
el =1 fiir é:O,...,k}.

1.Fall, i€ Z;: Offenbar gilt fiir ¢y € Dz mit s=1¢/2M;

. 2 X 2
Jrsmeo] = {es-200m.)

’

:/ / (e =2y Vi) dgr. d

ISP

20 [ fmale) Vit + | ae! .. de

mit

VAP = [[medevite+ peh agt.
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Fithrt man in |V}!(&)[* alle Integrationen bis auf die iiber P& aus, so erkennt man, daf es die

Faltung ist zwischen

Vi|* € Ly(R™)  baw. |Vi|* € L,/o(R™)
und einer Ly-Funktion mit Ly-Norm 1; also ist V' € Ly(R™) bzw. L,(R™) mit [V}, 2 <
[[Vill;.j2 - Der Rest geht wie friiher.

2.Fall, i€ Zg,j€Zy: Fir v € Dy gilt mit s=1¢/2M;

. 2 2
e |

x deldet dg; ... dg
= [ [ty @msien] g

Vij {efis(iAgl )<P 770,t771,t}

§15e€k, €9,61

(e—is(—Asl)<p) (5)’2 / ’no,t(ﬁo)m,t(ﬁl)vij (50i —& - ijl) ‘2 x

mit
. 2
VSR = [ mal€ma(€ Vi (€ — & - Pt [ a0 gt

Hier ist wieder |V/5|* € Li(R™) bzw. L,/3(R™), usw.

2.Fall, i€ Zy,je Zy: Fiir o € Dy gilt mit s =¢/2M,

itT 2 2
—1i

x delde2 dg, ... dé,
= [ |t @vaen| dé.. dé

Vij {eiis(iAél)%O 771,t772,t}

1,6k, E1,62

e—is(—Aél)w(é)r / ’nl,t(fl)nz,t(ﬁz)vij (él +Pigt - Pj§2) ’2 x

mit
tE V2 1 2 £ 1 2 2 1 2
VHEIR = [ e e (6 + net - pie?) [ ag ag?,
Dabei ist wieder |V5[> € Li(IR™) bzw. L,;3(IR™), usw. 0

Natiirlich sind diese Cluster—Schrodingeroperatoren wieder nicht geeignet, um Kanéle zu definieren
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(wobei die Kanalriiume jeweils Lo(IR™V™) sein miiBten), da die Wertebereiche der verschiedenen

Cluster-Wellenoperatoren nicht orthogonal wéren, d. h. diese Kanéle wéren nicht orthogonal.

Fiir eine Zerlegung Z = {Zo, Z1,...,Z;} und £=1,...,k sei ®7 eine Orthonormalbasis von
H,(Tz,) bzw. H,(Tz.) fir 1 =1,...,k;ist Zy =0 oder enthilt ein Z, (¢( =1,...,k) nur ein
Teilchen, so tritt das entsprechende @7 nicht auf. Jeder Cluster-Zerlegung 2 = {Zo, Z1,..., Zi}

und jeder Wahl von {¢g,...,pr} mit @p € <I>ZZ ordnen wir wieder einen Kanal zu,

a={2Z0, ..., Zk; 90y -y Pk} -

Zwei Kaniile o und o' sind verschieden, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen verschieden sind,

oder wenn (bei gleicher Zerlegung) mindestens fiir ein £ € {0,...,k} gilt @¢ # ¢, (also ;L ¢}).

Als Kanalraum wéhlen wir jetzt

k
Ha = {f(é-lu?gk)él:[()(pé(ge) fELQ(ka)}

> Ly(RF™).

Der zugehorige Kanaloperator T, ist im Fall der ersten Darstellung von H,,

To =Tz|m, (Tz ist der oben definierte Cluster—Schrédingeroperator),
im Fall der zweiten Darstellung von H,

Eooq k

Ta:—; 2—M4A5‘+;/\e

(mit Ay =0 falls |Zp| =0 bzw. |Z, =1 fir £=1,...,k).
Der Identifikationsoperator U, ist im ersten Fall
U, = die natiirliche Einbettung von H, in Lg(lRNm),

im zweiten Fall
k
Ua: f e f(&1,- &) [ e (€9).
=0

Offensichtlich sind die U, isometrisch (aber wieder i.allg. nicht unitér). Véllig analog zu Satz 9.6

beweist man

Satz 9.9 Unter den Voraussetzungen von Satz 9.2 existieren alle Kanalwellenoperatoren

Wat = Wi(Tn,Us, To) = s-lim VU, e~ "To (auf H, ),

t—+oo

und die Kandle sind orthogonal.
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9.5 Anhang zu 9: Der Satz von Riesz—Thorin und einige Folgerungen
Wir beweisen zunéchst ein rein funktionentheoretisches Hilfsmittel:

Satz 9.10 (Hadamards Drei-Linien—Theorem) Sei S := {z € € :0 < Rez < 1},
F:8—C beschrinkt und stetig, holomorph in S . Auferdem gelte

|F(z)] < My fir Rez=0,
|F(z)] < M fir Rez=1.

Dann folgt
|F(2)] < My~Re=pfe= fiir alle 2z € S.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daf8 My = M; = 1 gilt; andernfalls wihlt

man F(z):= M ' M *F(z) und beweist |F(z)| <1 fiir alle z € S, woraus die Behauptung folgt.

Es bleibt also unter der Voraussetzung My = M; =1 die Abschétzung
|F(2)| <1 fir alle z€ S

zu beweisen.
Gilt F(z) —0 fiir |2| — o0 in S, so folgt die Behauptung offenbar aus dem Maximumprinzip.

Andernfalls betrachten wir fiir n € IN
F.(z):= 6(22_1)/"F(2) .
Wegen Re{(z2—1)/n} <0 fiir z€ S gilt
|[Fn(2)] <1 fir Rez=0 und fiir Re z=1;
da F beschriinkt ist und Re {(z2 — 1)/n} < —(Im 2)?/n gilt, folgt
F.(z)—0 fir |z|—o0 in S (n fest).
Also gilt
|F.(2)| <1 fir alle z€S undalle neN.

Wegen exp{(2? —1)/n} —1 fiir n— o0 und alle z folgt hieraus

|F(2)| <1 fir alle z € S. m|

Eine einfache Anwendung dieses Satzes liefert ganz nebenbei:
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Satz 9.11 (Holdersche Ungleichung) Ist f € L,(X,n) und g € Ly(X, ) mit %‘f’% =

1, so gilt

[17@s@]dutz) < 110 gl

Beweis. Fiir p=1,p' =00 und p=o0, p’ =1 ist die Behauptung offensichtlich.

Sei also 1 < p,p’ < oo. Offenbar geniigt es, die Behauptung fiir nicht-negative einfache Funktionen
fig auf (X, pu) zu beweisen (dies sind Funktionen, die nur auf einer Menge von endlichem Maf

von Null verschieden sind und nur endlich viele Werte annehmen). Dazu betrachten wir die in S

holomorphe und auf S beschrinkte und stetige Funktion
F(z) = [ £@)Pg() duo).

Wegen der offensichtlichen Holomorphie von F(-) in S, der Beschrianktheit von F(-) in S (man

beachte, dafl f und ¢ nicht—negative einfache Funktionen sind) und

[ flIb fir Re z =0,
du(z) < :
lgll, fiir Re z =1

P < [ 7079w

folgt aus dem Drei-Linien—Theorem

IF@ < IS Plglly fir 0<t<1.

1
Mit t = 17 ergibt sich die Behauptung. O

Von entscheidender Bedeutung ist der folgende Interpolationssatz (fiir abstraktere Versionen
vergleiche man z. B. Reed-Simon II, IX.4):

Satz 9.12 (Satz von Riesz—Thorin) Seien (X, ) und  (Y,v)  Mafriume,
1 < po, p1, 90, 1 <00 und T eine lineare Abbildung

T: LPO(Xv,u) ﬂL;Dl(Xa,U)_’qu(YvV) ﬂqu(Y,I/)
mat

1T fllge < Mollfllpo
HTf”lh < Ml”f”m

IN

} fir  f € Lpg (X, 1) O Ly, (X 1)
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Dann lifit sich T fiir jedes t € (0,1) zu einem stetigen Operator

T - Lpt (Xv /1') —’th (Yv V) )

11—t t 1 1-t t
P po P @ o @
fortsetzen mit
Tl = I Telprge < Mo~ "M7.

Beweis. a) Sei zuniichst min{pg,p;} < oo. Dann ist fiir jedes t € (0,1) offenbar p; < oo und
somit der Raum der einfachen Funktionen auf (X, p) dicht in L,, (X, ) . Andererseits gilt fiir jedes
1 1
g mit t € (0,1), jedes h € Ly, (Y,v) und fir ¢; mit —+ —
qt t

=1

1hllq, = sup{‘ /h(y)g(y) dv(y)| : g einfache Funktion auf (Y,v) mit |g|, = 1}.

Also geniigt es zu zeigen, daf fiir alle einfachen Funktionen f auf (X,u) bzw. g auf (Y,v) mit
[fllpe = llgllgy =1 gilt

| [@nwow at| < a3,

Um dies zu zeigen, nutzen wir aus, daf sich jede einfache Funktion k mit ||k||, =1 schreiben 143t

in der Form
ko= ki koo

mit einfachen Funktionen k1 und koo, k1 >0, ||ki|li =1, ||ksllco = 1. Somit geniigt es also zu

zeigen, daf} fiir alle einfachen Funktionen

flufOO auf (XJIU‘) mit leOa ||fl||l:17 ||foo||OO:17

91,900 auf  (Y,v) mit g1 >0, [lgrlh =1, [|gsclloc =1

Q

gilt (man beachte: & =1-+L =1-2>_t ypd L =1-L =17-1t_ 1)
! at w0 @ P} Pt o P

[ (0T T ) a5 g at) < 2.
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Dies erhélt man durch Anwendung des Drei-Linien—Theorems auf die Funktion

—z z

F(z) = / (T(fllg_°z+ﬁfoo))(y)gl(y)l_lq_o_ﬁgoo(y) dv(y)-

b) Ist pp = p1 = 00, so ist (falls p(X) = oo gilt) der Raum der einfachen Funktionen nicht dicht in
Ly, (X, 1) = Loo(X, ) . In diesem Fall kann in den Uberlegungen von Teil a) f; =1 und f., aus

Loo(X,p) (zwar nicht einfach in obigem Sinn, aber) endlich—wertig gewihlt werden. O

Satz 9.13 (Hausdorff-Young—Ungleichung) Ist 1 <p <2 wund 1 +1 =1, s0

3 =
Q=

ist die Fouriertransformation ein beschrinkter Operator von L,(R™) mnach L,(R™) mit Norm

< (27r)m(%7%) . (Dabei kann man sich fir 1 < p < 2 die Fouriertransformation zundichst z. B. auf
den einfachen Funktionen [oder auf Funktionen mit kompaktem Triger, oder auf S(R™)] definiert

denken, der Satz besagt dann, dafs eine stetige Fortsetzung auf ganz L,(R™) ezistiert.)

Beweis. Die Fouriertransformation ist beschrinkt mit Norm < (27)™™/2 als Abbildung von L,

nach L, und mit Norm = 1 als Abbildung in L. Sie erfiillt also die Voraussetzung des Satzes
von Riesz-Thorin mit py = 1, go = oo, My = (27)~™/2 und p; = ¢ = 2, M; = 1. Also ist sie
beschrankt als Abbildung

1 t t
von L,, nach L,, mit —=1—-¢t4+_-=1——
? ! Dt 2 2 ¢ 2

mit einer Norm
< (2n)"F0-D

Elimination von t liefert, dafl die Fouriertransformation stetig ist

1 1
von L,(R™) (1<p<2) nach L,(R™) mit —4+-=1
p q

mit einer Norm

[ME

< (@2m) EF0-D = @nmG-d = (20)mG). .

Satz 9.14 (Youngsche Ungleichung) Ist 1<p,r, s<oco mit L+%=1+1, so gilt

T

I *glls < [1fllrlglly  fir f e Ly(R™), g € Ly(R™).

(das kann man wieder so verstehen, daf$ die Ungleichung zundchst z. B. fiir einfache Funktionen oder
Funktionen aus S(R™) gilt. Die Ungleichung besagt dann, daff die Faltung auf f € L.(R™) und
g € L,(R™) fortgesetzt werden kann mit f g e Ls(R™), wobei die Ungleichung erhalten bleibt.)
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Beweis. Fiir festes f € Li(R™) ist
Af:g— fxg

beschriankt mit Norm < || f]|; als Operator in L; (R™) und in L (IR™) . Der Satz von Riesz—Thorin

liefert also, dal
Af i Ly(R™) — Lp(R™)

fiir alle p € [1,00] beschrinkt ist mit Norm < ||f]|1 .

Sei jetzt g € L,(R™) festgehalten. Dann ist auf Grund des bisher Bewiesenen
B,: Li(R™) — Ly(R™), [ frg

beschrénkt mit Norm < ||g||,. AuBerdem ist fiir ¢ mit =+ % = 1 auf Grund der Holderschen

B =

Ungleichung
By : Lg(R™) — Loo(R™),  f= frxg

beschrénkt mit Norm < ||g||, . Der Satz von Riesz—Thorin liefert also die Beschrénktheit von
By : Lp (R™) — Ls,(R™), [ Bgll < ll9ll»

mit

Elimination von t liefert die Behauptung fiir » und s mit —l—% =1+ % ]

1
P
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