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1. EINFUHRUNG

Die lineare Algebra behandelt die theoretische Grundlage fiir lineare Gleichungssyteme: n
Gleichungen im Grad 1 in m Unbekannten. Thema in der Vorlesung Geometrie ist das struk-
turelle Verstédndnis von quadratischen Formen: eine Form vom Grad 2 in m Variablen. In der
Algebra widmen wir uns dem Fall beliebigen Grades, wenn auch nur in einer Variablen. Wen
der allgemeine Fall beliebig vieler Geichungen beliebigen Grades in beliebig vielen Variablen
interessiert, der sei auf die Vorlesung in algebraischer Geometrie vertrostet. Grundlage dafiir ist
aber die Algebra und mit ihr die Theorie der Kérper.

1.1. Panorama am Beispiel der komplexen Zahlen. Die komplexen Zahlen
C=Ra&R:i

kann man als zweidimensionalen R-Vektorraum mit Basis 1,7 beschreiben. Diese Vektorraum-
struktur ist eine wichtige Eigenschaft, die sich verallgemeinert und oft Verwendung findet.
Ein allgemeines Element von C hat demnach die Form

z=a+b
mit a,b € R. Damit ist Addition auf C erkléart, ndmlich wie im R-Vektorraum:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

An die Mulitplikation stellen wir die Forderungen

e sie soll die von R fortsetzen, und
e assoziativ, kommutativ, distributiv und mit 1 sein.

Es gilt also notwendigerweise
(a+ bi)(c+ di) = ac + (be + ad)i + bdi®.

Das Element i? € C lifit sich eindeutig in Koordinaten beziiglich der Basis 1,7 ausdriicken: es
gibt ag,a; € R mit
i’ = —a1? — agp
oder eben:
i2+a1i+a0:0.
Hier hat man die Wahl! Wenn man die festgelegt hat, dann ist die Multiplikation auf C fixiert.
Wir wahlen

also
(a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (bc + ad)i.
1.1.1. FEigenschaften der Multiplikation. Wie sehen wir am besten, daft diese Multiplikation die

geforderten Eigenschaften hat, also kommutativ (sieht man sofort!), assoziativ und distributiv
ist?

Variante A: durch stupides Nachrechnen. Das ist mithsam, und man lernt und sieht nichts.

Variante B: durch eine Einbettung in einen Ring. Die Abbildung
p: C— My(R)

a+bi+—><a _b)
b a
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ist mit Addition (klar) vertriglich und auch mit der Multiplikation: sei z = a+bi und w = c+di,
dann gilt

. ac —bd —(bc+ ad
p(zw):p(ac—bd—{—(bc—l—ad)z):(bc+ad (ac—bd)>

—(g ‘ab)(; ‘j)—mz)p(w).

Damit gibt es automatisch eine Eins, denn die Einheitsmatrix ist im Bild: p(1). In Ms(R) ist die
Multiplikation assoziativ und distributiv, damit also auch in C, denn:

Wichtiges Prinzip: da p injektiv ist, kann man Identititen (Gesetze) nach Anwenden von p
testen.

Variante C: durch konzeptionelle Uberlegungen. Wir nutzen die universellen Eigenschaften
des Polynomrings, den wir in Kapitel 2 in Erinnerung rufen.

Zuerst konstruieren wir C neu. Die alte Konstruktion fiigt fein, minimalistisch ein Element
i hinzu und fragt zwangsliufig nach einer Gleichung fiir i?. Die neue Konstruktion ist dagegen
grob, maximal: wir nehmen zunéchst mit dem Polynomring

R[T]

eine Variable hinzu, also ein Element, das keinen algebraischen Zwéingen (Gleichungen) unter-
liegt, und gehen dann zur groften Quotientenstruktur iiber, die ein Ring ist, und in der die
Variable die gewiinschte Gleichung 16st:

R[T]/(T? +1)

Das Polynom 72 +1 hat keine Nullstelle in R und damit auch keinen Linearfaktor. Somit ist 7241
irreduzibel. Weil der Polynomring ist ein Hauptidealring ist, folgt daraus, daf R[T]/(T?+1) ein
Korper ist. Hohere Potenzen T™ mit n > 2 konnen durch kleinere ersetzt werden:

T" = —T" 24+ T 2(14+7%) = -T""2 mod (T? +1).
Bei Grad <1 geht das nicht mehr. Also bilden die Restklassen
1=1 mod (T?+1), t=T mod (T?+1)
eine R-Basis des R-Vektorraums R[T]/(T? + 1).
Wir identifizieren nun das neue mit dem zuerst eingefiithrten C:
fRT/(T?+1) 5 C
t— f(t)=1
und ansonsten R-linear, also fiir a,b € R gilt
a+bt— a—+bi.

Man rechnet sofort nach, daf die auf R[T]/(T?+1) per Faktorringkonstruktion (also im Endeffekt
wegen der Idealeigenschaft von (7 + 1)) vorhandene Multiplikation nach Identifikation mit C in
die von uns ad hoc aufgrund von i? = —1 eingefiihrte Multiplikation iibergeht. Das zeigt sofort,
daf C isomorph zu R[T]/(T? + 1) und damit ein Korper ist.

1.1.2. Gleichungen versus Zahlen. Hier kann man eine Dualitit zwischen Polynomen wie T2 + 1
und Zahlen, die durch eine Relation definiert sind — wie hier i definiert durch 2 = —1 —
erkennen. Ob man eine neue Zahl ¢ zu R hinzufiigt und die definierende Relation ausnutzt, um
Addition und Multiplikation zu definieren, oder ob man formal eine Variable T" hinzunimmt,
und verfiigt, dak eine Gleichung gelten soll: T2 + 1 = 0, kommt auf das gleiche raus.

Wir ziehen daraus die Lehre, daff Zahlen in Erweiterungen durch die von ihnen erfiillten
Gleichungen beschrieben werden. Umgekehrt lassen sich zu vorgegebenen Gleichungen Rechen-
bereicheserweiterungen definieren, in denen diese Gleichugen gelost werden.
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Im Nachhinein kann man die Identifikation
R[T]/(T% +1) & C©

schrittweise bekommen. Es gibt mit der Inklusion einen Ringhomomorphismus R — C, alles ist
kommutativ und damit gibt es zu i € C die Auswertungsabbildung

F:R[T]—>C

welche T in i auswertet. Da T2 + 1 dabei auf i2 + 1 = 0 abgebildet wird, ist 7% + 1 € ker(F),
somit gilt die Inklusion der Ideale

(T? +1) C ker(F).

Die universelle Eigenschaft des Quotienten gegeben durch die Faktorringabbildung R[T] —
R[T)/(T? + 1) fiihrt zur eindeutigen R-linearen Abbildung

f:R[T]/(T*+1) = C
mit
f(t) = 1.
Das ist das f von oben. Hat man erst mal die Abbildung (fast ohne etwas nachrechnen zu
mﬁssenl), so zeigt man die Eigenschaft 'Isomorphie’ auf unterschiedliche Weise. Zum Beispiel ist
R[T]/(T? + 1) von R-Dimension 2, genau wie C. AuRerdem ist die Abbildung sicher surjektiv,
da mit 1,7 eine R-Basis im Bild ist. Eine surjektive lineare Abbildung endlich-dimensionaler

Vektorrdume ist schon ein Isomorphismus (von Vektorrdumen; aber das reicht fiir Isomorphie
von Ringen).

1.1.3. Koérper, nicht nur Ring. Bisher haben wir unterschiedliche Konstruktionen und Methoden
gesehen, wie man vermeidet, unnétig viel zu rechnen, um Rechengesetze nachzuweisen. Wieso
ist nun C ein Korper? Die etwas aufwindigere Variante C warf die Korpereigenschaft nebenbei
ab. Die direkten Uberlegungen erlauben es jedoch den Wert von Automorphismen zu betonen
und sind daher auch interessant.

Wir wissen nun, dafs C ein Ring ist, der R C C als Unterring hat. Um ein Korper zu sein,
fehlt es noch nachzuweisen, daf jedes Element z € C, z # 0 invertierbar ist. Dazu verwenden
wir die komplexe Konjugation

. C—>C
z=a+bi—zZ=a—W

Dies ist ein Korperautomorphismus von C, der R elementweise fest 1afit. Genauer besteht die
Automorphismengruppe” von C als Erweiterung von R

Autg(C) = {0 :C = C; olg =id} = {id,}

nur aus der Identitdt und der komplexen Konjugation.
Warum ist z — z ein Ringhomomorphismus?

e Weil man es der Multiplikation sofort ansieht.

e Weil die der Transposition in Ma(R) entspricht. Diese Begriindung muft man durchden-
ken, denn — Vorsicht! — transponieren dreht die Reihenfolge der Produkte um (ein
Antihomomorphismus). Aber C lebt als Bild von p in einem kommutativen Teilbereich
von My (R), der von der Transposition in sich iiberfithrt wird, und daher darf man zu-
riicktauschen.

e Das folgt aus der universellen Eigenschaft von R[T]/(T? + 1), weil —i auch eine Lésung
von T2 4 1 = 0 ist. Dazu spiter mehr, wenn die Symmetrien der Korper zu den Symme-
trien der Losungsmengen der definierenden Gleichungen in Bezug gebracht werden.

IDag C ein Ring ist, mufs man leider schon wissen.
2Als Menge der Strukturerhaltenden Symmetrien automatisch eine Gruppe; und unsere erste Galoisgruppe!
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Und warum handelt es sich bei der komplexen Konjugation um einen Isomorphismus?
e Das sieht man in der Basis 1, 1.
e Die Transposition ist involutiv.
e oder:

Proposition 1. Sei K ein Korper, A ein Ring und f : K — A ein Ringhomomorphismus (mit
FEins!). Dann ist f injektiv.
Beweis. Sei 0 # a € K im Kern von f. Dann gilt fiir jedes z € K:

f(@) = fa™'a) = f(za~")f(a) = fza™)-0 = 0.
Somit ist f = 0 identisch die Nullabbildung und auch f(1) = 0, was fiir Ringe mit Eins nicht
sein darf. (]

Genauer zeigt der Beweis, daf ohne die Eins zu berticksichtigen entweder ker(f) = (0) oder
ker(f) = K gilt. Da Ideale dasselbe sind wie Kerne von Ringhomomorphsimen, ergibt sich sofort:

Korollar 2. Ein Kérper K hat nur die zwei trivialen Ideale (0) und (1) = K.

Proposition 3.
Autg(C) ={0:C 5 C; o|g =id} = {id,"}

Beweis. Daft es mindestens die zwei Automorphismen gibt, haben wir durch Konstruktion gese-
hen. Fehlt noch, daft dies alle sind.
Ein solches o ist eindeutig durch seinen Wert bei i festgelegt:
o(a+bi) =a+bo(i).
aber wegen
o(i)? =0(i*) = o(-1) = -1

muf (i) auch eine Losung von T2 + 1 sein. Davon gibt es in einem Korper hichstens 2 und das
sind ¢ (entsprechend der Identitét) und —i entsprechend der komplexen Konjugation. (]

Wir haben immer noch einzusehen, daf jedes 0 # z = a + bi € C invertierbar ist. Die Norm,
eine multiplikative Symmetrisierung,

N(z) = 22 = (a+ bi)(a — bi) = a* — (bi)> =a® +b* €R

ist eine reelle Zahl. genauer gilt N(z) > 0 genau dann, wenn z # 0. Damit finden wir das Inverse
als

7 1=Nk)1-zeC
sofern z # 0.

1.1.4. Zwischenkérper und Galoistheorie. Ein Korper K mit
RCKCC

mufs notwendigerweise R oder C sein. Zum einen wird K durch die Multiplikation mit Skalaren
aus R ein R-Untervektorraum sein, hat also

und damit keinen echten Platz zwischen R und C.

Galoistheorie hat noch eine andere Begriindung parat, die im konkreten Fall C/R mit Kanonen
auf Spatzen schiefit, aber hier als Vorgriff schon einmal angegeben werden soll. Die Korperauto-
morphismen von C, welche auf K die Identitét sind, bilden offensichtlich eine Untergruppe

Autg (C) C Autg(C).
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Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie stehen die Untergruppen von Autg(C) iiber diese Kon-
struktion in Bijektion mit den Zwischenkorpern. Den Zwischenkorper zur Untergruppe H C
Autgr(C) bekommt man zuriick als den Korper der Invarianten

CH ={2€C; h(z) =z fiir alle h € H},
was tatsichlich offensichtlich ein Zwischenkérper ist. Da die Gruppe Autg(C) nur aus 2 Elemen-
ten besteht ist die Liste der Untergruppen kurz.
e {id} gehort zu C,
e Autg(C) gehort zu R = CA=(C) In der Tat sind die komplexen Zahlen z mit z = 2
genau die reellen Zahlen.

1.2. Jenseits von C. Auf der Suche nach weiteren Erweiterungen von C mit mehr imagi-
ndren Zahlen fand Hamilton den Schiefkorper H der Hamiltonschen Quaternionen. Das ist ein
4-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis 1,4, j, £ und Relationen

2= 2=k =1,

i)+ ji =tk +ki=jk+kj=0.
Doch dies hat einen Preis: H ist nicht mehr kommutativ. Die Quaternionen sind sehr niitzlich
und Quelle schoner Mathematik, aber in dieser Vorlesung geht es um Korper, also kommutative

Korper.
Vielleicht kénnen wir ja weitermachen wie beim Ubergang von R nach C?

Satz 4. Jede quadratische Gleichung tiber C hat bereits eine Nullstelle in C.

Beweis. Nach quadratischer Ergénzung geht es nur noch darum, eine Quadratwurzel ziehen zu
kénnen. Aber jedes z € C ist ein Quadrat und hat somit eine Quadratwurzel in C. Dies sieht
man am besten in Polarkoordinaten. Es gilt

e’ = cosp +ising
und daher gibt es zu jedem z € C ein r > 0 und ¢ € [0, 27) mit
z=re'.
Wir nehmen dann

w = /re'/?
2

und sehen sofort z = w=~. O

Damit kommen wir durch Losungen quadratischer Gleichungen nicht iiber C hinaus. Satz 4
wird uns spéiter zusammen mit etwas endlicher Gruppentheorie einen algebraischen Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra bescheren, der auf Galoistheorie beruht.

Will man jenseits von C noch interessante Multiplikationen auf R-Vektorrdumen finden, so
muf man also auf weitere Axiome verzichten. Die Fragen nach den Dimensionen, in denen nulltei-
lerfreien Multiplikationen auf R" definiert werden konnen, wurde von Adams mit topologischen?®
und K-theoretischen Methoden schlieflich gelost: solche Multiplikationen existieren genau fiir

n=12453

entsprechend R, den komplexen Zahlen C, den Hamilton Quaternionen H und den Cayley Oc-
tonionen Q.

3Es gibt einen Bezug zu Vektorfeldern auf Sphéren: S®~* muf parallelisierbar sein, das heifit das Tangential-
biindel wird durch n — 1 Vektorfelder, die punktweise eine Basis bilden erzeugt. Auf der S? geht das nicht, da
man bekanntlich einen Igel nicht kiimmen kann, es somit nicht mal ein Vektorfeld ohne Nullstelle auf S? gibt.
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Teil 1. Theorie der Korper und Koérpererweiterungen
2. FAKTORRINGE DES POLYNOMRINGS

2.1. Erinnerung zum Polynomring. Sei K ein Korper. Der Polynomring iiber K ist
n
K[T]:{f:ZaiTi; fir ein n € Ng und a; € K fir 0 <i <n}
i=0

mit der gewohnlichen Addition von Polynomen
(ap+a1T+ ...+ a,T") + (bp + 11T + ... + b, T™) := (ap + bo) + (a1 +b1)T + ...
und Multiplikation definiert durch
(ap+ a1 T+ ...4a, ") - (bo+ 01T+ ...+ b, T™)
:= (aobo) + (a1bo + aph))T + ... + ( Z aibj)Td +....
i+j=d,i,j>0

Der Polynomring ist ein kommutativer Ring mit 1 (das konstante Polynom 1).
Den Grad von 0 # f =>"7" ;a;T" definiert man als

deg(f) = max{i ; a; # 0}.
Die Gradfunktion erfillt, falls f, g, f + g # 0O:

deg(f + g) < max{deg(f),deg(9)}
und, falls f, g # 0:

deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Hieraus schliefst man insbesondere, dafs fiir f, g # 0 dann auch fg # 0 gilt: der Polynomring ist
ein Integritétsring, ein Ring ohne Nullteiler.

Die Einheiten u von K[T], also die Teiler von 1 mit deg(1) = 0 haben deg(u) = 0, sind also
genau die konstanten Polynome ungleich 0:

K> = (K[T])*.
Die Gradfunktion macht den Polynomring iiber K zu einem euklidischen Ring. Fiir alle
f € K[T] und 0 # q € K[T] gibt es d,r € K[T] mit
f=dqg+r
und r = 0 oder
deg(r) < deg(q).

Dies folgt aus dem Algorithmus zur Polynomdivision und l&ft sich auch so berechnen.

Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring, das heifft jedes Ideal von K[T] wird von
einem Element erzeugt. Genauer liefert der Beweis, daf jedes Ideal # (0) erzeugt wird von
einem Element kleinsten Grades im Ideal. Dieser Erzeuger wird eindeutig, wenn man ihn als
normiert fordert, d.h., der Koeffizient vor der hochsten auftretenden Potenz T% ist 1.

2.2. Faktorringe als Vektorraum. Der Polynomring K [T ist offensichtlich ein K-Vektorraum
mit Basis
1,7,72,....
Jeder Faktorring ist insbesondere ein Faktorvektorraum und erbt die K-Vektorraumstruktur von
K[T].
Wir fixieren nun f = Z?:o a;T* vom Grad deg(f) =d > 0.

Lemma 5. Der Foktorring
K[T/(f)
hat eine K-Basis gegeben durch die Restklassen von 1, T,..., T% 1,
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Beweis. Die Abbildung
K — K[T]/(f)
(a0, .- aq-1) = ao+ a1 T+ ...+ ag 1T + (f)

ist offenbar K-linear. Sei 0 # (ao, . ..,aq—1) im Kern. Dann gibt es ein h € K[T] mit
d—1 '
g= Z a;T" = hf
i=0

Aber f kann g aus Gradgrinden nicht teilen:
d— 1= deg(g) = deg(fh) = deg(f) + deg(h) = d

Widerspruch: die Abbildung mufs injektiv sein.

Jede Restklasse von K[T]/(f) hat wegen Polynomdivision mit Rest, also der euklidischen
Eigenschaft der Gradfunktion, einen Vertreter vom Grad < d — 1, oder eben 0. Das zeigt die
Surjektivitat. O

2.3. Faktorringe als Ringe. Wir erinnern an die Kernzerlegung, also im Wesentlichen den
Chinesischen Restsatz fiir Polynome. Sei 0 # f € K[T| und A = K[T]/(f). Seien p1,...,ps
paarweise verschiedene normierte irreduzible Polynome in K[T] (also nichtassoziierte Primele-
mente) und sei

S
f=1]»"
=1

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in K[T]. Dann gilt
A= [ KI[T)/@})
=1

als Ringe. Der Isomorphismus ist das Produkt der natiirlichen Projektionen, welches T'+ (f) in
der i-ten Komponente auf 7'+ (p;*) abbildet, quasi die Identitét auf Vertretern ist.

Satz 6. K Korperund f € K[T], f # 0. Dann ist f irreduzibel, genau dann, wenn A = K[T]/(f)
ein Korper ist.

Beweis. Sei f nicht irreduzibel und die Zerlegung f = gh mit g, h nicht Einheit ein Zeuge dafiir.
Es gilt also deg(g), deg(h) > 1. Somit gilt

0 < deg(g),deg(h) < deg(g) + deg(h) = deg(f)

und g, h reprisentieren beide von 0 verschiedene Elemente in A. Aber gh = f = 0. Damit sind
g, h Nullteiler, und A ist kein Integritétsring und schon gar nicht ein Korper.

Sei f nun irreduzibel, und 0 # a € A. Wir wihlen g € K[T] als Vertreter von a. Sei d = (f, g)
der grofte gemeinsame Teiler von f und ¢ in K[T] (hiefiir braucht man die Hauptidealeigen-
schaft!). Da f irreduzibel ist, hat f bis auf Einheiten nur die Teiler 1 und f (ist also ein Prim-
element, hierfiir braucht man wieder die Hauptidealeigenschaft). Also ist d = 1 oder d = f.

Wenn d = f, so teilt f | g und a = 0 im Widerspruch zur Annahme. Also gilt d = 1 und es
gibt (zum Beispiel nach dem euklidischen Algorithmus) Polynome z,y € K[T] mit

zf +yg = 1.

Sei b das Bild von y in A. Dann gilt ab = 1 in A. Also ist jedes von 0 verschiedene Element
invertierbar und A ein Korper. O
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3. KORPERERWEITERUNGEN ALS VEKTORRAUME

Definition 7. Eine Korpererweiterung besteht aus einem Paar von Koérpern K und L, und
einem injektiven Homomorphismus K < L von Koérpern. Meist wird K mit seinem Bild in L
identifiziert. Als Notation verwenden wir

L/K,

was kein Quotient ist! Das / liest man als iiber.
In einer Korpererweiterung L/K ist L ein Oberkdrper von K und umgekehrt K ein Unter-
korper von L. Ein Korper M mit K C M C L heilt Zwischenkorper.

Beispiele werden wir mannigfach in der Vorlesung sehen. Wenn im Kontext klar ist, dafs man
es mit Korpern zu tun hat, sagen wir auch schlicht Erweiterung zu einer Koérpererweiterung.
Offensichtlich ist mit M/L und L/K auch M/K in natiirlicher Weise eine Korpererweiterung,
indem man die Inklusionen komponiert:

K—L— M.
Eine sukzessive Erweiterung
KiCKiCKyC...
nennt man einen Koérperturm. Dieser kann aus endlich vielen oder unendlich vielen Koérpern
bestehen.

Beispiel 8. Sei K ein Korper und f € K|[T] ein irreduzibles Polynom. Dann ist L = K[T]/(f)
in natiirlicher Weise eine Korpererweiterung von K, siehe Satz 6.

3.1. Der Korpergrad. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist L ein K-Vektorraum mit
der Addition von L und Skalarmultiplikation von K durch Einschriankung der Multiplikation
von L. Die Teilmenge K C L ist ein 1-dimensionaler K-Unterrraum.

Definition 9. Der Grad oder Kérpergrad einer Korpererweiterung L/K ist definiert als
[L: K] :=dimg(L)
die Dimension von L als K-Vektorraum.
Satz 10 (Gradsatz). Seien M/K und L/M Kérpererweiterungen. Dann ist [L : K] endlich
genau dann, wenn [L : M| und [M : K] endlich sind, und es gilt dann
[L:K]|=I[L:M]-[M:K].

Beweis. Wir haben die Inklusionen K C M C L und fassen so M als K-Vektorraum und L mal
als M-Vektorraum und mal als K-Vektorraum auf.

Sei (b;)icr eine K-Basis von M und sei (x;);cs eine M-Basis von L. Der Beweis des Gradsatzes
ist erbracht, wenn wir zeigen kénnen, dafs

(25b:) i jyerx

eine K-Basis von L ist. Das zeigen wir jetzt.

Sei y € L. Dann gibt es eine endliche Teilmenge Jy C J und p; € M fiir j € Jp mit

Y= ntj.
J€Jo
Die p; € M schreiben wir analog mit A; ; € K zu einer endlichen Menge Iy C I als

=Y Aijbi

i€lp

Yy = Z )\i’jbimj.

i,j€IoxJo

und erhalten
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Wir haben also ein Erzeugendensystem.

Zeigen wir nun die lineare Unabhéngigkeit. Wenn es eine lineare Relation unter den b;x; gibt,
dann auch eine, bei der nur Indizes ¢ € Iy und j € Jy flir gewisse endliche Teilmengen Iy C I
und Jy C J auftreten. Sei etwa

0= > Agbizj=) (D Aigbi)z;.
i,7€Iox Jo je€Jo i€l
Weil () ;e eine M-Basis von L ist und Zz‘elo Aijbi € M, folgt fiir alle j € Jy
0= Aibi
i€l

Da (b;)ier eine K-Basis von M ist, folgt A; ; = 0 fiir alle 1, j. O
Beispiel 11. (1) [C:R] =2

(2)  Wenn [L : K] = p eine Primzahl ist, dann gibt es keine echten Zwischenkorper, also solche

verschieden von L und K. Nach dem Gradsatz gilt fiir ein solches M
[L:M|[M:K]=p

also ist ein Faktor 1 und damit L = M oder M = K.

(3) Sei f € K[T] irreduzibel. Dann ist K[T]/(f) nach Satz 6 eine Korpererweiterung von K
vom Grad

[KT/(f) - K] = deg(f)

nach Lemma 5.

(4) [R:Q] = oo, sogar iiberabzéhlbar! Eine Q-Basis von R kann nicht konstruktiv angegeben
werden. Da wir aber das Auswahlaxiom annehmen, gibt es eine solche Q-Basis, halt nur
nicht explizit.

3.2. Elemente und Gleichungen.

Definition 12. (1) Ein algebraisches Element einer Kérpererweiterung L/ K ist ein Element
a € L so dafs es ein Polynom f € K[T] gibt mit f # 0 und f(«a) = 0. Man sagt genauer,
dak « algebraisch iiber K ist.

(2) Ein Element, das nicht algebraisch ist, heifit transzendent.

Beispiel 13. (1) In jeder Korpererweiterung L/K sind die Elemente von K algebraisch tiber
K, denn a € K ist Nullstelle von T'— a € K[T].

(2)  Wir betrachten den Unterkérper Q(v/2, v/3) C C als Erweiterung von Q bestehend aus
allen Ausdriicken (das kann man jetzt nachrechnen, oder es folgt aus dem weiteren Aufbau
der Theorie sofort)

a-+bV2 4 cV/3+dV9+eV2V3 + fV2V9
mit a,b, ¢, d, e, f € Q. Es ist klar, da /2 und /3 algebraisch iiber Q sind. Aber
a=V2+V3?
Wir rechnen
3=(a—v2)? =03 —3v2a% + 60 —2vV2 = (a® 4 6a) — (3a® +2)V2
so dafs Umordnen und Quadrieren die Gleichung sechsten Grades
2(3a% 4 2)? = (® + 6o — 3)?
ergibt. Somit ist « eine Nullstelle von
f(T) = (T3 + 6T — 3)* — 2(2 + 3T%)°.

Das muf und wird transparenter gehen!
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(3)  Um ein Beispiel eines transzendenten Elements anzugeben, mufs man entweder etwas glau-
ben, oder man muf etwas mehr ausholen: die reellen Zahlen e (Hermite 1873) und =
(Lindemann 1882) sind transzendent iiber Q.

Bemerkung 14. (1)  Algebraisch zu sein, ist kein absoluter Begriff, sondern hat nur relativ zum
Grundkorper der Erweiterung Bedeutung. Die Zahl e ist iiber R algebraisch, aber nicht
iiber Q.

(2) Daf es in R transzendente Zahlen geben muf, folgt aus einem Abzéhlargument. Da Q ab-
zéhlbar ist und in jedem Polynom aus Q[T'] nur endlich viele Koeffizienten aus Q auftreten,
kann man auch Q[T] abzéhlen. Jedes Polynom hat dann hochstens so viele Nullstellen wie
der Grad angibt, also lassen sich auch die iiber QQ algebraischen Zahlen abzdhlen. Da es
iiberabzahlbar viele reelle Zahlen gibt, miissen sogar fast alle reellen Zahlen transzendent
iiber QQ sein.

Definition 15. Sei L/K eine Korpererweiterung und sei « € L ein iiber K algebraisches Ele-
ment. Die Menge der Polynome f € K[T] mit f(a) = 0 bildet ein Ideal, den Kern der Auswertung
KT — L
f(T) = f(a).
Im algebraischen Fall ist der Kern # (0). Der eindeutige normierte Erzeuger des Kerns wird
Minimalpolynom von « iiber K genannt und hier mit
P,k € K[T)]
bezeichnet.
Bemerkung 16. (1) Es gilt P,/x(a) = 0 und jedes f € K[T] mit Nullstelle « ist ein Vielfaches
von Py /k.
(2) Der Begriff des Minimalpolynom héngt entscheidend daran, dafs der Polynomring iiber
einem Korper ein Hauptidealring ist.

Proposition 17. Das Minimalpolynom eines algebraischen Elements ist irreduzibel.

Beweis. Sei L/K eine Korpererweiterung und « € L ein iiber K algebraisches Element. Ange-
nommen, das Minimalpolynom wiére nicht irreduzibel, dann gébe es nichtkonstante g, h € K[T
mit

Pa/K = gh.
Nicht konstant bedeutet deg(g),deg(h) > 0. Dann gilt in L

0= Po/i(a) = g(a)h(a),
so dafs mindestens einer der Faktoren selbst 0 ist. ObdA gelte g(a) = 0. Aufgrund der Definition
des Minimalpolynoms gilt dann
Pok |y
somit
deg(g) < deg(g) + deg(h) = deg(P,,x) < deg(g),
ein Widerspruch. O

Notation 18. Sei L/K eine Korpererweiterung und A C L eine Teilmenge.
(1) Es bezeichne
K(A) = N M
KCMCL Korper,ACM
den kleinsten Zwischenkorper, der A enthélt. Wir sagen K(A) wird von A iiber K (als
Korper) erzeugt.



14 JAKOB STIX

(2) Es bezeichne
K[A] = N R
KCRCL Ring,ACR
den kleinsten Teilring von L, der K und A enthélt.

Offensichtlich gilt K[A] C K(A), denn Korper sind Ringe, aber da K[A] nur die polynomialen
Ausdriicke in den Elementen aus A mit Koeffizienten aus K enthélt, nicht aber Quotienten von
solchen wie K (A), ist die umgekehrte Inklusion im Allgemeinen falsch.

Satz 19. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L. Dann ist « algebraisch iiber K genau
dann wenn K(a) = Kla] als Unterkorper bzw. Unterring von L.
In diesem Fall ist das Minimalpolynom P, € K[T|] definiert und es gilt

K(a) = Kla] ~ K[T]/(Pa/k);
wobet o auf die Restklasse von T abgebildet wird.

Beweis. Fiir a = 0 ist nichts zu zeigen. Sei daher a # 0. Im Kérper K («) ist nun Multiplikation
mit a bijektiv. Wenn K («) = K[a|, dann ist Multiplikation mit « auch in K[a] bijketiv. Es gibt
also h(T) € K[T] mit
l=a-h(a)

insbesondere ist h # 0.

Sei f =T-h—1¢€ K[T]. Dann ist deg(f) = 1 + deg(h) insbesondere f # 0 und f(a) = 0.
Damit ist « algebraisch iber K.

Sei umgekehrt o algebraisch {iber K. Dann gibt es durch 7 +— « einen K-linearen* Homo-
morphismus

M = K[T/(Poyk) = L

Da P,k irreduzibel ist, ist M ein Korper und damit die Abbildung injektiv. Dartiber hin-
aus ist offensichtlich das Bild genau K[a], was damit schon ein Korper ist und also mit K («)
iibereinstimmt. Das zeigt alle restlichen Behauptungen. U

Korollar 20. Ist « algebraisch in L/ K, dann gilt

deg(Py/x) = [K(a) : K].
Beweis. Wegen deg(P, /i) = dimg K[T]/(PQ/K) = dimg K(«) = [K(«) : K] sonnenklar. O
3.3. Erzeugnisse und Koérpertiirme.

Definition 21. (1) Eine algebraische Korpererweiterung ist eine Erweiterung L/ K, so daf
jedes Element o € L algebraisch tiber K ist. Andernfalls ist L/K eine transzendente
Erweiterung.

(2) Eine endlich erzeugte Korpererweiterung ist eine Erweiterung L/ K, so daf es eine end-
liche Menge A C L gibt mit L = K(A).

(3) Eine endliche Korpererweiterung ist eine Erweiterung L/K mit endlichem Grad [L : K] <
0o. Andernfalls ist L/K eine unendliche Erweiterung.

Lemma 22. Jedes Element einer endlichen Erweiterung ist algebraisch.
Beweis. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und 0 # « € L. Dann gibt es ein n, so dafs

n
Lao,...,«

4Ein K-linearer Homomorphismus ist ein Homomorphismus der zusétzlich eine lineare Abbildung der zugrun-
deliegenden K-Vektorrdaume ist.
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K-linear abhingig sind. Seien a; € K fiir i = 0,1,...,n Koeffizienten von o' einer linearen
Relation und

n
F(T) = aT
=0
das zugehorige Polynom in K[7T]. Dann ist f # 0 und f(«) = 0, somit « algebraisch iiber K. O

Genauer zeigt das Argument:

Korollar 23. Sei L/K eine endliche Erweiterung und o € L. Dann erfillt « eine algebraische
Gleichung vom Grad < [L : K], also

deg(Pa/K) <[L:K].

Lemma 24. Sei L/K eine Korpererweiterung und o € L algebraisch tiber K. Dann ist o auch
algebraisch iber jedem Zwischenkdrper M von L/K.

Beweis. Das folgt direkt aus der Definition, denn ein f € K[T] mit f(«) = 0 liegt auch in
MI[T). O

Korollar 25. Seien o und 8 algebraische Elemente einer Erweiterung L/K. Dann sind auch

a+ B, aB, 1/a (sofern a # 0)
algebraisch tiber K.

Beweis. Es ist 8 algebraisch iiber M = K(«a), siche Lemma 24, und daher K(«a, ) = M(B)
endlich tiber M nach Korollar 20. Damit ist auch

[K(a,B) : K] = [K(a, ) : K(a)] - [K () : K]

endlich. Der Kérper K(a, ) enthélt die fraglichen Elemente, also sind diese algebraisch nach
Lemma 22. (|

Proposition 26. Seien L/K eine Kéorpererweiterung und M ein Zwischenkorper. Dann sind
dquivalent:

(a) L/K endlich.

(b) L/K endlich erzeugt und algebraisch.

(¢) L/K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.
(d) M/K und L/M endlich.

Beweis. (a) = (b) Sei L/K endlich. Dann ist L/K endlich erzeugt, etwa durch eine endliche
K-Basis von L als Vektorraum. Nach Lemma 22 ist L/K algebraisch.

(b) = (c) ist offensichtlich.

(¢) = (a) Sei L = K(ay,...,aq,) fur algebraische Elemente «; € L. Sei K; = K(aq,...,q;)
mit K = Ky und L = K,. Nach Lemma 24 ist a; algebraisch tiber K;_1, ergo K;/K;_1 endlich
und somit (per Induktion) nach dem Gradsatz, Satz 10,

T
[L:K]=[]IK:: K] < o0
i=1
also L/K endlich.

(a) <= (d) Dies ist Bestandteil des Gradsatzes, Satz 10. O

Lemma 27. Sei L/K eine Kdrpererweiterung und A C L eine Teilmenge mit L = K(A). Dann

ist L die Vereinigung der endlich erzeugten Zwischenerweiterungen K(B), wobei B iber alle
endlichen Teilmengen von A lduft.
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Beweis. Das folgt sofort aus der Definition. Die Vereinigung der K (B) ist ein Korper, denn mit
x € K(B) und 2’ € K(B') fur endliche Teilmengen B, B’ C A gilt

r+a, z2', 1/r € K(BUB')

(1/z natiirlich nur, wenn x # 0). Die Vereinigung ist dann offensichtlich der kleinste Zwischenkor-
per, der alle endlichen Teilmengen von A enthélt, also A enthélt, also der Korper K(A) = L. O

Bemerkung 28. Lemma 27 besagt, daf in einer Erweiterung K(A)/K jedes Element x € K(A)
als Quotient von Polynomen in endlich vielen Elementen von A geschrieben werden kann.

Proposition 29. Seien L/K eine Kérpererweiterung und M ein Zwischenkorper. Dann sind
dquivalent:

(a) L/K algebraisch.

(b) L ist als Korpererweiterung von K von iber K algebraischen Elementen erzeugt.

(¢) L ist Vereinigung von tiber K endlichen Kdérpern.
(d) M/K und L/M algebraisch.

Beweis. (a) = (b) Das ist klar: L ist iiber K von der Menge L erzeugt.

(b) = (c) Sei L = K(A) mit A bestehend aus iiber K algebraischen Elementen. Fiir eine
endliche Teilmenge B C A ist der Zwischenkérper K (B) von algebraischen Elementen endlich
erzeugt, also nach Proposition 26 auch endlich iiber K. Dann folgt (c) aus Lemma 27.

(c) = (a) Sei L = (J;¢; M; fiir Zwischenkorper M;, die endlich iiber K sind. Jedes x € L
liegt dann in M; fir ein geeignetes 7. Nach Lemma 22 ist damit x algebraisch tiber K.

(a) = (d) ist trivial, sieche Lemma 24.

(d) = (a) Sei € L beliebig. Da L/M algebraisch ist, gibt es 0 # f € M[T| mit f(z)
0. Seien aq,...,aq die Koeffizienten von f. Da M/K algebraisch ist, ist My = K(aq,...,a
iiber K endlich von algebraischen Elementen erzeugt, also nach Proposition 26 endlich tiber
Auferdem ist x immer noch algebraisch iiber My, eben mit demselben f € My[T].

Als sukzessive Erweiterung der beiden endlichen Erweiterungen My (z)/My und My/K ist
My(x)/K endlich. Damit ist z € My(z) nach Lemma 22 algebraisch iiber K. O

=E |

Korollar 30. Sei L/K eine Korpererweiterung. Die Menge
L,:={a €L ; algebraisch iber K}
ist ein Zwischenkorper und maximal unter allen iber K algebraischen Zwischenkorpern von LK.
Beweis. Nach Proposition 29 ist der Zwischenkorper K (L,) algebraisch iiber K. Also gilt
Lo = K(La),

und L, ist in der Tat ein Korper. Offensichtlich ist jeder iiber K algebraische Zwischenkorper
in L, enthalten, somit ist L, maximal. U

Definition 31. Der relative algebraische Abschlufs eines Korpers K in einer Korpererwei-
terung L/K ist der Korper L, aller iiber K algebraischen Elemente von L.

3.4. Einfache Erweiterungen.

Definition 32. Eine einfache (oder monogene) Korpererweiterung ist eine algebraische Kor-
pererweiterung L/K, die von einem Element o € L erzeugt werden kann. Ein solches Element
a € L mit L = K(a) heift primitives Element fiir L/K.

Satz 33. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.

(a)  Es hat L/K nur endlich viele Zwischenkorper.
(b)  L/K ist einfache Kdrpererweiterung.
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Beweis. Wir missen unterscheiden zwischen endlichen K und unendlichem K.

Fall K endlich: Wir zeigen, daf in diesem Fall beide Aussagen wahr sind. Zunéchst ist L als
K-Vektorraum L ~ K™ mit n = [L : K] und damit auch endlich. Offensichtlich gibt es dann nur
endliche viele Zwischenkorper (sogar nur endlich viele Teilmengen).

Zum andern ist L™ eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers und
damit zyklisch, wie wir in Theorem 117 zeigen. Sei « ein Erzeuger von L*. Dann ist L = K(«).

Fall K unendlich: Es habe L/K nur endlich viele Zwischenkorper. Als endliche Korpererwei-
terung ist L /K endlich erzeugt. Es sei a1, . .., o, ein Erzeugendensystem (als Kérper) minimaler
Lénge. Wir fiihren nun r > 2 zu einem Widerspruch. Wenn wir zeigen konnen, daf K(aq, as)
durch ein Element § erzeugt werden kann, dann ist 3, as, ..., o, ein kiirzeres Erzeugendensys-
tem, also der gesuchte Widerspruch.

Da die Voraussetzung (b) auch fiir alle Zwischenkorper gilt, diirfen wir L durch K (a1, a2)
ersetzen. Anders ausgedriickt diirfen wir oBdA annehmen, dak L = K(«, #) von zwei Elementen
erzeugt wird. Wir setzen fir t € K

¢ =a+ts
Dann betrachte fiir t € K den Zwischenkorper
Mt = K(Ct)

Wenn es nur endlich viele Zwischenkdrper gibt, aber ¢ € K aus einer unendlichen Menge gewahlt
werden kann, dann mufl es s # ¢t € K geben mit M; = M. In diesem Korper gibt es dann auch

sc; — teg

s—t
Ct — Cs

8=

Also L = M; = M, somit kann man im Erzeugendensystem «, 8 durch a + ¢t ersetzen.

t—s

Jetzt miissen wir noch umgekehrt zeigen, daf ein L = K(«) mit « algebraisch nur endlich
viele Zwischenkorper hat. Wir definieren dazu die folgende Abbildung

{M ; K C M C L Zwischenkérper} — T := {normierte Teiler von P, k(T in L[T}
Mw— P, /M(T)
Die Abbildung ist wohldefiniert, denn sogar in M [T gilt schon
Pa/M(T) | Pa/K(T)

aufgrund der definierenden Eigenschaft des Minimalpolynoms und P, x(a) = 0.
Sei M ein Zwischenkorper und My der iiber K von den Koeffizienten von P, 5/ (T') erzeugte
Zwischenkorper. Dann ist
KCMyCMCL

und analog zur Uberlegung der Wohldefiniertheit

Poym(T) | Poyagy (T).
Andererseits ist per Konstruktion bereits P, /3 (T') € Mo[T], so daf

Py (T) = Poyny (1)
Damit gilt
[L: M] = deg(Pu/nr) = deg(Foar,) = [L : Mo]
und folglich
[M : My =[L:My/[L:M]=1
also
M = M.
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Wir sehen also, dafs die Koeffizienten des Minimalpolynoms {iber M den Zwischenkoérper M
erzeugen. Die Abbildung in 7 ist somit injektiv. Da 7 endlich ist (in einem Haupidealring hat
jedes Element bis auf Assoziiertheit nur endlich viele Teiler) folgt die Behauptung. O

3.5. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Um die Kraft des bereits {iber Korpererweite-
rungen Gelernten zu demonstrieren, wenden wir uns der geometrischen Fragestellung zu, welche
Punkte der Ebene durch Zirkel und Lineal zu konstruieren sind. Nach der reinen alt-griechischen
Lehre sind dies die einzigen giiltigen Konstruktionsmethoden.

Wir stellen zunéchst die Spielregeln auf. Wir betrachten die Punkte der Ebene E gegeben
als

R? ~ C.

Eine Gerade ist eine Punktmenge in F, welche fiir fest gegebene a, b, c € R mit a, b nicht beide
0 die Form

L= La,b;c = {(x,y);ax + by = C}

hat. Durch je zwei verschiedene Punkte P, Q) € E gibt es genau eine Gerade, die P, () enthélt.
Ein Kreis (oder Kreislinie) vom Radius 0 < r € R und Mittelpunkt P = (20, o) in E ist
die Menge

C=Cr(P)={(z,9) ; (z—20)* + (y —90)* =17}

Definition 34 (Konstruktionen mit Zirkel und Lineal). Sei M C E eine Punktmenge in der
Ebene gegeben.

(1) Eine konstruierbare Gerade ist eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte aus M.
(2) Ein(e) konstruierbare(r) Kreis(linie) ist eine Kreislinie mit Mittelpunkt aus M und
Radius dem euklidischen Abstand zweier Punkte aus M.

Dann koénnen mit Zirkel und Lineal die folgenden Punkte in einem Schritt konstruiert werden:
Ein Schnittpunkt

(1) zweier konstruierbarer Geraden,
(2) einer konstruierbaren Geraden mit einer konstruierbaren Kreislinie,
(3)  zweier konstruierbarer Kreislinien.

Die mit Zirkel und Lineal aus M konstruierbaren Punkte sind alle Punkte der Ebene
P fiir die es eine Folge von Punkten Pi,..., P, = P gibt, so dat P;;1 in einem Schritt aus
M U{Pi,..., P} konstruiert werden kann. Die Menge aller ausgehend von M konstruierbaren
Punkte der Ebene bezeichnen wir mit

ZL(M).

Wir erinnern an die folgenden Konstruktionen mit Zirkel und Lineal:

e Die Mittelsenkrechte zu zwei Punkten P,(Q: Das ist die Gerade durch die Schnitt-
punkte zweier Kreise C,(P) und C,(Q) mit r grofer als der halbe Abstand von P und
Q: etwa r = Abstand von P und Q.
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ABBILDUNG 1. Mittelsenkrechte zu P und Q).

e Die (orthogonale) Projektion von einem Punkt P auf eine Gerade L: das ist der
Schnitt S von L mit der Mittelsenkrechten durch {Q1, @2} = LNC,(P) mit r groker als
der Abstand von P zu L.

ABBILDUNG 2. Projektion von P auf die Gerade L durch @ und A ist S.

e Die Parallele durch einen Punkt P zu einer Geraden L gegeben durch die Punkte A und
B: hierzu bestimmt man den (richtigen) Schnittpunkt @ der Kreise um P mit Radius
dem Abstand AB und um B mit Radius dem Abstand AP. Die gesuchte Parallele ist
die Gerade durch P und @ (und ABPQ beschreibt ein Parallelogramm).

ABBILDUNG 3. Parallele durch P zur Gerade L durch A und B.
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Zunéchst bestehe M = {P} aus genau einen Punkt P. Dann ist

ZL({P}) = {P},
denn aus einem Punkt kann man weder eine Gerade noch einen Kreis mit positivem Radius
machen.

Translationen und Rotationen der Ebene fithren Konstruktionen mit Zirkel und Lineal in
ebensolche {iber. Wenn wir mindestens 2 Punkte P # ) in M haben, dann kénnen wir nach
Translation und Rotation oBdA annehmen, daft P = 0 und @ = 1 als Punkte von C sind. Wir
nehmen deshalb von jetzt ab an, dafs oBdA 0,1 € M.

Proposition 35. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M. Dann sind die reelle und die
imagindre Koordinatenachse konstruierbare Geraden in C. Insbesondere kann die Teilmenge

Zi| =Z D Zi
von C konstruiert werden.

Beweis. Wir tragen auf der Geraden durch 0 und 1 den Abstand dieser zwei Punkte, also 1, mit
dem Zirkel in beide Richtungen fortlaufend ab und konstruieren so Z C C. Sodann konstruieren
wir die Mittelsenkrechte zu 1 und —1 als Gerade durch die Schnittpunkte

{V3i, =V3i} = Co(—1) N Ca(1)

der beiden Kreise Co(—1) und C3(1). Diese Mittelsenkrechte schneiden wir mit dem Kreis um 0
vom Radius 1 und erhalten =+z.

o

ABBILDUNG 4. Konstruktion von 7 € C.

Durch fortlaufendes Abtragen des Abstands 1 mit dem Zirkel auf der Geraden durch —i,1¢
konstruieren wir Zi C C.

Den Punkt n+mi mit n, m € Z erhalten wir nun als Schnitt der Parallelen zu den konstruierten
Koordinatenachsen durch die Punkte n und ma. O

Bemerkung 36. Ohne den Begriff der Orientierung kann man nicht zwischen ¢ und —i unter-
scheiden!

Wir betrachten nun auch die rellen konstruierbaren Zahlen
ZL*(M) =ZL(M)NR.
Proposition 37. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M.

(1)  Ein z=x+1iy € C ist genau dann aus M konstruierbar, wenn Realteil x und Imagindrteil
y als Punkte von R C C konstruierbar sind.
(2) FEs gilt
ZL(M) = ZLT (M) + ZL* (M)i.
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Beweis. (2) folgt sofort aus (1). Sei nun z = x + iy € C konstruiert. Durch Projektion auf die
Koordinatenachsen erhalten wir z,iy. Durch Drehen (Kreis um 0 durch iy geschnitten mit der
reellen Achse) von der imagindren Achse zur reellen Achse erhalten wir aus iy auch y.

Seien nun umgekehrt x, y € R konstruiert. Dann kann man durch Drehen und Schnitt mit der
imagindren Achse aus y auch iy konstruieren. Sodann konstruiert man parallele Geraden durch
x und 7y parallel zur imagindren bzw. reellen Achse. Im Schnittpunkt befindet sich der damit
konstruierte Punkt z = x + y. O

Satz 38. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M. Dann ist ZL(M) ein Unterkorper von
C.

Beweis. Man gebe Konstruktion an, wie man reelle Zahlen addieren, multiplizieren und (wenn
# 0 auch) invertieren kann. o

: ‘
0 Z\ Y Jx+y

ABBILDUNG 5. Addition von z,y € R mit Zirkel und Lineal.

' / \ 1
/0 1 Z | Yy Yy

ABBILDUNG 6. Multiplikation von z,y € R mit Zirkel und Lineal.

ABBILDUNG 7. Inverses von z € R mit Zirkel und Lineal.
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Aus Proposition 37 und den Formeln fiir Summe, Produkt und Inverses komplexer Zahlen
z = x + iy und w = a + ib ausgedriickt {iber Real- und Imaginarteil
z4+w=(r+a)+i(y+0b),
2w = (xa — yb) +i(xb + ya),
1 T —1y
= PR
folgt dann sofort der Satz. O

Satz 39. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M. Dann ist ZL(M) abgeschlossen unter
Quadratwurzelziehen.

Beweis. Sei z = re’® konstruiert. Wir zeigen, daf dann auch /7 und +¢/2 konstruiert werden
konnen. Damit sind die Quadratwurzeln /z als

+\/rei®/?

auch konstruierbar wegen Satz 38.

Die Zahl +e'?/2 ergibt sich aus der bekannten Konstruktion der Winkelhalbierenden und
anschlieffendem Schnitt mit dem Kreis von Radius 1 um 0.

Fiir \/r tragen wir auf der reellen Achse mit dem Zirkel die Punkte —1 und r ab. Wir finden
die Mitte P = (r — 1)/2 als Schnitt der Mittelsenkrechten, und konstruieren den Kreis um P
mit Radius (r 4+ 1)/2, also durch —1 und r.

ABBILDUNG 8. /r mittels Hohensatz.

Dieser Kreis schneidet die imaginédre Achse nach dem Hohensatz der Dreiecksgeometrie in
rechtwinkligen Dreiecken (Satz des Thales!) in den Punkten 4+/7i. Der Abstand von 0 betrégt
somit /7. O

Definition 40. (1) Eine quadratische Korpererweiterung ist eine Erweiterung L/K vom
Grad [L: K] = 2.

(2) Ein quadratisch abgeschlossener Korper ist eine Korper K, der keine quadratischen
Korpererweiterungen hat.

Beispiel 41. Jede quadratische Erweiterung L/K ist einfach L = K(«), und zwar mit jedem
a € L, a ¢ K. Eine quadratische Kérpererweiterung liefert damit ein irreduzibles quadratisches
Polynom als Minimalpolynom eines Erzeugers. Aus Satz 4 folgt, daf C quadratisch abgeschlossen
ist. Dies ist ein erster Schritt zum Fundamentalsatz der Algebra.

Das folgende Lemma iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
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Lemma 42. Sei K ein Korper mit 2 € K*. Sei L/ K eine quadratische Erweiterung. Dann gibt
es eina € K und a = +/a € L, d.h. a® = a, mit L = K(a).

Satz 43. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M. Dann ist ZL(M) der kleinste Oberkorper
von Q(M) in C, der quadratisch abgeschlossen ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf ZL(M) quadratisch abgeschlossen ist. Geméfs Lemma 42 reicht
es zu zeigen, daf mit z € ZL(M) auch /z € ZL(M) folgt. Das ist Satz 39.

Jetzt iiberlegen wir uns, daf der kleinste quadratisch abgeschlossene Oberkorper L von Kg =
Q(M) in C existiert und wie folgt zu finden ist. Wir nehmen an, daf K, fir n € Ny bereits
definiert ist. Wir setzen

A, ={2€C; [Ky(2): K,] =2}
und definieren in C
Kn+l == Kn(An)
Dann ist L = J,, K. Offensichtlich ist L ein Kérper und in jedem quadratisch abgeschlossenen
Zwischenkorper von C/Q(M) enthalten. Nehmen wir an, dall M = L(«) ist eine weitere qua-
dratische Zwischenerweiterung. Das Minimalpolynom von « hat Koeffizienten in K, fiir n grofs
genug. Damit ist o € A,, C K41, im Widerspruch zu [L(a) : L] = 2.

Damit ist L quadratisch abgeschlossen und minimal mit dieser Eigenschaft unter den Zwi-

schenkoérpern von C/Q(M).

Da ZL(M) quadratisch abgeschlossen ist, folgt L C ZL(M). Andererseits ensteht ZL(M) aus
Q(M) durch iteriertes Hinzufiigen von konstruierbaren Punkten. Wir zeigen gleich, dafs dies
jeweils Erweiterungen vom Grad 1 oder 2 sind. Damit gilt auch ZL(M) C L und der Satz ist
bewiesen.

Es reicht die Erweiterung Q(M)(P)/Q(M) fir einen in einem Schritt konstruierbaren Punkt
P zu studieren. Die weiteren Schritte sind ensprechend mit neuem eventuell gréferen M.

Die reellen Koordinaten des Schnittpunkts zweier Geraden, welche aus M konstruiert werden,
sind Losungen linearer Gleichungen mit Koeffizienten aus Q(A/). Damit ist dieser Punkt bereits
in Q(M).

Die reellen Koordinaten des Schnittpunkts einer Geraden und einer Kreislinie, welche aus M
konstruiert werden, sind Losungen einer linearen Gleichung und einer quadratischen Gleichung
mit Koeflizienten aus M. Man 16st die lineare Gleichung nach einer reellen Koordinate auf und
substituiert diese in die quadratische Gleichung. Damit sind die Koordinaten in einer héchstens
quadratischen Erweiterung von Q(M) enthalten.

Jetzt betrachten wir die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kreislinien, welche aus M
konstruiert werden. Die Gleichungen sind der Form

(X —20)? + (Y = y0)* = 1°.

Entscheidend ist nun, da der rein quadratische Teil X2 + Y2 fiir beide Gleichungen gleich ist.
Die Differenz der beiden Gleichungen ist somit linear und beschreibt eine Gerade, die aus Q(M)
konstruiert werden kann. Damit kdnnen wir nun genauso vorgehen, wie im Fall des Schnitts
einer Gerade mit einem Kreis. O

Korollar 44. Sei M eine Teilmenge der Ebene mit 0,1 € M. Ein z € C ist konstruierbar aus
M genau dann, wenn es einen Korperturm L = K,, D K,—1 2 ... 2 K; D Ko = Q(M) gibt mit
z € L und [K; : K;—1] = 2 fiir alle i.

Beweis. Das folgt sofort aus der Konstruktion von L = ZL(M) im Beweis von Satz 43. O

Korollar 45. Ist z € C aus {0,1} konstruierbar, dann ist o algebraisch iber Q und [Q(«a) : Q]
st eine 2-er Potenz.

Beweis. In der Notation von Korollar 44 ist Q(«) C L, also a algebraisch, und nach dem
Gradsatz ist [Q(«) : Q] ein Teiler von [L : Q] = 2". O
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Wir sind nun in der Lage im Wesentlichen als Anwendung des Gradsatzes einige klassische
Fragen der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal zu beantworten.

Beispiel 46. Die Quadratur des Kreises ist unmoglich. Die Aufgabe verlangt, zu einem Kreis
ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren. Gegeben ist am Anfang ein Kreis mit Mittelpunkt
P und einem Punkt auf der Kreislinie ). Nach Translation und Rotation diirfen wir annehmen,
daf der Mittelpunkt 0 und der Radius 1 sind, mit dem weitern Punkt gegeben durch 1. Die
Kantenlidnge eines zum Kreis flichengleichen Quadrats ist

VT

und diese reelle Zahl wire mit dem Quadrat konstruierbar (man trage die Kantenldange des
Quadrats mit dem Zirkel auf der rellen Achse ab). Die Transzandenz von 7 impliziert die Tran-
szendenz von /7 und damit die Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises nach Korollar 45.

Beispiel 47. Das Delisches Problem der Wiirfelverdopplung ist nicht konstruierbar. Hier miis-
sen wir eigentlich eine 3-dimensionale Version der Theorie der mit Zirkel und Lineal konstruier-
baren Punkte aufstellen. Wir verstehen, wie allgemein iiblich, die Aufgabe, die Zahl

V2
aus {0, 1} heraus zu konstruieren. Das Polynom T — 2 ist irreduzibel in Q[T], denn die einzige
reelle Nullstelle ist nicht rational. Damit gilt

[@(V2): Q] =3.
Korollar 45 verbietet nun, dafs /2 konstruierbar ist.

Beispiel 48. Das regelmifige n-Eck. Hat man ein regelméfiges n-Eck konstruiert, dann hat
man auch den Mittelpunkt U des Umkreises. Seien Py und P; aufeinanderfolgende Ecken im
mathematisch positiven Drehsinnn. Dann gilt

P -U
. 2m/n 1
G =€ P U
Dieses Element erfiillt (¢,,)"™ = 1 und ist somit algebraisch iiber Q. Es folgt sofort:

Satz 49. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a)  Das regelmdfige n-Eck ist konstruierbar.

(b)  (p ist aus {0,1} konstruierbar.

(¢)  Der Korper Q(¢,) ist in einem Kérperturm aus quadratischen Kérpererweiterungen ent-
halten.

Wir werden die Kreisteilungskorper Q((,) spéter genau studieren und dann ein Kriterium
angeben konnen, fiir welche n das regelméfige n-Eck konstruierbar ist.

Beispiel 50. Die Dreiteilung eines allgemeinen Winkels. Unter einem Winkel verstehen wir
ein geordnetes Geradenpaar Ly, Lo durch einen Punkt P und je einem Punkt @); € L; fiiri = 1,2
verschieden von P. Dazu gehort eine komplexe Zahl

w— Q2— P
Q11— P
so dafs nach Translation mit P nach 0 die Gerade Ly durch Multiplikation mit w in die Gerade

Lo iibergeht. Winkeldreiteilung fragt nach einer Gerade L durch P mit einem Punkt @ € L, so
dafs der komplexe Faktor
_Q-P

z= 0P
| —
der die Gerade L; auf L abbildet die folgende Eigenschaft hat:

ZS'LI :LQ.
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Manche Winkel sind in diesem Sinne dreiteilbar: zum Beispiel 45° entsprechend
w=(1+14)/V2.

Dazu konstruiert man in der bekannten Weise ein regelméfiges gleichseitiges Dreieck und damit
den Winkel 60°. Die Differenz der beiden Winkel ist 15° und damit ein Drittel von 45°.

Algemeiner ist der Winkel zur komplexen Zahl w = 23 dreiteilbar, wenn z bereits konstruierbar
ist. Dies ist zwar eine tautologische Aussage, liefert aber mit w = (a + bi)3 und a,b € Z jede
Menge dreiteilbare Winkel.

Jetzt diskutieren wir, daf im Allgemeinen die Winkeldreiteilung nicht méglich ist. Wir nehmen
dazu an, daff P = 0, 1 = 1 und der Punkt @2 auf dem Kreis um 0 mit Radius 1 liegt. Damit
ist w eine komplexe Zahl vom Betrag 1, wir suchen z € C mit 2% = w, und fragen danach, ob
die Erweiterung

Q(2)/Q(w)

in einem Kérperturm mit quadratischen Schritten enthalten ist. Aus 22 = w folgt, daf der
Korpergrad [Q(z) : Q(w)] nur die Werte 1, 2 oder 3 annehmen kann. Ein Widerspruch erhalten
wir fiir den Wert 3.

Wir zeigen nun die Unmoglichkeit der Winkeldreiteilung im allgemeinen Fall, indem wir ein
Gegenbeispiel angeben. Dazu wahlen wir den Winkel 60°. Hier ist

w=(1+iV3)/2
selbst konstruierbar und vom Grad 2 {iber Q. Angenommen, 5§ = 20°,
z = cos(f) + isin(S)

wére konstruierbar, dann wéire ¢ = cos(f) konstruierbar iiber Q. Die Formeln fiir Winkelver-
dreifachung folgt aus den trigonometrischen Additionstheoremen:

% = cos(38) = cos(B) cos(28) — sin(B) sin(25)
= cos(ﬂ)(cos2(ﬁ) - sin2(ﬂ)) — sin(B)(2sin(B) cos(8))
= €(cos*(B) — 3sin®(8)) = £(4€” - 3).

Damit erfiillt ¢ die Gleichung
83 — 66 —1=0.

Lemma 51. Das Polynom 8T3 — 6T — 1 ist irreduzibel in Q[T].

Beweis. Andernfalls gibe es eine Nullstelle a/b € Q mit a,b € Z und teilerfremd. Dann gilt
0="bf(a/b) = 8a® — 6ab® — b>.

Aus b® = 8a?® — 6ab? folgt 2 | b. Aus b?(b + 6a) = 8a> folgt b? | 8, und damit b = +2. AuRerdem
folgt aus a(8a? — 6b%) = b3, dak a | 1. Wir miissen also nur die rationalen Zahlen a/b = 1/2 und
—1/2 als Nullstellen testen. In beiden Féllen ist das negativ. U

Wir schlieften
[Q(6) : Q] =3,

also keine 2-er Potenz und damit ist £ nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Die Winkeld-
reiteilung von 60° ist ohne weitere Hilfsmittel nicht moglich.

UBUNGSAUFGABEN ZU §3

Ubungsaufgabe 3.1. Es seien M; und My Zwischenkorper einer Kérpererweiterung L/K. Dann
sind dquivalent:

(a) M1 = MQ,

(b)  M; C My und [My: M;] = 1.
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Ubungsaufgabe 3.2. Sei v/5 die eindeutige reelle dritte Wurzel von 5, und sei (3 = e2™/3. Zeigen
sie, daf der reelle Kérper Q(+/5) C R zum komplexen Korper Q(¢3 - v/5) C C isomorph ist.

Ubungsaufgabe 3.3. Seien K, und Ky zwei Korpererweiterungen von Q. Zeigen Sie, dak K; ~ K>
als Korper genau dann wenn K ~ K> als Korpererweiterung von Q.

Ubungsaufgabe 3.4. Bestimmen Sie Autg(R).
Ubungsaufgabe 3.5. Zeigen Sie, dak Q(v/2,/3)/Q nur endlich viele Zwischenkérper enthélt.

Ubungsaufgabe 3.6. Sei L /K eine quadratische Erweiterung eines Korpers K mit 2 € K*. Zeigen
Sie, daff L aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht: es gibt ein o € L mit o? € K
und L = K(«).

Welche Aussage liefert die Verallgemeinerung des Arguments fiir eine Erweiterung K(«)/K
vom Grad n? Welche Voraussetzung braucht man hier?

Ubungsaufgabe 3.7. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Zeigen Sie, daf jeder Unterring R C L,
der K enthélt schon ein Korper ist.

4. KORPEREINBETTUNGEN

4.1. Grundsitzliches zum Auswerten von Polynomen. Fiir jeden Ringhomomorphismus
@ : R — S gibt es den zugehorigen Homomorphismus von Poynomringen

& : R[T] — S|T]

der auf Konstanten ¢ und ®(7") = T abbildet, kurz: ¢ wird auf die Koeffizienten angewandst.
Als Notation kénnte man fir f =ag+ a7 + ...

B(f) = *f = pla0) + pla))T + ...

verwenden, aber oft unterdriicken wir diese Prézision zugunsten der besseren Lesbarkeit.

Bemerkung 52. Unter der Auswertung eines Polynoms f = ag 4+ a1T + a2T? + ... € R[T] in
einem Element x € S fiir einen Ringhomomorphsimus ¢ : R — S verstehen wir

J(@) = “f() = plao) + plar)z + plaz)a® + ... € S.

Die Notation f(z) enthélt nicht den Bezug zu ¢ : R — S, ohne den die Auswertung aber keinen
Sinn ergibt. Trotzdem wird f(z) in der Regel ohne weitere Erklarung verstanden, weil ¢ implizit
klar ist, etwa bei einem Unterring R C S oder einem Unterkorper K C L.

4.2. Adjunktion von Nullstellen. In Kapitel 3.2 haben wir unter K («) den von o € L erzeug-
ten Zwischenkorper von L/K verstanden. Nun adjungieren wir « als Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms (das wird sein Minimalpolynom sein) formal zu K hinzu. Formal bedeutet hierbei,
dak es in der Konstruktion keinen a priori gegebenen alles enthaltenen Korper gibt.

Lemma 53. Sei f € K[T] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es eine Korpererweiterung
L/K in dem f eine Nullstelle hat.

Beweis. Indem wir uns auf einen irreduziblen Faktor von f beschranken, diirfen wir annehmen,
daf f selbst irreduzibel ist. Dann betrachten wir den Faktorring L = KI[T]/(f), in dem qua
Definition das Bild ¢t = T'+ (f) von T unter der kanonischen Projektion eine Nullstelle von f
ist: es gilt

f)=f(T)+(f) =0.

Jetzt miissen wir noch einsehen, dafs L eine Korpererweiterung von K ist. Der Ring L ist ein
Korper nach Satz 6. Aus L wird eine Erweiterung von K durch die Einbettung K — K[T] auf
die konstanten Polynome gefolgt von der Projektion K[T] — L. Dies ist wegen Proposition 1
eine Einbettung, da K — K[T|/(f) nicht die Nullabbildung ist. O
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Bemerkung 54. Der Beweis zeigt genauer, dals man eine Nullstelle von f in einer Korpererwei-
terung L/K mit [L : K| < deg(f) finden kann.

Definition 55. Sei K ein Korper und f € K[T] ein irreduzibles Polynom. Eine Korpererweite-
rung L/K entsteht durch Adjunktion einer Nullstelle « von K, wenn gilt:

(i) a€Lmit f(a)=0,

(i) L=K(«a).

Wir haben in Proposition 17 gesehen, daft Minimalpolynome irreduzibel sind. Nun sehen wir,
daf jedes irreduzible Polynom in geeigneter Weise ein Minimalpolynom ist.

Satz 56. Sei K ein Korper und f € K[T| ein irreduzibles Polynom.

(1)  Es gibt eine Korpererweiterung L/ K, die durch Adjunktion einer Nullstelle von f entsteht.
Das Minimalpolynom dieser Nullstelle ist f (sofern f normiert ist).

(2) Je zwei solche Korper sind K-isomorph, sogar eindeutig, wenn man verlangt, daf$ die
gewahlten Nullstellen aufeinander abgebildet werden.

Beweis. (1) Sei L/K eine Erweiterung, in der f eine Nullstelle o € L hat. So eine Erweiterung
gibt es nach Lemma 53. Der Zwischenkorper K («) entsteht durch Adjunktion der Nullstelle «.
Sei nun f normiert. Da f(«) = 0, folgt

Pa/K ‘ f
Weil zudem beide Polynome irreduzibel in K[T7] sind, folgt Gleichheit f = P,k

(2) Seien K («) und K () Korpererweiterungen von K, die durch Adjunktion einer Nullstelle
von f entstehen. Dann sind a und S algebraisch und nach Satz 19 beide K-isomorph zu

K[T]/(f)-

Daraus ergibt sich eine K-Isomorphie durch Komposition

K(a) =~ K[T]/(f) =~ K(6),

die dariiberhinaus eindeutig festgelegt ist, wenn man « <> T' + (f) <> 8 fordert. O
4.3. Algebren iiber einem Korper.

Definition 57. Sei K ein Korper. Ein Ring A, der K als Unterring enthélt wird K-Algebra
genannt. Eine K-Algebra ist auch ein Vektorraum iiber K. Ein K-Homomorphismus (oder
K-Algebrahomomorphismus)
f:A—B
zwischen K-Algebren A, B ist ein Ringhomomorphismus, der auch K-linear beziiglich dieser
K-Vektorraumstruktur ist. Die Menge aller solchen K-linearen Ringhomomorphismen wird mit
Hompg (A, B) oder genauer
HOHIK_a]g(A, B)

bezeichnet (wenn man den Unterschied zum K-Vektorraum der K-linearen Vektorraumhomo-
morphismen betonen mochte).

Ein bijektiver K-Homomorphismus ist ein K-Isomorphismus und bei Existenz eines K-
Isomorphismus f : A — B heiflen die K-Algebren A und B dann K-isomorph.

Beispiel 58. (1)  Jede Korpererweiterung L/K macht aus L eine K-Algebra.

(2) Der Polynomring KT ist eine K-Algebra.

(3) Der Ring Kle], der als K-Vektorraum die Basis 1,¢ hat und dessen Multiplikation durch
€2 = 0 erklirt ist, ist eine K-Algebra, genannt die dualen Zahlen iiber K. Dies ist nichts
anderes als

K¢ = K[T)/(T?)
mit einem K-Isomorphsimus ¢ <> T + (T2).
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Bemerkung 59. Wenn man es noch allgemeiener mochte, dann kann man in Definition 57 den
Korper K durch einen Ring R ersetzen und darauf verzichten, daf der Ringhomomorphismus
R — A injektiv ist. Dann enthélt man den Begriff der R-Algebra.

4.4. Nullstellen und Einbettungen. Wir wollen sehen, wie Nullstellen eines Polynoms Kor-
pereinbettungen kontrollieren.

Proposition 60. Sei K ein Korper, f € K[T)] ein Polynom und A eine K-Algebra. Dann gibt
es eine natirlich Bijektion zwischen K-Homomorphismen und Nullstellen:

Hompg (K[T]/(f),A) ={a € A; f(a) =0}

(0 : K[T]/(f) = A) — o(T).

Natiirlich bedeutet, dafs fiir jeden K -Algebrahomomorphismus ¢ : A — B das folgende Diagramm
von Mengen kommutiert.

Homp (K[T]/(f),A) == {a€A; f(a)=0}
anoal ia*ﬂp(a)
Homy (K[T]/(f),B) == {B€ B; f(B)=0}.

Beweis. Ein K-Algebrahomomorphismus o : K[T|/(f) — A, wird eindeutig durch den Wert auf
T (genauer der durch T reprisentierten Restklasse) festgelegt. Es sind genau die Werte moglich,
fir die o(f) = 0 gilt. Aber

o(f) = f(o(T))
also kommen fiir die Bilder von T" genau die Nullstellen von f in A in Frage.

Die Kommutativitdt des Diagramms folgt sofort aus den Definitionen der Abbidlungen. Ein
Algebrahomomorphismus ¢ : A — B bildet Nullstellen von f in A auf Nullstellen in B ab:

0=¢(f(a)) = flp(a)).
Daher ist die rechte vertikale Abbildung wohldefiniert. O

Korollar 61. Sei K(«) eine Korpererweiterung von K, die durch Adjunktion der Nullstelle o
des irreduziblen Polynoms f entsteht. Dann ist fir jede Korpererweiterung L/ K natirlich

Hompg (K (o), L) = {8 € L; f(8) =0}
durch
(cr : K(a) — L) = o(a).

Beweis. Dies folgt wegen K («) ~ K[T]/(f) sofort aus Proposition 60. Die Identifikationen von
K-Homomorphismen mit Nullstellen hat die behauptete Form, da der isomorphismus K (a) ~
K[T]/(f) das Element « auf (die Restklasse von) T" schickt. O

Wir bekommen nun den wichtigen Satz iiber die Fortsetzbarkeit von Einbettungen.

Satz 62 (Fortsetzung von Einbettungen). Sei L/K eine endliche Kdrpererweiterung und Lo ein
Zwischenkorper. Sei Qy/ K eine weitere Erweiterung und

oy - L() — QQ
eine K-Einbettung. Dann gibt es eine endliche Korpererweiterung §2/Qo und eine Fortsetzung

o:L—Q,
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d.h. eine K -FEinbettung mit o|r, = 0y.

Ly — L

7

K g0 ez

S v

Qy — Q

Beweis. Bis auf die technische Reduktion auf den entscheidenden Schritt haben wir das bereits
bewiesen.
Die Erweiterung L/K ist endlich erzeugt, etwa L = K(a1,...,ay). Sei

KZ’ = K(ozl,...,ozi)

mit Ky = K und L = K,,. Wir argumentieren nun nach Induktion und zeigen, daf es zu
i K —

eine endliche Erweiterung €;41/€; und eine Fortsetzung

oit1: Kit1 — Qi
gibt. Damit haben wir das Problem zerlegt (dévissage) auf den Fall einer einfachen Erweiterung
L = K(a).

Sei nun f € KI[T] das Minimalpolynom von « iiber K. Sei £2/Qg eine Erweiterung wie in

Lemma 53, in der f eine Nullstelle £ € Q hat. Dann entspricht £ nach Korollar 61 einer K-
Einbettung L — €. O

Wir miissen uns einen Uberblick iiber die Nullstellenmengen von Polynomen verschaffen.
Zunéchst zeigen wir, daf Nullstellen zu Linearfaktoren fiihren.

Lemma 63. Sei R ein Ring, f € R[T] ein Polynom und o € R ein Element. Dann sind
dquivalent.

(1) f(a)=01in R
(2) Es gibt ein g € R[T] mit f = (T — a)g.
Beweis. (2) = (1) ist trivial.

Die umgekehrte Richtung folgt aus der Polynomdivision von f durch T'— « in R[T]. Man
beachte, daft Polynomdivision durch T' — « wie gewthnlich in Polynomringen mit Koérperkoeffi-
zienten durchfiihrbar ist, weil 7' — « ein normiertes Polynom in R[T] ist, somit stets in R nur
durch 1 zu teilen ist. Es gibt somit Polynome g,r € R[T] mit

f=9(T—a)+r
und 7 ist konstantes Polynom. Daher gilt
r=r(a) = (f = (T - a)g)|r=a = f(@) — (a —a)g(a) =0
und somit f = (T — «a)g in R[T]. O

Wenn wir betonen wollen, daft wir den Wertebereich der Nullstellen variieren kénnen, formu-
lieren wir die Aussage wie folgt.

Korollar 64. Sei f € K[T] ein Polynom, und A eine K-Algebra. Sei o € A ein Element. Dann
stnd dquivalent:

(1) fla)=01n A,
(2) Es gibt ein g € A[T] mit f = (T — a)g.

Beweis. Das ist Lemma 63 fir R = A angewandt auf das Bild f € A[T]. O
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Beispiel 65. Sei f =T? € K[T] und A = K|g|. Es ist a + be € K|¢] mit a,b € K eine Nullstelle
von f, genau wenn
0= (a+be)* = a® + 2abe,

also wenn a = 0. Hat K mehr als 2 Elemente, so gibt es in K[e] mehr als 2 = deg(7?) Nullstellen
von T2. Zur Nullstelle be gehort die Faktorisierung

T? = (T — be)(T + be) € K[¢][T)
mit Linearfaktor T — be.

Im Kontrast zu obigem Beispiel verhalten sich Nullstellenmengen von Polynomen in Integri-
tatsringen besser.

Satz 66. Sei R ein Integritdtsring (etwa ein Kéorper) und f € R[T] ein Polynom. Dann hat f
hochstens deg(f) viele Nullstellen in R.

Beweis. Sei a € R eine Nullstelle. Nach Lemma 63 gibt es g € R[T] mit
f=(T-a)g.
Sei 8 # « eine weitere Nullstelle. Dann gilt
0=f(8)=(B—a)g(B).
Da 8 — « # 0 und R Integritétsring ist, folgt g(5) = 0. Somit gilt
{Nullstellen von f in R} = {a} U {Nullstellen von g in R}.
Da deg(g) = deg(f) — 1 folgt die Aussage nun per Induktion iiber den Grad von f. O

Korollar 67. Sei K(a)/K eine einfache Korpererweiterung und L/K eine beliebige Kérperer-
weiterung. Dann gilt

0 < #Homg(K(a),L) < [K(«a) : K].
(Es kann auch gar keine geben!)

Bewers. Es gilt
# Homg (K (), L) = #{Nullstellen von P,k in L} <deg(P,/x) = [K(a) : K],
nach Korollar 61, Satz 66 und Korollar 20. ]

4.5. Charaktere. Die folgende Definition liefert die notige Begrifflichkeit fiir Satz 71. Da wir
diesen Satz aber nur fiir die multiplikative Gruppe eines Koérpers anwenden, darf man iiber dieses
Mak an Allgemeinheit im ersten Anlauf getrost hinwegsehen.

Definition 68. Eine Halbgruppe ist eine Menge P mit einer Verkniipfung
PxP— P,

die assoziativ ist.

Beispiel 69. (1) N={1,2,3,...} ist mit Addition eine Halbgruppe.

(2) N ist mit der Multiplikation eine Halbgruppe.

(3) Nyp=1{0,1,2,3,...} auch. Hat sogar ein neutrales Element.

(4) Jede Gruppe ist eine Halbgruppe.

(5) Sei R ein Ring. Dann ist R mit der Multiplikation eine Halbgruppe.

Definition 70. Ein Charakter einer Halbgruppe P mit Werten in einem Korper K ist eine
Abbildung

oc:P— K*
mit o(pg) = o(p)o(q) fir alle p,q € P.
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Wir erinnern daran, daf fiir eine beliebige Menge X und einen Koérper K die Menge der

Abbildungen
Maps(X,K) ={f; f: X — K Abbildung}

durch punktweise Addition und Skalarmultiplikation zu einem K-Vektorraum wird.

Satz 71 (Dedekind, Lineare Unabhéngigkeit der Charaktere). Sei P eine Halbgruppe und K
ein Korper. Dann sind die Charaktere von P mit Werten in K, aufgefafit als Elemente von

Maps(P, K),
K-linear unabhdngig.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. Fiir ¢ = 1,...rsei \; € K und o; : P — K*
paarweise verschiedene Charaktere, so dafs

i Nio; =0
i=1

eine nicht-triviale K-lineare Relation minimaler Lange r ist. Dann ist sicher » > 2. Wir wéhlen
x € P mit 01(x) # o2(x) und finden fiir alle p € P

0= Z Xioi(zp) = Z Xioi(x) - o5 (p)
i=1 i=1
also die beiden K-linearen Relationen
0= Z)\iﬂi(l‘) " Oy
i=1

und

0= 0'1(.7}) . zr:)\iUi = ZT:)\Z'Jl(.T) oy
i=1 i=1

In der Differenz fallt der Summand zu ¢ = 1 weg, der zu ¢ = 2 bleibt bestehen:
0="> Xi(oi(z) — o1(x))ai,
i=2

die neue Relation ist also kiirzer, aber nicht ganz verschwunden: Widerspruch. O
Korollar 72. Seien L/K und Q /K Kdérpererweiterungen. Dann gilt
#Hompg (L,Q) < [L: K].

Beweis. Sei Hompg iy (L, Q) die Menge der K-linearen Abbildungen der K-Vektorrdume L und
Q. Punktweise Addition und Skalarmultiplikation definiert auf Hompy _y,(L,2) die Struktur
eines (2-Vektorraums, ein 2-Untervektorraum von Maps(L, ). Es gilt

Homp iy (L, ) ~ HomK_lin(K[L:K],Q) ~ Hompg i (K, Q)[L:K] ~ QK]

Aus Satz 71 angewandt auf P = L* folgt sofort, daf die Menge Homg (L, 2) eine -linear
unabhéngige Teilmenge von Hompg i, (L, Q) ist. Damit gilt

# Hompg (L, Q) < dimg Homg 11, (L, Q) = [L : K].
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4.6. Normale Erweiterungen.

Definition 73. Ein Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[T] iiber einem Koérper K ist
eine endliche Erweiterung L/K,

(i)  in der f vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt, und
(i) L= K(ai,...,a) fir die Nullstellen o; von f in L.
Satz 74. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(a)  Fir jede Korpererweiterung /L, die entsprechend als K -Erweiterung aufgefafit wird, gilt
Hompg (L, L) = Homg (L, ),

d.h. jede K-Finbettung von L in € hat Bild schon in L.

(b)  Jedes irreduzible Polynom f € K[T|, das in L eine Nullstelle hat, zerfallt in L{T] voll-
stdndig in Linearfaktoren.

(¢) L ist der Zerfillungskérper eines Polynoms aus K[T.

Beweis. (a) = (b): Sei f € K[T] irreduzibel mit einer Nullstelle o € L. Sei g ein irreduzibler
Faktor von f in L[T]. Wir miissen zeigen, daf deg(g) = 1. Sei L(f) eine Erweiterung von L,
die durch Adjunktion von einer Nullstelle 5 von g entsteht. Da f(/3) = 0 definiert o — [ eine
K-Einbettung
oo : K(a) = L(B).
Nach Satz 62 gibt es L(3) C € und eine Fortsetzung von og
o:L— .

Aus (a) folgt, dat (L) C L ist. Also gilt erst recht

B =o0¢(a) =0(a) € L.
Daher ist L($) = L und

deg(g) = [L(B) : L] = 1.

(b) = (¢): Da L/K endlich ist, gibt es x1,...,2, € L mit L = K(x1,...,zy). Sei f das
Produkt der Minimalpolynome P,/ fiir i = 1,...,n. Dann zerfillt f in L wegen (b) angewandt
auf die irreduziblen Faktoren P, i in Linearfaktoren und die Nullstellen von f in L erzeugen
L iiber K. Also ist L Zerfallungskorper von f iiber K.

(¢c) = (a): Sei L der Zerfallungskorper von f € K[T], und sei /L eine Erweiterung. Jede
Nullstelle von f in © entspricht einem Linearfaktor von f. Da f bereits in L[T] vollstdndig in
Linearfaktoren zerféllt, befinden sich alle Nullstellen von f in L.

Jetzt folgt (a) sofort aus Proposition 60: Jedes K-lineare o : L — € wird die Nullstellen von

f in L auf Nullstellen von f € € abbilden. Diese liegen alle in L. Da L von den Nullstellen von
f iiber K erzeugt wird, gilt demnach o(L) C L. O

Definition 75. Eine (endliche) normale Korpererweiterung ist eine endliche Kérpererweite-
rung L/ K, welche die dquivalenten Bedingungen aus Satz 74 erfiillt.

Satz 76. Sei L/K eine normale Korpererweiterung und M eine Zwischenerweiterung. Dann ist
die Restriktion auf M eine surjektive Abbildung

Hompg (L, L) — Homg (M, L).
Mit andern Worten ist jede K-Einbettung M — L zu einer K-Einbettung L — L fortsetzbar.

Beweis. Sei o9 : M — L eine K-Einbettung. Nach Satz 62 gibt es eine Erweiterung /L und
eine Fortsetzung
o:L— Q.

Da L/K normal ist, faktorisiert o als die gesuchte Fortsetzung o : L — L. U
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Sei L/ K eine Korpererweiterung und G = Autg (L) die Gruppe der K-linearen Automorphis-
men von L. Fiir jedes f € K|[T] operiert offensichtlich G auf der Menge der Nullstellen
NSy(L) ={a € L; f(a) =0},
zum Beispiel als Konsequenz von Proposition 60.

Korollar 77. Sei L/K eine endliche normale Erweiterung. Dann operiert Auty (L) fir jedes
irreduzible f € K[T| transitiv auf der Menge der Nullstellen NS¢ (L).

Beweis. Seien o, f € NS;(L) Nullstellen. Dann gibt es nach Satz 56 einen K-Isomorphismus
oo : K(a) = K(B),

mit og(a) = 5. Nach Satz 76 gibt es eine Fortsetzung ¢ : L — L der Komposition
K(a)~ K(B) C L.

Da L/K endlich ist, und jeder nichttriviale Homomorphismus von einem Korper injektiv ist,
mufs o ein K-Automorphismus von L sein. Dieser operiert von « nach 3, so dafs es o und S im
selben Orbit liegen. Es gibt also nur einen Orbit auf NS¢(L). O

Proposition 78. Jede quadratische Erweiterung ist normal.
Beweis. Eine quadratische Erweiterung L/K wird von einem o € L\ K mit quadratischem
Pa/K = T2 —a1T + ag

erzeugt. Die andere Nullstelle von P,/ ist a1 — o und damit auch in L. Dies zeigt, dal L der
Zerfallungskorper von P,k ist. (]

Proposition 79. Sei L/K eine normale Korpererweiterung und M ein Zwischenkérper. Dann
ist auch L/M normal.

Beweis. Sei /L eine Erweiterung. Dann ist jede M-Einbettung L — €2 auch eine K-Einbettung,
und hat, weil L/K normal ist, sein Bild in L. (]

Beispiel 80. In einem Korperturm L/M und M/K gilt im Allgemeinen nicht:

(i) L/K normal = M/K normal.
(i)  L/M normal und M/K normal = L/K normal.

Explizite Beispiele erhidlt man wie folgt.
(1) Sei K = Q und mit (3 = e*™/3 sei L = Q(4/2,¢3). Dann ist L/Q der Zerfallungskorper
von
T -2,
denn die Nullstellen v/2, ¥/2(s, \3/§C§ liegen in L und erzeugen L. Damit ist L/Q normal.
Wir betrachten nun den reellen Zwischenkorper M = Q(+/2) C R. Die Erweiterung M/Q
ist nicht normal, denn das irreduzible Polynom T® — 2 hat nicht-reelle Nullstellen, die
damit auch nicht in M liegen kénnen.
Variante: es gibt den Homomorphismus o : M — L mit o(v/2) = /2¢3. Damit gilt
o(M) < M und M/K kann nicht normal sein.
(i)  Sei @ € R mit a* = 5. Dann ist L = Q(«) eine héchstens quadratische Erweiterung von
M = Q(a?), was selbst wegen (a?)? = 5 eine hochstens quadratische Erweiterung von
K = Q ist. Nach Proposition 78 sind L/M und M /K normal. Man kann nun zeigen, dafs
T* — 5 in Q[T irreduzibel ist. Insbesondere gilt [L;Q] = 4 und nach dem Gradsatz in
Verbindung mit den Abschétzungen [L: M] =[M : K] = 2.
In C hat T* — 5 die Nullstellen

, 10, —Q, —1Q.

Davon sind einige nicht reell, also nicht in L C R enthalten. Damit kann L/Q nicht normal
sein.



34 JAKOB STIX

Wir kennen nun viele gute Eigenschaften von normalen Korpererweiterungen und wollen nun
sicherstellen, dafs es solche Erweiterungen zu geniige gibt.

Satz 81 (Existenz und Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers). Jedes Polynom f € K[T| hat
einen endlichen Zerfallungskorper. Je zwei Zerfallungskorper sind (nicht-kanonisch) isomorph.

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach dem Grad von f, daf es eine Erweiterung L/K gibt, so
daf in L[T] das Polynom f vollstdndig in Linearfaktoren zerfallt. Genauer ist die zu induzierende
Aussage:

(Z4) Fiir jeden Korper K und jedes Polynom f € K[T] vom Grad deg(f) < d gibt es eine
Korpererweiterung L/K, so daf in L[T] das Polynom f vollstindig in Linearfaktoren
zerfallt.

Daf wir nur den Grad aber nicht den Koérper K fixieren, erlaubt die notige Freiheit fiir den
Induktionsschluk.

Wenn f konstant ist, dann ist L = K. Sei die Behauptung (Z;_1) bereits bewiesen und sei
f € KIT] ein Polynom vom Grad deg(f) = d. Dann gibt es nach Satz 56 eine Erweiterung
L) = K(a1)/K, die durch Adjunktion einer Nullstelle eines irreduziblen Faktors von f entsteht.
In Ly[T] spaltet der Linearfaktor (1" — a) ab: es gibt f1 € Lq[T] mit

f=T—-a)fr
Da deg(f1) = deg(f) —1 =d —1 < d, gibt es per Induktionsannahme eine Korpererweiterung
L/Ly, so dak in L[T] das Polynom f; vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt. Dasselbe tut dann
auch f.
Sei nun ohne Einschrankung f normiert und seien «g,...,aq € L die Nullstellen von f mit

Multiplizitat, also
d

f=1[T - ).
i=1
Dann ist der Zwischenkorper K(aq,...,aq) € L ein Erweiterung von K, die ein Zerfallungs-
korper von f ist: die Zerlegung in Linearfaktoren von f existiert bereits mit Koeffizienten aus

K(al,. . .,Ozd).

Nun beweisen wir die Eindeutigkeit. Seien L und L’ zwei Zerfallungskorper von f € K|[T].
Nach dem Fortseztungssatz gibt es eine endliche Erweiterung M’/L’ so dak sich die Einbettung
K — L' sich zu einer Einbettung o : L — M’ fortsetzt. Da f Koeffizienten aus K hat und
0|k = idg, muk o Nullstellen von f in L auf Nullstellen von f in M’ abbilden:

o(NSy(L)) C NS;(M).

Diese Nullstellen liegen alle in L. Weil NS¢(L) den Koérper L als Erweiterung von K erzeugt,
schlieffen wir, daf
o(L)C L.
Analog schlieffen wir auf eine K-Einbettung 7 : L’ — L. Da K-Einbettungen injektive lineare
Abbildungen von K-Vektorrdumen sind, folgt

[L:K|<[L':K]<|[L:K]
und o und 7 sind Isomorphismen. (Aber nicht notwendigerweise zueinander Invers!). O
Korollar 82. FEin Polynom vom Grad d hat einen Zerfillungskorper, dessen Grad < d! ist.

Beweis. Das folgt aus dem Beweis von Satz 81. Man muft nur in der Induktion zur Existenz
die Behauptung iiber den Grad des Zerfiallungskorpers mitbehaupten und beweisen. Fiir den
Induktionsschritt benutzt man Bemerkung 54. In der Notation des obigen Beweises ist [L; :
K] < d und per Induktion [L : L] < (d — 1)!, weshalb

[K(a,...,0q) : K| <[L:K]=[L:Li]-[L1: K] <(d—1)!-d=d!
nach dem Gradsatz. O
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Satz 83. Fir jede endliche Korpererweiterung L/K gibt es einen Oberkéirper fL/K der endlich
und normal tiber K ist.

Beweis. Sei L = K(ai,...,a,) und sei f € K[T] das Produkt der Minimalpolynome der o
iiber K. Nach Satz 81 gibt es einen Zerfallungskdrper L/L von f als Polynom in L[T]. Da f
schon Koeffizienten aus K hat und ein Teil der Nullstellen die Erweiterung L/K erzeugt, ist
aber L/K auch ein Zerfillungskorper von f € K[T]. Als Zerfallungskorper ist L/K nach Satz 74
normal. O

4.7. Das Kompositum. Sei L/K eine Korpererweiterung und My, My seien Zwischenkorper.
Dann ist M7 N M5 auch ein Zwischenkorper. Anders sieht es mit der Vereinigung aus: My U Mo
ist nur dann ein Zwischenkorper, wenn einer der beiden den anderen enthélt. Selbst wenn man
die K-Vektorraumsumme nimmt, bekommt man keinen Teilkdrper.

Beispiel 84. In L = Q(v/2,/3)/Q nehmen wir M; = Q(v/2) und My = Q(v/3). Das Element
V2 + /3 ist nicht in M; U M, enthalten. Die Vereinigung als Mengen ist auch nicht einmal ein
Q-Vektorraum.

Die Vektorraumsumme M = M + Mo hat (1,+/2,/3) als Basis. Wire M ein Korper, so von
Grad 3 iiber Q im Widerspruch zum Gradsatz 3 = [M : Q] | [L: Q] = 4.

Definition 85. Das Kompositum zweier Zwischenkorper My, My einer Korpererweiterung
L/K ist der Zwischenkorper
MMy = K(M1 U Mg),

der kleinste Zwischenkorper, der beide enthélt.

Wir erhalten das Koérperturmdiagramm

L

|
M1 Mo
/ \
M, My
\ /

My N Moy

|
K

Bemerkung 86. Ohne den gemeinsamen Oberkorper L kann man das Kompositum nicht wohl-
definieren. So sind M; = Q(+/2) und My = Q((3 - v/2) Unterkérper von C, die als solche zum
Kompositum

M M; = Q((3, V/2)
fihren. Andererseits sind My ~ My als Erweiterungen von Q. Wenn man M, mittels dieses
Isomorphismus als Unterkorper von M; ansieht, wird das Kompositum plétzlich nur noch M.

Proposition 87. Sei L/K eine Erweiterung und seien My /K und My/K normale Zwischen-
erweiterungen. Dann sind M Mo und M1 N My normale Erweiterungen von K.

Beweis. Als normale Erweiterungen von K sind die M;/K Zerfallungskorper von Polynomen
fi € K[T] fir i = 1,2. Dann ist M = MM der Zerfallungskorper von f = fifo. Damit ist
M /K normal.

Sei f € K[T] ein irreduzibles Polynom, das in M; N Mj eine Nullstelle hat. Dann zerféllt f in
M;[T] fiir beide ¢ = 1, 2 vollstandig in Linearfaktoren. Da die Faktorisierung eindeutig ist, haben
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die normierten Linearfaktoren Koeffizienten in M; N Ms. Somit zerféllt f schon in (M N Ma)[T]
vollstédndig in Linearfaktoren und M; N My ist normal iiber K. ]

UBUNGSAUFGABEN ZU §4

Ubungsaufgabe 4.1. Es seien Li/K und Lo/K zwei Korpererweiterungen. Zeigen Sie, daf ein
Korperhomomorphismus f : K1 — Ky genau dann K-linear ist (also eine lineare Abbildung der
zugrundeliegenden K-Vektorrdume), wenn f(a) = a fiir alle a € K gilt. Dabei idenitifizieren wir
K sowohl mit seinem Bild in L1 als auch mit seinem Bild in L.

Ubungsaufgabe 4.2. Sei K ein Korper und G € K* eine endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe K*. Zeigen Sie, daf G eine zyklische Gruppe ist.

Anleitung: Beweis durch Widerspruch. Sei G ein kleinstes Gegenbeispiel. Dann ist G von zwei
Elementen erzeugt, etwa z,y € G. Sei N (bzw. M) die Ordnung von z (bzw. y). Mit Hilfe des
chinesischen Restsatz kann man auf die Situation reduzieren, in der N und M Potenzen einer
Primzahl p sind. Sei dann M | N. Dann ist y eine Losung der Gleichung

™ =1

welche schon die N Losungen 1,z,...,2V "1 hat. Da K ein Kérper ist, muR y in dieser Liste
enthalten sein.
Man begriinde die einzelnen Schritte.

Ubungsaufgabe 4.3. Zwei quadratische Erweiterungen K(y/a) ~ K(v/b) sind isomorph als Er-
weiterungen von K, genau dann wenn a/b € K2 ein Quadrat in K ist.

Ubungsaufgabe 4.4. Zeigen Sie, daR jeder Ring auf eindeutige Weise eine Z-Algebra ist.
Ubungsaufgabe 4.5. Man zeige, daf T* — 5 irreduzibel in Q[T7] ist.

Ubungsaufgabe 4.6. Sei M = M; M, das Kompositum der Zwischenkorper M;, M, in einer
Erweiterung L/K. Zeigen Sie:

(1) M/K ist endlich genau dann wenn M7 /K und Ms/K endlich sind.
(2)  Wenn M/K endlich ist, dann gilt
[M: K] <[M1K]-[Ms: K]
Geben Sie ein Beispiel an, wo [M : K] kein Teiler von [M; : K] - [My : K] ist.

Ubungsaufgabe 4.7. Sei L /K eine Korpererweiterung und seien E, F' Zwischenkorper, die endlich
iiber K sind. Zeigen Sie die folgende Beschreibung des Kompositums EF

n
EF = {Zai$i§ neN,aiEE,xieF,i:L“_’n}'
i=1

5. ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENE KORPER

Definition 88. Ein algebraisch abgeschlossener Ko6rper ist ein Korper, der keine algebrai-
schen Erweiterungen vom Grad # 1 hat.

Proposition 89. Sei K ein Kiorper. Dann sind dquivalent.

(a) K ist algebraisch abgeschlossen.

(b)  Jedes irreduzible Polynom von K[T| hat Grad 1.

(¢)  Jedes Polynom in K[T| zerfdllt in K[T] in ein Produkt aus Linearfaktoren (und eine
Finheit).

(d)  Jedes Polynom positiven Grades in K[T| hat in K eine Nullstelle.

(e)  Jedes irreduzible Polynom in K[T| hat in K eine Nullstelle.
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Beweis. (a) = (b): Sei f € K[T] irreduzibel. Dann gibt es eine Korpererweiterung L/K vom
Grad deg(f). Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt deg(f) = [L: K] = 1.
(

(b) =

(¢) = (d): Die Nullstellen von f sind die Nullstellen seiner Linearfaktoren.

(d) = (e): Das ist trivial.

(e) = (a): Wenn es eine nichttriviale algebraische Erweiterung L/K gibt, dann ist das
Minimalpolynom P, eines a € L\ K ein irreduzibles Polynom in K[T]. Nach Voraussetzung
(e) gibt es eine Nullstelle 8 € K von P, g, und damit in K[T] den Linearfaktor (7' — 3).
Damit kann P, x nur irreduzibel sein, wenn P, /g = T — 8 gilt. Daraus folgt a = 8 € K, ein
Widerspruch zur Wahl von «. O

(c): Jedes Polynom zerféllt in ein Produkt irreduzibler Faktoren.

Proposition 90. Sei Q/K eine Kérpererweiterung und € ein algebraisch abgeschlossener Kor-
per. Dann ist der relative algebraische Abschlufl Q4 von K in Q ein algebraisch abgeschlossener
Korper, der algebraisch tber K ist.

Beweis. Nach Konstruktion ist Q,/K algebraisch. Es ist also nur zu zeigen, dak €2, algebraisch
abgeschlossen ist. Dies zeigen wir durch Wiederspruch.

Wenn (), nicht algebraisch abgeschlossen ist, dann gibt es nach Proposition 89 ein irreduzibles
Polynom f € Q,[T] vom Grad > 1. Da  algebraisch abgeschlossen ist, hat f in €2 eine Nullstelle,
sagen wir o € ). Dann ist

Qu(a) CQ
eine algebraische Erweiterung von €, vom Grad deg(f) > 1, also nichttrivial. Aber a bzw. Q, ()
ist algebraisch iiber €2, und daher auch algebraisch iber K nach Proposition 29. Nach Definition
des relativen algebraischen Abschluf ist dann a € Q, im Widerspruch zu Q, # Q,(«). U

Definition 91. Ein algebraischer Abschluf$ eines Korpers K ist eine Erweiterung /K, die
(i)  algebraisch iiber K, und in der
(ii) € algebraisch abgeschlossen ist.

Beispiel 92. Nach dem noch zu beweisenden Fundamentalsatz der Algebra ist C algebraisch
abgeschlossen. Der relative algebraische Abschluff

Q
von QQ in C ist demnach ein algebraischer Abschlufs von Q.

5.1. Maximale Ideale. Als Anwendung des Lemma von Zorn beweisen wir die existenz maxi-
maler Ideale. Fiir die Begriffe zu Ordnungsrelationen auf Mengen verweisen wir auf Anhang A.

Definition 93. Ein maximales Ideal ist ein Ideal m in einem Ring R, so daf m # R und fiir
jedes Ideal a mit m C a C R gilt a = m oder a = R.

Ein maximales Ideal im Ring R ist somit ein maximales Element unter den echten Idealen
(# R) beziiglich der durch die Inklusion gegebenen partiellen Ordnung.

Satz 94. Sei R ein Ring und a ein Ideal in R. Dann gibt es ein maximales Ideal m C R, das a
enthdlt.

Beweis. Die Menge
M ={b C R; bist Ideal in R,a C b,b # R}
ist beziiglich Inklusion induktiv geordnet. In der Tat, wenn b; mit ¢ € I eine total geordnete
Teilmenge von echten Idealen ist, dann ist
b=Jb:
i€l

eine obere Schranke wie wir nun beweisen. Es ist b ein Ideal, denn fiir x,y € b gibt es ¢, j mit
x € b; und y € b;. Weil die Ideale (b;);cr total geordnet sind, gilt oBdA b; C b; und damit
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x +1y € bj C b. Die Abgeschlossenheit unter Multiplikation mit Elementen von R ist trivial,
ebenso a € b und b; C b fiir alle 7 € I. Um obere Schranke zu sein, mufs b € .# sein. Dazu fehlt
noch, daf b von R verschieden ist. Das gilt, weil ansonsten 1 € b, also 1 € b; fiir 7 grofs genug,
und dann b; = R nicht echt fiir solche 1.

Wegen a € # ist .# nicht leer. Nach dem Lemma von Zorn, siehe Anhang A.3, hat .# ein
maximales Element, und das ist genau das gesuchte maximale Ideal. O

Lemma 95. Ein Ideal a C R in einem Ring R ist mazimal genau dann, wenn R/a ein Korper
15t.
Beweis. Der Quotient k = R/a ist ein Korper, wenn k& nur die Ideale (0) und (1) = k hat. Es
bezeichne
m:R—k=R/a
die Quotientenabbildung. Die Abbildung
7' {b<R/a; Ideal} — {b < R ; Ideal mit a C b}
b— 7 1(b)
ist bijektiv und erhéalt die Inklusionsrelation. Daher ist k ein Korper, wenn es zwischen a und

R keine echten dazwischenliegenden Ideale mehr gibt, also genau dann, wenn a maximales Ideal
von R ist. O

5.2. Der algebraische Abschlufs.
Theorem 96 (Steinitz 1910). Jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluf.

Beweis. Wir folgen Emil Artin in der Konstruktion eines algebraischen Abschlusses von K. Sei
dazu Xy eine formale Variable fiir jedes irreduzible normierte Polynom in K[7T']. Wir setzen
R = K[X; ; irreduzible normierte f € K[T7].
und betrachten das Ideal von R
a = (f(Xy); alle normierten irreduziblen f € K[T).

Wir zeigen durch Widerspruch, daf a # R, also a ein echtes Ideal ist. Im Fall a = R gilt ndmlich
1 € a und es gibt eine endliche Relation

1= Zgifi(Xfi)

i=1
mit g; € R und f; € K[T] irreduzibel und normiert. Wir betrachten nun einen Zerfallungskorper

L/K von
F=11#
i=1

In L gibt es eine Wurzel q; fiir jedes f;, also f;(a;) = 0. Wir werten in L aus mit Xy, — o; und
alle anderen X}, +— 0 (spielt keine Rolle). Damit ist dann
T
1= (g:fi(Xp)(ar,...,00,0...) =0,
i=1
ein Widerspruch. Sei m C R ein maximales Ideal, das a enthélt.
Die Einbettung der Elemente von K als konstanten Polynome in R induziert eine Korperer-
weiterung
K — FEy = R/ m.
Dabei ist Eq als Erweiterung von K durch die Bilder oy der X erzeugt. Da per Konstruktion

flag) =0
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ist £ /K algebraisch und jedes normierte irreduzible Polynom aus K [T] hat in E; eine Nullstelle.

Wir iterieren nun die Konstruktion. So erhalten wir einen Kérperturm
K=FyCFE/ CE,C...CFE;C...

so dak fiir alle ¢ in E;; alle irreduziblen Polynome aus E;[T] eine Nullstelle haben. Wir setzen
0=|JE.
i

Dann ist Q ein Korper, /K ist algebraisch und auch algebraisch abgeschlossen. Sei néamlich
f € Q[T ein irreduzibles Polynom. Dann gibt es ein 4, so daf die endlich vielen Koeffizienten von
f schon in E; liegen. Damit hat f in E; 1 C Q bereits eine Nullstelle. Damit ist (2 algebraisch
abgeschlossen nach Proposition 89(e). O
Satz 97 (Steinitz).

(1) Sei Q/K eine Erweiterung mit einem algebraisch abgeschlossener Kdrper Q2. Dann lafst
sich jede algebraische Erweiterung L/K dber K in Q einbetten.

(2) Sind Q1 und Qg algebraische Abschliisse von K, dann gibt es einen K-Isomorphismus
Ql ~ QQ.

Beweis. (1) Sei L/K algebraisch und /K eine Erweiterung mit €2 algebraisch abgeschlossen.
Wir betrachten die Menge

M ={(M,o); K C M C L Zwischenkorper,o : M — Q K-linear}
mit der partiellen Ordnung gegeben durch Fortsetzung:
(M,0) = (M'",0'): <= M C M' und o¢'|y; = 0.
Die Menge . ist nicht leer, denn es gibt
(K,K —Q) e #.

Und . ist induktiv geordnet, denn fiir eine Totalgeordnete Teilmenge (M;, 0;);er wird auf dem
Zwischenkorper
M=|JMcL
i€l
durch
x +— o;(x) fiir jedes ¢ mit € M;
eine K-Einbettung
o: M —

definiert. Die Abbildung o ist wohldefiniert, weil die verschiedenen o; einander fortsetzen. Of-
fensichtlich ist
(M,o0) e A
eine obere Schranke fiir (M;, 0;)ier-
Nach dem Lemma von Zorn, siche Anhang A.3, gibt es in .#Z ein maximales Element

(L(),O'()).

Wir miissen zeigen, daf Lo = L ist. Andernfalls gibt es v € L\ Lg. Sei P, /Lo das Minimalpolynom
von « liber Lg. Mittels og fassen wir P,/ als Polynom

70 a/Lo € Q[T]

auf. Weiter fassen wir 2 mittels og : Ly — 2 als Erweiterung von Ly auf. Weil  algebraisch
abgeschlossen ist, gibt es demnach eine Lyp-Einbettung

o Lo(a) — £,
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da diese nach Proposition 60 den Nullstellen von ?°F,, 7 in € entsprechen. Damit haben wir in
(Lo(v),0) ein Element in .# gefunden, das grofer

(Lo, 00) = (Lo(a),0)

und wegen « ¢ Lo sogar echt grofer ist. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét von (Lo, o).
Es muf demnach bereits Ly = L sein. Damit ist die gesuchte Fortsetzung gefunden.

(2) Nach (1) gibt es eine K-Einbettung
g Ql — QQ.

Wir fassen damit 2y als Erweiterung von ©; auf. Da Qo/K algebraisch ist, ist auch Q5/€; alge-
braisch. Da €y algebraisch abgeschlossen ist, folgt 2o = 1, oder iibersetzt, die K-Einbettung
o ist ein Isomorphismus. O

Bemerkung 98. (1) Der K-Isomorphismus zwischen zwei algebraischen Abschliissen von K ist
nicht eindeutig, sofern K nicht selbst algebraisch abgeschlossen ist. Daher ziemt es sich
nicht von dem algebraischen Abschluft von K zu sprechen.

(2) Als Konsequenz von Satz 97 kann man sich beim Studium algebraischer Kérpererweiterun-
gen von K auf die Zwischenkorper einer Erweiterung 2/ K mit Q algebraisch abgeschlossen
beschrénken.

UBUNGSAUFGABEN ZU §5

Ubungsaufgabe 5.1. Sei K ein abzihlbarer Korper. Zeigen Sie, daf ein algebraischer Abschluff
von K auch abzéhlbar ist.

Ubungsaufgabe 5.2. Zeigen Sie, dak ein endlicher Korper nicht algebraisch abgeschlossen sein
kann.

6. VERSCHIEDENES ZU KORPERN

6.1. Charakteristik. Jeder Ring R erlaubt einen einzigen Ringhomomorphismus
7Z — R,

denn ein solcher ist schon als Homomorphismus abelscher Gruppen durch das Bild von 1 € Z
festgelegt. Als Ringhomomorphismus muf das Bild der 1 wieder 1 € R sein. Man iiberlegt sich
sofort, dafs der so festgelegte Gruppenhomomorphismus mit der Multiplikation vertréglich ist.

Definition 99. Die Charakteristik eines Rings R ist diejenige nichtnegative natiirliche Zahl
n mit

nZ = ker(Z — R).

Lemma 100. Die Charakteristik eines Integrititsrings (etwa eines Korpers) ist eine Primzahl
oder 0.

Beweis. Angenommen die Charakteristik des Integritdtsrings R wére n = ab mit a,b > 2. Dann
ware in R

a-b=n=20
und somit einer der Faktoren schon 0, sagen wir a. Dann ist a € ker(Z — R) = nZ im Wider-
spruch zu 0 < a < n. O

Beispiel 101. Wir geben fiir jede mogliche Charakteristik Beispiele von Korpern.

(1) @, R, C haben Charakteristik 0.

(2)  Sei p eine Primzahl. Der Kérper F), := Z/pZ hat Charakteristik p.

(3) Sei L/K eine Korpererweiterung. Der Homomorphismus Z — L ist die Komposition von
7Z — K gefolgt von der Einbettung K < L. Somit haben K und L stets die gleiche
Charakteristik.
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6.2. Primkorper. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann faktorisiert
7Z— K

eindeutig zu einer Einbettung
F,:=7Z/pZ — K.

Jeder Unterkérper Ko C K enthélt das Bild von IF,. Dieses Bild, das wir oft mit F,, identifizieren,
ist somit der kleinste in K enthaltene Unterkorper (der somit existiert).

Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist Z < K injektiv und insbesondere jedes
0 #n € Z in K eindeutig invertierbar. Der Homomorphismus Z — K setzt sich damit eindeutig
zu einer Korpereinbettung

Q— K

fort. Jeder Unterkorper Ky C K enthélt das Bild von Q, das wir oft mit Q identifizieren. Somit
ist Q der kleinste in K enthaltene Unterkorper .

Definition 102. Der Primko6rper K eines Korpers K ist der kleinste in K enthaltene Unter-
korper. Somit

K — F, falls Charakteristik von K =p >0
1 Q falls Charakteristik von K = 0.

6.3. Frobenius. Eine Besonderheit von Charakteristik p > 0 ist der Frobenius—Morphismus.
Wir betrachten im Folgenden nur kommutative Ringe.

Proposition 103. Sei p eine Primzahl und R ein Ring der Charakteristik p. Dann definiert
Frob: R —+ R

z — P

einen Ringendomorphismus, den Frobenius—Morphismus oder kurz Frobenius von R.

Beweis. Offensichtlich gilt Frob(1) = 1 und fiir alle z,y € R auch Frob(zy) = Frob(z) Frob(y).
Die Binomische Formel gilt auch in R, also haben wir

p
Frob(z +vy) = (v + y)P = Z (i) P~y
n=0

und wir miissen zeigen, daft dies gleich
Frob(z) + Frob(y) = 2P + y*

ist. Es bleibt zu zeigen, dafs fiir 0 < n < p der Binomialkoeffizient

(2) = 52m

durch p teilbar ist. Das ist aber aus der angegebenen Formel offensichtlich.
Alternativ kann man auf der Menge {1,...,p} die zyklische Gruppe der Ordnung p operieren
lassen, die von einem p-Zykel erzeugt wird. Auf der Menge der n-elementigen Teilmengen

My ={AC{1,...,p}; #A=n}

wird eine Operation ohne Fixpunkte induziert. Alle Orbits sind dort also der Lénge p. Damit
hat .#,, eine durch p teilbare Machtigkeit, und diese ist bekanntlich (fL ) O
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6.4. Der Fixkorper. Der Fixkorper ist eine fundamentale Konstruktion.

Proposition 104. Sei K ein Korper und o; : K — K fiir i € I eine Menge von Endomorphis-
men. Dann ist
Ko={rx € K ; oi(x)=x firalei eI}
ein Unterkorper von K, genannt der (gemeinsame) Fizkorper in K von oy, i € I.
Beweis. Es gilt offensichtlich 0,1 € Ky und zu beliebigen x,y € Kg und ¢ € I gilt
oilx —y) =oi(x) —oi(y) =z —y
oi(zy) = oi(x)oi(y) = zy
oi(1/x)=1/0i(x) =1/x
letzteres, sofern x # 0. Damit ist alles gezeigt. U

Korollar 105. Sei K ein Korper und G C Aut(K) eine Untergruppe von Automorphismen.
Dann ist

K¢ :={z e K ; o(x) ==z fir ale o € G}
ein Unterkdrper von K, genannt der Fixkdrper der Operation von G auf K.

Beweis. Spezialfall von Proposition 104 mit der Menge G von Endomorphismen. O

7. ENDLICHE KORPER

7.1. Existenz und Eindeutigkeit. Sei K ein endlicher Kérper. Die Abbildung Z — K kann
nicht injektiv sein. Demnach hat K postive Charakteristik p > 0 fiir eine Primzahl p. Des
weiteren enthélt K eindeutig als Primkorper den endlichen Korper I, und ist als endliche Kor-
pererweiterung von [F,, zu betrachten.

Proposition 106. Sei K ein endlicher Kdorper der Charaktersitik p > 0. Dann hat K genau p”
Elemente fiir ein r € N.

Beweis. Sei [K : F,] = r. Dann ist K ein [F,-Vektorraum der Dimension 7 und hat deshalb p”
Elemente. 0

Es gibt insbesondere keinen Kérper mit 6 Elementen. Wir werden nun umgekehrt zeigen, dafs
es zu jeder Primpotenz ¢ = p” bis auf Isomorphie genau einen Korper mit ¢ Elementen gibt.

Dazu fixieren wir von nun an eine Primzahl p.

Wir betonen in unserer Untersuchung der endlichen Korper die Rolle des Frobenius und
beginnen daher mit dem folgenen Satz.

Satz 107. Sei K ein Korper mit ¢ = p” Elementen. Dann ist
Auty,(K) = (Frob) ~ Z/rZ
eine zyklische Gruppe von Ordnung r erzeugt von Frob : K — K.

Beweis. Der Frobenius von K ist als Korperendomoprhimus injektiv und damit als Endomor-
phismus einer endlichen Struktur auch bijektiv. Somit gilt Frob € Autg, (K).
Nach Korollar 72 gilt

# Auty (K) < # Homg, (K, K) < [K : F,] =7

also hat Frob hochstens die Ordnung r. Wir sind fertig, wenn wir zeigen kénnen, dafs Frob genau
die Ordnung r hat.
Angenomen Frob habe die Ordnung s < r. Dann gilt fiir alle x € K

P —
und damit hat
K = NSTPET(K)
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hochstens p® Elemente, ein Widerspruch. U
Korollar 108. Es gilt Aut(F,) = 1.
Beweis. Das ist der Fall » = 1 oder aber auch direkt klar, denn 1 erzeugt I, additiv. U

Definition 109. Sei g = p" eine Potenz von p. Wir definieren den ¢g-Frobenius als
Frob, = Frob" : x — 2
die r-te Potenz des Frobenius (definiert fiir jeden Ring der Charakteristik p).
Notation 110. Wir withlen nun einen algebraischen Abschluf F,, von F,. Der Kérper
Fy
fiir ¢ = p” ist definiert als der Fixkorper von Frob, als Endomorphismus von Fp.

Satz 111 (Galois, Existenz endlicher Korper). Sei ¢ = p" eine Potenz von p. Der Korper Fy
hat q Elemente und ist ein Zerfdillungskérper von T9 — T in Fp,.
Beweis. Per Definition gilt
F,={z€F,; 2?=2a}= NSFP(T‘] - T),
demnach hat I, hochstens ¢ Elemente und ist ein Zerféllungskorper von 79 — T'.
Angenommen, F, habe weniger als ¢ Elemente, sagen wir p* mit s < r. Dann ist nach Satz 107
id = Frob, = (Frob)" € Aut(F,) = Auty,(F,) ~ Z/sZ
und damit s | r. Dann ist m = (p" —1)/(p® — 1) € N wegen
P—1=((p°—1)+1)"7"—1=0 mod (p°—1).

Nun hat T? — T wegen

T T Tm-1) _q

T —T TPl 1
den nichttrivialen Faktor f. Per Definition hat f alle seine Nullstellen in IF,;. Diese sind verschie-

den von 0. Auerdem gilt wegen Frob® = id auch zP° = z fiir alle z € Fy, oder eben Pl =1
falls x # 0. Somit gilt fiir alle x € F;

f@) =@ Hm e @Y +1=m.
Aber p { m so daf f keine Nullstelle in F, hat, ein Widerspruch. O

_ T(mfl)(Psfl) + ...+ TP 1 +1=f¢€e ]Fp[T]

Bemerkung 112. Dals T? — T in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerféllt, folgt spéter
viel einfacher aus der Theorie separabler Polynome und der algebraischen Differentiation, siehe
Beispiel 143.

Satz 113 (Eindeutigkeit endlicher Korper). Sei ¢ = p".

(1) F, hat genau einen Unterkirper mit g Elementen, den Zerfillungskérper F, des Polynoms
T -T e Fp[T).
(2) Je zwei Korper mit q Elementen sind isomorph.

Beweis. (1) Sei K C F,, ein Unterkorper mit ¢ Elementen. Nach Satz 107 gilt Frob, |x = idk-.
Damit ist
K C NSTq,T(Fp) =y
und wegen der gleichen endlichen Machtigkeit sogar K = F,.
(2) Sei K ein Korper mit ¢ Elementen. Dann ist K eine algebraische Erweiterung von F,, und
hat daher nach dem Steinitzschen Fortsetzungssatz, Satz 97, eine Einbettung o : K < F,. Das
Bild o(K) ist als Unterkorper mit ¢ Elementen nach (1) gleich IF,. Daher ist ¢ ein Isomorphismus

K ~TF,. Damit sind auch je zwei Kérper mit ¢ Elementen isomorph. (]
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Korollar 114. Jeder endliche Korper hat fiir jedes m > 1 bis auf Isomorphie genau eine Fr-
weiterung vom Grad m.

Beweis. Die Existenz folgt aus Satz 113. Als endlichen Korper darf man F;, nehmen und als
Erweiterung

Fy, CFgm.
Jede andere endliche Erweiterung von F, lafst sich nach Satz 97 F,-linear in Fp einbetten. Dann
mufs es aber wieder wegen Satz 113 schon die angegebene sein. U

7.2. Galoistheorie fiir endliche Korper. Der explizite und durch eine algebraische Formel
gegebene Frobeniusautomorphismus macht Galoistheorie endlicher Korper explizit und direkt
beweisbar.

Bemerkung 115. Eine kurze exakte Sequenz von Gruppen (oder Objekten mit einem Begriff von
Kern und Bild) ist ein Diagramm

1-G 560656 —1

von Gruppen, so dafs an jeder Stelle Kern und Bild der beiden dort beginnenden bzw. dort
endenden Homomorphismus iibereinstimmen, also

(i) ¢ injektiv,
(ii)  im(e) = ker(7) und
(iii) 7 surjektiv ist.

Theorem 116 (Galoistheorie fiir endliche Korper). Sei L/ K eine Erweiterung endlicher Korper
mit q = #K = p" und #L = q™ Elementen.
(1)  Die K-Automorphismengruppe von L

Autg (L) = (Froby) ~ Z/mZ

ist zyklisch von Ordnung m = [L : K|, erzeugt vom q-Frobenius.
(2)  Es gibt fir jeden Teiler d | [L : K| genau einen Zwischenkdorper My mit [M : K] = d.
(3) Die Zuordnung

{Zwischenkérper von L/ K} — { Untergruppen von Autg (L)}
M — AutM(L)

ist eine Bijektion. Die Umkehrabbildung wird gegeben durch
U~ LY

fiir eine Untergruppe U C Autg (L). Dabei gilt fir Zwischenkdorper M, Mo, M; :
(a)  Die Bijektion ist inklusionsumkehrend: aus Mo C My folgt

AutM1 (L) - AutMO (L),
und fir Untergruppen Uy C Uy C Autg (L) gilt
LY c L,
(b) [M:K]=(Autg(L): Autps (L))
(¢)  Die Sequenz
1 — Autpr (L) = Autg (L) =25 Autg (M) — 1

ist exakt, wobei v die Inklusion und resy; die Restriktion resyr(o) = o|ar ist.
(4)  Ein Zwischenkdrper M von L/K ist normal genau dann, wenn Autys(L) ein Normalteiler
in Autg (L) ist, wegen abelschen Gruppen also immer.
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Beweis. Nach Korollar 114 diirfen wir K = F, und L = Fym in F, annehmen.

(1) Wir kennen Autp,(L) = (Frob) ~ Z/rmZ nach Satz 107. Davon ist Autx (L) diejenige
Untergruppe, welche die Idenititdt auf K induziert. Der Frobenius auf K hat Ordnung r, also
tun dies genau die Potenzen von Frobg, also die Elemente der Untergruppe rZ/rmZ ~ Z/mZ.

(2) folgt aus Korollar 114 und dem Gradsatz.

(3) Nach (2) sind die Zwischenkérper gerade von der Form My = F q. Die zugehorige Gruppe
ist

Autyg, (L) = {Frob), ; Frob! |a, = id} = (Frob).
Unter dem Isomorphismus Autg (L) ~ Z/mZ wird daraus die Untergruppe dZ/mZ.

Die Behauptung tiber die Umkehrabbildung folgt sofort aus der Definition der F 4 als Fixkor-
per von Froba.

Die Aussage (a) folgt sofort aus der expliziten Beschreibung, ebenso die exakte Sequenz, die
isomorph ist zu

0— dZ/mZ — Z/mZ — 7./dZ — 0.

(4) Eine Erweiterung endlicher Kérper ist normal, weil jeder endliche Korper als Zerfallungs-
korper eines Polynoms aus F,[T] iiber F, normal ist. O

7.3. Asymptotisches Zihlen irreduzibler normierter Polynome. In diesem Abschnitt
sind wir daran interessiert, die normierten irreduziblen Polynome in F,[T] vom Grad d zu zéhlen.

Theorem 117. Sei K ein Korper. Eine endliche Untergruppe G C K> ist zyklisch.

Beweis. Die Gleichung T¢ = 1 hat fiir jedes d > 1 in K hochstens d viele Losungen. Die Gruppe
G enthélt deshalb hochstens d Elemente g € G mit einer Ordnung ord(g) | d. Damit folgt das
Theorem aus dem folgenden Satz. O

Satz 118. Sei G eine endliche Gruppe und fiir jedes d > 1 gelte
#{g€ G ; ord(g) | d} < d.
Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei N die Gruppenordnung von G. Die Ordnung jedes Elements in G teilt N als Korollar
zum Satz von Lagrange. Sei

ma(d) == #{g € G ; ord(g) = d}.
Wir miissen zeigen, daf 7 (V) # 0.
Je zwei Elemente z,y in G der gleichen Ordnung d erzeugen die gleiche Untergruppe. Denn
(x) und (y) bestehen sdmtlich aus Elementen, deren Ordnung ein Teiler von d ist. Davon gibt
es nur d nach Voraussetzung also gilt

() ={9 € G ; ord(g) | d} = (y) = Z/dZ.

Damit gibt es in G entweder kein Element der Ordnung d oder genauso viele Elemente der
Ordnung d wie in Z/dZ, also

mg(d) < ¢(d) = 77/4z(d) = 7z/Nz(d)
wobei ¢(n) die Eulersche ¢-Funktion ist. Ein Vergleich mit Z/NZ zeigt

mg(N) =N — Z ng(d) > N — Z mz/nz(d) = Tz nz(N) # 0
AN dEN dIN.dEN

was verschieden von 0 ist, denn Z/NZ enthélt Elemente der Ordnung N. (]
Korollar 119. Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers ist zyklisch.

Beweis. Das folgt sofort aus Theorem 117. U
Korollar 120. Jede Erweiterung endlicher Kdérper ist einfach.
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Beweis. Sei L/K eine Erweiterung endlicher Korper und « ein Erzeuger von L*. Dann gilt

L = K(a). O
Korollar 121. Fir jedes d > 1 gibt es in Fy[T| ein irreduzibles Polynom vom Grad d.

Beweis. Sei a ein primitives Element fiir die Erweiterung Fq/F,. Dann ist P, JF, irreduzibel
vom Grad [Fa : Fy] = d. O

Jetzt wollen wir es genauer wissen. Wir setzen
Ye(n) = #{f € Fg[T] ; f normiert und irreduzibel, deg(f) = n}.

Wir brauchen noch die Mobius-Funktion

(n) = (=) n=p1-... p paarweise verschiedene Primzahlen p;
H 0 sonst.

und Mobius Inversion:

Lemma 122. Sei f : N — R eine Funktion mit Werten in einem Ring R. Wenn
=Y /()
dn
dann gilt die Mdbius-Inversionsformel
= 2_ud)F (n/d).
dn

Beweis. Wir rechnen

Y _ud)F(nfd) = p(d) | D fle) | =D n(d)f(e)

dn dn el7 ed|n
=Y f|du@ | =3 fe| I a+E1)))=rmn).
eln dlz eln 4%, prim

Hier bilden wir im letzten Schritt das Produkt {iber die Primteiler £ von n/e, und dieses Produkt
ist 0 aufer fiir n/e = 1. Die entsprechende Gleichheit sieht man durch einfaches Ausmultiplizieren
des Produkts der Faktoren (14 (—1)). O

Satz 123 (Primzahlsatz fiir Polynome). Es gilt
_ 1 n/d
o Z n(d)q
dn
und
q" 2 n/2
1<z )
|thg(n2) n | < o4
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
Q:Fopn — {f € Fy[T]; irreduzibel, normiert, deg(f) | n}
o — Pa/]Fq'

Die Abbildung ist surjektiv, denn Adjunktion einer Nullstelle @ eines irreduziblen Polynoms f
vom Grad deg(f) = d | n erzeugt Fa C Fyn und fiir dieses v ist f das Minimalpolynom. Hieraus
sehen wir weiter, daf jedes solche f ein Teiler von 79" — T ist, denn jedes o € Fyn ist Nullstelle
von T¢" —T.
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Die Fasern ®~!(f) sind gerade die Nullstellen des Polynoms f. Da jedes solche f ein Teiler
von T9" — T ist und dieses Polynom ¢" verschiedene Wurzeln, niamlich die Elemente von Fyn

hat, folgt
77" -T= [ (T-0a)= 11 f.
a€Fn fEFG[T], normiert, irred. deg(f)|n
Wir vergleichen den Grad auf beiden Seiten und erhalten
=2 > d=) du(d
dn deg(f)=d dn

wobei wir hier iiber irreduzible normierte f € Fy[T] summieren. Mébius-Inversion, Lemma 122,
zeigt die exakte Formel fiir ¢4(n).

Sei ¢ der kleinste Primteiler von n und m = n/¢ < n/2. Der Summand fiir d = 1 ist ¢"/n.
Fiir die restliche Summe benutzen wir die Dreiecksungleichung und schétzen |p(d)| durch 1 ab:

[thg(n) —*\<* > Zq = <q/(q_1)qm§gq"/2.

qfl)_ n n

e|n e<n

Dies zeigt die Abschéitzung (denn fiir n = 1 ist nichts zu zeigen). O

Bemerkung 124. Die Abschitzung von Satz 123 bedeutet, daf asymptotisch fiir ¢ — oo der
Anteil der normierten Polynome vom Grad n, welche irreduzibel sind, gegen 1/n strebt. Der
Fehlerterm ist dabei mit 2/(n./q™) recht gut. Man schreibt

mn

_ 9 2 n/2
v =T w0,

UBUNGSAUFGABEN ZU §7

Ubungsaufgabe 7.1. Finden Sie Normalformen fiir quadratische Kérpererweiterungen in Charak-
teristik 2.

Ubungsaufgabe 7.2 (Artin-Schreier Erweiterungen in Charakteristik p). Sei K ein Kérper der
Charakteristik p > 0. Zeigen Sie:
(1) Die Abbildung p(z) = 2P — x

p=Frob—id: K - K

ist ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe.

(2) plz)=p@+1)

(3) Wenn a ¢ p(K), dann ist T? — T — a € K|[T] irreduzibel.

(4)  Sei weiter a ¢ p(K) und K(a)/K die Adjunktion einer Nullstelle & von TP — T — a. Dann
ist K («) der Zerfallungskorper von TP — T — a.

(5) Bestimmen Sie G = Autg (K («)) und bestimmen Sie den Fixkérper von K («) unter G.

Ubungsaufgabe 7.3. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Zeigen Sie, daR der Primkorper
F, von K der Fixkorper

{z € K ; Frob(z) =z}
des Frobenius ist.

Ubungsaufgabe 7.4. Beweisen Sie Theorem 116.

Ubungsaufgabe 7.5. Zeigen Sie, daf 79 —T +1 in F,[T] keine Nullstelle hat. Folgern Sie daraus,
dafs ein algebraisch abgeschlossener Kérper nicht endlich sein kann.

Ubungsaufgabe 7.6. Schreiben Sie alle irreduziblen normierten Polynome vom Grad < 4 in F,[T]
fiir p < 3 auf.
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Ubungsaufgabe 7.7. Wann ist F, ein Unterkorper von Fg 7

Ubungsaufgabe 7.8. Die Zeta-Funktion des Polynomrings.

(a)

(b)
()

Fiir ein Ideal (0) # a C F,[X] definieren wir N (a) := dimg, F,[X]/a.

Zeigen Sie, dak N(a) € N ist und bestimmen Sie N(a) fiir a = (f). Zeigen Sie weiter,
da N(—) multiplikative ist: fiir alle 0 # f, g € Fq[X] gilt N((fg)) = N((f))N((g))-
Wir rechnen im Potenzreihenring QI[[T']]. Dort hat 1 — a7", a € Q,r > 0 ein Inverses
beziiglich der Multiplikation. Welches? Wir schreiben dafiir ﬁ
Wir definieren die Zeta-Funktion

Zp,x)(T) == Z TN® e Q[T

(0)#aClFq[X]

wobei iiber alle von (0) verschiedenen Ideale a, auch F,[X], summiert wird.

Zeigen Sie, dab Zg x](T) ein Element von Q[[T]] definiert und daf Zg, x)(T) = ﬁ
gilt.
Wir iibersetzen nun die eindeutige Primfaktorzerlegung von [F,[X] in eine Produktzerle-
gung von Zg [x)(T). Zeigen Sie, dak in Q[[T]] das Eulerprodukt gilt:

1
Zr,[x) (T) = H 1_ TN

f€F4[X] irreduzibel, normiert

Es ist zu begriinden, warum das Produkt eine Potenzreihe in Q[[T]] darstellt.
Es sei N4 die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad d in F,[X]. Zeigen
Sie fiir alle n € N die Gleichung

"= d-Ng

dln

indem Sie formal die Operation T'-- log(—) auf beiden Seiten der Identitiit aus (c) & (d)
anwenden.
Dabei ist log(—) nur fiir Potenzreihen mit konstantem Term 1 als

oo

1
log(l —2) = — —z"
=931
definiert. Dies ist wegen der gleichen Griinde sinnvoll, die in (d) das unendliche Produkt
als wohldefiniert nachweisen. Differenziert werden die formalen Potenzreihen gliedweise.
Tipp: Fiir diesen formalen Logarithmus gilt ebenso log(ab) = log(a) + log(b), auch fiir
oo-viele Faktoren.
Berechnen Sie die Anzahl der irreduziblen normierten Polynome vom Grad d in F,[X] fiir

d=12 und ¢ = 2, 3,4.

8. DER RATIONALE FUNKTIONENKORPER

Die folgende Konstruktion wird unseren Vorrat an interessanten Beispielen erhohen.

8.1. Lokalisieren. Beim Ubergang zu Faktorringen werden Relationen erzwungen. Beim Uber-
gang zum Quotientenkorper forcieren wir Einheiten. Dies ist ein Beispiel fiir den Prozess des
Lokalisierens.

Definition 125. Eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines Rings R ist eine Teilmenge
S C R, mit

(i)
(i)

1e8,
wenn s,t € S, dann auch st € S.

Beispiel 126. (1) KI[T]\ {0} in K[T].
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(2) Z\ {0} in Z.

(3) R\ {0} in R fiir einen Integritétsring R.

(4) R* in R fiir jeden Ring.

(5) {1,p,p? ...} CZ

(6) {1,f,f? ...} CR fiir jeden Ring R und jedes Element f € R.

Wir formulieren nun abstrakt den Ubergang von Z zu Q.

Satz 127 (Lokalisieren). Sei R ein Ring und sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge. Dann gibt es einen Ring, bezeichnet mit ST'R, und einen Ringhomomorphismus

i:R— SIR,
so daf$ die folgenden Figenschaften gelten:
(i)  Fiir jedes s € S ist i(s) eine Einheit von S™!R.
(i)  Jeder Ringhomomorphismus f : R — A so dafs fiir alle s € S das Bild f(s) in A Einheit

ist, faktorisiert eindeutig iiber ST'R. Das heifit, es gibt einen eindeutigen Ringhomomor-
phismus F : ST'R — A, so daf$ das Diagramm

)

R — SR

F
\ v

A

kommutiert.

Der Ring ST'R ist zusammen mit der Lokalisierungsabbildung i : R — S™'R und den Forde-
rungen (i) und (ii) eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage beweist sich rein formal aus den geforderten Eigenschaften
von selbst. Angenommen, es gibt zwei Lokalisierungen (S™'R); und (S~'R),, dann erzwingt
(ii) die Existenz von Ringhomomorphismen

0:(STR); = (S7'R); und ¢ :(S7'R)y = (ST'R):.

Man sieht sofort, daf ¢ o und 9 o ¢ ein Faktorisierungsproblem wie in (ii) 16sen, das auch die
Identitat 16st. Da es nur eine eindeutige Losung haben darf, sind ¢ und ¢ zueinander inverse
Isomorphismen.

Dariiberhinaus sind die Isomorphismen ¢ und 1 eindeutig, wenn man fordert, daf sie mit den
Lokalisierungsabbildungen kompatibel sind.

Der Gehalt des Satzes steckt also in der Konstruktion eines solchen Rings S™! R zusammen mit
dem Lokalisierungshomomorphsimus R — S~'R. Die Idee zur Konstruktion ist Bruchrechnen.
Wir definieren dazu auf der Menge

R xS
eine Relation
(a,s) ~ (b,t) <= es gibt u € S mit u(at — bs) = 0.
Man rechnet leicht nach, daf es sich um eine Aquivalenzrelation handelt: symmetrisch und
reflexiv ist klar (mit w = 1). Transitiv sieht man wie folgt. Sei (a,s) ~ (b,t), bezeugt durch
u € S und u(at — bs) = 0, und sei (b,t) ~ (¢, r), bezeugt durch v € S und v(br — ct) = 0, dann
ist (a,s) ~ (¢,r), weil wovt € S und
wvt(ar — cs) = vr(uat) — us(vet) = vr(ubs) — us(vbr) = 0.

Wir schreiben suggestiv
a
B
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fiir die Aquivalenzklasse mit Vertreter (a, s). Die Definition der Relation liest sich dann

a wuat ubs b

S ust  ust t

als bekannte Gleichung durch Erweitern und Kiirzen von Briichen. Die Menge aller Aquivalenz-
klassen bezeichnen wir mit S™'R.
Addition und Multiplikation auf S~'R definiert man wie fiir Briiche:

a b at + bs
+

st st
a b _ab
s t st
Es ist eine Ubungsaufgabe, zu zeigen, daf dies aus S™!R einen Ring mit 1 = % macht. Die
Abbildung i : R — S™'R
(@) =7
i(a) = —
1
ist offensichtlich ein Ringhomomorphsimus.
Sei s € S. Wegen
1 1 1
s 1 s s 1

schickt i die Elemente von S auf Einheiten von S™!R.
Sei f : R — A ein Ringhomomorphimus wie in (ii). Dann definieren wir F': S~'R — A durch

F(2) = fla)f(s)7".
Dies ist eine wohldefineirte Abbildung, denn aus a/s = b/t folgt mit v € S und u(at — bs)
F(a) ()71 = fluat)flust) ™ = Flubs) flust) ™ = F(B)F(H)
Auflerdem ist F' ein Ringhomomorphismus: die Eins wird bewahrt
F(1) = F(1/1) = f()F(1) 7 =1,
F ist additiv
F(a/s+b/t) = F((at + bs)/st) = f(at + bs)f(st) !
= f(at)f(st)™" + f(bs)f(st) " = Fla/s) + F(b/1),
und multiplikativ
F(a/s-b/t) = F(ab/st) = f(ab)f(st)™"
= f(a)f(s)"- fO)f(1) " = Fla/s) - F(b/t),
Die in (ii) geforderte Faktorisierungseigenschaft gilt, da fiir alle a € R
F(a/1) = f(a)f(1)" = f(a).
Die Definition von F' ist zudem die einzig mogliche, da
) = F(i(a)i(s)™) = F(i(a)) - F(i(s)) ™" = f(a)f(s)™".

Die verbleibenden Details der Beweise, insbesondere das Assoziativgesetz und das Distributiv-
gesetz in ST'R, bleiben der geneigten Leserschaft zur Ubung iiberlassen. O

FO=rE. 1

s 1 s

Bemerkung 128. (1) Der Faktor u in der Definition der Aquivalenzrelation auf den Paaren
(a, s) aus dem Beweis von Satz 127 wird benoétigt, falls es im Ring R Nullteiler gibt. Fiir
Integritatsringe R kann man stets u = 1 verwenden.
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(2) Es ist erlaubt, daf das multiplikative System S C R die 0 anthélt. Dann allerdings ist
S™'R = 0 der Nullring.
Die Umkehrung gilt auch: wenn S™'R = 0, dann ist 1/1 = 0/1. Also gibt es u € S mit

u=u(l-1-0-1)=0.

Proposition 129. Die Lokalisierungsabbildung i : R — S™'R ist injektiv genau dann, wenn in
S keine Nullteiler enthalten sind.

Beweis. Seia € Rmit i(a) = 0. Dann ist a/1 = 0/1 und es gibt v € S mit 0 = u(a-1-0-1) = ua.
Dies zeigt die Aussage, denn dieselbe Argumentation funktioniert auch riickwérts. O

8.2. Der Quotientenkorper. Aus dem Kriterium von Proposition 129 folgt sofort, dal die
Abbildung in die Lokalisierung eines Integritétsrings stets injektiv ist.

Proposition 130. Sei R ein Integrititsring und S = R\ {0}. Dann ist S multiplikativ abge-
schlossen und
Quot(R) = SR

ein Kdrper, genannt der Quotientenkorper von R.

Beweis. Sei a/s € K. Dann ist a/s # 0 dquivalent zu a # 0 (Ubung!). Solche Elemente sind
invertierbar mit Inversem s/a. O

Bemerkung 131. Sei K ein Kérper und R C K ein Unterring. Dann ist R Integritdtsring. Sei
S = R\ {0}. Da S C K nur aus Einheiten besteht, gibt es nach der universellen Eigenschaft des
Lokalisierens eine Fortsetzung der Inklusion R C K zu einem Ringhomomorphismus

Quot(R) — K.

Da Quot(R) ein Korper ist, muf diese Abbildung injektiv sein. Es folgt, daf jeder Koérper K, der
den Integritdtsring R C K enthélt, auch den Quotientenkorper enthéilt. Der Quotientenkorper
von R ist also in diesem Sinne der kleinste Koérper der R enthalt.

Diese Bemerkung haben wir schon benutzt, als wir in Charakteristik 0 den Korper Q als
Primkérper erkannt haben.

Definition 132. Der Rationale Funktionenkorper iiber einem Korper K ist der Quotienten-
korper, bezeichnet mit K (X)), des Polynomrings K[X]. Die Elemente von K (X) sind gebrochen-
rationale Funktionen

mit g(X),h(X) € K[X] und h(X) # 0.

Analog zu Satz 19, der von algebraischen Elementen erzeugte Teilerweiterungen beschreibt,
kénnen wir nun von transzendenten Elementen erzeugte Erweiterungen beschreiben.

Satz 133. Sei K ein Korper.

(1)  Das Element X in K(X) ist transzendent tber K.
(2)  Fir jede Korpererweiterung L/K und ein transzendentes Element 7 € L gibt es genau
eine K-FEinbettung
K(X) < L,
die X auf T abbildet, somit K(1) ~ K(X).
Beweis. (1) Sei f € K[T] ein Polynom. Dann ist die Auswertung von f in X nichts anderes als
f(X), mit der Variablen T ersetzt durch X. Da die Abildung K[X] — K (X) injektiv ist, erfiillt

X keine algebraische Relation iiber K. Die Variable X ist also transzendent iiber K.
(2) Sei T € L transzendent iiber K. Dann gibt es einen eindeutigen Ringhomomorphismus

K[X] > L
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mit X — 7, also f(X) — f(7). Dieser ist injektiv, da 7 transzendent ist: f(7) = 0 impliziert
f=0. Damit wird K[X] \ {0} auf invertierbare Elemente von L abgebildet und somit existiert
die eindeutige Fortsetzung
K(X) > L
wie verlangt. Das Bild ist genau K (7). O
Beispiel 134. Sei K ein Korper. Die Erweiterung K (X)/K hat unendlich viele Zwischenkorper
K(X)DKX)DK(X%Y...DK.

Angenommen X" ist algebraisch iiber K. Dann gibt es ein f € K[T], f # 0 mit f(X™) = 0.
Dann ist X eine Nullstelle des Polynoms f(7™) vom Grad n - deg(f), also eines nicht-triviales
Polynoms. Da X transzendent ist, erhalten wir einen Widerspruch. Somit sind die X" € K(X)
transzendent iiber K, und nach Satz 133 ist K(X") ~ K(X) fiir alle n > 1.

Es mufs noch gezeigt werden, daf die Zwischenkérper verschieden sind. Dazu sei

X" e K(X9)
es gibt also f, g € K[T] mit g # 0 und
X"g(X?) = f(x9).
Durch Koeffzientenvergleich ergibt sich d | n.

Korollar 135. Eine Korpererweiterung L/ K mit nur endlich vielen Zwischenkorpern ist endlich
algebraisch und von einem Element erzeugt.
Beweis. Es muft L von endlich vielen Elementen erzeugt sein, da sonst
K C K(z1) C K(z1,22) C K(21,22,23) C ...

undendlich viele Zwischenkorper beschreibt.

Angenommen L/K wére nicht algebraisch. Dann gibt es 7 € L, das transzendent iiber K ist.
der Zwischenkorper K (7) ist isomorph zu K (X). Damit gibt es nach Beispiel 134 in K(7)/K
und damit in L/K unendlich viele Zwischenkorper, Widerspruch.

Nun haben wir L/K als von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt erkannt. Damit
ist L/ K endlich nach Proposition 26. Das Korollar folgt nun aus Satz 33. (]

9. SEPARABLE ERWEITERUNGEN

Einige formale Begriffe der Analysis funktionieren auch in der Algebra.
9.1. Algebraische Differentiation und mehrfache Nullstellen.

Definition 136. Eine Derivation auf einem Ring R ist eine Gruppenhomomorphismus
0:R— R,
der zugrundeliegenden additiven Gruppe (R, +) des Rings R: fiir alle f,g € R

o(f +g) =0(f)+ (),
welche die Leibniz—Regel erfiillt: fiir alle f, g € R gilt

(fg) = fo(g) + go(f).

Beispiel 137. (1) Sei U C R eine offene Teilmenge und R = C*°(U) der Ring der unendlich
oft stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf U. Dann ist die Differentiation
der Analysis

o) = L)

eine Derivation von C*(U).
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(2) Sei R = K|[T] der Polynomring iiber einem Kérper K. Dann definiert fiir f = a, 7" +...+
a1 T + ag
ff=na,T" 4. 4+ a
eine Derivation f — f’ auf K[T]. Dies ist die algebraische (oder formale) Differen-
tiation. '

Diese Derivation ist K-linear, wie man in der Basis der Potenzen T sofort sieht. Die
Leibniz—Regel ist linear in beiden Argumenten. Es reicht deshalb, die Regel fiir Basisele-
mente zu verifizieren.

(Tn X Tm)/ — (Tn—i-m)l — (TL + m>Tn+m—1 —Tm. nTn—l LT, me—l
Fir K = R und der Interpretation reeller Polynome als Polynomfunktionen ist algebraische
Differentiation nichts anderes als Differentiation im Sinne der Analysis.

Beispiel 138. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann gilt
(T7) = pIP~! =0,
obwohl TP kein konstantes Polynom ist.

Proposition 139. Sei K ein Korper und f € K[T]. Dann sind aquivalent:

(a0 f'=0
(b)  Esist f konstant, oder K hat Charakteristik p > 0 und es gibt ein g € K[T] mit f = g(TP).

Beweis. Dies folgt offensichtlich aus der Definition. O

Proposition 140. Sei f € K[T| ein Polynom. Die mehrfachen Nullstellen (in einer Erweiterung
von K ) sind genau die Nullstellen von ggT(f, f').

Beweis. Der ggT(f,g) fir f,g € K[T] kann iiber den euklidischen Algorithmus berechnet wer-
den. Dieser éndert sich nicht, wenn man f, g als Polynome in L[T] fiir eine Erweiterung L/K
auffalt. Wir diirfen daher oBdA annehmen, dafs f in Linearfaktoren zerfallt.

Wichtiges Prinzip: Ubergang zu einem Erweiterungskorper (Skalarerweiterung), der die Situation
vereinfacht aber Wesentliches beibehélt.

Es habe nun f eine mehrfache Nullstelle. Dann gibt es o € K und g € K[T] mit
f=(T-a)y

und nach Leibniz
f'=2T-a)g+ (T - )’y = (T - a)(29 + (T = a)y).
Damit ist 7' — a auch ein Teiler von f’.

Sei umgekehrt a eine Nullstelle von f und f’. Dann gibt es g € K[T| mit f = (T — «)g und
nach Leibniz

0=f'(a) = (9+ (T — a)g')(a) = g().
Daher ist a eine mehrfache Nullstelle von f. O

9.2. Separable Polynome.

Definition 141. Ein separables Polynom ist ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen in jeder
Korpererweiterung. Andernfalls nennt man das Polynom inseparabel.

Proposition 142. Fir f € K[T] sind dquivalent:

(a) [ ist separabel.

(b)  geT(f, ) =1, also f und f’ sind teilerfremd.

(¢) [ hat im algebraischen Abschluff von K genau deg(f) viele Nullstellen.
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Beweis. (a) <= (c) ist trivial und (a) <= (b) folgt sofort aus Proposition 140. O

Beispiel 143. Wir betrachten f = T9" — T € F,[T]. Dann ist f/ = —1 und somit teilerfremd
zu f. Dies zeigt erneut (und schneller), dak 79" — T im algebraischen Abschluf ¢" verschiedene
Nullstellen hat.

Korollar 144. Ein irreduzibles Polynom f € KI[T] ist inseparabel genau dann, wenn f' = 0.

Beweis. Es gibt eine mehrfache Nullstelle, genau dann, wenn ggT(f, f') # 1 keine Einheit ist.
Da f irreduzibel ist, muf dann

geT(f, f)=f
sein, und f | f’. Aber f ist kein Teiler von f’ wegen deg(f’) < deg(f), auker wenn f' = 0ist. O

Satz 145. Sei K ein Korper. Dann sind dquivalent.

(a) K hat Charakteristik O oder K hat Charakteristik p und K = KP, d.h. Frob: K — K ist
ein Automorphismus.
(b)  Jedes irreduzible Polynom in K[T] ist separabel.

Beweis. Wir machen eine Fallunterscheidung nach der Charakteristik von K. In Charakteristik
0 ist f’ # 0 fiir alle irreduziblen Polyniome f. Nach Korollar 144 sind somit alle irreduziblen
Polynome separabel.

Sei nun K von Charakteristik p > 0. Angenommen a € K \ KP? ist keine p-te Potenz in K.
Sei L = K(«) eine Erweiterung, die durch Adjunktion einer Wurzel o von TP — a entsteht. In
L[T] gilt

TP —a =T — o = (T — a)’.
Dabher ist kein irreduzibler Faktor von TP — a separabel, denn keiner ist von Grad 1, da a ¢ KP.

Angenommen, es gilt K = KP. Wir miissen zeigen, daf jedes irreduzible Polynom f separabel
ist. Wir zeigen dies durch Widerspruch. Wenn f nicht separabel ist, dann ist nach Korollar 144
schon f’ = 0. Nach Proposition 139 gibt es somit g = Z?:O a;T* mit f = g(TP). Nach Voraus-
setzung gibt es b; € K mit bf = a;. Wir setzen h = Z?:o b; T" und finden

d d d p
f=9(@) =3 al? =3 0T = (Z biTZ) = 1.
=0 i=0 i=0

Damit ist f selbst eine p-te Potenz und sicher nicht irreduzibel, Widerspruch. (]

Bemerkung 146. Wenn K ein Korper der Charakteristik p > 0 ist, dann ist die Menge der p-ten
Potenzen KP ein Unterkorper von K, der sogar als Kérper isomorph zu K ist. Der Isomorphismus
wird durch den Frobenius gegeben.

Definition 147. Einen Korper, der die dquivalenten Bedingung aus Satz 145 erfiillt, nennt man
perfekt (oder vollkommen).

Korollar 148. Endliche Korper sind perfekt.
Beweis. Der Frobenius ist fiir endliche Kérper ein Automorphismus, siehe Satz 107. U

Beispiel 149. Das Hauptbeispiel fiir nicht perfekte Korper ist der Kérper K (7T') der rationalen
Funktionen. Das Bild des Frobenius ist

Frob(K (X)) = KP(XP).

Dies ist in K (XP?) enthalten, wovon K (X) eine Erweiterung vom Grad p ist. Ein Beispiel fiir ein
inseparables Polynom in K (X)[T] ist

TP — X =0,
denn X ist keine p-te Potenz in K (X).
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9.3. Separable Elemente und Erweiterungen.

Definition 150. Ein separables Element einer Korpererweiterung L/K ist ein algebraisches
Element o € L, so dak P,/ separabel ist. Wenn P, inseparabel ist, heift o inseparabel.

Proposition 151. Sei K ein perfekter Korper. Dann ist jedes algebraische Element tiber K
auch separabel.

Beweis. Minimalpolynome sind irreduzibel. Per Definition gibt es in K[T'] gar keine inseparablen
irreduziblen Polynome. (]

Bemerkung 152. Separabel zu sein, ist ein relativer Begriff in Bezug auf den Grundkorper. Sei
K ein Koérper der Charakteristik p > 0 und @ € K \ KP. Sei L = K(«) die Adjunktion der
Nullstelle & von TP — a. Dann ist « inseparabel iiber K aber separabel tiber L.

Definition 153. Sei L/K eine endliche Erweiterung und /K eine algebraisch abgeschlossene
Erweiterung. Der Separabilitatsgrad von L/K ist

[L: K]s =#Homg (L, ).

Proposition 154. Der Separabilititsgrad einer endlichen Erweiterung L/ K ist unabhdingig von
der Wahl eines algebraischen Abschlusses von K.

Beweis. Jede K-Einbettung ¢ : L — € nimmt Werte in {iber K algebraischen Elementen an.
Damit faktorisiert o {iber den relativen algebraischen Abschluf €2,. Wir diirfen also in der
Definition des Separabilitdtsgrads annehmen, daf € ein algebraischer Abschluft von K ist. Sei
Q' ein weitere solcher. Dann gibt es nach Satz 97 einen K-Isomorphismus ¢ : Q ~ /. Die
Abbildung

Yo : Homg (L, ) — Homg (L, )

der Komposition mit v ist offensichtlich bijketiv. O

Definition 155. Eine endliche separable Erweiterung ist eine endliche Korpererweiterung
L/K mit
[L: K|, =[L:K].

Bemerkung 156. In Korollar 72 haben wir bewiesen, daf stets
[L:K|; <[L:K].

Proposition 157. Sei L/K eine Erweiterung, o € L algebraisch tiber K und  eine algebraisch
abgeschlossene Erweiterung von K. Dann sind dquivalent:

(a)  Das Element « ist separabel tiber K.
(b)  Das Polynom P,k ist separabel.

(¢c)  deg(Po/x)=#NSp,, ().
(d)  Die Erweiterung K(a)/K ist separabel.

Beweis. (a) <= (b) gilt per Definition und (b) <= (c) folgt aus Proposition 142.
Es gilt [K () : K] = deg(P, k), und

[K(a) : K], = # Homp (K (a), Q) = #NSp,_ ()

Damit sind dquivalent:

und
deg(Pa/K) =# NSPa/K (Q)v
und dies zeigt (¢) <= (d). O

Somit verstehen wir separable Erweiterungen, die von einem Element erzeugt sind.
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Satz 158. Sei L/M/K ein Korperturm. Dann ist der Separabilititsgrad multiplikativ:
[L:Kl]s=[L:Ms-[M: K.
Insbesondere ist L/ K seprabel genau dann, wenn L/M und M /K separabel sind.
Beweis. Sei ) eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von K. Wir betrachten die Restrik-
tionsabbildung
r: Homg (L, Q) — Homg (M, Q)
o o|lu

Die Abbildung 7 ist surjektiv nach dem Fortsetzungssatz von Steinitz, Satz 97. Die Faser r~!(o)
sind von der Form

Hom (L, Q)

wobei ) als Erweiterung von M vermége o : M — ) aufzufassen ist. Nach Proposition 154
enthalten alle Fasern genau [L : M]; Elemente, und weil es davon [M : K]s viele gibt folgt die
Teleskopformel.

Der Zusatz folgt, indem man mit dem Gradsatz vergleicht
[L:K|]=[L:M] -[M:K],
in welchem nach Bemerkung 156 die entsprechenden Terme hochstens grofier sind. Es gilt Gleich-
heit
[L:K]|=[L:K]s
auf der linken Seite genau dann, wenn Gleichheit
[L:M]=|[L:M]sund [M: K]|=[M:K]s

auf der rechten Seite gilt. O

Satz 159. Fir eine endliche L/ K Korpererweiterung sind dquivalent:

(a) L/K ist separabel.

(b) L ist von endlich vielen iber K separablen Elementen erzeugt: L = K(aq, ..., ap) mit o
separabel iber K firl <i <n.

(¢)  Jedes Element von L ist separabel iber K.

Beweis. (a) = (c¢): Wenn L/K separabel ist, dann ist fiir jedes @ € L nach Satz 158 die
Erweiterung K («)/K separabel und daher a separabel iiber K nach Proposition 157.

(¢c) = (b): Die endliche Erweiterung L/K ist endlich erzeugt, und nach Voraussetzung damit
durch endlich viele separable Elemente erzeugt.

(b) = (a): Dies zeigen wir nach Induktion iiber die Anzahl der Erzeuger. Wir nehmen also
an, dak M = K(aq,...,an—1) lUber K separabel ist, und «,, € L iiber K separables Element
ist. Es gilt in M[T]

Pan/M ’ Pan/K'
Somit hat das Minimalpolynom von «, iiber M auch keine mehrfachen Nullstellen und c, ist
separabel iiber M. Damit sind L/M und M /K separabel und nach Satz 158 auch L/K. O

Korollar 160. Sei L/K eine Kdrpererweiterung und M, E Zwischenkdrper, die iber K endlich
sind. Sei F = MFE das Kompositum in L.

(1)  Wenn M/K separabel ist, dann auch F/E.
(2)  Wenn M/K normal ist, dann auch F/E.
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F=ME

\%al, sep.

E

M

normal, Q

Beweis. (1) Wir schreiben nach Satz 159 M = K (a1, ...,ay,). Dann ist F' = E(aq,...,a,) und

die o; sind wie im Beweis von Satz 159 weiter separabel iiber E. Daher ist auch F'/FE separabel.
(2) Sei F' C Q eine Erweiterung und o : F' — ) eine E-Einbettung. Dann ist die Einschréan-

kung o|ps : M — Q eine K-Einbettung, die wegen M /K normal Bild in M hat. Damit gilt

o(F)=0(ME) =o(M)E = ME = F

K

und F'/E ist auch normal. O

9.4. Primitive Elemente.

Theorem 161 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K eine endliche separable Korpererwei-
terung. Dann ist L/ K einfach, d.h., L = K(«) fiir ein geignetes Elment a € L.

Beweis. Wir suchen ein o, mit deg(P,,x) = [L : K]. Denn dann gilt
(K () : K] = deg(Payic) = L : K]
und nach dem Gradsatz
[L:K(a)]=1
somit L = K ().
Sei K <  eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung. Da L/K separabel ist, gilt
n=I[L:K]=[L:Kl]; =#Homg (L, Q).

Seien o1, .. ., 0y, die Elemente von Homg (L, 2). Dann sind o;(a) gerade die Nullstellen von P, /g
in Q. Daher

n=I[L:K|>[K(a): K]=deg(P,/k) > #{o1(a),...,on(a)}.

Wir haben zu zeigen, daf fiir geeignetes a die 0;(«) paarweise verschieden sind.

Zuriick zum Anfang. Der Fall K endlich wurde bereits in Korollar 120 behandelt. Sei daher
nun K als unendlich angenommen. Per Induktion reicht der Fall L = K (a,b). Dann gilt fiir alle

(o]
(0i(a), 0i(b)) # (aj(a),a;(b)) € 2?
denn sonst wére o; = 0. Sei nun

F(T) = 1] ((0ila) + 0:(0)T) = (0(a) + ;(B)T))

i<j
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Keiner der Faktoren verschwindet identisch. Daher ist f(7") € Q[T'] von 0 verschieden, insbeson-
dere hat f auch in K hochstens endlich viele Nullstellen. Damit gibt es t € K und f(t) # 0. Fir
dieses t setzen wir ¢ = a + bt und finden fiir ¢ < j

oi(c) = oi(a) + 0;(b)t # oj(a) + 0(b)t = 7;(c).
da sonst der Faktor i < j in f(T') bei t eine Nullstelle hitte. Dieses c ist das gesuchte Element. [
Korollar 162. FEine endliche separable Kdrpererweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper.
Beweis. Das folgt sofort aus Theorem 161 zusammen mit Satz 33. O

9.5. Inseparable Elemente und Erweiterungen.

Definition 163. Ein rein inseparables Element ist ein algebraisches Element « einer Korperer-
weiterung L/K in Charakteristik p > 0, so da® fiir hinreichend grokes n € N gilt o?" € K.

Proposition 164. Wenn o € L/K ein rein inseparables Element ist, dann gibt es a € K und
n € Ny, so daf
Pk =T" —a.

Beweis. Nach Definition gibt es m € Nund b € K, so dak o = b. Damit ist
Py | TP = b= (T — )"
ein Polynom mit nur einer einzigen Nullstelle. Es gibt also N € N mit
Pa/K =(T - a)N'

Der konstante Koeffizient o ist auch in K. Sei p” = ggT (N, p™). Dann gibt es r, s € Z mit

pt =rp™ +sN
und somit

a=ao” =) (V) e K.

Wir schliefsen, dafs

Py | TP —a
und weil p" < N = deg(P, k) muk sogar, wie behauptet, Gleichheit gelten. O
Bemerkung 165. Rein inseparabel zu sein, ist ein relativer Begriff in Bezug auf den Grundkérper.
Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und L/K eine nichttriviale separable Erweiterung.
Dann ist jedes @ € L/K rein inseparabel tiber L (trivial) aber nicht rein inseparabel iiber K.

Sonst wire das Minimalpolynom nach Proposition 164 von der Form f = TP" — a mit f' = 0,
also inseparabel, im Widerspruch zu L/K separabel.

Definition 166. Eine endliche rein inseparable Korpererweiterung ist eine endliche Erwei-
terung L/K, so dak es keine nicht-triviale separable Teilerweiterung gibt, d.h., es gibt kein
K C My C My C L mit My/Mj separabel und [M; : My] > 1.

Beispiel 167. Sei L = F,(X) und K = F,(X?) C L. Dann ist L/K rein inseparabel: da der
Grad [L : K] = p eine Primzahl ist, kann es keine anderen Zwischenerweiterungen geben als
L/K selbst. Das Element X € L hat das inseparable Minimalpolynom

TP — XP = (T — X)P.
Aufserdem ist X rein inseparabel iiber K, denn XP liegt schon in K.

Satz 168. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Dann sind dquivalent.

(a) L/K ist rein inseparabel.

(b) [L:K|s=1.

(¢c) LP" C K fiir hinreichend grofies n € N.

(d) L is von endlich vielen tiber K rein inseparablen Elementen erzeugt.
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(e) Alle a € L sind iber K rein inseparabel.

Beweis. (e) = (d) = (c) ist trivial.

Wenn (c) gilt, dann kann man jede Einbettung 7 : K — € in einen algebraisch abgeschlossenen
Korper 2 nur auf eine eindeutige Weise fortsetzen: es gibt eine Fortsetzung nach Steinitz Satz 97.
Und diese ist eindeutig, da Frob : @ — € injektiv ist und deshalb fiir zwei K-Einbettungen
01,09 : L — € gilt

g1 = 09 < Fl"ObnOO'1 :Fl“ObnOUQ <~ Ul‘Lpn :O—Q‘Lpn,

und das gilt, weil auf LP" beide Einbettungen mit 7 {ibereinstimmen. Damit ist [L : K], = 1
und (b) gilt.

(b) = (a): Aus der Version des Gradsatzes fiir den Separabilitatsgrad folgt fir jedes K C
My C My C L, dak [M; : My|s ein Teiler von [L : K]s =1 ist.

(a) = (e): Dies beweisen wir durch Widerspruch. Sei @ € L nicht rein inseparabel tiber K.
Wir schreiben

Posic = f(I7")
fir f € K[T] und n maximal moglich. Dann ist f nicht linear, sonst wére
o = f(a”") = f(0) = Payi(a) = f(0) = —f(0) € K.
Aber f muf irreduzibel sein, denn eine Zerlegung von f = gh wiirde auch eine Zerlegung
Py = f(T"") = g(T"" )W(T?")
nach sich ziehen. Damit ist
f frnd Papn /K

und, wegen f’ # 0 per Konstruktion, ein separables irreduzibles Polynom. Damit haben wir in
L/K eine nicht-triviale (deg(f) > 1) separable Teilerweiterung K (a?")/K gefunden. Das ist der
gesuchte Widerspruch. O

Korollar 169. Sei L/M /K ein Kérperturm endlicher Erweiterungen. Dann ist L/ K rein inse-
parabel genau dann, wenn L/M und M /K rein inseparabel sind.

Beweis. Wir verwenden Satz 168 (¢) (oder (b)), und damit ist alles klar. O

Korollar 170. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist o € L separabel und rein
iseparabel iber K genau dann wenn o € K.

Beweis. Das Element « ist rein inseparabel und separabel genau dann, wenn K («)/K rein
inseparabel und separabel ist, also

Das bedeutet a € K. O

Korollar 171. Sei L/K eine endliche rein inseparable Erweiterung von Kérpern der Charakte-
risttk p > 0. Dann gibt es einen Kdrperturm

K=KiCK,C...CK, =1L

und Elemente o, a; € K; mit

(i)  [Kiy1: K] =p,
(ii) Ki+1 = Ki(ai+1) und af+1 =aq; € K.

Insbesondere ist [L : K] eine p-Potenz.
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Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach dem Grad [L : K]. Wenn M ein echter Zwischen-
kérper von L/K ist, dann ist auch M/K und L/M rein inseparabel. Wenn der Satz fir M /K
und fiir L/M gilt, dann kann man die jeweiligen Korpertiirme zusammensetzen und bekommt
einen Turm wie im Satz behauptet.

Wir diirfen daher annehmen, daf L = K(«) einfach ist. Dann ist « ein rein inseparables
Element und hat nach Proposition 164 ein Minimalpolynom der Form T?P" — a. Dann ist

KCK@" YCK@" )C...CK(a?)C K(a)=L
der gesuchte Korperturm. O

Satz 172 (Relativer separabler Abschluk). Sei L/K eine endliche Erweiterung. Dann gibt es
eine eindeutige Zwischenerweiterung Ls mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Ls/K st separabel und jeder iber K separable Zwischenkérper ist in Ly enthalten.
(i)  L/Lg ist rein inseparabel.

(1ii) [L:K]Sn: [Ls : K.

(iv) Lg= LP K fir hinreichend grofies n € N.

Beweis. Seien E, F' Zwischenkorper, die iiber K separabel sind. Dann ist EF/F und F/K se-
parabel, und demnach auch FF/K. Das Kompositum aller iiber K separabler Zwischenkorper
ist demnach auch iiber K separabel. Dieses Kompositum ist der eindeutige maximale separable
Zwischenkorper L.

Aus dem Beweis von Satz 168 folgt, dafs ein nicht rein inseparables Element oo € L zu einer
echten separablen Erweiterung K (o?")/K fithrt. Wir wenden dies auf L/Ls an. Da L in L
keine nicht-trivialen separablen Teilerweiterungen mehr haben kann, diese wéren auch iiber K
separabel und so bereits in Ls enthalten, muft L/Lg rein inseparabel sein.

Es folgt nun

[L:Kl]s=[L:Ls]s - [Ls: K]s =1-[Ls: K] =[Ls : K.

Sei L = K(ai,...,a;). Dann ist M, = 'K = K(o}fn, ... ,afn). Das Argument am Ende
des Beweises von Satz 168 zeigt, dafk M, /K fir hinreichend grofies n separabel ist. Auferdem
ist L/M,, ersichtlich rein inseparabel. Daher gilt M,, = L, fiir n > 0. O

Korollar 173. Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0. Dann ist jede endliche Erweiterung
L/K mit pt|L: K| separabel.

Beweis. Sei Lg der relative separable Abschluft. Dann ist [L : Lg] nach Korollar 171 eine Potenz
von p. Als Teiler von [L : K] mufs dies [L : Ls] =1 sein, also ist L = Lg separabel iiber K. [

Definition 174. Der Inseparabilititsgrad einer endlichen Erweiterung L/K ist
[L:K|;=[L: L.
Korollar 175. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Es gilt
[L:K]|=I[L:K|s-[L: K]
und [L : KJ; ist eine Potenz der Charakteristik von K.

Beweis. Die Gleichung folgt sofort aus Satz 172 und dem Gradsatz. Der Rest folgt aus Korol-
lar 171. U

Bemerkung 176. Einen Korper, der keine nicht-trivialen separablen algebraischen Erweiterungen
mehr hat, nennt man separabel algebraisch abgeschlossen.

Die Konstruktion des relativen separablen Abschluffes funktioniert auch in unendlichen al-
gebraischen Erweiterungen. Wenden wir dies auf einen algebraischen Abschluf K /K an, dann
erhalten wir einen separablen Abschlufs

Ksep / K
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von K. Dieser 148t sich beschreiben als
K*P = {a € K ; « ist separabel iiber K}.

Ferner ist K*°P eine algebraische Erweiterung von K, die separabel algebraische abgeschlossen
ist.

Die Steinitz’schen Sétze iiber den algebraischen Abschlufs gelten analog in Bezug auf separable
algebraische Erweiterungen.

Satz 177 (Steinitz fiir separable Erweiterungen). Sei K ein Korper.
(1) K besitzt eine algebraische Erweiterung, die separabel algebraische abgeschlossen ist.
(2) Je zwei separable Abschliisse von K sind K-isomorph.

(8) Sei K*P ein separabler Abschluf$ von K und L/K eine separable Erweiterung. Dann gibt
es eine K-FEinbettung L — K3°P.

UBUNGSAUFGABEN ZU §9

Ubungsaufgabe 9.1. Sei K ein Korper und K (X) der rationale Funktionenkorper. Zeigen Sie,
daf die Quotientenregel eine Derivation auf K (X) definiert:
(g)’ _gh—gW
7 T R
Ubungsaufgabe 9.2. Sei K eine Korper der Charakteristik p > 0, und sei L = K (a) eine endliche
Erweiterung von K. Zeigen Sie, daft L/K genau dann separabel ist, wenn L = K (aP) gilt.

Ubungsaufgabe 9.3. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Zeigen Sie, daf K genau dann perfekt
ist, wenn L perfekt ist.

Ubungsaufgabe 9.4. Sei F ein unendlicher Kérper der Charakteristik p > 0. Sei F(X,Y) der

Quotientenkorper des Polynomrings F[X, Y] in zwei Variablen X und Y.

(1) Zeigen Sie, dafs L = F(X,Y) eine rein inseparable Erweiterung des Unterkorpers K =
F(XP YP) ist.

(2) Bestimmen Sie den Grad [L : K] und zeigen Sie, daf es unendlich viele Zwischenkorper
gibt.

Ubungsaufgabe 9.5. (1)  Sind rein inseparable Erweiterungen normal?
(2) Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und Ly der relative separable Abschlufs von K
in L.
Zeigen Sie, daf L/K normal ist genau dann, wenn Ls/K normal ist.
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Teil 2. Galoistheorie
10. IRREDUZIBILITATSKRITERIEN

10.1. Diskrete Bewertungsringe. Das Konzept der Nullstellen- und Polordnung wird durch
den Begriff der diskreten Bewertung abstrahiert.

Definition 178. Eine diskrete Bewertung eines Korpers K ist ein surjektiver Gruppenho-
momorphsimus
v:K* -7,
so dak fiir alle z,y € K* mit x + y # 0 gilt
v(z +y) = min{v(z), v(y)}.
Diese Abschétzung nennen wir (nichtarchimedische) Dreiecksungleichung.
Elemente 7 € K* mit v(7) = 1 heifen uniformisierende Elemente von v.

Die folgenden Beispiele sind fiir uns die wichtigsten.
Beispiel 179. (1)  Sei p eine Primzahl Z. Wir definieren die p-adische Bewertung auf Q durch
v : Q¥ = Z
vp(p”%) =n wenn p{ ab.

Diese p-adische Bewertung zéhlt die Faktoren p in einer rationalen Zahl. Sie ist wohldefi-
niert und ein Homomorphismus aufgrund der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z. Die
notige Abschitzung gilt, weil die Summe mindestens durch die Primpotenz teilbar ist,
durch die beide Summanden teilbar sind.

Es gilt fiir n € Ny
n = Hpvp(n)
p

(2) Hier ist die abstrakte Variante. Sei R ein Ring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung, also
etwa ein Hauptidealring wie Z oder F[T)] fiir einen Korper F. Sei m € R ein Primelement
und K = Quot(R). Dann gibt es fiir jedes x € K* eindeutig

r=m —
z

mit n € Z und y, z € R, wobei 7 kein Teiler von y und z ist. Die 7-(adische) Bewertung
auf K ist gegeben durch

ve: KX = 7Z
vw(ﬂ”g) =n wenn 71 yz.
z
Wie im Spezialfall R = Z und 7m = p folgt alles sofort: wohldefiniert, Gruppenhomomor-

phismus, Abschétzung der Teilbarkeitsordnung.
(3) Das abstrakte Beispiel leifert konkret fiir R = K[T] und 7 = T die Bewertung

ordg : K(T)* = Z
welches jeder rationalen Funktion die Nullstellenordnung in 7' = 0 zuordnet.

Lemma 180. Sei v eine diskrete Bewertung auf dem Kérper K. Dann gilt fiir alle x € K*:
(1) v(—zx)=wv(x), insbesondere v(—1) = 0.

(2) v(l/z) = —v(z).

Beweis. Es gilt 2v(—1) = v((=1)?) = v(1) = 0 in Z, also v(—1) = 0. Der Rest ist noch
trivialer. O
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Proposition 181 (Nicht-archimedische Dreiecksungleichung). Sei v eine diskrete Bewertung
auf dem Korper K. Dann gilt fir x,y,z +y € K*, wenn

v(w) # v(y),
genauer
v(z +y) = min{v(x), v(y)}.

Beweis. Wir zeigen, dak fiir a,b,c € K* mit a + b+ ¢ = 0 das Minimum von

{v(a), v(b), v(c)}
mindestens doppelt angenommen wird. Daraus folgt mit @ = z, b = y und ¢ = —(z + y) die

Behauptung.
Angenommen, das Minimum wird nur einmal angenommen. Dann gilt oBdA

v(a) < v(b),v(c)
und dann ist
v(a) = v(—a) = v(b+ ¢) > min{v(b),v(c)} > v(a)
ein Widerspruch. O

Bemerkung 182. Sei v eine diskrete Bewertung auf dem Korper K. Fiir eine relle Zahl p > 1

wird durch

], := p~")
auf K eine Norm definiert, wenn man auch noch [0|, = 0 setzt. Die nicht-archimedische Drei-
ecksungleichung wird zur Dreiecksungleichung

|z +yl, < max{|z|,,[y[,} < |z, + [yl,

fir | |,. Wie iiblich definiert

dv(l‘7y) = |1" - y|fu
dann eine Metrik auf K, die v-adische Metrik.

Im Beispiel der p-adischen diskreten Bewertung v, auf Q bekommt man eine Norm, in der
eine Zahl dann klein ist, wenn sie oft durch p teilbar ist.
Proposition 183. Sei v eine diskrete Bewertung auf dem Kérper K. Dann gilt:
(1) Die Menge
R={zxe K*; v(z) >0}U{0}
ist ein Unterring von K mit K = Quot(R), genannt der Bewertungsring von v.
(2)  Die FEinheitengruppe von R ist
R*={x e K* ; v(z) =0}.

(3) Der Ring R ist ein Hauptidealring mit einem bis auf Einheiten eindeutigen Primelement.
Die Primelemente sind genau die uniformisierenden von v.
(4) Der Ring R hat ein eindeutiges mazimales Ideal

m={zxe K*; v(x)>0}U{0},
und dieses wird von w erzeugt, wenn w uniformisierendes Element ist.

(5)  Der Faktorring k = R/m ist ein Korper, genannt der Restklassenkdrper von v.

Beweis. (1) Nach der Dreiecksungleichung gilt mit z,y € R auch v(x+y) > min{v(z),v(y)} > 0,
also x +y € R (wenn = + y = 0, so ist das trivial). Da z,y € R auch zy € R impliziert, und
wegen 12 = 1 notwendig v(1) = 0, ist R in der Tat ein Unterring.

Ein z € R ist eine Einheit, genau dann, wenn es ein y € R gibt mit zy = 1. Da

v(y) = o(1) —v(z) = —v(z)
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geht das genau dann, wenn v(z) = 0 ist. Dann hat y = 1/x € K auch Bewertung 0 und ist in
R. Dies zeigt (2).
Sei m eine Uniformisierende, also v(7) = 1. Dann setzen wir fiir z € K*

y=a/m"®

finden v(y) = v(z) — v(z) - v(7) = 0. Demnach ist y € R* und
Tz =7"y.
Es folgt, dak K der Quotientenkorper von R ist. Damit ist nun (1) gezeigt.
(3) Sei I C R ein Ideal. Wir setzen
n=wv(I) =min{m ; es gibt x € I mit v(x) =m}.

Das Minimum existiert, denn es handelt sich um das Minimum einer Teimenge von N. Aufserdem
wird das Minimum angenommen. Sei z € I ein solches Element mit v(z) = n. Dann ist fiir jedes
y €1 mit z=y/x

also z € R und
y=u1xz € ().
Wir schlieften I = (x) und R ist Hauptidealring.
Sei 7 eine Uniformisierende von v. Jede Nichteinheit € R hat v(z) > 0 und wird daher
durch 7 geteilt. Damit ist 7w das einzige mogliche Primelement (bis auf Einheit). In der Tat ist
7 irreduzibel, da z,y € R mit zy = 7 erzwingt

1= () = v(@) +v(y),
und v(z),v(y) sind 0 und 1 in einer Reihenfolge. Nach (2) ist somit ein Faktor eine Einheit.
(4) Man sieht sofort wie in (3), daf
m = (7).
Da R\ m = R* nur aus Einheiten besteht und ein echtes Ideal keine Einheiten enthalten darf,

ist jedes Ideal in m enthalten. Damit ist m das eindeutige maximale Ideal von R.
(5) Der Faktorring k = R/m ist ein Korper, weil m maximal ist. O

Beispiel 184. (1)  Der Potenzreihenring K[[T] iiber einem Kérper K ist ein Hauptidealring mit
genau einem Primelement 7' (bis auf Multiplikation mit einer Einheit. Die T-Bewertung
auf K((T)) := Quot(K|[[T]]) wird gegeben durch

v:K(T)" = Z
U(Z a;T") +— min{i ; a; # 0}
>0

Der zugehorige Bewertungsring ist K[[T]], das maximale Ideal besteht aus den Potenzrei-
hen mit konstantem Element 0 und der Restklassen Korper ist als Quotient

K[[T]] = K
f= 1(0),

die einzige Auswertung von T' in K, die sinnvoll ist.
Insbesondere folgt aus diesen Uberlegungen, dafs

K(T)={f=>aT ; n€Za € K}=|JTK[T]
zn n>0

gilt. Der Quotientenkorper des formalen Potenzreihenrings ist somit der formale Lauren-
treihenring (mit endlicher Polordnung).
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(2)  Wir betrachten die p-adische Bewertung. Der Bewertungsring Z,) besteht aus allen ratio-
nalen Zahlen, deren (reduzierter) Nenner nicht durch p teilbar ist. Der Restklassenkorper
ist gegeben durch

7 — Ty

was sich aufgrund der universellen Eigenschaft der Lokalisierung (am multiplikativen Sys-
tem aller nicht durch p teilbaren natiirlichen Zahlen) auf den Bewertungsring Zp) ausdehnt.
Da das maxmiale Ideal eindeutig ist, muf dies die Quotientenabbildung zum Restklassen-
korper sein.

Eine diskrete Bewertung fiihrt zu einer Bewertung auf dem rationalen Funktionenkorper.
Sei v eine Bewertung auf dem Koérper K. Fiir ein 0 # f = Zi\io a; X" € K[X] setzen wir

o(f) = minfo(a) ; a; £ 0}.
Lemma 185 (Gauk-Lemma). Fir alle f,g € K[X] verschieden von 0 gilt
v(fg) = v(f) +v(g)-
Beweis. Sei f =31 b;X" und g = > 7" ¢; X%, und fg =Y """ a; X" Es gilt
v(ar) = v( Z bic;) > min{v(bic;) ; i+ j =1 und bicj # 0}
i+j=l
= min{v(b;) +v(c;) ; i+ j =1 und b;c; # 0}
> min{u(b) ; bi # 0} +min{o(ey) ; ¢ £ 0} = () +v(g).

Also gilt auch, in dem wir das Minimum fiir 0 < [ < n + m {iber die linke Seite dieser Unglei-
chungen nehmen,

v(fg) = v(f) + v(g).

Es bleibt zu zeigen, daf in dieser Ungleichung Gleichheit besteht. Wir setzen

r = mini ; v(b) = v(f)}
und

s =min{i ; v(c;) =v(g)}
Dann berechnen wir den Koeffizienten von X" in f als

Urts = Z bicj = bres + Z bic;
i+j=r+s i+j=r+s,i#r

Fiir i +j =r+ s aber ¢ < r oder j < s (das sind alle auber (¢,7) = (r,s)) folgt
v(bicj) = v(b;) +v(cj) > v(f) +v(g)

denn ein Index ist kleiner als r bzw. s und so gewinnen wir 1. Weil v(b,cs) = v(f) + v(g) folgt
mit der nichtarchimedischen Dreiecksungleichung aus Proposition 181 per Induktion

v(arys) = v(bres) = v(f) +v(g).
Dies beweist die Behauptung. O

Definition 186. Die Gaufi-Bewertung zu einer diskreten Bewertung v auf dem Koérper K ist
die diskrete Bewertung

v:K(X) > 7Z
welche auf f = g/h mit Polynomen g, h € K[X] durch

v(f) = v(g) —v(h)

definiert wird.
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Beweis. Wir haben zu zeigen, daff v wohldefiniert und eine Bewertung ist. Wenn

g_s_2
h / b
dann gilt gb = ha und nach Lemma 185

v(g) +v(b) = v(h) + v(a).

Dann ist aber

und v(f) ist wohldefiniert.
Weiter ist v ein surjektiver Gruppenhomomorphismus K(X)* — Z, denn

o(F - 2) = v(53) = v(ga) — v(hb) = v(g) — v(h) +v(a) = v(b) = v(}) +v(}).

Die Dreiecksungleichung folgt offensichtlich fiir Polynome direkt aus der Definition und der
Dreicksungleichung fiir v auf K. Im allgemeinen Fall fiihrt man die Dreiecksungleichung durch
Multipliktion mit dem Produkt der Nenner auf den Polynomfall zuriick. O

10.2. Das Eisensteinkriterium. Um mehr Beispiele konstruieren zu koénnen, bendtigen wir
ein Kriterium, mit dem sich ein Polynom als irreduzibel erkennen léfst. Das Fisensteinkriterium
ist eines davon.

Satz 187. Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf dem Koérper K. Sei f €
RI[T] ein Polynom, das sich in R[T| nicht als Produkt nichtkonstanter Polynome schreiben lifst.
Dann ist f auch in K[T] irreduzibel.

Beweis. Sei in K[T] eine Zerlegung

N
f:ZaiTi:gh
=0

mit g, h € K[T]. Dann gilt nach dem Gauf-Lemma, Lemma 185
0 <w(f) =wvlg) +v(h).
Sei 7 eine Uniformisierende fiir die Bewertung v. Die Polynome
G=7"9Wg wnd H=r"Wp
sind per Definition der Gauf-Bewertung aus R[T]. Es gilt aber auch die Zerlegung in R[T
f=rYGH.

Da f in R[T] irreduzibel ist, muff G oder H konstant sein. Damit ist auch g oder h konstant
und f irreduzibel in K[T]. O

Satz 188 (Eisensteinkriterium). Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf dem
Korper K. Sei f =5 ya;T" € K[T] ein Polynom mit

0 i=mn,
v(a;)) =< >0 0<i<n sofern a; # 0,
1 +=0.

Dann ist f irreduzibel.

Beweis. Nach Voraussetzung ist f € R[T]. Nach Satz 187 reicht es aus zu zeigen, daf f in R[T]
irreduzibel ist. Nehmen wir an, dafs

[ =gh
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mit g, h € R[T]. Die Quotientenabbildung R — k (bezeichnet mit a — a) auf den Restklassen-
korper k der Bewertung v fiihrt auf Koeffizienten angewandt zu einem Ringhomomorphismus
von Polynomeringen
R[T] — k[T,

den wir mit F + F bezeichnen. Es gilt nach Voraussetzung

f =a, 1" = gh
Da in k[T eindeutige Primfaktorzerlegung besteht, folgt mit d = deg(g) und e = deg(h) und
gewissen a,b € k*

g=al’ und h=0bT"
Man beachte, daf in der offensichtlichen Abschitzung deg(g) < deg(g) (bzw. deg(h) < deg(h))
Gleichheit gelten muf (der Grad kann nicht kleiner werden), da
deg(g) + deg(h) = deg(f) = deg(f) = deg(g) + deg(h).

Insbesondere folgt, dafs die konstanten Terme g(0), h(0) positive Bewertung haben. Damit gilt
v(ao) = v(g(0)h(0)) = v(g(0)) + v(h(0)) = 2
im Widerspruch zur Annahme. O
Beispiel 189. (1) Das Polynom aus Q[T]
T + 97" + 37% + 18T + 3

ist irreduzibel. Das Eisensteinkriterium funktioniert fiir die Primzahl 3, genauer in unserem
Aufbau fiir die p-adische Bewertung zu p = 3.
(2) Sei F ein Korper und K = F((X)). Dann ist fiir alle n > 0

™ - X

irreduzibel in K[T]. Hier funktioniert das Eisensteinkriterium fiir die Bewertung auf dem
Potenzreihenring, die durch die Nullstellenordnung gegeben ist.

Korollar 190. Sei f € Z[T] ein Polynom f = > ,a;T". Sei p eine Primzahl, so daf pt an,
p | a; fiir allei < N aber p*tag. Dann ist f irreduzibel in Q[T).

Beweis. Das folgt aus dem Eisensteinkriterium fiir die p-adische Bewertung von Q. U
Es gibt noch die folgende Trickkiste zu beachten.

Bemerkung 191. (1)  Skalierungstrick:
Zu einem Polynom f = Z?:o a;T" € K[T) vom Grad d = deg(f) und 0 # X € K kann
man das Polynom

F = )\d Z)\d i i
betrachten. Dann gilt offensichtlich in K[T]

f irreduzibel <= F irreduzibel.

Der Koeffizient von T in F ist A% %a;. Wenn K eine diskrete Bewertung trigt mit
Bewertungsring R, dann kann durch geschickte Wahl von A erzwungen werden, dafs F' €
R[T]. Jetzt kann man das Eisensteinkriterium anzuwenden versuchen.

(2) Inversionstrick: Zu einem Polynom f = Z?:o a;T* € K[T] vom Grad d = deg(f) kann
man das Polynom

F=T1/T) = Zad ;
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betrachten. Dann gilt offensichtlich in K[T]
f irreduzibel <= F irreduzibel.
Hier spiegeln sich die Koeffizienten am mittleren Grad.
(3)  Translationstrick: Zu einem Polynom f € K[T] und a € K kann man das Polynom
F=f(T'+a)e€ K[T]
betrachten. Dann gilt offensichtlich in K[T]
f irreduzibel <= F irreduzibel.

Beispiel 192. Als Standardbespiel fiir den Spiegelungstrick hat sich das Kreisteilungspolynom
zur Primzahl p erwiesen. Das ist das Polynom

™ — 1
Op(T) = 7 =TP TP 2 TP T +1€Z[T),
nur dall in dieser Form das Eisensteinkriterium nicht anwendbar ist. Fiir die Translation um 1
gilt allerdings

(T+1)P—1_TP41P -1

= TPt d
T+1-1 T mocp

O, (T+1) =
und der Konstante Koeffizient ist
D (T + 1)|7—0 = D,(1) = p ¢ p*Z.
Damit zeigt das Eisensteinkriterium fiir die p-adische Bewertung, dafs ®,(7"+ 1) und damit auch
P, (T) irreduzibel ist.

Bemerkung 193. Nicht jedes irreduzible Polynom kann durch das Eisensteinkriterium als irre-
duzibel erkannt werden, selbst nicht nach Translation oder anderen Tricks. Als Beispiel sei

f=T"—8T?+36
welches das Minimalpolynom des Erzeugers

a=v—-1++5
fiir die Erweiterung L = Q(\/g, v/—1) von Q vom Grad 4 ist. Der Beweis, daft man mit Eisenstein
nichts ausrichten kann, benétigt algebraische Zahlentheorie®.

10.3. Irreduzibilitit eines homomorphen Bildes. Wir beweisen nun eine genauere Version®
von Satz 187, in der R ein beliebiger Hauptidealring ist.

Definition 194. Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K und 0 # f € KIT] ein
Polynom. Wir definieren den Inhalt von f als

c(f) :HWU"(f) e K*.

Das Produkt erstreckt sich iiber Vertreter  aller Primelemente von R bis auf Multiplikation mit
einer Einheit von R. Dabei ist v;(—) die m-Bewertung, hier v, (f) also die kleinste m-Potenz, die
in allen Koeffizienten aufgeht. Der Inhalt ¢(f) hangt also implizit von der Wahl der Primelemente
7 ab. Die Wahl beinfluft ¢(f) nur durch Multiplikation mit einer Einheit.

Bemerkung 195. Wenn f € R[T] ein Polynom ist, dann sieht man sofort
c(f) = ggT der Koeffizienten von f

und ist als solches wohldefiniert als Ideal von R.

Das Eisensteinkriterium fithrt zu total verzweigten Erweiterungen. Die gegebene Erweiterung hat Z/2Z x
7,/27 als Galoisgruppe und kann somit nur bei p = 2 total verzweigt sein. Dort sorgt die bei 2 unverzweigte
Zwischenerweiterung Q(v/5)/Q dafiir, daf die Verzweigung nicht total ist.

5Die natiirliche Voraussetzung, mit dem gleichen Beweis, verlangt, daff R ein faktorieller Ring ist, das ist ein
Ring mit eindeutiger Primfaktorzerlegung.
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Lemma 196. Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkorper K und 0 # f,g € K[T] Polynome.
Dann gilt

c(fg) = c(f)e(9),

der Inhalt ist also multiplikativ.

Beweis. In beiden Seiten vergleich man die Anzahl der Faktoren 7 fiir jede Sorte Primelement
7. Da kommt v;(fg) = vz(f) + vz(g) im Wesentlichen nach dem Gauf-Lemma, Lemma 185,
heraus. U

Satz 197. Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkorper K. Sei f € R[T| ein Polynom, das
sich in R[T) nicht als Produkt nichtkonstanter Polynome schreiben lafst. Dann ist f auch in KT
vrreduzibel.

Beweis. Sei f = gh mit g,h € K[T]. Dann setzen wir
G=clg)'g und H=c(h) 'h
und finden G, H € R[T] per Definition des Inhalts. Nach Lemma 196 gilt dann die Zerlegung
f=dGH
mit Faktoren aus R[T]. Somit muf einer der Faktoren G, H konstant sein, und f ist irreduzibel.

O

Lemma 198. Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus von Integritdtsringen und sei f € A[T], so
daff ¢(f) € B[T] den gleichen Grad wie f hat.

Sei in jeder Faktorisierung von o(f) in B[T| ein Faktor konstant. Dann gilt dies auch fiir
AlT).

Beweis. Aus f = gh mit gh € A[T] folgt ¢(f) = ¢(g)p(h) in B[T] und einer der Faktoren ¢(g)
oder ¢(h) mufs konstant sein. Weil
deg(f) = deg(p(f)) = deg(p(g)) + deg(p(h))

< deg(g) + deg(h) = deg(f) = deg(p(g)) + deg((h))
geht der Grad von ¢ und h durch ¢ nicht runter. Also ist auch g oder h konstant. U

Korollar 199. Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkdrper K, und sei ¢ : R — A ein
Homomorphismus zu einem Integrititsring A. Sei 0 # f € R[T] ein Polynom, so daf§

(i) deg(f) = deg(p(f)), und
(ii)  in jeder Faktorisierung von ¢(f) in A[T] ist eine Faktor konstant.

Dann ist f irreduzibel in K[T).

Beweis. Nach Lemma 198 hat auch jede Faktorisierung von f in R[T] einen konstanten Faktor.
Nach Satz 197 ist damit f in K[T] irreduzibel. O

Beispiel 200. Wir betrachten R = Z mit K = Q und ¢ : Z — [, die Projektion. Das Polynom
f=TP-T—-1€Z[T

reduziert sich modulo p, also durch Abbilden mit ¢, zum Polynom f = TP — T — 1 € F,[T].
Dieses ist irreduzibel. Denn sei « eine Nullstelle in einer endlichen Erweiterung F,(«), dann gilt

Frob(a) =aof = a+ 1.
Somit gilt
Frob"(a) = a+r

und Frob hat auf Fj(a) die Ordnung p. Dies ist, wie wir bereits wissen gleich [Fj(a) : Fp], und
daher ist f € IF,[T] irreduzibel. Nach Korollar 199 ist dann auch f irreduzibel in Q[T7].
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Bemerkung 201. Das Eisensteinkriterium und das Kriterium mittels eines homomorphen Bildes
haben &hnliche Struktur. In beiden Féllen benutzt man einen Homomorphsimus ¢ : R — k
auf einem geeigneten Teilring R C K. Zunéchst muf von Beginn an f € R[T] Koeffizienten
im Teilring R haben und man betrachtet f = ¢(f). Dann aber schlieken beide Kriterien aus
diametral entgegengesetzten Voraussetzungen auf irreduzibilitdt von f :

e Beim Kriterium in Korollar 199 muf f selbst irreduzibel sein.

e Beim Eisensteinkriterium aus Satz 188 muf f vollstindig in identische Linearfaktoren

zerlegt sein.

Die beiden Kriterien ergdnzen sich somit.

UBUNGSAUFGABEN zU §10
Ubungsaufgabe 10.1. Zeigen Sie, dak die Abbildung
v: K(X)* = Z

v(ﬁ) > deg(g) — deg(/)

eine diskrete Bewertung auf K (X) definiert. Diese Bewertung wird die Gradbewertung genannt.
Beschreiben Sie die Bewertung, welche aus der Gradbewertung durch Vorschalten des K-
Automorphismus von K (X), der durch X + X! festgelegt wird, entsteht.
Finden Sie einen Hauptidealring in K, so dafs die Gradbewertung eine zu einem Primelement
gehorige diskrete Bewertung ist.

Ubungsaufgabe 10.2. Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf dem Korper K.
Zeigen Sie, dafs die Sequenz von abelschen Gruppen

0+R*LHK*357Z—0
mit der Inklusion ¢ und der Bewertung v exakt ist.
Uberlegen Sie sich, wie sie die Bewertung v definieren kénnen, wenn sie nur den diskrete
Bewertungsring als Unterring R C K gegeben haben.

Ubungsaufgabe 10.3. Sei R der Bewertungsring einer diskreten Bewertung v auf dem Korper K.
Zeigen Sie, daf fiir jedes x € K* gilt:

xr€R oder 1/x€R.

Ubungsaufgabe 10.4. (a) Zeigen Sie, daf die folgenden Polynome in Q[X] irreduzibel sind:
(1) 3X° +14X3 — 21X2 449X — 7,
(2) X'2 427X + 1002,
(3) X*+1.
(b) Sei p € Z eine Primzahl f = Z?ﬁgl a; X' € Z[X] ein Polynom vom Grad 2n + 1.
Angenommen p teilt nicht ag, 1 aber pla; fiir alle i < 2n und sogar p?|a; fiir alle i < n
wobei p? wiederum nicht ag teilt. Man zeige, daf ein solches f irreduzibel in Q[X] ist.

11. GALOISERWEITERUNGEN

11.1. Galoissch. Unter den endlichen Korpererweiterung spielen die galoisschen Korpererwei-
terungen eine besondere Rolle.

Theorem 202. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(a)  Es gibt eine endliche Gruppe G C Autg (L) mit K = LC.

(b)  #Autg(L)=[L: K| und dies ist endlich.

(¢) [L: K] ist endlich und L/K ist separabel und normal.

(d) L = K(«) fir ein algebraisches Element o € L mit separablem Minimalpolynom Pok,
das in L vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.
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Beweis. (a) = (d): Zu a € L betrachten wir die Menge der G-konjugierten Elemente
M ={g(a); g € G}.
Dies ist eine transitive G-Menge. Fir jedes g € G ist die FEinschrankung von g : L — L auf M
eine Permutation von M. Wir betrachten nun
f=11@-»).
BeM

Fiir jedes g € G gilt nun

=11 «v-8=11T-9) =] T-8 ="
pseM BseM pseM
Damit hat f Koeffizienten im Fixkérper LE = K, also f € K[T).
Wegen o € M ist f(a) =0, und es gilt

Pa/K ‘ f
Da f separabel ist und tiber L vollsténdig in Linearfaktoren zerfillt, gilt dasselbe auch fiir P, /.
Da dies fiir alle a € L gilt, ist L/ K eine algebraische Erweiterung, in der jedes Element separabel
ist und alle Minimalpolynome P, /g iiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfallen. Auferdem
gilt fir alle « € L
[K(a) : K] = deg(Pa/r) < #M < #G.

Damit haben wir fast (c) gezeigt. Es fehlt [L : K] endlich. Dazu brauchen wir den Satz
vom primitiven Element, mit dem wir auch (d) zeigen. Angenommen L/K wire nicht endlich
erzeugt (und damit endlich), dann gibt es durch sukzessives Adjungieren von Erzeugern einen
Koérperturm

K=LyCILiCIL;C...
von Zwischenkdrpern, so daf [L; : K] endlich ist und mit ¢ — oo gegen unendlich strebt. Da
L;/K auch separabel ist, gibt es nach dem Satz vom primitiven Element, Theorem 161, Elemente
a; € L mit L; = K (o). Dann ist aber fir alle 4
beschrankt, ein Widerspruch. Wir wenden Theorem 161 nochmals, diesmal auf L/K, an und
finden L = K(«) fiir ein geeignetes . Damit ist (d) bewiesen.

(d) = (c): In diesem Fall ist L der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms, also L/K
endlich, separabel und normal.

(¢) = (b): Sei L C  eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung. Wir betrachten (2 als
Erweiterung von K via K C L C Q. Da L/K normal ist, faktorisiert jeder K-Homomorphismus
L — Q iber L CQ:

Hompg (L, L) = Homg (L, Q).
Und da jeder Kérperhomomorphimus injektiv ist und L ein endlicher K-Vektorraum, so ist jeder
K-Homomorphismus L — L schon ein Automorphismus:
Autg (L) = Homg (L, L).
Damit gilt
# Autg (L) = # Homg (L, L) = # Homg (L, Q) = [L : K]
und dies ist gleich [L : K], denn L/K ist separabel.
(b) = (a): Nach Voraussetzung ist G := Autg (L) endlich, Wir erhalten einen Zwischenkéor-
per von L/K durch:
M =L°.
Offensichtlich ist G C Autys (L), so dak nach Korollar 72
[L: K] =#Autg(L) = #G < # Autp (L) = #Homp (L, L) < [L: M].
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Wir schlieflen
[L: K]

[L: M]
also [M : K] = 1. Somit gilt K = M = LC. O

1<[M:K]= <1,

Definition 203. (1) Eine endliche galoissche Korpererweiterung ist eine Kérpererweiterung
L/K, welche die dquivalenten Eigenschaften von Theorem 202 erfiillen. Man nennt eine
galoissche Erweiterung auch einfach Galoiserweiterung.

(2) Die Galoisgruppe einer Galoiserweiterung L/K ist die Gruppe

Gal(L/K) = Autg(L).

Beispiel 204. (1) C/R ist galoissch, den R ist der Fixkorper der komplexen Konjugation, wel-
che eine Gruppe der Ordnung 2 erzeugt.

(2) Jede Erweiterung endlicher Korper ist normal und separabel, also galoissch.

(3) Sei K ein Korper von Charakteristik # 2, und sei L/K eine quadratische Erweiterung.
Dann ist L/K galoissch, denn L/K ist normal nach Proposition 78 und separabel nach
Korollar 173, da die Charakteristik kein Teiler von 2 = [L : K] ist. In der Tat ist L = K (\/a)
fiir ein @ € K und Gal(L/K) die Gruppe von Ordnung 2, welche von der Involution definiert

durch
Va— —a

erzeugt wird.
(4) Die Erweiterung Q(3/2)/Q ist nicht galoissch, da sie nicht normal ist.

Beispiel 205. Das folgende Beispiel enstammt einem Brief von J.-P. Serre als Antwort auf eine
Frage von Abhyankar’, war aber schon vorher bekannt®.

Der 1-dimensionale projektive Raum IP’I(IE‘q) iiber dem Korper [, ist die Menge der Geraden
durch 0 im [Fg-Vektorraum FZ. Dieser wird beschrieben durch

PL(F,) = (F2\ {0})/F}.
Die Restklasse der Gerade durch (u,v) wird mit [u : v] bezeichnet. Die projektiv lineare
Gruppe in Dimension 2 mit F,-Koeffizienten ist

PGLy(F,) = GLz(Fq)/{< - > ;a€ F?}

Dies ist eine endliche Gruppe der Ordnung

GLy(F
#PGLy(E,) = T2ED _ (g ygq 1),
die auf P1(F,) wie folgt wirkt. Zu [u : v] € PY(F,) und M = < CCL Z ) € GLa(F,) setzen wir

M.[u:v] = [au+ bv : cu+ dv].

Dies héngt nur vom Bild von M in PGLy(FF,) ab und definiert eine Operation, weil hier nur der
Effekt die tautologische Operation

GLy(Fq) x F; — F>
durch Matrixmultiplikation (fiir spater unten unorthodox als
M .(u,v) = (au + bv, cu + dv).

notiert) auf den Geraden durch 0 beschrieben wird.

7Appendix in: Abhyankar, Shreeram S., Galois theory on the line in nonzero characteristic, Bull. Amer. Math.
Soc. (N.S.) 27 (1992), no. 1, 68-133.
8Rivoire, Paul, Fonctions rationnelles sur un corps fini, Ann. Inst. Fourier, Grenoble 6 (1955-1956), 121-124.
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Jetzt betrachten wir die Koordinate

="
v

als Variable, welche mit Werten in F,U{oc} die Punkte des P*(F,) parametrisiert. Die Operation

flihrt dann zu . T
M‘T:au—l— v_a + '
cu+dv T'+d
Diesen gebrochen linearen Ausdruck nennt man eine Mébiustransformation. Es gilt M.T =T
genau dann, wenn M = 1 € PGLy(FF;). Damit ist klar, daf wir eine endliche Untergruppe von

Automorphismen

PGLy(F,) — Autg, (Fy(T))
M w— (T — M.T)

gefunden haben.
Wir setzen nun L = Fy(T') und K fiir den Fixkorper zur Gruppe PGLy(F,) von Automor-
phismen. Damit ist L/K eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe
Gal(L/K) = PGLy(F,).
Nun wollen wir den Kérper K konkret bestimmen, und L als Erweiterung von K beschreiben.
Dazu betrachten wir (nach Dickson) die Polynome

Alu,v) = vu? —uv? = v (TT - T)

und
Blu,v) T _ VYT — ) _ (T7" —T7) + (T7—T)
’ A(u,v) vItH(Te —T) T1—T
— o0 (T = T)1 4 1).

Es gilt fiir M = < Z Z > € GLa(Fy),

A(M.(u,v)) = (cu + dv)(au + bv)? — (au + bv)(cu + dv)?
= (cu + dv)(au? + bv?) — (au + bv)(cu? + dv?) = det(M) - A(u,v)
und (verwende im Zihler die Rechnung fiir A(u,v) und ¢? statt q)

_det(M) - (vu?” — w?)
B(M.(u,v)) = det(M) - A(u, v)

= B(u,v).

Wir setzen
X B(u,v)1t! (17— Tyt 4 1)9t!

Aw0)=1 (10— Ty
und finden, weil det(M) € F und daher det(M)? = det(M),
B(M.(u,v))tt B(u,v)1t!

M.X = =X.

A(M.(u,v))*=¢  det(M)4*~4 - A(u,v)?—4

Das Element X gehort somit zum Fixkorper K. Die Definition von X zeigt
0= ((T9—T)" +1)9+! — X(T9—T)7 ¢

= pla-Valet) o ypleDe 4

so daff T' Nullstelle eines Polynoms vom Grad (¢ —1)g(¢+1) iiber dem Unterkérper Fy(X) C K
ist. Da T transzendent iiber F, ist, muf auch X transzendent iiber I, sein, Satz 133 zeigt, daff
[Fy(X) ein rationaler Funktionenkérper ist. Des weiteren haben wir den Kérperturm

L=F,(T) 2 K = F,(T)"2) D F,(X),
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und nach Theorem 202
(4= Valg+1) = [L:Fo(X)] 2 [L: K] = # Autie(L) > #PGLy(F,) = (g — Dalg +1).
Es gilt hier somit Gleichheit und als Konsequenz des Gradsatzes
K =TF,(X).

Damit ist
FIT) = ((T9 = T)17 + 1)1 — X(T7 — 7)™ € Fy(X)|[T]

irreduzibel, L = F,(T') entsteht als Adjunktion der Nullstelle 7" zu (X ), und die Erweiterung
Fq(T)/Fy(X) ist galoissch mit Galoisgruppe

Gal(Fq(T)/Fq(X)) = PGLy(Fy).

Spéter, wenn wir den Hauptsatz der Galoistheorie beweisen haben, betrachten wir dieses
Bespiel erneut.

11.2. Die galoissche Hiille.

Definition 206. (1) Eine normale Hiille einer endlichen Korpererweiterung L/K ist eine
Erweiterung L/L, die
(i)  normal iiber K ist, und
(i)  fiir jede Erweiterung M/L, die normal iiber K ist, eine L-Einbettung L — M
erlaubt.
Somit ist eine normale Hiille von L ein gewissem Sinne eine kleinste Erweiterung, die tiber
K normal ist und L enthélt.
(2) Eine galoissche Hiille einer endlichen separablen Korpererweiterung L/ K ist eine Erwei-
terung L/L, die
(i)  galoissch iber K ist, und
(ii)  fir jede Erweiterung M/L, die galoissch {iber K ist, eine L-Einbettung L —+ M
erlaubt.
Somit ist eine galoissche Hiille von L ein gewissem Sinne eine kleinste Erweiterung, die
iiber K galoissch ist und L enthalt.

Proposition 207. Jede endliche Erweiterung L/K besitzt eine normale Hiille. Diese ist ein-
deutig bis auf uneindeutigen L-Isomorphsimus.

Beweis. Die Elndeutlgkelt ist einfach: sind L; /L fir i = 1,2 normale Hiillen, dann gibt es zwei
L- Embettungen L1 — Ly und umgekehrt Ly — Li. Damit kann man wie im Beweis von Satz 81
die Grade [L K] wechselseitig gegeneinander abschétzen und zeigt so, daf diese Einbettungen
Isomorphismen sind.

Sei 13/ L die im Beweis von Satz 83 konsturierte normale Erweiterung: der Zerféllungskorper
des Produkts f = [[; P,,/x der Minimalpolynome von Erzeugern a1, ..., as von L/K. Sei M/L
eine weitere iiber K normale Erweiterung. Wir betten L und M in einen algebraischen Abschluf
L von L ein. Da P,,/x in M eine Nullstelle hat und M normal ist, sind alle Nullstellen von
P,/ und damit von f schon in M enthalten. Diese Nullstellen erzeugen aber L, woraus L C M
folgt. Dies ist die gesuchte L-Einbettung. Die Wahl der Einbettung wurde getroffen, als die L-
Einbettungen nach L gewihlt wurden. O

Korollar 208. Sei L/K eine endliche separable Erweiterung.

(1)  Die normale Hiille L/ K ist eine Galoiserweiterung.
(2)  Die galoissche Hiille existiert und ist eindeutig.
(3)  Die normale Hiille ist eine Galoishiille.
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Beweis. (1) Dies folgt sofort aus der Konstruktion in 207, denn als Zerfallungskorper der sepa-
rablen Polynome P, /x ist L /K auch separabel. Die Erweiterung L /K ist somit separabel und
normal, daher galoissch.

(2) und (3) folgen dann aus den entsprechenden Eigenschaften der normalen Hiille. O

Beispiel 209. Die galoissche Hiille von Q(v/2)/Q ist Q((3, v/2)/Q.

11.3. Der Normalbasensatz. In Anlehnung an die komplexe Konjugation definiert man kon-
jugierte Elemente.

Definition 210. Sei L/K eine Galoiserweiterung. Die zu einem Element o € L (iiber K)
konjugierten Elemente sind die Elemente der Bahn von «

{o(a) ; 0 € Gal(L/K)}
unter der tautologischen Galoiswirkung von Gal(L/K) auf L.
Galoissche Erweiterungen haben spezielle Basen.

Definition 211. Sei L/K eine endliche galoissche Korpererweiterung vom Grad nund o1, ..., 0y,
die Elemente der Galoisgruppe Gal(L/K). Eine K-Basis von L der Form

oi(a),...,on(a)

fiir ein @ € L nennt man eine Normalbasis von L/K. Ein solches o nennt man ein freies
Element (fiir die Erweiterung L/K).

Beispiel 212. Sei L = K (1/a) eine quadratische Erweiterung eines Koérpers K der Charakteristik
# 2. Dann erzeugt /a keine Normalbasis, denn die konjugierten sind

\/>7 _\/a
somit keine Basis. Eine Normalbasis erzeugt hingegen 1 + /a:
1+ +Va,1—+/a.
Theorem 213 (Normalbasensatz). Jede endliche Galoiserweiterung hat eine Normalbasis.

Beweis. Da der Beweis unterschiedliche Methoden verlangt, je nachdem ob K endlich oder
unendlich ist, trennen wir die Aussagen auf. Satz 214 behandelt unendliche Korper, wahrend
Satz 217 den Fall endlicher Korper erledigt, denn Galoiserweiterungen endlicher Kérper haben
stets zyklische Galoisgruppe, siehe Theorem 116. (]

Satz 214. Sei K ein unendlicher Kérper. Jede Galoiserweiterung von K hat eine Normalbasis.

Beweis. Sei L/K eine endliche galoissche Korpererweiterung vom Grad n und oq,...,0, die
Elemente der Galoisgruppe Gal(L/K). Sei aq,...,q, eine K-Basis von L. Wir suchen =z =
(z1,...,2y) € K™ so daf von o = x101 + . .. + zpa, die Konjugierten

or(a),...,on(a) (11.1)

eine Normalbasis bilden. Wir betrachten die Matrix
S(x) = (07 'oj(a))i<ij<n € Ma(L).
Wenn es 0 # a = (aq,...,a,) € K™ gibt, so daf
ajo1(a) + ...+ apon(a) =0,
also gerade (11.1) keine Normalbasis ist, dann folgt
S(z)a =0,
denn auch die anderen Zeilen

alaflal(a) + ...+ ana;lan(oz) = a;l(alal(a) + ...+ anan(a)) = 0;1(0) =0
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sind 0. Wir schliefen, daft (11.1) eine Normalbasis ist, wenn
det(S(z)) # 0.
Nun ersetzen wir die Elemente x; € K durch Variablen X;. Es entsteht eine Matrix
S(X1,..., Xn) = () Xpo; 'oj(ar)) € Mp(L[Xy, ..., X))
k

mit Eintrdgen im Polynomring, so dat die Auswertung in x € K™ (nur fiir K!)
S(x1,...,x,) = S(x) € M, (L)
die alte Matrix reproduziert. Die Determinante
D(Xy,...,X,) =det(S(X1,...,X,)) € L[Xy,...,X,]

ist ein (homogenes) Polynom (vom Grad n) in den Variablen Xy, ..., X,. Wenn wir ein x € K"
finden, so dafs D(x) # 0, dann sind wir fertig, denn Determinante vertauscht mit Auswerten von
Polynomen.

Als erstes miissen wir zeigen, daf D (X7, ..., X}, ) nicht das Nullpolynom ist. Dazu behaupten
wir, daf es ein y = (y1,...,yn) € L™ gibt mit

1
S(y) =
1
und demnach D(y) = 1 # 0 (es macht gar nichts, daf wir hier Werte in L einsetzen). Nach
Definition von S(X1,...,X,,) ist dies dquivalent zu

- 1 i=j
-1 =

E Yr0o; aj(ak) = { . .

P 0 i#j.

was wiederum aquivalent ist zu

n
1 o;,=1id
Zykgi(ak) - { 0 ;onst ’
k=1 '
Dies folgt nun, wenn die Abbildung L™ — L™ gegeben durch die Matrix

M = (oi(o))1<ik<n € My (L)

invertierbar ist. Eine L-Linearkombination mit Koeflizienten \; der Zeilen von M liefert die
Werte auf der Basis aq, ..., a, der Abbildung

Ao1+ ...+ o L— L

Aus der L-linearen Unabhéngigkeit der Charaktere o; : L — L folgt, dalt die Zeilen von M
linear unabhéngig sind, ergo det(M) # 0 und das gesuchte y € L™ ist garantiert. Folglich ist
D(Xy,...,X,) nicht das Nullpolynom.

Weil K unendlich ist, kann aber dann D(X;, ..., X)) nach Satz 216 nicht auf ganz K™ ver-
schwinden, und wir finden € K™ mit D(z) # 0. Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 215. Eine Polynomfunktion K™ — K ist die zu einem Polynom f(X3,...,X,) €
K[X;,...,X,] definierte Auswertungsabbildung

f:K'"— K
x=(x1,...,25) = f(x) = f(x1,...,20).

Die Menge aller Polynomfuntkionen bezeichnen wir mit O(K™). Dies ist eine K-Algebra beziig-
lich punktweiser Additon, Multiplikation und Skalarmultiplikation.
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Die Ringstruktur im Polynomring ist gerade so gemacht, daf die Zuordnung
K[Xy1,...,X,] = O(K")
[ f=(@ f(z))
ein K-Algebrahomomorphismus ist.
Satz 216. Sei K ein unendlicher Kdorper. Dann ist die Abbildung
K[Xi1,...,X,] = O(K")

injektiv. Es gilt genauer: wenn M C K eine unendliche Teilmenge ist und f € K[X1,...,X,]
mat

flmi,...,my) =0

fiur alle mq,...,m, € M, dann ist schon f =0.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach n. Fir den Induktionsanfang im Fall n = 0 ist
nichts zu tun. Das Polynom f ist hier konstant und nach Auswertung 0, also identisch 0.
Wir schreiben nun f als Polynom in der Variablen X,, als

f= CLd(Xl, ce 7Xn—1)X7€Ll + ...+ CL1(X1, ceey Xn—l)Xn + ao(Xl, R 7Xn—1)-
Sodann fixieren wir mq,...,m,_1 und erhalten fiir jede solche Wahl ein Polynom
a1 (Xn) = ag(ma, . .. ,mn_l)Xg—f—. ctar(my, .o mp—1) Xptao(me, ..o mp—1) € K[X,]

mit Nullstellen in allen X;, = m € M. Da ein Polynom nur endlich viele Nullstellen haben kann,

mufs f(mi,...,mp_1,X,) = 0 sein, was bedeutet, daf fiir ¢ =0, ...,d die Polynome
ai(Xb c ’Xn—l) S K[Xl, C. aXn—l]
auf M"~! verschwinden. Per Induktion folgt daher a; = 0 fiir alle 7 und so f = 0. O

Satz 217. Sei L/K ein Galoiserweiterung mit einer zyklischen Galoisgruppe Gal(L/K). Dann
hat L/ K eine Normalbasis.

Beweis. Sei o ein Erzeuger der Galoisgruppe und n = [L : K]. Wir analysieren o als K-
linearen Endomorphismus des K-Vektorraums L. Zum einen ist ¢” = idy. Zum andern sind
idy,o,02,...,0" ! linear unabhingig. Daher ist

™ —1

das Minimalpolynom von . (Das ist das Minimalpolynom als K-Vektorraumendomorphismus
und damit nicht notwendigerweise irreduzibel.)

Sei T" — 1 = [[;_; pi(T)% die Zerlegung von T" — 1 in K[T] in irreduzible Faktoren. Wir
betrachten nun die Kernzerlegung von ¢ auf L. Zu jedem Primfaktor p; gibt es einen direkten
o-stabilen Summanden V;, mit

S
L=V
=1

und auf
V; = ker (pi(0)™ : L — L)
hat o das Minimalpolynom p{*. Dann muf es in V; einen Vektor v; € V; geben mit
pi(0)% (vi) =0
aber nicht fiir eine kleinere Potenz (sonst wére das Minimalpolynom von o ein echter Teiler von
T™ —1). Sei
a=v1+...+vg
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die Summe aller dieser Vektoren. Dann impliziert f(o)(car) = 0 schon f(o)(v;) = 0 fiir alle
1 <i < sund daher T™ — 1 | f. Es folgt, daf die K-lineare Abbildung
K[T]/(T"-1) = L
fr=flo)(a)
injektiv, und wegen Dimensionsvergleich auch Bijektiv ist. Folglich ist das Bild der Basis
1,7,7%, ..., 7" !
nédmlich

nfl(

a,0(a),0%(a),...,c" Ha)

eine K-Basis von L. Das ist die gesuchte Normalbasis. U

Bemerkung 218. Im Jahre 1986 haben H. W. Lenstra und R. Schoof” gezeigt, daf fiir eine
Erweiterung F,m /F, endlicher Kérper ein Element o € Fym existiert, so dat zum einen

m—1

a0, ... af
eine F,-Basis ist, also eine Normalbasis von F,m /F,, und gleichzeitig a die multiplikative Gruppe
F m erzeugt, also ein primitives Element fiir Fym ist.

UBUNGSAUFGABEN ZU §11

Ubungsaufgabe 11.1. Sei F = F3'® der algebraische Abschluf von F,. Wir betrachten die Unter-
gruppe I' = (Frob,) in Aut(F).

(1)  Zeigen Sie, dal I' >~ Z.

(2) Bestimmen Sie Fy = F'. Ist F/Fy galoissch?

(3) Bestimmen Sie Aut(IF).

Ubungsaufgabe 11.2. Man beweise oder widerlege die Aussage:

Im Beweis von Theorem 96 ist F; schon algebraisch abgeschlossen.

Ubungsaufgabe 11.3. Sei L/K eine endliche normal Erweiterung. Zeigen Sie, daf es eine Zwische-
nerweiterung L; gibt, so dak L;/K rein inseparabel und L/L; separabel ist. Zeigen Sie weiter,
daf L; eindeutig ist mit dieser Eigenschaft und L/L; galoissch ist

Ubungsaufgabe 11.4. Zeigen Sie, dak Q((3, v/2)/Q galoissch ist und bestimmen Sie eine Normal-
basis. Erzeugt (3 + v/2 eine Normalbasis?

12. DER HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE

12.1. Galoistheorie von Erweiterungen. Wir beweisen nun den zentralen Satz der Vorle-
sung.

Theorem 219 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserweiterung.

(1) K ist der Fizkérper von Gal(L/K) und [L : K| = # Gal(L/K).

(2) Wenn K C M C L ein Zwischenkdrper ist, so ist L/M ebenfalls eine Galoiserweiterung,
und

{Zwischenkérper K C M C L} <» { Untergruppen H < Gal(L/K)}
M — Gal(L/M)
"~ H
sind zueinander inverse Bijektionen, genannt Galoiskorrespondenz.

9Lens‘cra7 H.W., jr; Schoof, R.J. (1987). Primitive normal bases for finite fields. Mathematics of Computation
48 (1987), 217-231.
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Die Galoiskorrespondenz ist inklusionsumkehrend und idenitifiziert Korpergrad mit In-
dex. Fir Zwischenkorper E, F und Untergruppen U,V gilt
(a) ECF < Gal(L/F)C Gal(L/E) und dann gilt

[F: E] = (Gal(L/E) : Gal(L/F)).
(b)) UCV <= LY CLY und dann gilt
(V:U)=[LY: L]
(3) Sei M ein Zwischenkorper und o € Gal(L/K). Dann gilt
Gal(L/o(M)) = o Gal(L/M)o ™!
und die folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) M ist eine Galoiserweiterung von K.
(b) M ist invariant unter Gal(L/K).
(¢)  Gal(L/M) ist ein Normalteiler in Gal(L/K).
Wenn diese Bedingungen erfillt sind, so ist
Gal(L/K) — Gal(M/K)
o~ olym

surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Gal(L/M), also kanonisch
Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/ Gal(L/M).

(4) Seien E und F Zwischenkdrper von L/K und U und V' Untergruppen von Gal(L/K).
Dann gilt:

(a)
Gal(L/EF) = Gal(L/E) N Gal(L/F),

LUV _ ULV
(b)  Es bezeichne (=) das Erzeugnis in Gal(L/K):
Gal(L/ENF)=(Gal(L/E),Gal(L/F)),
LUV =V n V.
Beweis. (1) Wenn U C V Untergruppen von Auty (L) = Gal(L/K) sind, dann gilt offensichtlich
LV crv.

Nach Theorem 202 (a) gibt es eine endliche Untergruppe G C Autg (L) = Gal(L/K), so daf
e K = 1[G D [Galll/K) 5 ¢
Dies zeigt, daf K der Fixkorper von Gal(L/K) ist. Die Behauptung [L : K] = Gal(L/K) wurde
in Theorem 202 (b) bereits bewiesen.

(2) Nach Theorem 202 (c) ist galoissch dasselbe wie normal und separabel. Wenn L /K normal
und separabel ist, dann gilt dasselbe fiir L/M fiir jeden Zwischenkorper M.
Die angegebenen Abbildungen M ~ Gal(L/M) und H + LY sind wohldefiniert. Auferdem
zeigt (1) angewandt auf L/M, dak
7 Cal(L/M) _ af

Wenn wir noch
Gal(L/L¥)=H
zeigen, dann sind die Abbildungen zueinander invers und damit bijektiv.

Es gilt sicher H C Gal(L/L*). Damit reicht es aus, beide Seiten zu ziihlen. Die Erweiterung
L/L* ist auch galoissch, nach (1) vom Grad

# Cal(L/L") = [L: LH],
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und nach Theorem 202 (d) von einem Element erzeugt. Sei L = L (a). Wie im Beweis von
Theorem 202 gesehen, ist

f=11T-0o(e) e L7[T)
ceH
ein Polynom vom Grad #H mit Nullstelle . Damit haben wir

#Gal(L/L") = [L : L"] = deg(P, /) < #H.
Dies zeigt H = Gal(L/L™).
In den Aussage (a) und (b) sind
E C F = Gal(L/F) C Gal(L/E)

und

UCv=1L"crLY
klar per Definition. Die umgekehrten Implikationen folgen dann sofort aus den offensichtlichen
Richtungen und der Bijektion der Galoiskorrespondenz:

Gal(L/F) C Gal(L/E) — F = LGal(L/E) C LGal(L/F) - F

und
VLV = V=0Gal(L/LV)C Gal(L/LY) =U.
Die Aussagen iiber Grade und Index entsprechen sich ebenso unter Galoiskorrespondenz, es
reicht daher, eine der beiden Gleichungen zu zeigen. Wir nutzen (1) fir M = F und M = F
sowie Gradsatz und Satz von Lagrange und finden

[L:E]  #Gal(L/E)
[L:F] #Gal(L/F)
(3) Sei g € Gal(L/M) und = € o(M), etwa x = o(y) mit y € M. Dann gilt
ago ! () = ag(y) = o(y) = =.
Daher gilt wird (M) von ogo~! elementweise fixiert und
o Gal(L/M)o~t C Gal(L/o(M)).

Beide Seiten sind Untergruppen der Ordnung

#o Gal(L/M)o™' = # Gal(L/M) = [L : M] = [L : o(M)] = # Gal(L/o(M)),
also die gleiche Untergruppe.

[F:E] = = (Gal(L/E) : Gal(L/F)).

Wir zeigen nun die Aquivelenz von (a)—(c).
(a) = (b): Wenn M /K galoissch ist, dann ist M /K normal und fiir jedes o € Gal(L/K) hat

olpy:M— L
Bild in M, genauer (M) = M. Dies zeigt (b).
(b) = (c): Wenn fiir alle 0 € Gal(L/K) gilt (M) = M, dann ist
o Gal(L/M)o™ = Gal(L/o(M)) = Gal(L/M),
somit Gal(L/M) ein Normalteiler in Gal(L/K).

(c) = (a): Als Zwischenerweiterung von L/K ist M /K immer separabel. Wir miissen zeigen,
daf M /K auch normal ist. Dazu miissen wir zeigen, daf fiir jede Erweiterung M C € und eine
K-Einbettung 7 : M — € das Bild schon in M ist. OBdA ist ) sogar eine Erweiterung von L.
Nach dem Fortsetzungssatz (nachdem wir eventuell Q durch eine Erweiterung ersetzen) diirfen
wir annehmen, daf 7 die Einschrankung einer K-Einbettung o : L — 2 ist. Da L/K normal
ist, gilt o(L) = L. Somit hat 7 = o] schon einmal Bild in L. Nun ist jedes x € o(M), etwa
x = o(y) mit y € M, invariant unter jedem g € Gal(L/M):

9(@) =g(o(y) = oo go(y)) =o(y) ==,
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denn o~ !go ist nach Voraussetzung in Gal(L/M). Damit haben wir gezeigt, daf
(M) = o(M) C LENEM) —

und damit ist M /K normal. Das zeigt (a).
Sei nun M /K eine normale Zwischenerweiterung. Dann ist die Restriktionsabbildung
o—r(o)=o0|m
surjektiv und eine Abbildung
Gal(L/K) = Homg (L, L) & Homg (M, L) = Homg (M, M) = Gal(M/K).
Der Kern von r ist per Definition Gal(L/M). Der Rest folgt aus dem Homomorphiesatz.

(4) (a) Die Gruppe Gal(L/EF') besteht aus allen 0 € Gal(L/K), die alle Elemente von EF
fixieren. Das passiert genau dann, wenn alle Elemente von E und alle Elemente von F fixiert
werden, also wenn o sowohl in Gal(L/FE) als auch in Gal(L/F) enthalten ist. Dies zeigt die erste
Behauptung, und die zweite folgt sofort durch Anwendung der Galoiskorrespondenz.

Mit (b) verfahren wir andersherum, denn diesmal folgt L{"Y) = LU N LV sofort aus der
Definition des Fixkorpers und der offensichtlichen Erkenntnis, daft es, um invariant unter einer

Gruppe von Automorphismen zu sein, geniigt, wenn das Element invariant unter Erzeugern der
Gruppe ist. Galoiskorrespondenz zeigt diesmal die erste Behauptung aus der zweiten. O

Bemerkung 220. Theorem 116 folgt nun als Spezialfall von Theorem 219.

Bemerkung 221. Nach Theorem 219 kénnen Aussagen iiber separable Kérpererweiterungen L;/ K
und Polynome f; € K[T] in der Regel in Fragen tiber Gruppen iiberfiithrt werden. Dazu muft man
nur eine gemeinsame Galoissche Hiille f// K fiir den Korper oder die Zerfallungskorper bilden
und mittels Galoiskorrespondenz in Aussagen iiber Untergruppen von Gal(i /K) iibersetzen.

Diese Maschine der Galoistheorie ist keine Garantie, daf man ein Problem so l6sen kann,
aber oft wird das Problem iibersichtlicher. Ich sehe das so: ein Korper hat zwei Verkniipfungen,
eine Gruppe nur noch eine. Das muf leichter sein (auch wenn man sich einhandelt, daf die eine
Verkniipfung der Gruppe in der Regel nicht mehr abelsch ist).

Damit sollte klar sein, dat von nun an die Vorlesung graduell in Richtung Algebra (endlicher)
Gruppen driftet. Wenn man von der Ubersetzung in gruppentheoretische Fragen etwas gewinnen
mochte, so muf man mehr iiber (endliche) Gruppen wissen.

Beispiel 222. Wir nehmen das Beispiel 205 wieder auf. Dies war die Erweiterung Fy(T")/Fq(X)
gegeben mit
Gal(F,(T)/F,(X)) = PGLa(F,)

a b T al +b
c d )7 d+d
Die Gruppe G = PGLy(F,) hat die folgende Borelsche Untergruppe

a b

2{(8 Z) ;a,deIFqX,beIFq}/{<g 2) ;aeIFqX}gPGLQ(IE‘q)

der affin linearen Transformationen. Diese Matrizen wirken durch
Tw— al + b,

eben durch affin lineare Transformationen. Wir bestimmen nun den zu B unter der Galoiskor-
respondenz gehorenden Zwischenkorper. Wegen

#B = (q—1)q

gegeben durch die Operation
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hat der Fixkorper den Grad
[Fy(T) : Fo(T)P] = (4 — 1)g.
Wir erinnern, daf der Fixkorper Fq(T)G der rationele Funktionenkorper in X definert durch
(T2 - Ty 4+ 1))
(T9 — T)q2—q

X =

ist. Setzen wir
Y =(T9-T)1+1

so gilt
Yq—i—l Yq—i—l

Y —1)9 Yi—1
Damit haben wir Inklusionen von rationalen Funktionenkorpern

K =F,(X) CF,(Y) C Fy(T).

X:

Wegen
YO - XYT+ X =0
ist der Grad [Fy(Y) : Fq(X)] hochstens g + 1. Das Polynom in K[S]
St - X891+ X

ist nach dem Eisensteinkriterium irreduzibel, und zwar beziiglich der Bewertung gegeben durch
die Nullstellenordnung in X = 0, also beziiglich dem Primelement X im Polynomring F,[X].
Damit ist F,[Y] ein Kandidat fiir F,(T)5, es hat den richtigen Grad, und so fehlt nur noch zu
zeigen, daft Y invariant unter B ist:

(8 ?).Y: ((aT—i—b)q—(aT—i-b))q*l—i—l

= ((@T94b) = (@T+b)"" +1=(a(T"=T))" ' +1=Y

denn a € F erfiillt a?~! = 1 nach kleinem Fermat (oder Invarianz unter ¢-Frobenius). Somit
gilt
Fo(T)" =Fy(Y).
Es féllt auf, daf die Unterkorper von Fy(T'), welche iiber F, transzendent sind, sémtlich wieder

rationale Funktionenkorper sind. Das ist kein Zufall, sondern Liiroth’s Theorem'’.

Bemerkung 223. Welche endliche Gruppen als Galoisgruppe einer Galoiserweiterung L/K bei
festem K vorkommen konnen, ist oft schwer zu entscheiden.

e Wenn K = F, ein endlicher Kérper ist, dann kommen genau alle zyklischen Gruppen
vor, sieche Theorem 116.

e Dasselbe gilt fiir K = C((T")), oder K = Q((T")), wenn {2 ein algebraisch abgeschlossener
Korper der Charakteristik 0 ist. Das ist uns aber im Moment noch zu schwer.

e Wenn K = F(T) und F = Q((T)) mit Q algebraisch abgeschlossen, dann hat David Har-
bater bewiesen, daf jede endliche Gruppe als Galoisgruppe einer geeigneten Erweiterung
vorkommt.

e Das inverse Galoisproblem fragt nach den Galoisgruppen, die fiir endliche galoissche
Erweiterungen von Q auftreten konnen. Man vermutet, dafs jede endliche Gruppe das
tut und hat auch schon viele endliche Gruppen realisiert, zum Beispiel alle Gruppen von
ungerader Primpotenzordnung (unabhéngig von Scholz und Reichardt), und allgemeiner
fiir alle auflosbaren Gruppen (Shafarevich). Dariiberhinaus sind viele einfache und lineare
Gruppen realisiert worden (Matzat, et. al.).

10 Jacob Liiroth, 1844-1910, deutscher Mathematiker.
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12.2. Galoistheorie eines Polynoms. Die Galoisgruppe eines Polynoms ist mehr als eine
Gruppe: eine Permutationsgruppe.

Definition 224. Die symmetrische Gruppe auf einer Menge M ist die Gruppe
Sy ={p: M — M ; ¢ bijektiv}
mit der Komposition als Verkniipfung.
Beispiel 225. Fir M = {1,...,n} ist das nichts anderes als die symmetrische Gruppe S,.

Definition 226. (1) Eine Permutationsgruppe ist eine Gruppe G zusammen mit einer
Menge M und einem injektiven Gruppenhomomrphismus

G—>SM,

also einer treuen Operation von G auf M. Die Zahl #M heikt der Grad von G.

(2) Eine Permutationsgruppe G — Sjs heifit transitive, wenn die Operation von G auf M
transitiv ist, also nur einen Orbit hat.

(3) Sei n € N. Eine Permutationsgruppe G < Sy heift n-transitive, wenn die Operation
von G auf M gilt: zu je zwei n-Tupeln paarweise verschiedener Elemente x1, ..., z, und
Yi,---,Yn aus M gibt es ein g € G mit

9(xi) = yi
firallei=1,...,n.
(4)  Sei n € N. Eine Permutationsgruppe G < Sy heifst scharf n-transitive, wenn die Ope-
ration von G auf M gilt: zu je zwei n-Tupeln paarweise verschiedener Elemente x1, ..., x,

und y1, ...,y aus M gibt es genau ein g € G mit
9(xi) = yi
firallei=1,...,n.

Jedes mathematische Objekt hat seinen zugehorigen Begriff von (strukturerhaltender) Abbil-
dung.

Definition 227. Ein Homomorphismus von Permutationsgruppen von G — Sj; nach
H — Sy besteht aus einem Gruppenhomomorphismus

f:G—H
und einer Abbildung von Mengen

o: M — N
so dafs fiir alle g € G und alle m € M gilt

®(g.m) = f(g).2(m).

Ein Isomorphismus von Permutationsgruppen ist ein Homomorphsimus mit Inversem, also in
obiger Notation, wenn f : G — H ein Gruppenisomorphsimus und @ bijektiv sind.

Beispiel 228. (1)  Sei g eine Primzahlpotenz. Die Gruppe PGLy(F,) ist vermdge ihrer Operati-
on auf P}(F,) eine Permutationsgruppe auf einer Menge von #P!(F,) = ¢ + 1 Elementen,
und zwar eine scharf 3-fach transitive. Daraus kann man wieder auf die Ordnung von
PGLy(F,) schliefen: (¢ — 1)g(q + 1).

(2)  Jede Gruppe kann als Permutationsgruppe angesehen werden. Dazu laft man G auf M = G
durch Translation von links operieren:

GxM-—>M
(g,h) = gh
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Damit ist G — Sg eine Permutationsgruppe, und zwar eine scharf 1-transitiven Permuta-
tionsgruppe. Wenn #G = n endlich ist und man eine Liste G = {g1, ..., gn} der Elemente
von G, die zu einer Bijektion G < {1,...,n} fiihrt, festgelegt hat, dann entsteht dadurch

G — SG ~ Sn
und man hat den Satz von Cayley bewiesen:

Satz 229 (Cayley). Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer symme-
trischen Gruppe.

Eine gegebene Gruppe G kann in der Regel auf viele Arten als transitive Permutations-
gruppe auftreten. Sei etwa G = S, mit n > 3. Dann ist S,, < 5,1 nach der Konstruktion
iiber die Translationsoperation. Andererseits operiert S, natiirlich auf {1,...,n}, was zur
Identitat id : S, — 5, fithrt. Diese Permutationsgruppe ist die einzige scharf n-transitive
auf einer Menge mit n Elementen.

Definition 230. Die Galoisgruppe eines Polynoms, genauer eines Polynoms f € K[X] mit
ausschliefllich separablen Nullstellen, ist die Galoisgruppe

Gal(f) = Gal(L/K)

eines Zerfallungskorpers L/K als Permuationsgruppe

Gal(f) — SNSf(L)

mit der natiirlichen Operation auf der Menge der Nullstellen f in L.

Beweis. Die Galoisgruppe eines Polynoms ist bis auf Isomorphie wohldefiniert. Zunéchst ist ein
Zerfallungskorper L normal {iber K und, da f nur ausschlieflich separablen Nullstellen hat, ist
L/K auch separabel. Damit ist L/K galoissch nach Theorem 202 (c).

Wenn L’ ein weiterer Zerfallungskorper von f ist, dann gibt es nach Satz 81 einen K-
Isomorphismus o : L ~ L'. Dann ist offensichtlich

(=)ot : Gal(L/K) — Gal(L'/K)

7 oro !

ein Gruppenisomorphismus. Aufterdem ist

U|st(L) : NSf(L) — NSf(L/)

eine Bijektion, die mit o(—)o~! kompatibel ist: zu 7 € Gal(L/K) und « € NS;(L) gilt:

olxs, ) (1.a) = o(r(a)) = oo (o(e)) = (U(—)U_l)-U\st(L)(Oé)-

Jetz miissen wir noch zeigen, daf die Operation von Gal(f) auf NS;(L) treu ist:

Gal(f) — SNSf(L)~

Aber wenn o € Gal(f) = Gal(L/K) trivial auf den Nullstellen von f in L operiert, dann ist
o = id, weil diese Nullstellen den Zerfallungskorper erzeugen. O

Beispiel 231. Sei f = T? — a € K[T)] irreduzibel und K von Charakteristik # 2. Dann ist der
Zerfallungskorper von f gegeben durch L = K (y/a) und Gal(f) ist die Permatationsgruppe aller
Permutationen von

{Va,—Va}

also zyklisch von Ordnung 2.
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Beispiel 232. Wir wollen die Galoisgruppe des Polynoms 7% — 2 € Q[T] bestimmen. Nach
Eisenstein mit p = 2 ist dies irreduzibel. Sei

a=v2
die positive reelle Nullstelle. Dann sind die alle Nullstellen in C gegeben durch
M = {£a, tia}.

Damit ist die galoissche Hiille L = Q(«,7) vom Grad hochstens 2 {iber Q(«), aber sogar genau
2, denn L # Q(«) C R, weil 7 nicht reell ist. Damit ist

G = Gal(T* - 2)
eine Gruppe der Ordnung 8, als Permutationsgruppe auf M vom Grad 4:
Wir ordnen die Nullstellen M als Quadrat an wie folgt:
Xe’

—ta — —«

Die komplexe Konjugation definiert ein ¢ € G, die Speigelung an der Geraden durch +a. Wegen
ot =2

ist M = Q(V/2,1) ein Zwischenkorper. Als Komposition der beiden quadratischen Zwischenkor-
per Q(v/2) und Q(i) ist M/Q galoissch und zwar vom Grad 4, denn [L : M] < 2. Damit ist
natiirlich

Gal(M/Q) ~ Gal(Q(i)/Q) x Gal(Q(v2)/Q)
und es gibt 7 € Gal(M/Q) mit

7(V2) = —V2
7(i) = 1.
Sei 0 € G eine Fortsetzung auf L von 7. Dann ist
o(a)? =o(a®) = 7(V/2) = —a?,
und somit o(a) = £ia. Wir nehmen an, dafs
o(a) = ia.

Die andere Wahl —i« fiihrt analog zum gleichen Ergebnis. Dann muf o die Drehung um 7 /2 im
Urzeigersinn sein:

o(a) = ia,

o(ia) = o(i)o(a) =i-ia = —a,
o(—a) = —o(a) = —ia,
o(—ia) = —o(ia) = a.

Also enthédt G Erzeuger der Diedergruppe D4 der Ordnung 8 in der Darstellung als Permuta-
tionsgruppe des betrachteten Quadrats. Da Dy C G, und beide Gruppen haben Ordnung 8, so
gilt

Gal(T* — 2) = D,.
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Wir machen nun in diesem Fall die Galoiskorrespondenz explizit. Dazu berechenen wir den
Verband der Untergruppen von Dy = (o, ¢):

Bemerkung 233. Jede (endliche) Galoisgruppe ist Galoisgruppe eines Polynoms. Sei L/ K endlich
galoissch und « ein primitives Element: L = K(«). Dann ist

Gal(L/K) = Gal(P, k),
aber die Operation auf
NSp, (L) ~ Homg (L, K) = Homg (L, L) = Gal(L/K)
ist nichts anderes als die Translationsoperation von links. Dies bringt keine zusétzliche Informa-
tion tiber Gal(L/K).

Besser ist es, wenn man eine Operation auf einer kleineren Menge findet. Dazu sei L/ K endlich
galoissch und Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[T] vom Grad n < [L : K|. Dann ist

Gal(L/K) = Gal(f),
und dies ist nun eine Permutationsgruppe vom Grad n, also nicht die Translationsoperation.

Beispiel 234. Das irreduzible Polynom
f(S) =87 — X874+ X € Fy(X)[S]

hat Galoisgruppe PGLy(F,) als Permutationsgruppe vom Grad g + 1 durch die Operation auf
Pl(Fq) mittels Mobiustransformationen. Hier ist der Grad der Permutationsgruppe ¢ + 1 we-
sentlich kleiner als die Ordnung der Gruppe (¢ — 1)g(q + 1). Dies folgt aus den Erkenntnissen
von Beispiel 222 wie folgt.

In der Notation von Beispiel 222 ist in der Erweiterung F,(Y")/F,(X) das Minimalpolynom
von Y gerade unser f(S5). Wir miissen nun die Galoissche Hiille von F,(Y")/F,(X) bestimmen.
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Da Fy(Y) in der galoisschen Erweiterung F,(7")/F,(X) liegt, finden wir auch seine galoissche
Hiille (iiber F (X)) in Fo(T).
Die Suche nach der kleinsten, {iber F,(X) galoisschen Teilerweiterung wird per Galoiskor-

respondenz iibersetzt in die Suche nach dem groften Normalteiler '' N von PGLy(F,) =
Gal(IF(T)/F,(X)) gehort, der in B = Gal(F,(T")/F,(Y')) enthalten ist. Man iiberlegt sich leicht,
daf dies der Normalteiler

N =()gBg™"
g

ist. Weil B der Stabilisator von [1 : 0] € P}(F,) ist, demnach gBg~! der Stabilisator von g.[1 : 0]
ist, stabilisiert N ganz P! (Fy). Damit ist N = 1, denn die Wirkung ist treu. Zu N = 1 gehort
der Korper Fy(T') nach Galoiskorrespondenz.

Die Galoisgruppe des Polynoms f(.S) ist demnach Gal(IFy(T")/Fq(X) = PGL2(F;). Den Nach-
weis, dals die angegebenen Strukturen als Permutationsgruppe iibereinstimmen, iiberlassen wir
zur Ubung.

Proposition 235. Sei f ein separables, nicht konstantes Polynom. Dann ist Gal(f) genau dann
transitive Permutationsgruppe, wenn f irreduzibel ist.

Beweis. Sei L ein Zerféllungskorper von f iiber K. Wenn f irreduzibel ist, dann operiert
Gal(L/K) transitiv auf den Nullstellen von f nach Korollar 77.

Sei also umgekehrt die Operation transitiv, und als Ansatz fiir einen Widerspruchsbeweis
f = gh mit g irreduzibel und h nicht konstant. Da f separabel ist, sind g und h teilerfremd,
haben also keine gemeinsame Nullstelle. Daher ist

NS;(L) = NSy(L) II NS (L)
eine disjunkte Vereinigung von nicht-leeren Mengen. Da jedes o € Gal(L/K) Nullstellenmengen

in sich tiberfithrt, kann die Operation nicht transitiv sein. U

Lemma 236. Sei p eine Primzahl, und o,7 € S, seien

(1) o ein p-Zykel, und

(2) 1 eine Transposition.

Dann wird die Gruppe S, von o und T erzeugt.

Beweis. Weil es arithmetisch und von der Notation her einfacher ist, permutieren wir mit .S,

hier {0,1,...,p — 1} als Restklassenvertreter von Z/pZ.
Nach evetueller Umnummerierung (das ist eine Konjugation in S,) diirfen wir annehmen, dafs

oc=(0,1,2,...,p—1)
der Standard p-Zykel ist. Die Potenzen von ¢ sind nun
o =(0,n,2n,...,in,...,(p— 1)n),
(mit Eintrdgen modulo p). Fiir p t n und weil p eine Primzahl ist, ist 0™ auch ein p-Zykel: aus
p | (in = jn) = (i — j)n
folgt ¢ = j mod p, somit sind die Eintrdge von ¢” paarweise verschieden.

Sei 7 = (a, b) die Transposition. Wir ersetzen o durch eine geeignete Potenz (die wir wieder
mit o bezeichnen), so daf auch o(a) = b ist. Nach eventuell erneuter Umnummerierung diirfen
wir daher annehmen, dafs a = 0 und b = 1, somit

o=(0,1,2,....,p—1)
7=(0,1).

Hpje Gruppe PGL2(Fy) hat gar keine nicht-trivialen Normalteiler, sofern g > 4.
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Sei G = (o, 7) die von o und 7 erzeugte Untergruppe. Aus
o"ro™" = (6"(0),0™(1)) = (n,n+1)
folgt, daf fiir alle 0 <n < p—2 auch (n,n+ 1) € G. Von diesen Transpositionen weify man, daf

sie S, erzeugen (Bubblesort-Algorithmus).

Alternativer Beweis: Sei G das Erzeugnis von o und 7 als Permuationsgruppe in S,. Dies G
ist transitiv schon allein durch den p-Zykel o. Weil die Lange eines Blocks ein Teiler des Grades
der Permutationsgruppe ist, folgt aus p Primzahl, daft G primitiv ist.

Somit ist G primitive Permutationsgruppe, die eine Transposition enthélt. Aus Korollar 390
von Appendix B schlieflen wir G = 5),. U
Satz 237. Sei K C R ein reeller Korper, und sei f € K[T] irreduzibel. Wenn

(i)  deg(f) =p eine Primzahl ist, und
(i) f genau 2 nicht reellen Wurzeln hat (also f zerfdllt in R als Produkt von einem quadra-
tischen Faktor mit sonst lauter linearen Faktoren),

dann ist Gal(f) ~ S, als Permutationsgruppe.

Beweis. Seien a1, ...,q;, die Nullstellen von f in einem Zerfallungskérper L von f. Dann ist
Gal(f) ein Permutationsgruppe in Sp,. Nach Proposition 235 ist

Gal(f) < S,

treu und transitiv. Daher gilt nach der Orbit-Stabilisatorformel (Bahnenformel)

p | # Gal(f).

Nach dem Satz von Cauchy hat Gal(f) daher ein Element der Ordnung p. Die einzigen Elemente
in S, der Ordnung p sind Zykeln der Lange p.

Nun nutzen wir die Information iiber die Nullstellen in R. Die komplexe Konjugation z + 2
fixiert K und liefert durch Einschriankung daher ein Element

c € Gal(f).

Da NS;(L) "NS¢#(R) alle bis auf zwei Nullstellen enthélt, muf c eine Transpostion, die Vertau-
schung der verbliebenen zwei Nullstellen, sein. Nun folgt der Satz aus dem rein gruppentheore-
tischen Lemma 236. O

Bemerkung 238. (1) Die Anzahl der reellen Nullstellen kann man mittels Sturmschen Ketten
bestimmen.
(2) Die analoge Aussage in Lemma 236 fiir p nicht Primzahl gilt nicht. Die Elemente

o=(1,2,3,4),7=(1,3) € Sy

erzeugen die Diedergruppe D4 C Sy, wie man sich durch den Effekt auf die Ecken des
Quadrats

klar macht. Es ist o eine Drehung und 7 eine Spiegelung.
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Beispiel 239. Das Polynom f = T° — 4T + 2 € Q[T ist irreduzibel nach Eisenstein zu p = 2.
Reelle Nullstellen gibt es nach dem Zwischenwertsatz und der Liste

f(=2)=-22<0

F0)=2>0
F)=-1<0
F(2)=26>0

mindestens 3. Zwischen zwei Nullstellen (die einfach sein miissen, da f als irreduzibles Polynom
separabel ist) muf eine Nullstelle der Ableitung f/(T) = 47* — 4 liegen. Die Ableitung hat nur
zwei reelle Nullstellen, so daf

Gal(f) ~ S5,

weil die Voraussetzung von Satz 237 erfiillt sind.
Satz 240. Jede endliche Gruppe G ist Galoisgruppe einer geeigneten Galoiserweiterung.

Beweis. Wir schreiben G wie im Satz von Cayley als Untergruppe von .S, fir n = #G. Da Un-
tergruppen von Galoisgruppen wieder Galoisgruppen sind, reicht es also G = S, zu betrachten.
Da mit n < m eine Einbettung S,, < S, existiert (Permutationenn der ersten n Eintrage, der
Rest fixiert), geniigt es, den Fall G = S, fiir eine Primzahl p zu zeigen (es gibt unendlich viele
und damit beliebig grofte Primzahlen).

Nach Satz 237 haben wir nur ein irreduzibles Polynom vom Grad p zu konstruieren, das genau
p— 2 reelle Nullstellen hat. Im konkreten Fall 145t sich so ein Polynom leicht durch Ausprobieren
und Sturmsche Ketten finden. Eine Beispielserie erhalten wir mit n + 2 = p aus dem folgenden
Lemma 241. O

Lemma 241. Firn > 1 hat das Polynom

f(T)y=2+17 ﬁ(T + 4a) € Z[T)|
a=1

deg(f) — 2 = n reelle Nullstellen und ist irreduzibel in Q[T].

Beweis. Das Eisensteinkriterium mit p = 2 zeigt, daf f irreduzibel in Q[T ist. Das Polynom

n
o(1) = J(T) ~ 2= T T[ (T + 4a)
a=1
hat deg(f) — 1 = n + 1 Nullstellen, die bei T" = 0 ist doppelt. Es handelt sich bei T = 0 um
ein lokales Minimum, wie man durch Einsetzen von Werten ¢ > 0 sieht. Zwischen den einfachen
Nullstellen bei —4a — 4 und —4a gibt es ein eindeutiges lokales Minimum (stets < 0) oder
Maximum (stets > 0).

Durch das Verschieben um 2 verliert das Polynom ¢(7") die doppelte Nullstelle ersatzlos. Es
bleibt zu zeigen, dafl kein weiteres lokales Minimum das Vorzeichen gewechselt hat. Dann kann
man aus dem Zwischenwertsatz wieder auf deg(f) — 2 reelle Nullstellen schliefsen.

Dazu reicht es aus, fiir jedes 1 < b <n —1 ein & € [—4b — 4, —4b] zu finden mit

l9(&)| > 2.
Wir wahlen die Mitte:

b n
lg(—4b—2)[ = 40+ 2> [J(4b —a) +2)- J] (4(a—b)—2)>6°-2">2,
a=1 a=b+1
denn jeder Faktor im Produkt ist > 2. U

UBUNGSAUFGABEN ZU §12
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Ubungsaufgabe 12.1. Sei L /K eine Korpererweiterung und seine F, F' Zwischenkorper, die tiber
K endlich sind. Zeigen Sie:
Wenn E/K galoisch ist, dann ist auch EF/F Galoissch und die Einschrankungsabbildung
r: Gal(FF/F) — Gal(E/ENF)
o olg

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Ubungsaufgabe 12.2. Bestimmen Sie die Galoisgruppe der galoisschen Hiille von Q(v/2 + v/2)/Q
und von Q(v/3 ++/3)/Q).

Ubungsaufgabe 12.3. Die Gruppe PGLy(F,) hat die Untergruppen (D: split Cartan, N: nilpo-
tentes Radikal der Borel B, C: non-split Cartan)

o= {(3 8) ver}={(3 ) oo} (3 1) oer)
e {(L 1) mer={(8 1) aemaen) (5 0) caer])
C:{(Z ‘?) ;a,bqu}/{<g 2) ;ae]P‘;}:]P‘;Q/F;

Fiir C soll g keine Potenz von 2 sein, und das Element x € F, ist kein Quadrat ist. So etwas gibt
es stets, und F 2 = Fy(y/z). Der Isomorphismus zu IF;Q JF7 ist definiert durch die Multiplikati-

onsoperation von F;z auf dem 2-dimensionalen [F-Vektorraum F 2. Dies definiert zunéchst eine

Einbettung F(IXQ — GL2(F,), welche in PGLy(FF,) das Bild C' hat und {iber FqXZ /B faktorisiert.
Bestimmen Sie die Fixkorper von D, N und C auf Fy(T") analog zu Beispiel 222.

Ubungsaufgabe 12.4. Sei Q/K eine Korpererweiterung, L/K ein endlicher galoisscher Zwischen-
korper und F ein weiterer beliebiger Zwischenkorper. Wir setzen F' = EL in € fiir das Kompo-
situm von E und L. Zeigen Sie
(1) F/FE ist endlich galoissch und die Abbildung o — o, ist ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus
rest : Gal(F/E) — Gal(L/K).
(2) Bestimmen Sie das Bild von resf und beschreiben Sie den zugehorigen Fixkorper.
(3)  Zeigen Sie, dafs [F': E] ein Teiler von [L : K] ist.
(4) Finden Sie ein Gegenbeispiel zu (3), wenn L/K nicht galoissch ist.

Ubungsaufgabe 12.5. Sei M/K eine Korpererweiterung und Ly, Lo Zwischenerweiterungen, die
iiber K endlich und galoissch sind. Sei L = Ly Ly das Kompositum in M. Zeigen Sie, dak L/K
galoissch und

res : Gal(L/K) — Gal(L;/K) x Gal(L2/K)
o= (U’L17U‘L2)
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Bestimmen Sie aufterdem das Bild.
Tipp: Betrachten Sie Lis = L1 N Lo und nutzen sie das Faserprodukt von Gruppen. Das ist

flir Gruppen G1, G5 zusammen mit Gruppenhomomorphismen ¢; : Gi — Gio flir ¢ = 1,2 die
Untergruppe

G1 X@y, G2 := {(a1,a2) € G1 x G2 5 p1(a1) = p2(az2)}
von G X Gs. (Die Homomorphismen @1, 2 gehoren dazu, fallen aber bei der Notation iibli-
cherweise raus.)
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Ubungsaufgabe 12.6. Zeigen Sie, daf PGLo(K) durch

<ccz Z){u;y]_[au—i-bvzcu%-dv]

scharf 3-fach transitiv auf P*(K) operiert. Folgern Sie Isomorphismen
PGL2 (Fg) ~ 53

und
PGL2 (Fg) ~ S4.

Ubungsaufgabe 12.7. Zeigen Sie, dak die Quaternionengruppe Qg nur auf eine einzige Art als
transitive Permutationsgruppe auftritt.

Ubungsaufgabe 12.8 (Explizite Kummertheorie fiir quadratische Erweiterungen (von Q)). Seien
a; € Q* firi=1,...,r gegeben. Wir betrachten den Korper

K=Q\a;;i=1,...,7)
der von den Quadratwurzeln der a; erzeugt wird.

(1)  Zeigen Sie, daf K/Q galoissch mit [K : Q] eine 2er-Potenz ist.
(2) Sei 0 € Gal(K/Q). Wir definieren auf der Untergruppe A := (ai,...,a,) C Q* eine
Abbildung
A — {£1}
a(9)

d —> Xo-(d) = T,

wobei § € K* beliebig mit 62 = d ist. Zeigen Sie, daf y, wohldefiniert und ein Gruppen-
homomorphismus ist.
(3) Zeigen Sie, daf x, einen Gruppenhomomorphismus

AQ*)/(Q¥)? = A/(AN(QY)?) — {*1}
induziert. Dieser sei auch mit y, bezeichnet.
(4)  Zeigen Sie, dafs
X : Gal(K/Q) — Hom (A(Q")*/(Q*)*, {1})
0 Xo
ein Gruppenisomorphismus ist.
Tipp: Sowohl Gal(K/Q) als auch A(Q*)?/(Q*)? sind als endlich dimensionale Vektor-
rdume iiber Fy aufzufassen. Dann ist y die adjungierte Abbidlung zur Paarung
Gal(K/Q) x AQ*)?/(Q*)* — {1}
(0,d) — xo(d).

Es ist zu zeigen, dafs diese Paarung nicht ausgeartet ist.
(5) Formulieren Sie eine Aussage dartiber, wann die Menge der Quadratwurzeln

iiber Q linear unabhéngig sind als Elemente des Q-Vektorraums C.
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13. NORM UND SPUR

Zu einem Element a € L einer endlichen Erweiterung L/K kann man die Linksmultiplikation
definieren:

M : L — L
T = Ag(z) = ax.
Dies ist eine K-lineare Abbildung und hat als solches ein charakteristisches Polynom
Xa,L/K(T) = det(T — )\a) S K[T]

Lemma 242. Wenn L = K(«), dann ist

Xo (T) = Pa/K'
Beweis. Nach Cayley—Hamilton ist « eine Nullstelle von x4 (7"), daher

Pa/K | Xo (T)
Da beide Polynome den Grad [K(«) : K] haben und normiert sind, miissen sie gleich sein. [
13.1. Formeln fiir Norm und Spur. Wir studieren nun spezielle Koeffizienten von x, 1,k (T)
genauer.
Definition 243. (1) Die Spur einer endlichen Korpererweiterung L/K ist die Abbildung

trL/K Lo K

a—trp g(a) = tr(Ag).

(2) Die Norm einer endlichen Kérpererweiterung L/K ist die Abbildung
NL/K L K
a— Npk(a) = det(Aq).

Proposition 244. Fir eine endliche Erweiterung L/K vom Grad d = [L : K] gilt:
(1)  Die Spur trp i ist eine K-lineare Abbildung.
(2) Fir alle x € K gilt

trr i (x) = dx.
(3)  Die Norm Ny g ist multiplikativ.
(4)  Insbesondere ist

NL/K L = K~
ein Gruppenhomomorphismus.

(5) Fir alle x € K gilt

NL/K(ZL’) = J}d.
(6)  Das Charakteristische Polynom hat die Form

Xa(T) =T% —trp ()T + ...+ (=1)* Ny k (a).
Beweis. Die Spur von K-linearen Abbildungen ist linear und die Determinante ist multiplikativ.
Daher gilt mit a,b € L und z,y € K
trr /i (ra + yb) = tr(Azatyp) = tr(zAa + yp)
=z -tr(Ag) +y - tr(Np) =2 - trp g(a) +y - trp (D),
und
Np i (ab) = det(Agp) = det(AaAp) = det(Aq) det(Ny) = Np g (a) Nk (b).

Da fiir a # 0 die Abbildung A, bijektiv ist, nimmt die Norm auf L* Werte in K* an.

Die Aussage iiber das charakteritische Polynom sind Standard in linearer Algebra. Die Aus-
sagen im Fall x € K sind trivial, weil dann A\, = x -id}, gilt. U
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Satz 245. Sei L/K eine endliche Erweiterung und § eine algebraisch abgeschlossene Erweite-
rung von K. Seien

Olyeoy0p: L — 8
die r = [L : K|s vielen K-Einbettungen von L nach Q. Dann gilt fir alle a € L
(1) trpjx(a) =[L: K-} 0i(a),
(2) Nyjx(a) = (T oi(a) .
Insbesondere sind die Elemente von 2, welche auf der rechten Seite stehen schon in K enthalten.

Wenn L/K sogar endlich galoissch ist, dann entfallen Faktor/Exponent [L : K]; und Sum-
me/Produkt laufen diber die Elemente von Gal(L/K).

Beweis. Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall: L = K («) und a = a. Zur Abkiirzung setzen
wir ¢ = [L : KJ;, das ist eine Potenz von p = char(K). Dann wird die maximale separable
Zwischenerweiterung von

ol
erzeugt (sieche Satz 172), und dieses Element hat Minimalpolynom

T

Paayic = [ (T = 03(a?)).

=1

Das Minimalpolynom von « lautet dann

T r q
Xour/Kk = Pajic = Paayic(T%) = [ [(T? = 0i(a?)) = (H(T - Ui(a))> :
i=1 i=1
Die Behaupteten Formeln fiir Norm und Spur folgen per Koeffizientenvergleich.

Den allgemeinen Fall fiihren wir nun mittels den Aussagen von Korollar 246 auf den Spezialfall
zuriick. Da wir Korollar 246 aber mittels Satz 245 beweisen werden, missen wir einen Beweis
flihren.

Sei a € L beliebig. Wir setzen M = K(a). Wir betrachten die K-Basis 1,a,...,a™ ! von
M und wahlen eine M-Basis y1,...,%, von L. Dann sind die Produkte aiyj fir 1 <i<m,
1 < j < n eine K-Basis von L.

Die Abbildung A\, € Endg (L) hat in der gewéhlten Basis eine Matrix in Blockdiagonalgestalt,
und zwar hat jeder Block die Matrix von A, € Endg (M) in der gewédhlten Basis. Dann lesen
wir ab:

[L: M]-tryp i (a),
Np/k(a (NM/K( ))[L:M]~

Die Restriktion von L nach M = K(a) liefert eine surjektive Abbildung
Hompg (L, Q) — Hompg (M, Q)

trL/K(a

)=
)=

deren Fasern alle die Méachtigkeit [L : M]; haben, denn der Separabilitéitsgrad ist unabhingig
von der Wahl der Einbettung 7 : M — €). Nun rechnen wir:

trp pc(a) = [L: M] - tryyp(a) = [L: M]-[M: K]+ Y 7(a)
T:M—Q

=[L:K];-[L: M- > 7(a)

T:-M—Q

=[L:Kli- > (Y o@)=[L:K]- > o)

T-M—=Q  0:L—Q, o|py=T7 o:L—=
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Die Formel fiir die Norm folgt analog durch die gleiche Rechnung in multiplikativer Form.

Nijic(a) = (Nagyc (@) = (T () A
T:-M—Q

[L:K]; [L:K]i
:< 11 T<a>[L:M1s) :< 11 a<a>) .

T:-M—Q o:L—Q

Die Indizes o und 7 laufen dabei iiber sdmtliche K-lineare Einbettungen nach Q. ([

Korollar 246 (Transitivitéit). Sei L/M /K ein Korperturm endlicher Erweiterungen. Dann gilt:

(1) trp/x =tryyk o tron,
(2) Np/xk = NuykoNp-

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 245, denn

und fiir € algebraische abgeschlossene Erweiterung von K und a € L beliebig:

trpyc(a) = [L:Kli- Y ola)=[M:K];- Y ([L;M]i- 3 o(a))

o:L—Q T:M—Q 0:L—Q, o|p=T7
=[M: K] Z T(trp v (a)) = tra i (troa(a)),
T:-M—Q

wobei wir im entscheidenden Schritt die L/M-Spur von a iiber die Einbettung 7 : M —
ausrechnen (das geht auch!) und daher 7(try/5/(a)) € Q erhalten.
Die Rechnung fiir die Norm geht genauso nur multiplikativ. (]

Korollar 247. Sei L/K eine endliche Erweiterung und o € L beliebig mit
Porx =T = a7 + ...+ (=1)%q € K[T).
Dann gilt

(1) trpg(a)= =" ai,
(2) Npk(e) = (ag)=K/e,

Beweis. Das folgt sofort aus Korollar 246 fiir M = K («) und Proposition 244 (6). O
Satz 248. Die Norm fiir Erweiterungen endlicher Kérper ist surjektiv.

Beweis. Das ist eine Ubungsaufgabe. U

13.2. Die Spurform.

Definition 249. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Die Spurform von L/K ist die
symmetrische Bilinearform auf dem K-Vektorraum L definiert durch

LxL—K
(a,b) = trp i (ab).

Satz 250. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:

(a) L/K ist separabel.

(b)  trpx #0.

(¢)  Die Spur ist surjektiv.

(d)  Die Spurform ist nichtausgeartet.
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Beweis. (a) <= (b): Wenn L/K separabel ist, dann ist

trL/K: Z g

o€Homg (L,Q2)

die Summe aller Charaktere. Diese sind linear unabhéngig. Demnach ist ihre Summe nicht die
Nullabbildung: es gibt ein a € L mit try g # 0.

Wenn L/K inseparabel ist, dann ist [L : KJ; ein Vielfaches der Charakteristik von K, somit
gilt [L : K|; =0 in K. Die Spur ist dann nach Satz 245 die Nullabbildung.

(b) <= (c): Die Spur ist eine K-Linearform. Daher ist sie surjektiv genau dann, wenn sie
von 0 verschieden ist.

(b) <= (d): Sei try /i (a) # O fiir ein @ € L. Dann ist die Spurform nichtausgeartet, da zu
jedem 0 # z € L gilt
trp k(- ax™t) = trr i (a) # 0.
Umgekehrt, wenn die Spurform nichtausgeartet ist, dann ist insbesondere die Spur nicht die

Nullabbildung. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §13

Ubungsaufgabe 13.1 (Normalbasensatz und Spur). Sei L/K galoissch, und sei & € L ein Erzeuger
einer Normalbasis. Zu H C Gal(L/K) setzen wir

ap = trypu(a)
Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(1) LY = K(apy).
(2)  Wenn N <1 Gal(L/K) ein Normalteiler ist, dann erzeugt ax eine Normalbasis fiir LV /K.

Ubungsaufgabe 13.2 (duale Basis bzgl. Spurform). Sei L = K(a) von einem Element o mit
separablem Minimalpolynom f € K[X] erzeugt.
(1) Bestimmen Sie
trp /i (Oéi/f/(a))
fir 0 <14 < deg(f).
Tipp: Partialbruchzerlegung von 1/ f(X), Substitution ¥ = 1/X und Potenzreihenent-
wicklung in Y = 0.
(2) Sei Z?i%(f)_l B; X" das Polynom % € L[X]. Zeigen Sie, dak §;/f" () mit 0 < i < deg(f)
die Dualbasis von 1, o, ..., a%8()~1 beziiglich der Spurform ist.
Tipp: Definieren Sie die Spur eines Polynoms aus L[X] und berechnen Sie

try, i (o f () - Zﬁij)-
J

14. KREISTEILUNGSKORPER

14.1. Einheitswurzeln. In diesem Kapitel behandeln wir Torsion in der multiplikativen Grup-
pe eines Korpers.

Definition 251. Eine Einheitswurzel ist ein Element ( eines Rings R, so daf (" =1 fiir ein
0 < n € N. Man spricht genauer von einer n-ten Einheitswurzel, wenn ¢ = 1 gilt.

Eine Einheitswurzel ist stets eine Einheit, denn aus (" = 1 folgt
¢ ¢"h=1

Einheitswurzeln sind also nichts anderes als die Elemente der Einheitengruppe R* von endlicher
Ordnung.
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Wir bezeichnen die Menge der n-ten Einheitswurzeln im Kérper K mit
in(R) = {a € R* ; a" = 1},
und alle Einheitswurzeln mit
poo(R) ={a € R* ; " =1 fiir eine 0 < n € N}.

Satz 252. Sei R ein Integrititsring und n € N. Dann ist p,(R) eine endliche zyklische Unter-
gruppe von R*. Die Ordnung von un,(R) ist ein Teiler von n.

Beweis. Mit (,& € pn(R) ist auch ¢¢,¢(7! € pn(R). Daher ist p,(R) € R* eine Untergruppe.
Als Nullstellen des Polynoms T™ — 1 gibt es davon in einem Integritdtsring nur eindlich viele,
Satz 66.

Sei K der Quotientenkérper von R. Dann ist u,(R) C K* eine endliche Untergruppe und
daher nach Theorem 117 zyklisch. Sei N = #pu,(R) und ¢ € p,(R) ein Erzeuger. Dann gilt
¢"™ =1 und ¢ hat Ordnung N, also N | n. O

Beispiel 253. (1)  Fiir C kennen wir die Einheitswurzeln:
1un(C) = {627”% ; a:O,...,nfl},

denn dies sind alles n-te Einheitswurzeln, und auch schon die maximal mogliche Anzahl
derselben. Ein offensichtlicher Erzeuger der Gruppe ist
627ri/n.

Dies sind spezielle Funktionswerte!? einer wichtigen analytischen Funktion.
(2) Fir C koénnen wir sogar die Gruppe aller Einheitswurzeln beschreiben. Die Abbildung

Q/Z — poo(C)
a/n— ¥
ist ein Gruppenisomorphismus.
(3) In einem endlichen Korper F sind alle Elemente x # 0 Einheitswurzeln: die multiplikative
Gruppe F* ist endlich, somit hat x endliche Ordnung.
Beispielsweise gilt fiir F = F,
Mq—l(Fq) =F qX
Allerdings gibt es hier keinen offensichtlichen Erzeuger dieser zyklischen Gruppe.
(4) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist

pp(K) = 1.
In der Tat folgt aus (P = 1 schon (¢ — 1) = 0, und daher in einem Korper ¢ = 1.
(5) Sei K eine Korper und u,(K) = () # 1. Der Ring R = K x K ist kein Integrititsring
und Satz 252 gilt nicht: g, (R) = pn(K) X p,(K) ist nicht zyklisch.

Lemma 254. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und n = p®-m mit ptm. Dann ist
pn(K) = pm (K).
Beweis. Nach dem chinesischen Restsatz gilt

fin () = pn () X i ().
In obigem Beispiel haben wir y,(/K) = 1 und damit auch p,e(K) = 1 gesehen. O

Fiir Korper der Charakteristik p > 0 soll man sich deshalb auf Einheitswurzeln mit zu p
teilerfremder Ordnung beschrénken.

12Djesem Motiv begegnet man wiederholt: Analysis und Arithmetik sind iiber die spezielle Werte spezieller
Funktionen miteinander verwoben.
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14.2. Das Kreisteilungspolynom.
Definition 255. Eine primitive n-te Einheitswurzel, ist eine Einheitswurzel ¢ der Ordnung n.

Bemerkung 256. Sei R ein Integritétsring. Die primitven n-ten Einheitswurzeln sind genau die
Erzeuger von i, (R) sofern pu, (R) maximale Ordnung n hat. Dies ist zum Beispiel fiir algebraisch
abgeschlossene Korper der Fall, wenn die Charakteristik kein Teiler von n ist.

Definition 257. Sei n € N und Q ein algebraisher Abschluf von Q. Das n-te Kreisteilungspo-
lynom ist

o= [ @-0
CEpn (Q) primitiv

Satz 258. (1) ®(T) ist unabhingig vom gewdhlten algebraischen Abschlufi Q.
(2) Es gilt ,(T) € Z[T].
(3)  @,(T) laft sich rekursiv berechnen durch

T" — 1 =[] ®a(T) (14.1)

din

(4) deg(®,,) = p(n), mit p(—) der Eulerschen p-Funktion

p(n) = #(Z/nZ)*.
Beweis. (4) Da wir in Charakteristik 0 sind, gilt

pin(Q) = pn(C) ~ Z/nZ.
Es gibt daher genau
p(n) = #(Z/nL)"
viele Erzeuger von Z/nZ, also primitive n-te Einheitswurzeln. Das ist der Grad von @, (7).
(3) Jede n-te Einheitswurzel ist primitive d-te Einheitswurzel fiir genau ein d mit d | n. Daher:

mo1=J[or-0=T[( II @-9)=]]oD):
CEpn din  (Epn,ord(¢)=d dln

(2) Dies zeigen wir per Induktion nach n zusammen mit der offensichtilichen Behauptung,
daft ®,,(T") normiert ist und daher Inhalt ¢(®,) = 1 hat. Nun ist nach (3)

T™ —1
P, (T) = T
( ) I_Id‘n7 d<n q)d(T) © Q[ }
mit Inhalt 1)
C —
D)= = )
C( ) Hd|n,d<n C((I)d>

insbesondere ®,, € Z[T].

(1) Ein Isomorphismus von algebraischen Abschliissen bildet primitive n-te Einheitswurzeln
bijektiv auf ebensolche ab. Daher wird auch ®,,(T") entsprechend abgebildet. Da die Koeffizienten
aus Z sind, bleiben sie erhalten. Damit ist ®, unabhéngig von der Wahl. U

Proposition 259. (1) Fir allen € N gilt:
n=> (d)
dn
(2)  Fir eine Primzahl p und m € N gilt

m—1

p(™) = (- Dp
(8)  Fir teilerfremde n und m gilt

p(nm) = p(n)p(m).
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(4) Firn e N mit Primfaktorzerlegung n = [[;_, p;** gilt

T

o(n) =i —Dpf" "

i=1

Beweis. (1) folgt durch Gradvergleich aus (14.1).
(2) Erzeuger in Z/p™Z sind die zu p™ teilerfremden Restklassen, also diejenigen, die von nicht
durch p teilbaren Elementen aus Z reprisentiert sind. Davon gibt es genau p™ — p™~! viele.
(3) folgt aus dem chinesischen Restsatz und die Einschrénkung auf die Einheitengruppe

(Z)nmZ)* ~ (Z/nZ)* x (Z/mZ)*.
Und (4) folgt sofort aus (2) und (3). O

14.3. Die Kreisteilungskorper. In einem Kérper K gilt
pin(K) = NSzn 1 (K).

Damit wird die Algebra der Einheitswurzeln durch das Polynom 7™ — 1 beherrscht. Wir wollen
nun studieren, wie sich 7™ — 1 in irreduzible Faktoren zerlegt. Das héngt natiirlich von K ab.
Den Zerfallungskorper von T™ — 1 iiber K bezeichnen wir mit

K ().

Dieser entsteht, in dem man in einem algebraischen Abschluf K /K die Gruppe i, = i, (K) der
n-ten Einheitswurzeln in K zu K adjungiert.

Lemma 260. Sein n € N und Z eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann g¢ibt es einen
kanonische Ringisomorphismus

Z/nZ = End(Z)
a— [al =(x—a-x).
und einen kanonischen Gruppenisomorphismus
(Z/nZ)* = Aut(Z)
a—la] =(x—a-x).
Beweis. Sei ¢ € Z ein Erzeuger. Dann ist jeder Endomorphismus ¢ : Z — Z durch den Wert ¢(()

eindeutig bestimmt. Da ¢ erzeugt, gibt es ein a € Z mit ¢({) = a - ¢ in additiver Schreibweise.
Damit gilt fiir alle x € Z

pla-Q)=z-p(()=ar-(=a-(z-().

Somit ist jeder Endomorphismus von der Form [a] fiir ein a € Z. Offensichtlich hingt dies nur
von der Restklasse modulo nZ ab, und die Zuordnung

a — |al

ist ein Ringhomomorphismus. Fehlt nur noch die Injektivitéit: wenn [a] = 0, dann [a]¢ = a-¢ = 0.
Weil ¢ ein Erzeuger ist, also Ordnung n hat, bedeutet dies n | a.
Die Aussage iiber Automorphismen ergibt sich sofort. O

Bemerkung 261. Es ist bemerkenswert, daf die Beschreibung von Aut(Z) nicht von der Wahl
eines Erzeugers ¢ von Z abhéngt.

Satz 262. Sei K ein Korper und n € N ein Vielfaches von char(K). Dann gilt

(1)  Die Erweiterung K(u,)/K ist galoissch.
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(2)  Die Abbildung
Yo+ Gal(K (jn)/K) — Aut(jun) = (Z/nZ)"
o= 0|,

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere hat K (uy)/K eine abelsche Ga-
loisgruppe.
(8) Fir K =Q ist x,, ein Isomorphismus.

Bemerkung 263. Den Gruppenhomomorphismus y, aus Satz 262 nennt man den zyklotomi-
schen Charakter (modulo n).

Beweis. (1) Die Erweiterung K (u,)/K ist per Definition ein Zerfallungskoérper, also normal. Die
Erzeuger sind Nullstellen von f = T"™ — 1, dessen Ableitung

f/ — nT’nfl

nur die Nullstellen 7' = 0 hat (nach Voraussetzung ist n # 0). Damit sind f und f’ teilerfremd,
somit f und K (u,)/K separabel. Separabel und normal bedeutet galoissch.

(2) Da u, genau die Nullstellen des Polynoms 7™ — 1 sind, dessen Zerfallungskorper wir
betrachten, ist jedes o € Gal(K(py)/K) eindeutig durch seine Wirkung auf den Nullstellen
bestimmt. Damit ist x, injektiv. Da die Gruppenverkniipfung in u, die Kérpermultiplikation
ist, wird diese von o|,, erhalten. Die Abbildung x, ist damit wohldefiniert, denn die Werte sind
tatsdchlich Gruppenautomorphismen von .

(3) Wir miissen zeigen, daf es zu jedem a € Z teilerfremd zu n ein o, € Gal(Q(u,)/Q) gibt,
so dafs

Oalu, = la]
die Multiplikation mit a auf Z/nZ ist (multiplikativ in p, ist das die Potenzierung mit a). Da
Primzahlen p { n die Gruppe (Z/nZ)* erzeugen, reicht es aus, o, fiir solche p zu konstruieren.

Wir fixieren nun eine Primzahl p t n. Sei ¢ € u, ein Erzeuger. Dann suchen wir ein Element

o € Gal(Q(un)/Q) mit

o(¢) = ¢P. (14.2)
Dieses Element wird in der Zahlentheorie aus naheliegenden Griinden Frobeniuselement fiir die
Primzahl p genannt. Es {iberrascht daher nicht, daf wir zur Konstruktion modulo p reduzieren.
Sei

T" —1=g(T)h(T)

mit g irreduzibel und ¢g(¢) = 0. Nach dem Gauf-Lemma, genauer Lemma 196, kann man g und
h so skalieren, daf die Koeffizienten ganzzahlig werden:

g,h € Z[T).
Da T™—1 normiert ist, miissen dann die fithrenden Koeffizienten von g und h entweder 1 oder —1
sein. Wir skalieren so, dak g und h auch normiert sind. Dann ist g = P, g das Minimalpolynom.
Nach den Sétzen iiber Korpereinbettungen und Nullstellen gibt es ein ¢ mit (14.2) genau
dann, wenn (P auch eine Nullstelle von g ist. Dies beweisen wir durch Widerspruch. Da (P auch
eine Nullstelle von T — 1 ist, gilt ansonsten nédmlich
h(¢P) = 0.
Damit ist ¢ eine Nullstelle von h(7T?) und der ggT
d(T) = ggT(g(T), h(T"))
ist nicht konstant. Wieder nach dem Lemma 196 diirfen wir annehmen, daf d(Y") € Z[T] normiert
ist. Jetzt reduzieren wir koeffizientenweise modulo p, das heift wir bilden die Polynome mittels
Z[T] = Fp[T]
F— F
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ab. Dann gilt

h(T?) = h(T)
und d ist gemeinsamer Teiler von g und hP. Da d normiert ist, bleibt d nicht konstant, somit
haben g und h einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler. Wir schlieffen, dafs

" —1=gh

eine mehrfache Nullstelle hat. Da aber weiterhin die Ableitung n7"~! nur die Nullstelle 7 = 0
hat, ist 7" — 1 € F),[T] weiterhin separabel, also ohne mehrfache Nullstelle, Widerspruch! O

Korollar 264. (1) Fir jedes n ist ®,,(T') irreduzibel iber Q.
(2) Q) : Q] = deg(®n) = ¢(n).

Beweis. Eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, ist ein primitives Element fiir Q(uy,,)/Q. Dariiber-
hinaus gilt

®,,(¢y) =0.
Also gilt
p(n) = #(Z/nZ)" = # Gal(Q(kn)/Q) = [Q(un) : Q] = deg(P, /q) < deg(®n) = ¢(n),
und dies zeigt (2), sodann ®,, = P, /o und damit (1). O

UBUNGSAUFGABEN ZzU §14
Ubungsaufgabe 14.1. Bestimmen Sie alle Zwischenkorper zu Q(u12)/Q.

Ubungsaufgabe 14.2 (Beispiele fiir Galoiserweiterungen mit Galoisgruppe Z/6Z). Bestimmen sie
alle Kreisteilungskorper Q(uy,) vom Grad 6 iiber Q. Warum gilt dann Gal(Q(uy)/Q) ~ Z/6Z?
Ubungsaufgabe 14.3. Sei n,m > 1 teilerfremd. Zeigen Sie:

(a)  Q(tnm) = Q(un)Q(im,) und die natiirlichen Projektionen definieren einen Isomorphismus

Gal(Q(tnm)/Q) = Gal(Q(km)/Q) x Gal(Q(un)/Q).
(b)  Q(un) N Q) = Q, wobei der Schnitt in Q(jup,,) stattfindet.
Ubungsaufgabe 14.4 (Kreisteilungskorper iiber einem endlichen Kérper). Sei p eine Primzahl F,

ein endlicher Korper der Charakteristik p und p  n. Beschreiben Sie das Bild des zyklotomischen
Charakters

Yoo Gal(Fy (1) /Fy) — (Z/nZ)*.
Fiir welche n ist das n-te Kreisteilungspolynom ®,,(7") nach Reduktion modulo p, also in [F,,[T]
irreduzibel?

Ubungsaufgabe 14.5. Sei K eine endliche Kérpererweiterung von Q. Zeigen Sie, daf K nur endlich
viele Einheitswurzeln enthélt.
Ubungsaufgabe 14.6. Es sei (¢, eine primitive n-te Einheitswurzel.

(1) Bestimmen sie fiir eine Primzahl p und fiir m € N das Kreisteilungspolynom ®,m (T').
(2)  Berechnen Sie trg,)/q(¢n) fiir n € N.
(3) Zeigen Sie

| p falls n = p™ eine Primpotenz,
No/o(l = 6n) = { 1 sonst.

Ubungsaufgabe 14.7 (Zyklotomisches Eulersystem).
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(1) Zeigen Sie, daf es ein System ((,)nen von primitiven n-ten Einheitswurzeln

Cn € Q(pn) ™
gibt, so daf fiir alle n,m € N gilt
(2)  Sei p nun eine fixierte Primzahl und (¢, )nen ein System wie in (1). Fiir n > 1 sei
cni=(1-=2¢n) € Qun)™.
Fiir eine Primzahl £ { n sei

o¢ € Gal(Q(un)/Q)

der Automorphismus der unter dem zyklotomischen Charakter y, von Satz 262 auf
Xn(op) =L € (Z/nZ)*
abgebildet wird. Zeigen Sie, daf fiir alle m € N und alle Primzahlen ¢ gilt:

Cm falls £ | m,
NO (o) /@) (Com) = cm/o'[l(cm) falls £4m und m > 1,
L m=1.

Ubungsaufgabe 14.8. Zeigen Sie, daf es zu jeder endlichen abelschen Gruppe A eine galoissche

Erweiterung K/Q gibt mit Gal(K/Q) ~ A. Zeigen Sie genauer, daf es davon unendlich viele

(notwendigerweise abzéhlbar!) paarweise linear disjunkte Korper K;/Q gibt, d.h. fiir 7 # j gilt
K;n Kj =Q.

Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 14.3 und den folgenden Spezialfall eines Satzes von Dirichlet.
Zu jedem n € N gibt es unendlich viele Primzahlen p =1 mod n.
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Teil 3. Themen der Gruppentheorie — Anwendungen der Galoistheorie
15. DIE SYLOWSATZE

Fundamental fiir die Strukturtheorie endlicher Gruppen sind die Sylow-Satze'?. Wir folgen den
Beweisen von Wielandt!'* aus dem Jahr 1959 (Publikationsdatum), deren zentrales Hilfsmittel
Gruppenoperationen sind.

Definition 265. (1) Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe, deren
Ordnung eine Potenz von p ist.

(2) Eine Sylow-Untergruppe (Sylowgruppe) ist eine Untergruppe P C G einer endlichen
Gruppe G der Ordnung eine Primzahlpotenz

|P|=p",

so daf |G| = p"m mit p f m. Wenn man die Primzahl betonen méochte, spricht man von
einer p-Sylow-Untergruppe (p-Sylowgruppe) von G.

Bemerkung 266. (1) Es folgt sofort aus dem Satz von Lagrange, daf eine p-Sylowuntergruppe
von G beziiglich Inklusion unter allen Untergruppen von G, die p-Gruppen sind, maximal
ist.

(2) Des weiteren folgt aus p t |G|, dak eine p-Sylow Untergruppe von G die triviale Gruppe 1 ist.
Die Theorie der p-Sylowgruppen ist nur fiir Primteiler p der Gruppenordnung interessant.

Theorem 267 (Sylow—Sétze, 1872). Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung N und p ein
Primteiler von N. Sei N = p"m mit p{m.

(1)  Es gibt eine p-Sylowgruppe in G.

(2) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

(3) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert.

(4) Seiap = ay(G) die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Dann gilt

(i) ap |Gl
(i)  plap—1.

Bevor wir in den Beweis einsteigen benétigen wir ein paar Lemmata. Fiir eine natiirliche Zahl
N und eine Primzahl p erinnern wir an die p-adische diskrete Bewertung v,(—). Wir bezeichnen
mit v,(N) denjenigen Exponenten 7 mit p” | N und p"*! ¢t N.

Lemma 268. Sein € N und p eine Primzahl. Sei
n=ag—+aip+ap’+ ...+ ap"
die Darstellung von n zur Basis p, also mit 0 < a; < p—1 fir alle 0 < i <r. Dann gilt
n— 3o
p—1

Beweis. Wir benutzen die Gauk-Klammer, die fiir jede natiirliche Zahl n auf den reellen Zahlen
n<x<n-+1den Wert

vp(n!) =

x| =n

annimmt.
Von den n Faktoren 1,2,...,n in n! sind Lﬁj durch p* teilbar. Genau durch p* teilbar sind

demnach LI%J — Lﬁj der Faktoren. Summieren wir diese Anzahl gewichtet mit ¢ iiber alle iiber

L3peter Ludwig Mejdell Sylow, 18321918, norwegischer Mathematiker.
MHelmut Wielandt, 1910-2001, deutscher Mathematiker.


http://de.wikipedia.org/wiki/Peter_Ludwig_Mejdell_Sylow
http://de.wikipedia.org/wiki/Helmut_Wielandt
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alle ¢ > 1, so folgt (das sind endliche Summen!)
wp(n) =Y il =] = =g =D (= (=D))<= | ]
> P p i>1 P

= Zai +aipp+ ... Fap
i>1

Lemma 269. Sei N € N und r = v,(N). Dann ist (é\i) nicht durch p teilbar.

Beweis. Sei N = a,p" +ar+1p’”+1 ...+ amp™ die Darstellung von N zur Basis p. Dann ist a, > 1
und daher

N —p" = (ar —1)p" + ar1p" .+ amp™
die Darstellung von N — p” zur Basis p. Es gilt

<N> N
P’ (N —p")lp!

oo ()0 = 1) = 0 = 27) = 07

pT’
N e (N-p) -, a)+1l p -1
p—1 p—1 p—1
Das war zu zeigen. O

und daher

= 0.

Definition 270. Ein Fixpunkt fiir eine Gruppenoperation der Gruppe G auf der Menge X ist
ein Element x € X mit

g.r =2
fiir alle g € G. Die Menge aller Fixpunkte bezeichnen wir mit

Fix(X;G) :=={z € X ; fiir alle g € G gilt g.x = g}.

Satz 271 (Fixpunktsatz). Seip eine Primzahl und P eine endliche p-Gruppe. Sei X eine Menge
mit P-Operation. Dann gilt
|Fix(X; P)| = |X| mod p.

Beweis. Dies folgt aus der Bahnenformel. Die Fixpunkte sind gerade die Bahnen der Léange 1.
Daher ist | X| — |Fix(X; P)| die Summe der Bahnenldngen tiber alle Bahnen der Lénge > 1.
Diese Langen sind echte Teiler der Gruppenordnung, also durch p teilbar. U

Beweis von Theorem 267. (1) Wir zeigen nun die Existenz einer p-Sylow-Untergruppe. Sei G
eine endliche Gruppe der Ordnung N, sei p eine Primzahl und N = p"m mit pf m. Wenn r = 0
ist nichts zu tun. Sei daher r > 1. Sei

X={M; MCGund |[M|=p"}
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die Menge der p"-elementigen Teilmengen. Da Translation eine freie Operation ist, gilt fiir jedes
g€ Gund M € X, dak
lgM | = [M].
Daher operiert G auf X durch (Links-)Translation:
GxX—=X
(g, M) = gM.

Sei M € X beliebig. Wir zeigen nun, daf der Stabilisator Gj; héchstens p” Elemente hat. Dazu
fixieren ein x € M. Ein g € Gy ist dann eindeutig durch gz € M festgelegt als g = (gz)z .
Daher ist

G| < [M|=p".

Wir suchen also ein M € X mit maximal moglichem Stabilisator. Wir arbeiten durch Wider-
spruch und nehmen an, daf alle Stabilisatoren Gj; weniger als p” Elemente haben. Es gilt nach
dem Bahnensatz

PG =1Gul| - |G.M].
Da |G| < p" gilt p™ t |Gar] und daher p | |G.M|. Es sind also alle Bahnen von durch p teilbarer

Léange. Damit gilt
N
pi1xi= ()

im Widerspruch zu Lemma 269. Also gibt es einen Stabilisator P = Gy von Ordnung p”. Dies
ist die gesuchte p-Sylow-Untergruppe.

(2) Sei P eine p-Sylowgruppe von G, die es nach (1) gibt. Sei @ eine beliebige p-Untergruppe.
Wir lassen @ auf G/P durch Linkstranslation operieren. Nach Satz 271 gilt
| Fix(G/P,Q)| = |G/P| =|G|/|P| =m mod p

und ist daher nicht durch p teilbar. Es muf also einen Fixpunkt geben. Wenn ¢gP von @) fixiert
wird, dann ist

QgP =gP
oder dquivalent

QCgPg!
Mit P hat auch gPg~' genau p” Elemente und ist eine p-Sylow-Untergruppe. Damit ist Q in
einer p-Sylowgruppe enthalten.

(3) Sei P eine p-Sylowgruppe von G, die es nach (1) gibt. Sei @ eine beliebige p-Sylowgruppe.

Der Beweis von (2) liefert ein g € G mit
QCgPg "

Da |Q| = p" = |gPg~!| folgt Gleichheit. Je zwei p-Sylowgruppen sind also konjugiert.

(4) Wir lassen nun G durch Konjugation auf der Menge der p-Sylowgruppen

B ={P; P ist p-Sylowgruppe von G}
operieren. Diese Operation ist wohldefiniert, denn konjugierte Untergruppen haben die gleiche
Ordnung. Nach (2) ist diese Operation transitiv und der Stabilisator von P € 8 ist der Nor-
malisator von P in G
Ng(P)={geG; gPg~' = P}.
Aus dem Satz von Lagrange folgt nun die Behauptung (i):
ap = %] = (G : Ne(P)) | G].

Nun sei @) eine beliebige p-Sylow-Untergruppe. Wir lassen @ auf 8 durch Konjugation ope-
rieren. Dann gilt nach Satz 271

ap = |Fix(P, Q)| = {P € P ; Q@ S Ng(P)}| mod p.
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Der Stabilisator Ng(P) von P enthilt P als normale Untergruppe. Ein p-Sylowgruppe von G,
mit Q C Ng(P) ist auch p-Sylowgruppe von Ng(P), denn | Ng(P)| teilt |G| und wird daher nicht
durch mehr p-Faktoren geteilt als |G|. Daher sind nach (2) angewandt auf Ng(P) die Gruppen
P und @ durch ein g € Ng(P) konjugiert! Dann gilt

Q=gPg ' =P
Die p-Sylowgruppe @ ist also der einzige Fixpunkt, somit

ap =1 mod p,
und das ist Aussage (ii). O
Korollar 272. Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander isomorph.

Beweis: Sind S7 und Sy zwei p-Sylowgruppen von G, dann gibt es nach Theorem 267 (2) ein
g € G so dak

Sy = gS1g~t. (15.1)
Somit definert die Abbildung
g(=)g t:5 = S,
h— ghg™t

einen Isomorphismus von S; mit Sy. In der Tat ist g(—)g~! als Einschrinkung eines inneren

Automorphismus von G injektiv und wegen (15.1) auch surjektiv. ([

Korollar 273. Eine p-Sylowgruppe ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn a,(G) = 1.

Beweis: Ganz allgemein ist eine Untergruppe H < G ein Normalteiler genau dann, wenn fiir
alle g € G gilt
gHg ' = H,

also wenn die Menge der zu H konjugierten Untergruppen nur aus H selbst besteht. Fiir eine

p-Sylowgruppe S < G besteht diese Menge nach Theorem 267 (2) genau aus der Menge aller

p-Sylowgruppen von G. Somit ist S Normalteiler genau dann, wenn a,(G) = 1. (]
UBUNGSAUFGABEN ZU §15

Ubungsaufgabe 15.1. Zeigen Sie, daf jede Gruppe der Ordnung 15 zyklisch ist.

Ubungsaufgabe 15.2. Seien p,q zwei verschiedene Primzahlen. Zeigen Sie, daf jede Gruppe der
Ordnung pq einen Normalteiler hat.

Ubungsaufgabe 15.3. Seien p < g zwei Primzahlen mit p ¢ — 1. Zeigen Sie, daf jede Gruppe der
Ordnung pq zyklisch ist.
16. ENDLICHE p-GRUPPEN

Wenn man endliche Gruppen von Ordnung < N bis auf Isomorphie auszéhlt, dann sind die
p-Gruppen deutlich die meisten.

16.1. Das Zentrum.

Definition 274. Wir erinnern an das Zentrum einer Gruppe G. Dies ist der abelsche Normal-
teiler
Z(G)={g9€ G ; ghg™" = hfiir alle h € G}

aller Elemente, die mit allen Elementen von G vertauschen.

Satz 275. Jede nichttriviale p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.
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Beweis. Sei G # 1 eine p-Gruppe. Wir lassen G auf sich selbst durch Konjugation operieren:

g.h = ghg™L.
Das Zentrum Z(G) besteht genau aus den Fixpunkten dieser Operation. Nach Satz 271 gilt
daher
#Z(G)=#G =0 mod p.
Da 1 € Z(G) gilt somit 1 < #Z(G), also wenigstens p < #Z(G). O

Satz 276. Sei G eine p-Gruppe und H C G eine Untergruppe H # G. Dann ist H eine echte
Untergruppe des Normalisators Ng(H).

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion nach der Ordnung von G. Wenn #G = 1, dann
ist nichts zu beweisen. Wir nehmen also an, daf der Satz fiir alle p-Gruppen kleinerer Ordnung
als #G gilt.

Das Zentrum Z = Z(G) ist nach Satz 275 nichttrivial. Aukerdem ist Z C Ng(H). Wenn
Z ¢ H, dann sind wir fertig. Andernfalls betrachten wir alles in der Faktorgruppe modulo dem
Zentrum: o B

H=H/ZCG=G/Z.
Es gilt fiir ¢ € G und sein Bild g € G:
gHy'=H < gHg '=H,
denn H und gHg~! enthalten Z und werden so iiber ihr Bild in G beschrieben. Daher ist
N&(H) = No(H)/Z

und nach dem Isomorphiesatz
Ng(H)/H =~ (N(;<H)/Z)/(H/Z) = Né(ﬁ)/ﬁ.

Letzteres ist # 1 per Induktion, da G kleinere Ordnung als G hat. Damit gilt der Satz auch fiir
H in G. U

16.2. Filtrierungen.

Definition 277. (1) Eine (endliche, fallende) Filtrierung einer Gruppe G ist ein System
F*(G) = (F(G)) mit i = 0,...,n von Untergruppen

G=F(G)DF(G)2...2F"1G) D F"(G) = 1.

Die Zahl n heifst Ldnge der Filtrierung.
(2) Eine Subnormalreihe (oder subnormale Filtrierung) einer Gruppe G ist eine Filtrierung
F*(G), so dak jedes F*!(G) ein Normalteiler von F*(G) ist. Die Quotienten

gri(G) = F'(G)/ FH(G)

nennt man die Faktoren der Subnormalreihe (oder Filtrationsquotienten der Filtrie-
rung).

(3) Eine Normalreihe (oder normale Filtrierung) einer Gruppe G ist eine Filtrierung F*(G),
so daf jedes F*(G) ein Normalteiler von G ist.

Der Gebrauch der Bezeichnung Subnormalreihe und Normalreihe ist leider in der Literatur
nicht einheitlich. Manchmal wird eine Subnormalreihe schon als Normalreihe bezeichnet. In einer
Normalreihe nach obiger Definition ist der i-te Faktor F*(G)/ F'™1(@) natiirlich eine Untergruppe
in G/FHY(@).

Satz 278. In einer p-Gruppe G ¢ibt es zu jeder Untergruppe H C G eine subnormale Filtrierung
F*(G) mit den folgenden FEigenschaften.

(i) #Fi(G)/FiH(G) = p fir alle i, und

(i) H =TF" Q) fir eini.
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Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion nach dem Paar (#G ,(G:H )) in lexikographischer
Ordnung, also erst iiber die Ordnung von G und dann als zweite Induktion iiber den Index
(G:H).

Wenn G = Ng(H) und G # H # 1, dann ist H ein Normalteiler und H sowie G/H haben
kleinere Ordnung. Per Induktion gibt es dann zu 1 C H und 1 C G/H subnormale Filtrierungen
wie im Satz von G/H:

G/H = (G/H)" 2> (G/H)'2...2(G/H)" ' 2 (G/H)" =1,
und von H:
H=H'>H'2...DH™'DH"=1.
Mit der Projektion pr: G — G/H definieren wir die subnormale Filtrierung (Isomorphiesatz)
G=p Y ((G/H)) Dpr Y (G/H)YD...Dpr Y ((G/H)")=H=H"D>...DH™ =1.
Diese ist wie im Satz gefordert.

Wenn G # Ng(H), dann ist nach Satz 276 der Index (G : Ng(H)) < (G : H), also per
Induktion gibt es eine subnormale Filtrierung wie im Satz durch Ng(H). Von dieser nehmen wir
den Anfang bis zu Ng(H) und fithren diese fort mit einer subnormalen Filtration wie im Satz
zu H als Untergruppe von Ng(H).

Es bleibt der Fall H = 1 oder H = G. In diesem Fall ist H keine echte Einschrankung fiir die
subnormale Zentralreihe. Wir ersetzen daher H durch (g) fiir ein beliebiges Element g € G der
Ordnung p. Jetzt bleibt nur noch der Fall, daf dann mit diesem neuen H schon G = H ~ Z/pZ
ist. Aber in diesem Fall ist auch nichts zu zeigen. (]

Korollar 279. Sei G # 1 eine p-Gruppe und H C G eine echte Untergruppe. Dann gibt es einen
Normalteiler N C G mit

(i) HCN, und

(ii) (G:N)=p.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 278 mit N = F1(G). O

16.3. Der Fundamentalsatz der Algebra. Wir beweisen nun endlich den Fundamentalsatz
der Algebra.

Theorem 280 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Schritt 1: Sei f € R[T] ein normiertes Polynom ungeraden Grades. Dann gilt
lim f(z) =400

r—F00

und der Zwischenwertsatz der Analysis zeigt, daf f eine Nullstelle in R hat. Insbesondere gibt
es in R[T] keine irreduziblen Polynome ungeraden Grades > 3.

Damit hat R keine nichttriviale Erweiterung ungeraden Grades. Diese wire separabel und
damit nach Theorem 161 einfach. Somit wére das Minimalpolynom eines Erzeugers irreduzibel
von ungeradem Grad > 3.

Schritt 2: Sei nun K/C eine algebraische Erweiterung. Dann gibt es eine Galoiserweiterung
L/R, die K enthilt. Sei G = Gal(L/R) die Galoisgruppe, und sei S C G eine 2-Sylowgruppe in
G. Der Fixkorper

M=1°
hat per Definition von Sylowgruppe einen ungeraden Grad
[L:R] #G
M :R| = =
[ ] [L:M] #S

Aus Schritt 1 folgt M = R und G = S ist eine 2-Gruppe. Damit ist H = Gal(L/C) ebenfalls
eine 2-Gruppe.
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Schritt 8: Als 2-Gruppe hat H nach Korollar 279 einen Normalteiler H; C H vom Index 2,
oder H = 1. Per Galoistheorie entspricht H; einer quadratischen Erweiterung L;/C. Daraus
folgt die Existenz eines irreduziblen quadratischen Polynoms in C[T']. Dies widerspricht Satz 4,
nachdem jedes quadratische Polynom in C[T] bereits eine Nullstelle in C hat.

Wir schlieffen, dafs H = 1, somit L = C und K C C sein muf. Somit ist C algebraisch
abgeschlossen. O

16.4. Konstruierbarkeit des regelmifiigen n-Ecks. Wir nehmen die Diskussion der Kon-
struierbarkeit im Sinne der Griechen mit Zirkel und Lineal Aus Abschnitt §3.5 wieder auf.
Wenn M C C eine Punktmenge ist, dann bezeichneten wir mit

Q(M)
den davon erzeugten Teilkorper von C. Und mit
ZL(M)
den Erweiterungskorper von Q(M) aller durch Zirkel und Lineal aus M konstruierbaren Punke
(als komplexe Zahlen).
Satz 281. Seien A, M C C Mengen und setze K = Q(M). Dann sind dquivalent:

(a) A ist aus M in endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
(b)  Es gibt n € N und eine endliche Folge von sukzessiven quadratischen Erweiterungen
K=KyCKi CKyC...CK,
so daff K(A) C K.
(¢)  Es gibt n € N und eine endliche Folge von sukzessiven quadratischen Erweiterungen
K=KyCK CKyC...CK,=K(A).

(d)  Die Erweiterung K(A)/K ist endlich und die Galoisgruppe der Galoishiille von K(A)/K
ist eine 2-Gruppe.

Beweis. (a) <= (b): Dies ist genau Korollar 44.

(¢c) = (b): Das ist trivial.

(b) = (d): Sei L eine endliche Galoiserweiterung, die K, enthilt, G = Gal(L/K) und
Gal(L/K,) = H C G die Untergruppe, welche per Galoiskorrespondenz zum Zwischenkorper
K, gehért. Die Galoishiille K,, von K,, gehért dann zum gréften Normalteiler N C G, der in H
enthalten ist. Das ist

N=()gHg ",
geG

denn fiir alle g € G gilt N = gNg~! C gHg~', und der Schnitt ist eine unter Konjugation (das
permutiert die zu schneidenden Untergruppen) stabile Untergruppe, also ein Normalteiler.
Zum Schnitt von Untergruppen gehort per Galoiskorrespondenz das Kompositum der Fixkor-

per
K, = Kompositum der g(K,) fir alle g € G.

Mit K, ist auch g(K,,) sukzessive durch quadratische Erweiterungen aufgebaut. Das Komposi-
tum von solchen Korpern ist ebenfalls sukzessive durch quadratische Erweiterungen erzeugt. Es
reicht dies fiir das Kompositum zweier solcher Korper einzusehen. Sei also

K=K, CK|{CK,C...CK],
ein weiterer. Dann ist
K=KyCK CKyC...CK,CK,K|CK,K,C...CK,K],
ein in jeder Stufe quadratischer Kérperturm, denn fir alle 1 < ¢ <m — 1 gilt

[Kn Ky s Kn K] < [Kipq 2 K] = 2.
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Der Grad der Minimalpolynome geht im Kompositum hochstens runter und bei Grad 1 kann
man auf den entsprechenden Erzeuger verzichten.

Wir schliefen aus dem Gradsatz, dafs die Galoishiille f(n /K, eine Erweiterung von 2-er Po-
tenzordnung ist. Das gilt dann auch fiir die in K, enthaltene Galoishiille K (A) von K(A). Also
ist Gal(K(A)/K) eine 2-Gruppe.

(d) = (c): Sei L die galoissche Hiille von K (A)/K. Sei H C G = Gal(L/K) die zu K(A) per
Galoiskorrepsondenz gehorende Untergruppe. Dann gibt es nach Satz 278 eine Subnormalreihe
von G durch H, deren Filtrationsquotienten jeweils vom Ordnung p = 2 sind. Der Anfang davon

GDOH OHy,D>...OH,=H

H;

gehort per Galoiskorrespondenz mit K; = L™ zu einem Korperturm wie in (c). O

Bemerkung 282. Die Bedingungen von Satz 281 sind nicht dazu dquivalent, da [K(A) : K] eine
2-er Potenz ist. Als Beispiel nehmen wir eine galoissche Erweiterung L/K mit Galoisgruppe Ay
und darin die Teilerweiterung M/K, die zu H = (o) mit einem 3-Zykel o gehort. Dann ist

[M: K]=(A4: H) =4,

aber es gibt keine Zwischenerweiterung vom Grad 2. Eine solche entspréache einer Untergruppe
N C A4 vom Index 2, also einem Normalteiler. Es ist eine Ubungsaufgabe, die Normalteiler von
Ay aufzulisten. Einer vom Index 2 ist nicht dabei.

Definition 283. Eine Fermat-Primzahl ist eine Primzahl der Form p = 22" +1 mit einem n € N.

Bemerkung 284. (1) Da fiir ungerades m die Zahl 2" + 1 durch 2™ + 1 teilbar ist, muf der
Exponent N in einer Primzahl der Form p = 2V + 1 selbst eine 2-er Potenz sein. Dies
erklart den Ausdruck fiir eine Fermat—Primzahl.

(2) Es sind nur die folgenden Fermat—Primzahlen bekannt.

p=22"+1=3,517,257,65537.
entsprechend n =0, 1,2, 3, 4.

(3) Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Fermat—Primzahlen gibt.

Theorem 285 (Gauf 1796). Das regelmdajfSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn jeder ungerader Primfaktor vonn eine Fermatprimzahl ist und nicht quadratisch
in n aufgeht.

Beweis. Das regelméfige n-Eck ist konstruierbar genau dann, wenn die Menge der Ecken p,, (C)
konstruierbar ist (nach Translation zum Mittelpunkt 0 und Streckung auf Radius 1 des Umkrei-
ses). Weil Q(uy,) galoissch iiber Q ist, gilt dies nach Satz 281 genau dann, wenn

p(n) = [Q(un) : Q] = 2™
eine 2-er Potenz ist. Das ist dquivalent zu der genannten Bedingungen an die ungeraden Prim-

faktoren von n. O

Bemerkung 286. (1) Es sind nur die folgenden regelméfigen p-Ecke fiir p Primzahl und 2 <
p < 22 1 1 konstruierbar:

p=3,5,17,257,65537

Das sind die bekannten Fermatprimzahlen. Die Konstruktion des regelméfigen 17-Ecks
geht auf den jungen Gaufs zuriick.

(2)  Esist nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlen p gibt, so daf das regelméfige p-Eck
konstruierbar ware.

UBUNGSAUFGABEN ZU §16
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Ubungsaufgabe 16.1. Eine Zentralreihe (oder zentrale Filtrierung) einer Gruppe G ist eine
normale Filtrierung F*(G), so dak fiir alle i der i-te Filtrationsquotient F(G)/Fi1(G) im
Zentrum von G/ F'T(G) liegt. Eine nilpotente Gruppe ist eine Gruppe mit einer endlichen
Zentralreihe.

Zeigen Sie, daf eine p-Gruppe nilpotent ist.

Ubungsaufgabe 16.2. (a)  Sei G eine Gruppe und G/Z(G) zyklisch. Zeigen Sie dak dann G =
Z (@) abelsch ist.
(b)  Bestimmen Sie fiir eine Primzahl p alle Gruppen der Ordnung p? bis auf Isomorphie.

Ubungsaufgabe 16.3. Die Fittinguntergruppe ®(G) einer Gruppe G besteht aus
oG)= (| M

MCG

wobei M durch alle maximalen echten Untergruppen M C G liuft. Zeigen Sie die folgenden
Ausssagen.

(1)  ®(G) ist ein Normalteiler.

(2) Eine Menge von Elementen S C G erzeugt die Gruppe G genau dann, wenn das Bild von
S in G = G/®(G) diesen Quotienten G erzeugt.

(3) Sei G eine p-Gruppe. Zeigen Sie, dakt G/¢(G) eine abelsche Gruppe vom Exponenten p ist
(also natiirlich als F),-Vektorraum verstanden werden kann).

(4) Eine Teilmenge S C G einer p-Gruppe ist genau dann ein minimales Erzeugendensystem,
wenn die Bilder der Elemente von S in G/®(G) eine [F,-Basis bilden.

17. AUFLOSBARKEIT BEI GRUPPEN

17.1. Einfache Gruppen. Wir versuchen nun Gruppen in ihre einfachen Bestandteile zu zer-
legen.

Definition 287. Eine einfache Gruppe ist eine Gruppe G # 1, die keine echten Normalteiler
hat, also keine normalen Untergruppen N C G mit N verschieden von G und 1.

Beispiel 288. Fiir jede Primzahl p ist die zyklische Gruppe
7]pZ

der Ordnung p eine einfache Gruppe. Nach dem Satz von Lagrange gibt es nicht einmal echte
Untergruppen, somit erst recht keine Normalteiler.

Proposition 289. Fine abelsche einfache Gruppe ist zyklisch von Primzahlordnung.

Beweis. In einer abelschen Gruppe G ist jede Untergruppe Normalteiler. Sei G einfach, abelsch,
und sei 1 # g € G ein Element. Dann ist (¢g) € G ein Normalteiler verschieden von 1, somit
gleich G. Damit muft G zyklisch sein.

Die Gruppe G = Z ist nicht einfach, denn fiir jedes n > 1 ist nZ ein nichttrivialer Normalteiler.
Daher muft G endlich zyklisch sein. Da eine endliche zyklische Gruppe fir jeden Teiler d der
Gruppenordnung eine Untergruppe der Ordnung d besitzt, mufs eine einfache zyklische Gruppe
eine Primzahl als Ordnung haben. U

Bemerkung 290. Die Bezeichnung einfach ist irrefiihrend, denn einfache Gruppen sind nicht
einfach zu verstehen. Auferdem wird unter Gruppentheoretikern auch manchmal der Begriff
einfache Gruppe nur fiir nichtabelsche einfache Gruppen verwendet, also einfache Gruppen in
unserem Sinn ohne die Gruppen Z/pZ fiir eine Primzahl p.
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Als néchstes betrachten wir die symmetrische Gruppe S,,. Das Signum sign : S,, — {£1} ist
ein nichttrivialer Homomorphismus, dessen Kern A,, die alternierende Gruppe auf n Elementen
ein Normalteiler vom Index 2 in S,, ist. Damit ist S,, fiir n > 3 nicht einfach'®

Definition 291. Die Klein’sche Vierergruppe V} ist die Gruppe der Doppeltranspositionen
Vi = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} € A4 C 4.

Die Wirkung auf dem Quadrat mit Ecken 1,2, 3,4 von Vy zeigt, dafs V4 von zwei Spiegelun-
gen beziiglich zueinander orthogonalen Achsen (durch die Seitenmitten) erzeugt wird. Solche
Spiegelungen kommutieren und somit gilt

Vi~ 7,/27. x 7.)27.

Dieses geometrische Bild zeigt auch ohne Nachrechnen, daf es sich bei V4 um eine Untergruppe
von Sy handelt.

Proposition 292. Die Gruppe Vy ist Normalteiler in Sy. Fs gibt einen surjektiven Homomor-
phismus Sqg — S3 mit Kern Vy, also

Sy/Vy ~ Ss.
Beweis. Die Formel fiir die Konjugation eines Zykels in S,

olay,ag,...,a )0t = (o(ar),...,o(a)) (17.1)

zeigt, daf die Partition von n, die ein Element 7 € S,, durch die Langen der Zykel in seiner Zy-
kelzerlegung definiert (die Orbits von {1,...,n} unter der Wirkung von (7)), durch Konjugation
nicht verandert wird.

Die Gruppe Vy besteht aus allen Elementen von Sy mit zugehoriger Partition 1+ 1+ 1+ 1
oder 2 + 2. Diese Menge ist invariant unter Konjugation, somit Vj ein Normalteiler.

Die Gruppe V4 enthédlt 3 Doppeltranspositionen. Die Konjugation mit Elementen von Sy
permutiert diese 3-elementige Menge Vj \ {id}. Diese Operation definiert daher einen Gruppen-
homomorphismus

f:S4—>Sg.

Der Kern besteht genau aus den Elementen o € Sy, die mit allen Elementen von Vj vertauschen.
Da V} abelsch ist, gilt sicher

Vi C ker(f).

Betrachen wir die Transposition (12) € S4. Dann kommt (12) in genau einer Doppeltransposition
vor. Aus (17.1) folgt, daf Konjugation mit (12) genau die beiden anderen Doppeltranspositio-
nen vertauscht. Damit ist f((12)) eine Transposition. Ersetzen wir (12) durch eine beliebige
Transposition, so zeigt dies, dafs jede beliebige Transposition aus S3 im Bild von f liegt. Da
die Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, ist f surjektiv. Nach dem Satz von
Lagrange und dem Homomorphiesatz folgt
pler(f) = 224 _oafo— 1= 4v;
#3953

und deshalb Vj = ker(f). O

Da S, fiir n > 3 aufgrund des Normalteilers A,, C S, nicht einfach ist, behandeln wir als
néchstes die alternierende Gruppe A,.

Lemma 293. Die alternierende Gruppe A, wird von den 3-Zykeln in S, erzeugt.

5Die Fille n = 1 und n = 2 sind trivial: S; = 1 ist die triviale Gruppe und wird nicht betrachtet (formal
gesehen nicht einfach), und Sz ~ Z/27Z ist zyklisch von Primzahlordnung, also einfach.
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Beweis. Ein 3-Zykel ist ein Produkt zweier Transpositionen und damit eine gerade Permutation,
also in A4,,.

Die ersten n—2 Eintrége einer beliebigen Permutation m € .5, konnen sukzessive durch 3-Zykel
erreicht werden:

m=T0p-20p-3...0201

wobei der 3-Zykel o; fiir das richtige Bild von i sorgt und die Elemente 7(1),...,m(i —1) fix laft.
Das Element 7 ist entweder id oder die Transposition der letzen beiden Bilder (w(n — 1), mw(n))
je nach Bedarf.

Damit ist jedes Element in S, bis auf héchstens eine Transposition ein Produkt von 3-Zykeln.
Anwenden von sign : S,, — {£1} zeigt, dafs fir 7 € A4,

n—2
1 = sign(m) = sign(7) H sign(o;) = sign(),
i=1
also die Transposition nicht vorkommt. O

Lemma 294. Sein > 5. Dann sind in A, alle 3-Zykel konjugiert.

Beweis. Seien o1 = (a,b,c), und o9 = (o, 3,7) zwei 3-Zykel. Dann gibt es 7w € S,, mit
m(a) =, w(b)=p, w(c)=7

und nach (17.1) gilt roy7m~" = o9. Damit sind alle 3-Zykel konjugiert in S,.

Sei 7 eine Transposition mit Trager disjunkt zu {a, b, c}. Ein solches 7 gibt es, da n > 5 ist.
Dann gilt auch

1

(r1)oy (7)™t = n(ror Hr Tl = noyr T = 0w

Da sign() # sign(n7) liegt einer der beiden Elemente 7 oder 77 sogar in A,,. O
Theorem 295 (Galois). Die alternierende Gruppe A, ist einfach genau fir n =3 und n > 5.

Beweis. Die Félle n < 4 erledigen wir durch Inspektion. A1 = Ay = 1 ist trivial, A3 ~ Z/37Z ist
einfach und A4 enthalt den Normalteiler Vy, also nicht einfach.

Sei n > 5. Wir beweisen, daft ein Normalteiler 1 # N < A,, einen 3-Zykel enthélt. Diese
Behauptung beweist das Theorem, denn nach Lemma 294 enthélt N dann alle 3-Zykel und
wegen Lemma 293 gilt N = A,,.

Der Fall n = 5: Wir zeigen, dak ein nichttrivialer Normalteiler N <1 A5 einen 3-Zykel enthélt.

Die 5-Sylowgruppe von As ist zyklisch und wird von einem 5-Zykel erzeugt. Von den 5-Zyklen
gibt es 5!/5 = 24 in As, somit enthilt die Vereinigung der 5-Sylows in As genau 25 Elemente:
die 1 und die 5-Zykel. Wenn 5 | #N, dann enthélt N eine 5-Sylowgruppe von As. Weil die
5-Sylowgruppen alle unter As konjugiert sind, enthélt As dann aber alle 5-Sylowgruppen von
As. Dann folgt #N > 25 und als nichttrivialer Teiler der Gruppenordnung bleibt nur #N = 30.
Wenn 3 ein Teiler von #N ist, dann enthélt N aber ein Element der Ordnung 3 und damit einen
3-Zykel.

Wir sind also fertig, wenn 5 oder 3 ein Teiler von #N ist. Es bleibt der Fall dafs NV eine
2-Gruppe ist. Nach den Sylow-Sétzen gibt es dann eine 2-Sylowgruppe P C As mit N C P. Da
N normal ist, gilt fiir alle 7 € As

N =xaNr"! CrPr L
Als normale 2-Gruppe ist dann N nach den Sylow-Sétzen in jeder 2-Sylowgruppe von As ent-
halten. Die 2-Sylowgruppen von Aj sind konjugiert zu
P=VyC A C A
Dabei fixiert P das Element 5. Die konjugierte o Po—! von P fixieren o(5), also fiir geeignetes o

ein belibiges Elemente aus {1,...,5}. Eine Gruppe, die in allen 2-Sylowgruppen enthalten ist,
muft demnach alle Elemente fixieren, also N = 1.
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Der Falln > 5:Seil # m € N und 0 = (a, b, ¢) ein beliebiger 3-Zykel in A,,. Da N Normalteiler
ist, gilt auch o7~ lo~! € N und damit enthélt N das Element

r=mn(on o) = (mon Vo™t = (n(a), 7 (b), 7(c))(a, ¢, b).
Wir kénnen nun a, b, ¢ so wahlen, dafs
4 < #{a,b,c,m(a), n(b),m(c)} < 5. (17.2)

Das geht, weil 7 # 1 und damit ein a existiert mit a # w(a). Wir setzen b = m(a). Wenn
{a,b,m(b)} aus bereits 3 Elementen besteht, dann wihlen wir ¢ beliebig aber davon verschieden.
Im andern Fall gilt 7(b) = a und die Zykelschreibweise von 7 enthélt die Transposition (a,b).
Da 7 € A, selbst keine Transposition ist, gibt es ein von a, b verschiedenes ¢ mit 7(c) # c.

Aus der Bedingung (17.2) folgt sofort, daft 7 # 1 ein nichttriviales Element mit Tréger ent-
halten in einer 5-elementigen Teilmenge M C {1,...,n} ist. Die entsprechende Untergruppe
Ay € A, der Permutationen, die alle ¢ ¢ M fest lassen, ist isomorph zu As. Der Schnitt
N N A, enthalt 7 und ist demnach ein nichttrivialer Normalteiler von Ay ~ As. Der Falln = 5
zeigt Apr = NN Ay € N, und da es 3-Zykel in Ay gibt, gibt es auch 3-Zykel in N. (]

Bemerkung 296. Die einfachen endlichen Gruppen sind vollstandig klassifiziert. Wenn man be-
denkt, daf das Klassifikationstheorem der einfachen endlichen Gruppen sich auf viele Publika-
tionen mit insgesamt wohl mehr als 10.000 Seiten erstreckt, wundert es nicht, daf die Meinung
dariiber, ob das Theorem endgiiltig als bewiesen anzusehen ist, in den Jahren 1983-2008 zwi-
schen den beiden Moglichkeiten hin und her oszillierte.
Die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen behauptet, daf die folgende Liste voll-
standig ist:
e die Familie der zyklische Gruppe von Primzahlordnung Z/pZ,
e die Familie der alternierende Gruppe A, fiir n > 5,
e 16 Familien einfacher Gruppen vom Lie-Typ (Beispiel PSL,,;1(F,) fiir ¢ > 4 Primpotenz
und n > 1),
e 26 sporadische Gruppen (die gréfite davon wird das Monster genannt und hat ~ 8-10°3
Elemente).

Dabei bedeutet sporadisch, dafs man fiir diese Gruppen keinen Platz in einer der 18 Familien
finden kann.

17.2. Kompositionsreihen.

Definition 297. Sei G eine Gruppe und F*(G) eine Subnormalreihe
G=F(G)DOF(G)D...2F"1G) D F"(G) = 1.

(1) Die Subnormalreihe F*(G) heift wiederholungsfrei, wenn F(G) # F'™1(Q) fiir alle
0<71<n. ~
(2)  Die Subnormalreihe F° (@)

G=F (@) 2F(@)2...20F" 1 (G) 2F"(G) = 1.
ist eine Verfeinerung von F'*(G), wenn es eine monotone Injektion

0:{0,...,n} = {0,...,m}

1

gibt mit
F(6) =F"7(@)
fir alle 0 < i <n.
(3) Eine Kompositionsreihe ist eine wiederholungsfreie Subnormalreihe, die keine echte wie-
derholungsfreie Verfeinerung zulafst.
(4)  Zwei Subnormalreihen F*(G) der Lange n und H*(G) der Lange m heifen dquivalent, wenn
i) n=m,
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(ii)  es gibt ein o € S, und
(iii)  es gibt Isomorphismen gri(G) ~ gr%(z)(G).
Bemerkung 298. Eine Subnormalreihe F*(G) ist genau dann Kompositionsreihe, wenn ihre Fak-

toren einfache Gruppen sind. Das liegt daran, daf die Normalteiler von gr% G genau den Nor-
malteilern von F'(G) entsprechen, die F*!(G) enthalten.

In der Regel ist das Erzeugnis zweier Untergruppen A, B C G grofer als das naive elementweise

Produkt der Teilmengen
AB:={ab; a€ A,be B} C(A,B) CG.
Aber es gibt eine wichtige Ausnahme.
Lemma 299. Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und N ein Normalteiler von G. Dann
qgilt
NH = (N, H).
Beweis. Offensichtlich ist NH im Erzeugnis von N und H enthalten. Das Erzeugnis enthéalt
aber auch langere Produkte mit Faktoren aus N und H. Zum Beweis reicht es nun aus, wenn
firallea € N und h € H esein b € N und g € H gibt mit
ha = bg,
denn dann kann man die Faktoren aus N induktiv nach links durchreichen. Das wird realisiert
durch ¢ = h und b = hah~!. Es ist b € N, da N ein Normalteiler ist und
bg = (hah™1)h = ha.
O

Lemma 300 (Lemma von Zassenhaus — Schmetterlingslemma'®). Sei G eine Gruppe und seien
NCHCGund M C K C G Untergruppen mit N normal in H und M normal in K. Dann
qgilt:
(1) N(HNM) ist normal in N(H N K).
(2) M(NNK) ist normal in M(HNK).

(3)
(NNHNM))N(HNK)=(HNM)(NNK)=(MNNK))Nn(HNK).

(4)  Es gibt einen Isomorphismus
NHNK) MHNK)
NHNM) M(NNK)
Beweis. (1) Sei m: H — H/N die kanonische Projektion. Dann ist
A:=NHNM) =7 (n(HnM)),
B:=N(HNK) =7 Yn(HNK)).
Als Kern des natiirlichen Homomorphismus
HNnK — K/M

ist H N M ein Normalteiler in H N K, daher ist auch A ein Normalteiler in B. Dies zeigt (1) und
wegen Symmetrie auch (2).

Wir zeigen nun die Behauptung (3). Da H N M und N N K Normalteiler in H N K sind, ist
das Produkt

C:=HNM)(NNK)
ein Normalteiler von HN K. Auferdem ist C offensichtlich in A enthalten. Das zeigt die Inkusion
der mittleren Gruppe C in der linken AN (H N K).

16Das zugehorige Diagramm in Schmetterlingsform ist bei Wikipedia zu sehen.
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Fiir die umgekehrte Inklusion schreiben wir ein Element g € AN (H N K) mittels a € N,
h e HNM als

g = ah.
Wir miissen zeigen, dafs auch a € K gilt. Das folgt sofort aus
a=gh '

Die Gleichheit mit der rechten Gruppe folgt wieder aus Symmetrie.
(4) Nach dem Homomorphiesatz angewandt auf den Normalteiler A = N(H N M) von B =
N(H N K) und die Untergruppe H N K gilt

N@HNEK) AHNK)  HOK HNK
NHNM) A T AN(HNK) (HNM)(NNK)’
wobei die letzte Gleichheit (3) verwendet. Aus Symmetrie folgt (4). O

Theorem 301. (Schreier) Zu je zwei Subnormalreihen derselben Gruppe gibt es dquivalente
Verfeinerungen.

Beweis. Sei F*(G) eine Subnormalreihe von G der Lange n und sei N C H C G zwei Unter-
gruppen mit N normal in H. Dann induziert F*(G) durch
A= N - (F(G)n H)
eine Filtrierung
H=A"2>A'>...04"=N.
Dabei ist A“! ein Normalteiler von A’ fiir alle i = 0,...,n — 1 nach Lemma 300 (1).

Sei H*(G) eine weitere Subnormalreihe der Lénge m von G. Dann wenden wir die obige
Konstruktion auf alle Schritte H/*(G) C H/(G) an. Zusammengenommen finden wir eine Sub-
normalreihe von G der Lange nm, welche H®*(G) verfeinert. Mit vertauschten Rollen erhalten
wir eine Subnormalreihe von G der Lange nm, welche F*(G) verfeinert.

Nach Lemma 300 (4) gibt es einen Isomorphismus der Faktoren

FHYG)(F(G) NH(G) (G (F(G)NH(G))
FHYG)(F(G) NHTHG)  HHHG)(FHH(G) NI (G))

und dies zeigt, dafs die beiden Verfeinerungen dquivalente Subnormalreihen sind. ([

Korollar 302 (Jordan-Holder). Je zwei Kompositionsreihen einer Gruppe sind dquivalent.

Beweis. Zu zwei Kompositionsreihen von G gibt es nach Theorem 301 &quivalente Verfeinerun-
gen. Da man Kompositionsreihen nur durch Wiederholungen verfeinern kann, bekommt man die
Kompositionsreihen zuriick, indem man die Wiederholungen auslaft, also aus der Liste der Fak-
toren die trivialen Gruppen streicht. Da die Schritte mit trivialem Faktor in den dquivalenten
Verfeinerungen gleich oft vorkommen, sind damit auch die um die Wiederholungen bereinigten
urspriinglichen Kompositionsreihen dquivalent. U

Definition 303. Eine Gruppe G hat endliche Lange, wenn es eine Kompositionsreihe gibt.
Nach Korollar 302 ist die Lange einer solchen Kompositionsreihe wohldefiniert und wird Lange
der Gruppe genannt. Ebenso ist die Liste der einfachen Gruppen bis auf Isomorphie aber mégli-
cherweise Mehrfachnennung, die als Faktoren einer Kompositionsreihe von G auftreten von der
Walhl einer solchen Kompositionsreihe unabhéngig. Diese Faktoren werden Kompositionsfak-
toren der Gruppe G genannt.

Beispiel 304. (1) Jede endliche Gruppe hat endliche Lénge. Das ist klar, denn es gibt iiber-
haupt nur endlich viele Untergruppen.

(2)  Eine p-Gruppe G der Ordnung p”™ besitzt eine Kompositionsreihe der Lange n. Jeder Faktor
ist zyklisch von Ordnung p. Dies haben wir in Satz 278 bewiesen.
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Proposition 305. Eine Gruppe ist genau dann endlich, wenn sie endliche Linge mit endlichen
Gruppen als Faktoren hat.

Beweis. Das ist trivial nach dem Satz von Lagrange: Die Ordnung der Gruppe ist das Produkt
der Ordnungen der Faktoren. O

Satz 306. Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Wenn N und G /N eine Kompositions-
rethe besitzen, dann hat auch G eine Kompositionsrethe. In diesem Fall gilt:

(1) Die Linge ist additiv: die Linge von G ist die Summe von den Langen von N und von
G/N.

(2)  Die Faktoren von G sind die Faktoren von N und G/N betrachtet als Menge mit Vielfach-
heiten.

Beweis. Das ist klar: Die Urbilder beziiglich der kanonische Projektion 7 : G — G/N einer
Kompositionsreihe von G/N fiihrt zu einer Verldngerung einer Kompositionsreihe von N zu
einer von G. (]

17.3. Auflésbare Gruppen.

Definition 307. Eine Gruppe ist auflésbar, wenn sie eine Subnormalreihe mit abelschen Fak-
toren besitzt.

Bemerkung 308. Ein wichtiger 256-Seiten langer Baustein im Beweis der Klassifikation der end-
lichen einfachen Gruppen ist das Odd Order Theorem von Feit und Thompson: Jede Gruppe
ungerader Ordnung ist auflosbar.

Beispiel 309. (1)  Abelsche Gruppen sind auflsbar.

(2) Die alternierende Gruppe A, ist nicht auflésbar fiir n > 5. Algemeiner ist keine nicht-
abelsche einfache Gruppe G auflésbar. Der erste Schritt einer Subnormalreihe ist ein Nor-
malteiler, daher gleich 1, weil G keine echten Normalteiler hat. Damit hat G einen einzigen
Faktor, ndmlich G selbst, und dieser Faktor ist nicht abelsch.

Satz 310. Sei G eine Gruppe H eine Untergruppe und N ein Normalteiler. Dann gilt:

(1)  Wenn G auflosbar ist, dann ist H auflosbar.
(2)  Wenn G auflosbar ist, dann ist G/N auflosbar.
(8) Wenn N und G/N auflosbar sind, dann ist G auflésbar.

Beweis. (1) Wen wir eine Subnormalreihe F*(G) von G mit H schneiden, dann erhalten wir
eine Subnormalreihe von H, deren Faktoren in die jeweiligen Faktoren von G einbetten. Da
Untergruppen von abelschen Gruppen wieder abelsch sind, ist H auch auflosbar.

(2) Wenn wir eine Subnormalreihe mit der kanonischen Projektion 7 : G — G/N abbilden,
dann erhalten wir eine Subnormalreihe von G/N, deren Faktoren Quotienten der jeweiligen
Faktoren von G sind. Da Quotienten abelscher Gruppen wieder abelsch sind, ist G/N auch
auflosbar.

Teil (3) folgt wie bei Satz 306. O

Korollar 311. Die symmetrische Gruppe Sy, ist nicht auflésbar genau fiir n > 5.

Beweis. Fiir n > 5 hat S, einen einfachen nicht-abelschen Normalteiler A, und kann daher
nicht auflésbar sein (denn A,, ist nicht auflésbar, weil einfach nach Theorem 295). Die Félle
n =1, 2,3 sind offensichtlich auflésbar (Ag ist abelsch). Und Sy ist auflésbar wegen der kurzen
exakten Sequenz

1=-Vy—= 85 =5 —1

aus Proposition 292, denn V} ist abelsch und S3 ist auflosbar. O
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17.4. Kommutatoren und Kommutatorfaktorgruppe.

Definition 312. Der Kommutator zweier Elemente g, h in einer Gruppe G ist das Element
lg.h] = ghg™'h™".
Die Kommutatorgruppe G’ = [G, G] einer Gruppe G ist die Untergruppe von G, die von allen
Kommutatoren in G erzeugt wird:
[G.G]=([z,y] ; 2,y €G).
Bemerkung 313. Vorsicht: Gruppentheoretiker schreiben gerne
(9.h) = g~ h—1gh
was nichts anderes ist als
(9.h) =[g~",n7"].

Proposition 314. Sei G eine Gruppe. Die Kommutatorgruppe |G, G] ist ein Normalteiler. Die
Quotientenabbildung © : G — G®® auf die Kommutatorfaktorgruppe (oder auch Abelisie-
rung von G)

G*™ = q/|G, G
hat die folgende universelle Eigenschaft:

(i) G? ist eine abelsche Gruppe, und
(i)  Jeder Homomorphismus f : G — A nach einer abelschen Gruppe A faktorisiert eindeutig
iiber G*, d.h., es gibt ein eindeutiges p : G*® — A mit f = pom.

Beweis. Sei g,x,y € G. Dann gilt

glw,ylg™" = glayey™ gt = (929~ ) gyg ) (grg™ ) oy )t = lgrg " gyg )
Damit ist das definierende Erzeugendensystem von [G, G| invariant unter Konjugation, somit
auch das Erzeugnis [G, G]. Die Kommutatorgruppe ist also ein Normalteiler.
in G* = G/[G,G] kommutieren alle Elemente, denn der Unterschied von zy und yx ist
gerade [z,y]. Wenn f : G — A ein Gruppenhomomorphismus ist mit A abelsch, dann gilt fiir
alle z,y € G

f(lz,y) = flryz~ty™) = [f(2), f(y)] = 0.
Es folgt
[G,G] C ker(f)
und aus der universellen Eigenschaft der Quotientenabbildung die Existenz eines Homomorphis-
mus

©:GP 5 A
mit den geforderten Bedingungen. Da 7 surjektiv ist, ist ¢ eindeutig. U

Definition 315. Die abgeleitete Reihe einer Gruppe G ist die (eventuell unendliche Filtrie-
rung K*(G) die rekursiv durch

K@) =@
K (G) = [K(G),K Q)] fiir alle i > 0.
definiert wird.

Satz 316. Sei G eine Gruppe.

(1)  Die abgeleitete Reihe von G ist eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren.

(2)  Sei F*(G) eine Subnormalreihe von G mit abelschen Faktoren. Dann gilt K'(G) C F/(Q)
fir alle ¢ > 0.

(8) G ist auflosbar genau dann, wenn fir i >0 gilt K{(G) = 1.
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Beweis. (1) Das ist klar aus der Definition der abgeleiteten Reihe.
(2) Dies zeigen wir per Induktion nach i. Fiir i = 0 haben wir K°(G) = G = F(G). Sei also
die Aussage (2) bis ¢ bewiesen. Dann ist
K™*H(G) = [K'(G),K'(G)] € [F'(G),F'(G)] € ker(F'(G) — grp(G)) = FFH(G).

(3) Wenn die abgeleitete Reihe die 0 fiir endliches ¢ erreicht, ist die abgeleitete Reihe eine
Subnormalreihe mit abelschen Faktoren und G somit auflésbar. Ist umgekehrt G auflésbar und
F*(G) eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren, die dies beweist. Dann ist nach (2) K*(G)
fiir jeden Index nach oben durch F*(G) beschrinkt. Wenn F*(G) = 1 erreicht ist, dann gilt auch
K'(G) = 1. O

UBUNGSAUFGABEN ZzU §17
Ubungsaufgabe 17.1. Beschreiben Sie alle Normalteiler von A4 und S;.

Ubungsaufgabe 17.2. Bestimmen Sie eine Kompositionsreihen und die Faktoren fiir die Gruppen
SLa(F2) und SLy(Fs3).

Tipp: Lassen Sie fiir K = Fy und F3 die Gruppen via
auf P!(K) mittels Mébiustransformationen operieren. Es gilt #P!(F q) = g + 1. Dies fiihrt zu
Homomorphismen SLg(F3) — S3 und SLo(F3) — Sy.

Ubungsaufgabe 17.3. Sei K ein Korper und Aff'(K) die Gruppe der affin linearen Tranforma-
tionen von K, also der Abbildungen f : K — K der Form

f(x)=ax+0b
fiir ein @ € K* und b € K. Ist Aff'(K) auflésbar?

Ubungsaufgabe 17.4. Sei K ein Koérper und n € N. Wir bezeichnen mit N C GL,(K) die
Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen (unipotent bedeutet, daf auf der Diagonalen
nur 1 steht). Zeigen Sie, daf N auflosbar ist.

Ubungsaufgabe 17.5. Bestimmen Sie die Kompositionsfaktoren von S,, fiir alle n € N.

Ubungsaufgabe 17.6. Sei K ein Korper, N C SLa(K) die Gruppe der oberen unipotenten Drei-
ecksmatrizen, N* C SLy(K) die dazu transponierte Untergruppe, und D C SLy(K) die Gruppe
der Diagonalmatrizen mit Determinante 1.
(1)  Zeigen Sie

SLy(K) = (N, D, NY).
(2) Berechnen Sie

() ) )-
(5 ()
()LD )-

(Die dritte Identitat geht auf Whitehead zurtick.)
(3) Bestimmen Sie die Kommutatorfaktorgruppe von SLa(K).
(4)  Fir welche K ist SLo(K) auflosbar?
Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 17.2 fiir die Ausnahmekérper Fo und Fs.

Ubungsaufgabe 17.7. Fiir welche Korper K und welche n € N ist GL, (K) auflésbar?
Tipp: Fiir n > 2 ist SLy(K) eine Untergruppe von GLa(K'). Verwenden Sie nun Aufgabe 17.6.
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18. RADIKALERWEITERUNGEN
Wir wenden uns nun der Auflgsbarkeit im Sinne der Korpererweiterungen zu.

18.1. Galoistheorie des Wurzelziehens. Wir wenden uns nun der Galoistheorie der Polyno-

me T" — a mit a € K* zu. Dieses Polynom ist genau dann separabel, wenn n kein Vielfaches

der Charakteristik von K ist, denn die Ableitung n7™ ! hat dann nur die Nullstelle 7" = 0.
Zunéchst behandeln wir den Fall einer Primzahl.

Proposition 317. Sei p eine Primzahl, K ein Korper und a € K. Dann ist
TP —a € K[T
genau dann irreduzibel, wenn a ¢ KP.

Beweis. Wenn a € K? ist, dann hat T? — a eine Nullstelle in K" und ist sicher nicht irreduzibel.
Sei nun a ¢ KP und « eine Nullstelle von 7?7 — @ in einem algebraischen Abschluft K von K.
Sei L = K(a) und d = [L : K]. Dann ist
NL/K(@)p = NL/K(ap) = NL/K(a) =a’.
Wenn d < p, dann ist d teilerfremd zu p, somit gibt es r, s € Z mit rp 4+ sd = 1 und

a=a"Ptd = (a"Np k(@))€ KP

im Widerspruch zur Annahme. Daher gilt [L : K| = p und T? — a ist irreduzibel. O
Satz 318. Sei K ein Kiorper und 0 <n € N. Sei a € K. Dann ist
T —a
genau dann trreduzibel, wenn gilt:
(i) Fiir keinen Primteiler p von n ist a € KP.

(ii)  Wenn 4 | n, dann ist a nicht von der Form a = —4b* fiir ein b € K.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf die Bedingungen notwendig sind fiir irreduzibilitét. Sei daher
n =p-m und a = bP. Dann ist

T —b|T" — a,
also T™ — a nicht irreduzibel. Sei weiter n = 4m und @ = —4b*, dann nutzen wir die Identitt
von Sophie Germain

A+ 4BY = (A* + 4A’B? + 4B*) — 4A?B? = (A% 4+ 2B%)? — (2AB)?
= (A%2 4+ 2AB + 2B?%)(A%? — 2AB + 2B?),
Woraus
T" —a = (T™)* + 4b* = (T?™ 4 26T™ 4 26%)(T*™ — 2b6T™ + 2b°)
folgt. Wieder ist T™ — a nicht irreduzibel.
Wir miissen nun zeigen, dafs dies die einzigen Szenarien sind, die zu Faktorisierungen fiihren.

Wir nehmen daher nun (i) und (ii) an, und beweisen per Induktion nach n, daf 7" —a irreduzibel
ist. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar. Sei

n=p-m

mit einer Primzahl p, und sei 7™ — a irreduzibel. Sei « eine Nullstelle von 7™ — ¢ und dann
8 = P eine Nullstelle von T™ — a. Sei

L=K(a)2 M =K(8) 2 K,

so dals [M : K] = m gilt per Induktion und wir [L : K] = n bzw. [L : M| = p zu zeigen haben.
Die Erweiterung L/M adjungiert eine Nullstelle von

T - 8
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und ist nach Proposition 317 vom Grad p genau dann, wenn ( keine p-te Potenz in M ist.
Angenommen 5 = 4P mit v € M. Dann gilt

—a=(=1)"Nyyg(B) = (=1)"Nay/x (7)P. (18.1)
Wenn p ungerade ist, dann ist —1 € KP, und somit a € K? im Widerspruch zur Voraussetzung.

Es bleibt der Fall p = 2. Indem wir zunéchst alle ungeraden Primfaktoren mit diesem Argument
loswerden, diirfen wir nun annehmen, daf

n =2

eine 2-er Potenz ist. Der Fall n = 2 ist durch Proposition 317 abgedeckt. Sei also ¢t > 2.
Sei a, B =0a? L = K(a) und M = K(j3) wie oben, und per Induktion schon [M : K] = 2!~ 1.
Wir sind fertig, falls 8 kein Quadrat in M ist. Andernfalls wird (18.1) zu

—a € K2
Falls char(K) = 2, ist dies bereits ein Widerspruch zu a ¢ K?2. Ansonsten wird mit v/a = o"/?
K = K(a"?) = K(v/a) = K()

mit 32 = —1. Dies ist wegen a ¢ K2 nach Proposition 317 eine quadratische Erweiterung von K.
Wir wollen nun die Induktionsvoraussetzung fiir v/a € K’ und

™2~ \/a
anwenden. In K’ ist —1 ein Quadrat und daher (ii) eine Konsequenz von (i), denn —4b* = (2ib?)2.
Bleibt zu zeigen, daf y/a kein Quadrat in K’ ist. Ansonsten ist fiir geeignete x,y € K

va = (z + iy)?
also nach Binomischer Formel
a=a' = (v +iy)* = (' — 62%y® +y*) + day(a® — 1) i

Weil a € K muf zy(2? —y?) = 0 sein. Wenn x = 0 oder y = 0, so ist a = y* oder z* ein Quadrat,
Widerspruch. Bleibt 22 = y? und dann ist

a=zt— 62%y? + y4 = —4g*
ebenfalls ein Widersruch (und endlich der Grund fiir die besondere Bedingung (ii)).

Per Induktion folgt nun, daf [L : K'| = n/2 und damit [L : K] = n wie behauptet: T" — a ist
irreduzibel. U
Korollar 319. Sei K ein Kéorper, a € K und 0 <n € N. Sei —1 ein Quadrat in K. Dann ist

™ —a
genau dann trreduzibel, wenn fir keinen Primteiler p von n gilt a € KP.

Beweis. Da —1 € K2, folgt —4b* € K? fiir alle b € K. Damit ist Bedingung (ii) von Satz 318
eine Folge von Bedingung (i). O

Sei a € K und L Zerfallungskoérper von T™ — a. Als Quotient von zwei Nullstellen von T" — a
enthélt L alle n-ten Einheitswurzeln. Sei a eine Nullstelle von T™ — a, dann ist

L =K(a, pin)-

Die Erweiterung L/K ist galoissch genau dann, wenn die Charakteristik von K kein Teiler von
n ist. In diesem Fall ist ein o0 € Gal(L/K) durch die Werte

7(¢) = ¢,

Go

n &

o(a) =
eindeutig bestimmt, wobei (,, eine fixierte primitive n-te Einheitswurzel ist,

a, € Z/nZ
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und

Xn : Gal(L/K) — Gal(K (u,)/K) — (Z/nZ)*
die Restriktion auf K (u,) gefolgt vom zyklotimischen Charakter ist. Wir haben nun einen in-
jektiven Gruppenhomomorphsimus

Gal(L/K) < GLy(Z/nZ)
n(U) Ao
- ( xn() e >

Das rechnet am besten jeder zur Ubung selbst nach!

Proposition 320. Sei K ein Kiorper, a € K und n € N kein Vielfaches der Charakteristik von
K. Sei L der Zerfillungskdrper iiber K des Polynoms

T —a.

(1)  Die Galoisgruppe Gal(L/K) ist eine auflésbare Gruppe.
(2) Wenn K die n-ten Einheitswurzeln enthdlt, dann ist L/ K eine zyklische Erweiterung von
Grad ein Teiler von n.

Beweis. Die Voraussetzungen an n bedeuten, dafs T™ — a ein separables Polynom ist. Damit ist
L/K galoissch.
(1) Nach obiger Diskussion ist die fragliche Galoisgruppe eine Untergruppe von

G = {( “ 11> > . a€(Z/nZ)",be Z/nZ} C GLy(Z/nT).

Nach Satz 310 reicht es aus, wenn G auflésbar ist. Die Abbildung

a b o
1 a
definiert einen Homomorphismus G — (Z/nZ)* mit Kern N ~ Z/nZ. Daher ist 1 C N C G
eine Subnomralreihe mit abelschen Faktoren, und G ist auflésbar.

(2) Wenn p,, € K, dann ist x,, : Gal(L/K) — (Z/nZ)* der triviale Homomorphismus:
Xn(o) =1 fiir alle o. Daher ist Gal(L/K) sogar eine Untergruppe von

Z/nZ ~ {( b > be Z/nZ} C GLy(Z/nZ)

1 b
b— ( 1 > .
Die Aussage folgt sofort. O

18.2. Zyklische Erweiterungen.

Definition 321. Eine abelsche Erweiterung ist eine galoissche Erweiterung mit abelscher
Galoisgruppe. Eine zyklische Erweiterung ist eine galoissche Erweiterung mit zyklischer Ga-
loisgruppe.

Beispiel 322. (1) C/R ist zyklisch. Ebenso jede separable quadratische Erweiterung.

(2) Jede Zwischenerweiterung einer abelschen Erweiterung ist abelsch.

(3) Die Kreisteilungskorper sind abelsche Erweiterungen Q(u,)/Q. Ein wichtiger Satz der
Zahlentheorie, der Satz von Dedekind und Weber, besagt, daf jede abelsche Erweiterung
von @ in einem Kreisteilungskorper enthalten ist.

(4)  Jede Erweiterung endlicher Korper ist zyklisch.

Zyklische Erweiterungen lassen sich iibersichtlich beschreiben, wenn es die entsprechenden
Einheitswurzeln im Grundkorper gibt.
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Satz 323. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und n € N. Sei p = 0 oder p { n. Sei
Cn € K eine primitive n-te Finheitswurzel.

Sei L/ K eine zyklische Galoiserweiterung vom Gradn und o € Gal(L/K) ein Erzeuger. Dann
gibt es a € L mat

(1) a=a" €K, und o(a) = (o,
(2) L= K(«) ist Zerfallungskorper des irreduziblen Polynoms T™ — a € K[T).

Beweis. Wir betrachten die Lagrange—Resolvente
n—1
A=) ¢ 0" L~ L.
i=0

Aus der linearen unabhéngigkeit der Charaktere folgt, daf es ein x € L gibt, so daf
a=\z) #0.
Wir rechnen fiir (1)

n—1 n—1 n—1 n—1
o(@)=0(d ¢lo'@) =) Gl @) =G Y G T @) =G Y Glot (@) = Gaa
=0 1=0 =0 =0

und
o(a) = (0(a)" = ((ne)" = a.
Somit ist a invariant unter Gal(L/K) = (o) und damit aus K.
Wir zeigen nun die entscheidende Aussage (2). Die Konjugierten von « sind o(a) = (i fiir
i=0,...n—1. Damit gibt es n Konjugierte und das Minimalpolynom von « hat Grad n. Da «
eine Nullstelle von T™ — @ ist, muft das Minimalpolynom

PmL/K:T"—a

sein, und 7™ — a ist als ein Minimalpolynom ein irreduzibeles Polynom. Damit hat K(«) den
Grad [L : K] = n tiber K, somit gilt L = K(«). Und dies zeigt (2). O

18.3. Zyklische p-Erweiterungen in Charakteristik p. Teilt die Charakteristik den Grad
einer zyklischen Erweiterung, so wird es im Allgemeinen schwierig; nicht so der einfachste Fall.
Dies ist nun keine (multiplikative) Frage der Einheitswurzeln, p-te Einheitswurzeln gibt es in
Charakteristik p sowieso nicht, sondern mehr eine additive Frage.

Im Folgenden wird das Artin—Schreier Polynom
p(T) =T7 T

eine Rolle Spielen. Wenn K Charakteristik p hat, dann hat p(7T") € K[T] genau F, C K als
Menge der Nullstellen, und
p—1

o(T) = [[(T - n). (18.2)

n=0
Satz 324. Sei K ein Kdrper der Charakteristik p > 0. Sei L/ K eine zyklische Galoiserweiterung
vom Grad p mit Galoisgruppe erzeugt von o € Gal(L/K).
(1) Es gilt:
ker(tr /) = {o(x) —x; v € L} =im(oc —1: L — L),
mit anderen Worten ist die Sequenz von K -Vektorrdumen

_ t
0K L2511 25 k0.

exakt.
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(2) Esgibteinae L mito(a)=a+1,
play=a? —a=ac K
und Minimalpolynom
Py =T —T—a.

Insbesondere gilt L = K (o) = K(p~!(a)).
Beweis. (1) Es gilt ker(c — 1) = L) = K nach dem Hauptsatz der Galoistheorie. Weiter ist
trr/x surjektiv, da L/K separabel ist. Damit gilt

dim(im(oc — 1)) = [L : K] — 1 = dim(ker(try, /x))-
Es reicht nun zu zeigen, daf im(o — 1) C ker(try ). Dies folgt aus: fiir alle x € L
trpgo(c—1)(z)=(1+0o+...+ o V(o —1)(z) = (1 —0oP)(x) = 0.

(2) Da trz k(1) = p = 0, liegt 1 nach (1) im Bild von o — 1. Es gibt also ein a € L mit
1 =o(a) — a, andersherum
ola) =a+1.
Per Induktion berechnet man die Konjugierten

o'(a) = a+i.

Dieses a hat p Konjugierte, also sein Minimalpolynom den Grad p. Das Minimalpolynom von «
iber K ist daher via (18.2)

p—1 p—1
Py =1[T —(a+n)=[(T-a) —n) = (T -a) = (T —a)=T" =T — p(a)
n=0 n=0
Wir schliefen daraus, dak a = p(a) € K und

L=K(p '(a)
mit der Galoiswirkung von ¢ auf
o Ya)={a,a+1,...,a+ (p-1)}
durch z +— z + 1. (]

18.4. Eine Anwendung. Als Anwendung der Satze iiber zyklische Galoiserweiterungen dsiku-
tieren wir nun Korper mit endlicher Galoistheorie.

Theorem 325 (Artin). Sei K ein Kérper mit algebraischem Abschlufl K. Wenn K /K endlich
1st, dann ist

[K:K]<2
und K = K (i) fiir eine Nullstelle i von T? + 1.

Beweis. Schritt 1, K ist perfekt: Sei L/K eine endliche Erweiterung in Charakteristik p. Der
Frobenius ist ein Isomorphismus von L/K mit LP/KP. Daher gilt [K : KP] ist endlich genau
dann wenn [L : LP] endlich ist und dann gilt

[L:KP] [L:KP]

[K : KP] = T K :[Lp:Kp]:[L:Lp]'

Dies wenden wir hier auf L = K an und erhalten
[K : KP] = [F:?p]zl.

Schritt 2: Wir schliefen, daf K /K endlich separabel und offensichtlich auch normal ist. Damit
ist K /K eine endliche Galoiserweiterung. Wie setzen nun G = Gal(K/K).
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Schritt 8, oBdA ist —1 ein Quadrat in K: Wenn K Charakteristik 2 hat, ist nichts zu tun:
—1 = 12. Ansonsten ersetzen wir K durch K (i) mit 2 = —1, und haben nun zu zeigen, daf
K = K. Wir nehmen daher an, daff G # 1 und fiihren dies zu einem Widerspruch.

Schritt 4: Sei p ein Primteiler von #G und nicht die Charakteristik von K. Dann gibt es

g € G von Ordnung p. Wir ersetzen G durch H = (g) und K durch K. Wir diirfen also oBdA
annehmen, daft G zyklisch von Ordnung p ist.

Dann enthélt K die p-ten Einheitswurzeln, denn die Erweiterung K (u,)/K ist galoissch mit
Galoisgruppe eine Untergruppe von (Z/pZ)*. Damit ist [K(p,) : K] ein Teiler von p — 1 und
teilerfremd zu [K : K] = p, also nach dem Gradsatz [K (u1,,) : K] = 1. Damit enthélt K die p-ten
Einheitswurzeln und Satz 323 findet Anwendung: Es gibt ein a € K mit K = K({/a). Daraus
folgt, dak @ in K keine p-te Potenz ist. Nach Korollar 319 ist dann auch TP" — a irreduzibel
flir alle n > 1, wobei wir nutzen, daft —1 ein Quadrat in K ist. Damit gibt es algebraische
Erweiterungen von Grad p" fiir alle n € N. Dies ist ein Widerspruch zu [K : K] = p.

Schritt 5: Es bleibt der Fall, dafs K von Charakteristik p ist, und G eine p-Gruppe. Wir
ersetzen wieder K durch den Fixkorper einer zyklischen Untergruppe der Ordnung p. Dann ist
K = K(a) mit

pla)=a? —a=a € K.

Da o = Frob—id und Frob und id mit jedem Korperautomorphismus kommutieren, und

tr nach Satz 245 eine Summe von Koérperautomorphismen ist, gilt

trg k0P = trg g o (Frob —id) = trg ;o Frob —trz
= Frobotrg ;o — trg g = (Frob —id) otrg o = potrg k.
Da K /K separabel ist, gibt es ein 3 € K mit
tff{/K(ﬁ) = a.
Da K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es x € K mit p(z) = 3. Aber dann ist
a=trg,(B) = trg (o) = pltrg x(2) € p(K).

Die Losungen von (7") = a sind gegeben durch o+ n fiir n € Fp. Daher sind mit einer Losung
automatisch alle in K. Es folgt @ € K, ein Widerspruch. O

18.5. Auflésbarkeit von Gleichungen durch Radikale. Der Begriff Aufiésbarkeit kommt
urspriinglich nicht aus der Gruppentheorie sondern aus der Theorie des Losens von Polynomge-
lichungen.

Bemerkung 326. Eine quadratische Gleichung
T? +pT +q=0
mit p,q € K und 2 € K* hat bekanntlich die Losungen

—pE+/p? —4q
2 )

b1 =

die durch Quadratwurzeln der Diskriminante p?> — 4¢ des quadratischen Polynoms dargestellt
werden konnen. In (unzuléssiger) Verallgemeinerung werden daher auch allgemeiner Nullstellen
von Polynomen als Wurzeln des Polynoms bezeichnet.

Notation 327. Wir vereinbaren die Notation
VK
fiir eine Erweiterung des Korpers K, die von den Nullstellen aller Polynome 7" —a mit n € N und

a € K erzeugt wird. Da ¥/ K /K per Definition ein Zerfallungskorper ist, so ist die Erweiterung
bis auf isomorphie eindeutig.
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Definition 328. Sei K ein Korper.
(1) Der Korper der Radikalausdriicke n-ter Stufe fiir n € Ny wird induktiv definiert iiber

Ky =K,
Ky—sov = ¥/ Kn-1)—solv firn >1.
Der Korper der Radikalausdriicke iiber K ist dann
Kooty = | Kn—solv

n>0

(2) Fir ein Polynom f € K|[T] heifst die Polynomgleichung
f(T)=0

auflosbar (durch Radikale), wenn alle Wurzeln von f in Ky, liegen.

(3) Eine von auflésbare Kérpererweiterung ist eine Korpererweiterung L/ K, die von Ele-
menten aus Ky, erzeugt werden kann.

Bemerkung 329. (1) Der Wortstamm Radikal entstammt dem lateinischen radiz, zu deutsch
Wurzel.

(2) Notation 327 und Definition 328 sind etwas unsauber. Besser wére es, zunéchst einen
algebraischen Abschluf /K zu wihlen und dann alle Korper als Teilkorper von 2 zu
definieren.

(3) Offensichtlich ist L/K genau dann durch Radikale erzeugt, wenn L C K. Ist L/K
zudem endlich, so ist dies dquivalent zur Existrenz eines Korperturms

K=KiCK,C...CK,

mit L C K, der folgenden Form: fiir alle 0 < ¢ < n — 1 gibt es Elemente a; € K; und
m; € N, so dafs K1 als Erweiterung von K; durch Adjunktion einer Nullstelle von 7™ —a;
entsteht.

(4) Die Gleichungen der Form 7™ — 1 = 0 werden auch betrachtet. Daher gilt

K(Moo) C Ki_solv € Kyoly-

Proposition 330. Sei L/K eine Korpererweiterung und M, My, My Zwischenkorper.

(1) L/K ist auflosbar genau dann, wenn L/M und M/K auflosbar sind.

(2)  Sind M1/K und Ms/K auflosbar, dann auch das Kompositum My My /K.

(8) Ist L/K rein inseparabel, so ist L/ K auflosbar.

(4)  FEine endliche Erweiterung L/K ist auflosbar genau dann, wenn ihre normale Hiille auf-
losbar ist.

Beweis. (1) Sei L/K auflésbar. Dann ist M C L C K}, und daher M /K auflésbar. Auferdem
gilt L C Kyo1y € Moy und daher L/M auflosbar.

Sein nun L/M und M/K auflésbar. Dann gibt es n,m € N mit M C K, 4y und L C
M, _solv- Es folgt dann offensichtlich

LC Mm—solv - (Kn—solv)m—solv = Kn+m—solv

und somit L/K auflosbar.

(2) Nach Voraussetzung ist M; C K,y fiir ¢ = 1,2. Damit ist auch das Kompositum M; M,
in K, enthalten und damit tiber K auflésbar.

(3) Rein inseparable Erweiterungen in Charakteristik p > 0 lassen sich nach Korollar 171
induktiv tiber einfache Erweiterungen mit Minimalpolynom der Form T? — a erzeugen. Damit
sind sie auflosbar.

(4) Sei Q ein algebraischer Abschluf von L und L die normale Hiille von L/K in Q. Wenn
L/K auflésbar ist, dann auch nach (1) die Teilerweiterung L/K.
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Sei umgekehrt nun L/K auflésbar. Fiir jede K-Einbettung o : L — Q ist o(L)/K per Struk-
turtransport mit o ebenfalls auflésbar. Die normale Hiille L ist das Kompositum in €2 der endlich
vielen Korper (L) und damit nach (2) ebenfalls auflosbar. O

Der folgende Satz bringt die Begriffe aufiosbar aus der Welt der Polynomgleichungen, der
Korpererweiterungen und der Gruppen zusammen.

Satz 331. Sei K ein Korper der Charakteristik 0, L/ K eine endliche Erweiterung und f € KT

ein Polynom.

(1)  Das Polynom f ist auflosbar durch Radikale genau dann, wenn der Zerfillungskorper von
f eine auflosbare Erweiterung von K ist.

(2) L/K is auflosbar genau dann, wenn die Galoisgruppe Gal(L/K) der galoisschen Hiille L
von L/K eine auflosbare Gruppe ist.

Bemerkung 332. Wir miissen annehmen, daff K ein Korper der Charakteristik 0 ist, denn die
angestrebte Form der Adjunktion von Radikalen gilt nicht fiir zyklische Erweiterungen vom
Grad p in Charakeristik p, obwohl diese offensichtlich auflésbare Galoisgruppen haben. Dazu
siehe Satz 324. Eine Radikalerweiterung vom Grad p wire rein inseparabel, wihrend zyklische
Erweiterungen galoissch und damit separabel sind.

Beweis. Aussage (1) folgt sofort aus der Definition. Wir zeigen nun (2). Sei dazu zunéchst L/K
auflosbar und L eine galoissche Hiille. Nach Proposition 330 (4) ist auch L/K auflsbar. Wir
diirfen also oBdA von Anfang an annehmen, dall L/K eine Galoiserweiterung ist. Das tun wir
nun zur Vereinfachung der Notation.
Es gibt einen Korperturm
K=KyCKyC...CK,
mit
LCK,
und fiir alle 0 < ¢ < n — 1 Elementen a; € K;, so dals K;;; fiir ein m; € N aus K; durch
Adjunktion einer Nullstelle von T™ — a; entsteht.
Wir setzen N fiir das kleinste gemeinsame Vielfache der mq, ..., m,_1 und betrachten
L' = LK (un).
Als Kompositum zweier Galoiserweiterungen ist L'/ K auch galoissch. Da die Restriktion
Gal(L'/K) — Gal(L/K)
surjektiv ist, reicht es aus zu zeigen, dafs Gal(L’'/K) eine auflésbare Gruppe ist.
Wir betrachten nun fiir alle ¢ = 0,...,n — 1 die Kérper K] = K;(uy) und den Turm
K=K ,CKjCK{C...CK],
mit
L' CK].
Die Erweiterungen
Ki/Ki
sind fiir alle ¢ = 0,...n — 1 abelsch: fiir ¢ = 0 ist dies K(uy)/K und fiir ¢ > 0 ziehen wir
die m;-te Wurzel iiber einem Korper der die N-ten Einheitswurzeln und damit auch die m;-ten
Einheitswurzeln enthélt. Dies ist zyklisch (also insbesondere abelsch) nach Proposition 320 (2).
Wir setzen nun L) = L' N K]. Dies ist ein Koérperturm
K=L,cLjCcLiCc...CcL, =1L
Wir werden zeigen, daf die Untergruppen
FY(G) := Gal(L'/L]_;)
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eine Subnormalreihe von G = Gal(L'/K) mit abelschen Faktoren bilden. Dazu betrachten wir
das Diagramm von Koérpererweiterungen

L'K!

RN
NS
N

K/

/
L i+1

1A

/
i+1 Kz

AN
/

1

K

Die Erweiterung L'K; /K] ist galoissch als Kompositum der galoisschen Erweiterungen K7

und L'K]/K]; letztere ist separabel und normal, weil L'/K separabel und normal ist. Wir be-
stimmen das Bild der Restriktionsabbildung

r: Gal(L'K;,,/K;) — Gal(L'/K)
durch den vom Bild beschriebenen Fixkorper:
Das Bild ist also die Untergruppe Gal(L'/L;). Wir zeigen nun, daf L], /L] galoissch ist. Dazu
miissen wir fiir jedes o € Gal(L'/L;) zeigen: o(Li,,) = Lj ;. Sei 6 € Gal(L'K; ,/K]) eine
beliebige Fortsetzung von ¢. Dann ist
o(Liyy) Co(l) =L

und

o(Lit1) Co(Kiy) = Kiy
also insgesamt

o(Liyy) S LN Ky = Liyy.
Galoistheorie liefert das folgende Diagramm von Gruppen

Gal(L'K! ,/K]) —— Gal(L'/L})

| i

Gal(KZ,,/K!) " > Gal(Ll,,/L)

Der Homomorphismus p existiert wegen der universellen Eigenschaft der Faktorgruppe (linker
vertikaler Homomorphismus) als Quotient, denn alle & € Gal(L' K}, ,/Kj ) wirken als Identitét
auf K ; und demnach auch auf L] ;.

Das Bild von p bestimmen wir wieder wie eben durch das Betrachten des entsprechenden
Fixkorpers

(L;+1)im(p) = L;+1 N (L,K£+1)G31(L/K;“/KD = L;+1 N (L/)Gal(L//L;) = L;-
Daher ist p surjketiv und
FH(G)/F(G) = Gal(L'/L)/ Gal(L'/Liy,) = Gal(Liy, /L)
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als Quotient der abelschen Gruppe Gal(Kj,,/K]) selbst abelsch. Die beweist die Behauptung
iiber die Filtrierung F*(G), und deshalb ist Gal(L’/K) auflésbar im Sinne von Gruppen.

Wir miissen nun die andere Richtung zeigen. Sei dazu L /K die galoissche Hiille von L/K und
Gal(L/K) eine auflésbare Gruppe der Ordnung N. Wenn wir zeigen, dak L/K auflosbar ist,
dann gilt das auch fiir die Teilerweiterung L /K nach Proposition 330 (1). Wir diirfen also o0BdA
annehmen, daft L/K selbst bereits galoissch ist. Das tun wir nun wieder zur Vereinfachung der
Notation.

Sei N = [L : K] die Ordnung von G = Gal(L/K). Und sei F*(G) eine Subnormalreihe von G
mit abelschen Faktoren. Weil jede abelsche Gruppe eine Subnormalreihe mit zyklischen Faktoren
besitzt (Ubungsaufgabe!), diirfen wir nach Verfeinerung annehmen, daf alle Faktoren zyklisch
sind. Sei '

K=K/ C..CK;=L" 9 Cc..CK,=1L
der ensprechende Turm der Fixkorper. Da F*(G) Subnormalreihe ist, sind die Teilerweiterungen
K;/K,;_; samtlich galoissch. Und da die Faktoren zyklisch sind, sind die K;/K;_; zyklische
Erweiterungen vom Grad m; ein Teiler von V.
Wir betrachten nun den Turm

K=K ,CK,C...CK], =L = L(uyn)
mit K/ = K;(un). Per Restriktion ist
Gal(K{/K{_l) — Gal(Kl/Kz,l)

injektiv, und daher auch zyklisch von Ordnung einem Teiler m} von N. Der Schritt K{/K' ist
zyklotomisch, also auflosbar. Jeder weitere Schritt K//K/ ; mit ¢ > 1 ist zyklisch in Gegenwart
der entsprechenden Einheitswurzeln, also auch auflésbar nach Proposition 320. Als Turm auflés-
barer Erweiterungen ist L'/ K auflosbar, und damit auch die Teilerweiterung L/K auflésbar. [

Beispiel 333. Das Polynom
f=T°—4T +2 c Q[T]
ist nicht auflésbar durch Radikale. Wir haben in Beispiel 239 gesehen, dafs
Gal(f) ~ S5
und S5 ist keine auflésbare Gruppe nach Korollar 311.

18.6. Kummertheorie. Kummertheorie beschreibt abelsche Erweiterungen vom Exponent n
fiir gewisse Korper K.

Definition 334. Der Exponent einer Gruppe ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Ord-
nungen der Elemente von G, sofern dieses kgV existiert.

Man sagt (ungenau), dafs eine Gruppe G vom Ezponenten n ist, wenn der Exponent von G
ein Teiler von n ist.

Fiir den Begriff der Paarung abelscher Gruppen und Pontrajagin—Dualitét sei Auf Anhang C
verwiesen.

Satz 335 (Kummertheorie I). Sei K ein Korper, 1 <n € N mit char(K) { n und pu, C K. Sei
L/K eine endliche abelsche Erweiterung mit Galoisgruppe Gal(L/K) vom Exponenten n.

(1) ZuwaeAp:=(L*)"NK* und o € L™ mit o™ = a definiert

einen Gruppenhomomorphismus
Xa : Gal(L/K) — pn,
der unabhdngig von der Wahl von « ist. Der Fizkorper von ker(xq) ist K(«).
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(2)  Die Abbildung
Gal(L/K) x Ap/(K*)" = pp
(0,a) = Xa(0),

ist eine perfekte Paarung endlicher abelscher Gruppen vom Exponenten n.
(3) L/K wird als Erweiterung von der Menge

VAL ={aeLl”; a" e K*}
erzeugt.

(4) Es gelten
Gal(L/K) ~ Hom(ApL/(K*)", uy),
Ap/(K*)" ~ Hom(Gal(L/K), ).

Beweis. (1) Zunéchst sind die a € Ap genau diejenigen Elemente von K* fiir die es ein a € L*
mit der geforderten Eigenschaft gibt.

Wegen (o(a)/a)” = o(a)/a =11ist o(a)/a € pu,. Wahlt man statt « eine andere n-te Wurzel
o' von a, dann geibt es ¢ € p, € K mit o = a und

o) _ol¢a) _ ¢ ola) _ola)

o (a Ca o

Damit ist x4(0) € up, unabhéngig von der Wahl der n-ten Wurzel a.
Fir 0,7 € Gal(L/K) gilt

or(e) _ o(7(e)) 7(a)
a  7(a) a

Xa(UT) = = Xa(U) : Xa(T)v

denn auch o/ = 7(a) ist zur Berechnung von y, (o) geeignet. Damit ist x, ein Gruppenhomo-
morphismus. Es gilt

o €ker(yy) <= o(a) =a < o€ Gal(L/K(a)),

somit ist K (a) der Fixkorper zum Kern von y,.
(2) Aus (1) folgt, dafs xq(c) additiv in o ist. Seien a,b € Ar, und o, € L* mit o™ = a und
B™ =b. Dann gilt (of)™ = ab und
o(af) _ola) o(f)

Xab(0) = B = o 3 = Xa(o) - xp(0).

Damit ist (0,a) — Xq(0) eine Paarung abelscher Gruppen
Gal(L/K) x AL = fin.
Fir a € Ar und o € L* mit o™ = a gilt
Xa(o) =1 fir alle 0 € Gal(L/K)
<= o(a) = a fiir alle 0 € Gal(L/K)
—qac LGal(L/K) - K
—aec (K*)".
Es folgt, dak (o, a) — x4(0) eine Paarung abelscher Gruppen
Gal(L/K) x Ap/(K*)" =
induziert, die Giberdies rechts-nichtausgeartet ist. Die zugehorige adjungierte Abbildung

p:AL/(K*)" — Hom(Gal(L/K), i),
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p(a) = Xq, ist damit injektiv mit Werten in einer endliche Gruppe Hom(Gal(L/K), i) =~
Gal(L/K)V. Beide Gruppen der Paarung sind somit endlich. Weil offensichtlich A7 C (K*)",
sind beide Seiten aufserdem vom Exponenten n.

Wir miissen noch zeigen, daf die Paarung perfekt ist. Dazu zeigen wir, daf p auch surjektiv
ist, und verwenden dann Satz 413. Sei ¢ : Gal(L/K) — uy ein Gruppenhomomorphismus. Der
Fixkorper zu ker(y) sei der Zwischenkorper M. Dann induziert ¢ einen injektiven Gruppenho-
momorphismus

7 : Gal(M/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/M) = Gal(L/K)/ ker(¢) < fin.

Daher ist M /K zyklisch von Grad d, einem Teiler von n. Mit p,, ist auch ug C K. Sei ¢ € puqg C up
ein Erzeuger des Bildes von ¢ (oder ¢) und ¢ € Gal(M/K) mit ¢(a) = (.
Nach Satz 323 gibt es dann ein b € K und ein o« € M mit
(i) o =b,und
(i) () = Ca, und
(i) M = K(«a).

Sei n = dm. Wir setzen a = 0™ und haben damit o' = a. Dann gilt

pla) = Xa = ¢
In der Tat, haben x, und ¢ den gleichen Kern, namlich die Untergruppe, die zu M = K(«a)
gehort, und es reicht die induzierten Homomorphismen @, y, : Gal(M/K) — p, zu vergleichen.
Weil Gal(M/K) zyklisch ist, reicht es weiter y, und ¢ auf einem Erzeuger von Gal(M/K) zu
vergleichen:

%@) =T g

Dies zeigt nun die behauptete Surjektivitdt von p.
(3) Sei M der Zwischenkoérper von L/K, der von {/Ap erzeugt wird. Dann gilt

Gal(L/M)={o; o(a) =afiralle a € \VAL} ={0; Xxa(o) =1 fir alle a € A}.

Das ist die triviale Untergruppe, da die Paarung in (2) perfekt, also insbesondere links-nicht-
ausgeartet ist. Per Galoiskorrespondenz folgt L = M.

Aussage (4) folgt sofort aus der Perfektheit der Paarung in (2) und Satz 413, wobei Bemer-
kung 417 zu beachten ist. O

Satz 336 (Kummertheorie II). Sei K ein Kdorper und 1 < n € N mit char(K) {n und p, C K.
Sei Q) ein algebraischer Abschluf$ von K. Die Abbildung

M s Ay = (M7 0 KX
definiert eine Bijektion

M CQ, endlich galoissch |K mit “\n % AJ(K*)"
{M/K " Gal(M/K) abelsch, Exponent teilt n } {(K JTCACKT; endlich erzeugt

mit inverser Abbildung
A= K(VA),
wobei VA ={acQ; a"c A}
Beweis. Wir schliefsen aus Satz 335, daf zu M/K wie im Satz die Gruppe Ay = (M*)" N K*
die geforderten Eigenschaften hat, somit die Abbildung wohldefiniert ist.
Da K die n-ten Einheitswurzeln enthélt, und da K( (‘/Z) bereits als Erweiterung von K

durch die n-ten Wurzeln von Vertretern der Erzeuger von A/(K*)™ erzeugt wird, beschreibt
M := K({/A) tatsichlich eine endlich erzeugte Teilerweiterung von K in 2. Die Erweiterung
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Ma /K ist offenbar ein gemeinsamer Zerfallungskorper der separablen Polynome T™ — q fiir alle
a € A. Daher ist Ma /K galoissch. Die Zuordnung

Gal(Ma/K) — Hom(A/(K™*)", un)
o (a— xa(0))
ist ein Gruppenhomomorphismus (wie aus Satz 335 bekannt) und offenbar injektiv. Daher ist

Ma /K eine abelsche Erweiterung und die angegebene Umkehrabbildung wohldefiniert.
Es bleibt zu zeigen, daf die angegebenen Abbildungen zueinander invers sind. Es gilt

M = K(y/Awn)
nach Satz 335(3). Weiter ist offenbar
A C Ay,

Wir betrachten die zu A = A/(K*)"™ orthogonale Gruppe beziiglich der Paarung der Kum-
mertheorie

Gal(Ma/K) X Apy (K" = pig.
Es gilt

At = {0 € Gal(Ma/K) ; o(a) = « fiir alle a € YA} = Gal(Ma/K(VA)) = 1.

Daher ist nach Satz 416 B ~

A= (AN = ()" = Apy /(K7™
und daher auch A = Ay, . Das war zu zeigen. O
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Teil 4. Funktionenkoérper
19. FUNKTIONENKORPER IN MEHREREN VARIABLEN

Zu einem Ring R gibt es den Polynomring in einer Variablen R[X].

19.1. Polynome in mehreren Variablen. Iteriert man diese Konstruktion so bekommt man
induktiv

R[Xy,..., X, = R[Xy,..., Xn1][X4]
den Polynomring in n Variablen mit Koeffizienten in R. Es ist wichtig, die dieser induktiven

Konstruktion fehlende Symmetrie zwischen den vairablen wiederherzustellen. Dazu benutzen
wir Multiindizes fiir eine kompakte Notation. Ein Multiindex

I=(i1,...,ipn)
der Lange n besteht aus i, € Ny fir a =1,...,n. Der Grad des Multiindex ist

deg(l) = #I = ia
a=1

und das zu I gehérende Monom ist
n

X' =T xi.
a=1

Es gelten zur Notation passende Rechenregeln wie
XI i XJ _ X[+J

wobei die Multiindizes wie Elemente von Z™ addiert werden.
Ein Element f € R[Xj,..., X,] hat nun eine eindeutige Darstellung als endliche Summe

f=> ax’ (19.1)
I

mit a;y € R, fast alle 0, und I lauft iiber alle moglichen Multiindizes. Die Multiplikation auf
solchen Summen ist die, die man sich denkt.
Der Grad von f # 0 mit Darstellung wie in (19.1) ist

deg(f) = max{deg(I) ; ar # 0}.

Dariiberhinaus nennt man f homogen vom Grad d, wenn a; # 0 nur fiir Multiindizes I mit
deg(l) = d gilt.

Als kurze Notation, wenn die verwendeten Variablen klar aus dem Kontext hervorgehen,
vereinbaren wir

R[X] = R[X1,..., X,

Bemerkung 337. Der Polynomring erfiillt die folgende universelle Eigenschaft: Sei A eine R-
Algebra. Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

HOIIlR(R[Xl, ceey Xn], A) l) A"
(p: R[X1,..., X = A) = (p(X1),...,0(Xy))

von R-Algebrenmorphismen R[X,...,X,] — A zu n-Tupel aus A durch Auswertung in den
Variablen. Kurz: ein solcher Homomorphismus ist eindeutig durch seine Werte auf den Variablen
gegeben und jede Vorgabe solcher Werte fiihrt zu einem Homomorphismus. Der zu (a1, ..., a,) €
A" gehorende Homomorphismus wertet ein Polynom f in den X; = a; aus, und das schreiben
wir

flay,...,an).
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19.2. Der rationale Funktionenkorper in mehreren Variablen. Der Polynomring tiber
einem Integritatsring bleibt ein Integritéatsring.

Definition 338. Der rationale Funktionenkorper in n Variablen iiber dem Koérper K ist
der Quotientenkorper

K(X1,...,2y) = Quot(K[X1,...,X,])
des Polynomrings in n Variabelen.

Diese Definition erweitert die Definition des rationalen Funktionenkorpers in einer Variablen.
19.3. Symmetrische Polynome. Die Darstellung der Elemente in (19.1) offenbart eine Sym-
metrie auf dem Polynomring in n Variablen: zu o € .5,, gehort die Permutation der Variablen

X — Xo‘(i)?
die zu einem Automorphismus
o:R[X1,...,Xs] — R[X1,...,X,]
F(Xl,... ,Xn) = O‘(F) = F(Xa(l)a-- . 7Xa(n))
fithrt. (Hier verwenden wir das Einsetzen des permutierten Variablensatzes in das Polynom F').
Insgesamt wird in natiirlicher Weise S,, zu einer Untergruppe
Sp C AUtR(R[Xla R 7Xn])

der Automorphismengruppe des Polynomrings als R-Algebra.
Aus der universellen FEigenschaft des Quotientenkorpers folgt, dak fiir R = K ein Kérper auch

S, C Autg (K(X1,...,X5))

die symmetrische Gruppe eine natiirliche Gruppe von K-Automorphsimen des rationalen Funk-
tionenkorpers in n Variablen ist.
Definition 339. Ein symmetrisches Polynom in n Variablen ist ein S,,-invariantes Polynom
aus R[X1,..., X,].

Eine symmetrische rationale Funktion in n-Variablen mit Koeffizienten in einem Koérper
K ist ein Element der S,,-Invarianten

K(X1,...,X,)%".

Wir konstruieren nun zuerst ein paar symmetrische Polynome. Dazu benutzen wir die Idee
aus dem Beweis der Charakterisierung endlicher galoisscher Erweiterungen, Theorem 202. Der
Sp-Orbit von X7 ist

{X1,..., X0}
und das fiihrt zum Polynom
n n
[[r-Xx)=T1"-nT" " +.. 0, =D (1)o7
i=1 1=0

dessen Koeffizienten automatisch per Konstruktion .S,,-invariant sind. Das ist zwar auch aus der
folgenden direkten Definition (per Ausmultiplizieren dquivalent zur ersten) ersichtlich, aber der
Weg iiber die Koeffizienten hat den Charme, diese wichtige Konstruktion zu wiederholen.

Definition 340. Die elementarsymmetrischen Polynome in n-Variablen sind fiir 1 <i <n
die Sp-invarianten Polynome

oi=o0i(X1,...,X,) = > X!
IC{1,..n}#I=i

Wir setzen aufterdem og = 1, aber betonen, daf oy nicht zu den elementarsymmetrischen Poly-
nomen gehort.
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Es gilt offenbar fiir m <n
O'i(Xl,...,Xm) :O'i(Xl,...,Xm,O,...,O).
Satz 341. Sei K ein Korper.

(1)  Der Korper der symmetrischen rationalen Funktionen ist
K(X1,...,X,)%" = K(o1,...,00).
(2) K(Xi,...,Xy) ist der Zerfillungskérper des Polynoms
™ — TV .+ (=)o
iber K(o1,...,0n).
(3) Im Kérperturm
Lyy1=K(o)CL,=K(0,X,)C...CLi=K(g,Xi,...,Xn) C...C L1 = K(X).

ist das Minimalpolynom von X, € Ly, tber Ly, 1 das Polynom

m m

[T - x)=> (-Voi(Xy,..., Xp)T" .

i=1 i=0
Beweis. Die Erweitertung
K(X1,..., X)) /K(X1,...,X,)%"
ist galoissch mit Galoisgruppe S,,, also vom Grad n!. Der Fixkorper enthélt
K(o1,...,0p).
Aussage (2) ist offensichtlich. Die Abschitzung des Grads eines Zerfiallungskorpers zeigt
[K(X1,...,Xpn): K(0o1,...,04)] <nl

woraus Aussage (1) sofort folgt. Es folgt sogar mehr, denn die Abschétzung ist scharf genau
dann, wenn durch Hinzunahme der Nullstellen X,,, ..., X, genau die Linearfaktoren (7' — X;)
mit m <7 < n von
n m
T"— Tt 4 (D)o = [] T—Xi) D> (-Dioi(Xq,..., Xpp)T"
i=m+1 i=0
abgespalten werden kénnen und das verbleibende Polynom irreduzibel iiber L,,;1 bleibt. Dies
zeigt (3). O

Bemerkung 342. Fiir n > 5 haben wir in der S),-Erweiterung
K(Xl,...,Xn)/K(O'l,...,O'n)
eine weitere galoissche Erweiterung, die nicht auflésbar ist gefunden.

Das Resultat iiber die Sj-Invarianten rationalen Funktionen ist in Wirklichkeit Folge des
stiarkeren Resultats iiber symmetrische Polynome mit beliebigen Koeffizienten.

Satz 343. Sei R ein Ring. Der Ring der Sy-invarianten Polynome in n Variabeln mit Koeffizi-
enten aus R wird erzeugt von den elementarsymmetrischen Polynomen o1,...,0p.

Beweis. Per Induktion nach der Anzahl der Variablen n. Der Fall n = 1 ist trivial, denn o1 (X1) =
X7 und alles ist Si-Invariant.

Wir nehmen nun an, der Satz sei fiir weniger als n Variablen bereits gezeigt, und argumentieren
per Induktion nach dem Grad. Wenn deg(f) = 0 ist, dann haben wir ein konstantes Polynom f
und alles ist klar. Sei f € R[X1,...,X,]%". Dann ist

f(Xl, . ,anl,()) S R[Xl, e 7Xn71]
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Invariant unter S,_1, dem Stabilisator von n € {1,...,n}. Es gibt daher ein Polynom P mit
Koeffizienten aus R in n — 1-Variablen, so dafs

f(Xl,...,anl,O) :P(Ul(Xla---aanl)a--'70'n71(X17---,Xn71))-
Wir betrachten nun
Q=f—-P(o1(X1,..., Xn), .-, 0n1(X1,..., Xn)) € R[X1,..., X,].

Als Kombination aus dem symmetrischen Polynom f und dem Polynom P ausgewertet in den
elementar symmetrischen Polynomen ist auch ) symmetrisch. Per Konstruktion folgt

Q(X1,...,Xn_1,0) =0.

Aufgrund der eindeutigen Darstellung als Summe von Monomen folgt daraus, daf in @ nur
Monome mit Koeffizient # 0 auftreten, in denen X,, vorkommt:

X, | Q.

Als symmetrisches Polynom gilt dann fiir alle o € S,
Xa(n) = O'(Xn) ‘ O'(Q) = Q
Wieder aus der eindeutigen Darstellung als Summe von Monomen folgt dann
O'n(Xlw--;Xn):Xl‘n-'Xn | Q

Wir schreiben Q = o, - Qg. Erneut aus der eindeutigen Darstellung als Summe von Monomen
folgt, daft auch Qg ein symmetrisches Polynom ist. Per Induktion nach dem Grad des Polynoms
gilt dann der Satz fiir @ und damit auch fir f = P(o) + Q. O

Bemerkung 344. Der Beweis von Satz 343 ist konstruktiv. Er gibt einen Algorithmus an, mit
dem man im Prinzip die Darstellung als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen
bestimmen kann.

Beispiel 345. Das Polynom
S = X" +... + X
in Z[Xy,...,X,] ist ersichtlich symmetrisch. Wir bestimmen den Ausdruck in den elementar-

symmetrischen Polynomen, der S,, entspricht.
Die Variablen X; sind alle Losungen von

" — oy T" '+ ... (-1)"0, = 0.

Substituieren wir 7" = X;, multiplizieren mit X;* und addieren iiber 1 < i < n ergibt die
Rekursion

Sm+n = 018m+n_1 - 028m+n—2 +...— (—1)n0n8m.
Es bleibt die Aufgabe, S, fiir m < n darzustellen. Es gilt
So=n
Sl =01

und wir behaupten daf fiir alle m < n:
Sm = alSm,l — O'Qsmfz +...— (—1)mmom.

Dies zeigen wir per Induktion nach n. Fir n = 0 und n = 1 ist dies klar. Angenommen, die
Formel gilt fiir alle Variablenanzahlen < n. Dann verschwindet die Differenz, wenn man X,, =0
setzt. Es gilt also

Xn | Sm — (Ulsm_l — 098 m—o+ ... — (—l)mmam)
in Z[X4,...,X,]. Wegen Symmetrie ist dies sogar ein Vielfaches von o,. Aus der eindeutigen
Schreibweise als Summe von Monomen folgt

Sm — (alSm,l — chSm,g +...— (—1)mmcrm) = 0p Q
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fir ein Q € Z[X1,...,Xy). Die linke Seite hat nur Monome vom Grad < n, wihrend die rechte
Seite nur Monome vom Grad > n besitzt. Koeffizientenvergleich zeigt dann @) = 0 und beweist
die Behauptung.

UBUNGSAUFGABEN ZU §19

Ubungsaufgabe 19.1. Jede endliche Gruppe G ist Galoisgruppe einer geeigneten Korpererwei-
terung L/K. (Satz von Cayley: jede endliche Gruppe G ist Untergruppe der symmetrischen
Gruppe.)

Ubungsaufgabe 19.2. Sei K ein Korper.
(a)  Zeigen Sie Autg (K(T)) = PGL2(K).
(b)  Bestimmen Sie fiir unendliche K die Invarianten K (T)PGL2(K) Ist K(T)/K galoissch?

Ubungsaufgabe 19.3. Schreiben Sie das Polynom X3 +Y?3 + Z3 € Z[X, Y, Z] als Polynom in den
elementarsymmetrischen Polynomen.

20. DER TRANSZENDENZGRAD

Wir wenden uns nun den Korpererweiterungen zu, die iiber algebraische Elemente hinausge-
hen.

20.1. Algebraische Unabhingigkeit.

Definition 346. Sei R ein Ring und A eine R-Algebra.

(1) Die Elemente a1, ...,a, € A heifen iiber R algebraisch unabhingig, wenn der Aus-
wertungshomomorphismus R[X7,..., X,] = A mit X; — «a; injektiv ist.
Das bedeutet, dafs die einzige algebraische Relation

Plag,...,ap)

mit P € R[X1,...,X},] durch das Nullpolynom P = 0 gegeben ist.
(2) Eine Menge M C A heift iiber R algebraisch unabhingig, wenn jede endliche Teil-
menge von M iiber R algebraisch unabhéngig ist.

Proposition 347. (1) Sei R ein Ring und A eine R-Algebra. Die Elemente oy, ..., apn € A
sind tber R algebraisch unabhdngig genau dann, wenn die von aq,...,q, erzeugte R-
Unteralgebra durch die Auswertung X; — «; isomorph zum Polynomring R[ X7, ..., X,]
15t.

(2) Sei L eine Korpererweiterung von K. Die Elemente ay, ...,y € L sind tiber K algebra-
isch unabhdngig genau dann, wenn der von den aq,...,a, tber K erzeugte Korpererwei-

terung in L durch die Auswertung X; — «; isomorph zum rationalen Funktionenkdrper
K(Xy,...,X,) ist.

Beweis. (1) ist klar, denn die von «aq,...,«, erzeugte R-Unteralgebra ist gerade das Bild der
Auswertungsabbildung.

(2) Aus (1) folgt, dak K[X3,...,X,] ~ K[ai,...,ay]. Dies impliziert die behauptete Isomo-
prhie der Quotientenkdrper. Die Umkehrung ist offensichtlich. O

Definition 348. Eine Transzendenzbasis einer Korpererweiterung L/K ist eine iiber K al-
gebraisch unabhéngige Teilmenge 7 C L, die maximal beziiglich Inklusion unter allen iiber K
algebraisch unabhéngige Teilmengen von L ist.

Proposition 349. FEine Teilmenge 7 C L ist eine Transzendenzbasis von L/K genau denn,
wenn

(i) T diber K algebraisch unabhdngig ist, und
(i) L/K(Z) eine algebraische Erweiterung ist.
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Beweis. Das ist klar. Man kann ein algebraisch unabhéngiges .7 genau dann nicht algebraisch
unabhéngig vergrofern, wenn jedes Element von L algebraisch tiber K (.7) ist: Multipliziere mit
dem Hauptnenner der Koeffizienten einer algebraischen Gleichung. (]

Korollar 350. FEine Kdrpererweiterung ist genau dann algebraisch, wenn die leere Menge eine
Transzendenzbasis ist.

Beweis. Trivial. O

Proposition 351. (1) Jede Korpererweiterung L/K besitzt eine Transzendenzbasis.
(2) Sei L/K eine Korpererweiterung und Jy C L eine tiber K algebraisch unabhingige Menge.
Dann gibt es eine Transzendenz Basis 7 von L/K, die T enthilt.

Beweis. (1) folgt sofort aus (2) angewandt auf Jp = ().
Der Beweis von Aussage (2) benétigt das Auswahlaxiom oder das dazu dquivalente Zorn’sche
Lemma. Sei

M={SCL; % CSund S ist iiber K algebraisch unabhéngig}.

Dann ist M beziiglich Inklusion induktiv geordnet. Die obere Schranke einer totalgeordneten
Teilmenge S;, i € I ist durch die Vereinigung | J;c; i gegeben, denn jede algebraische Relati-
on benoétigt nur endlich viele Elemente. Daher finden wir eine algebraische Relation zwischen
Elementen der Vereinigung schon bei einer geniigend grofsen Teilmenge S;.

Das Lemma von Zorn garantiert nun die Existenz maximaler Elemente in M, und das sind
genau die gesuchten Transzendenzbasen. O

Wir sagen die Variable X, kommt in einem Polynom

f=> ax" e K[Xy,...,X,]
I
vor, wenn es einen Multiindex I = (i1,...,4,) mit i, > 1 und a; # 0 gibt. Das ist dquvalent
dazu, daf f aufgefafst als Polynom in X, iber dem rationalen Funktionenkorper in der restlichen
Variablen
K(X1,..., Xa,-.., X3)

einen positiven Grad hat.

20.2. Der Transzendenzbasensatz.
Theorem 352. Je zwei Transzendenzbasen einer Korpererweiterung sind gleichmdchtig.

Beweis. Dieser Satz kann formal genauso aus einem Austauschargument bewiesen werden wie
der Satz iiber die Gleichméchtigkeit zweier Basen eines Vektorraums. Wir behandeln nur den
Fall endlicher Transzendenzbasen. Dieser folgt sofort aus dem folgenden Satz 353. In der Tat,
sind A und B Transzendenzbasen und #A < oo, dann sagt Satz 353 B ist auch endlich und
#B < #A. Weil B auch endlich ist, kénnen wir Satz 353 mit vertauschten Rollen anwenden

und erhalten #A < #B. O
Satz 353. Sei L/K eine Korpererweiterung und A = (aq,...,a,) C L eine Transzendenzbasis
von L/K. Sei B = (by,...,by) C L algebraisch unabhdingig iber K. Dann gilt

#B < #A.

Beweis. Schritt 1, algebraische Relation: Da A Transzendenzbasis ist, sind die b; als Elemente
von L algebraisch tiber K(A). Es gibt daher fiir b = b; ein Polynom 0 # P € K[X,...,X,,Y]
mit

P(ay,...,an,b) =0.
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Da A algebraisch unabhéngig ist, kommt Y in P vor. Da b als Element von B nicht iiber K
algebraisch sein kann, kommt auch mindestens eines der X, vor. Dies sei oBdA die Variable X7.
Es folgt, dafs a; algebraisch tiber

K(b,aa,...,ay)
ist.
Schritt 2, Austausch: Wir zeigen nun, dak A" = (b, aq,...,a,) auch iiber K algebraisch un-

abhéngig ist. Angenommen, es gébe eine nichttriviale algebraische Relation iiber K, dann mufs
darin b vorkommen, denn die as, ..., a, sind algebraisch unabhéngig iiber K. Dann ist

K(ag,...,an) C K(b,ag,...,a,) C K(b,ay,a2,...,ay)

ein Turm algebraischer Erweiterungen, und somit a; algebraisch iiber K(ag,...,a,). Dies wie-
derspricht der algebraischen Unabhéngigkeit von A.

Auferdem ist A" auch Transzendenzbasis von L/K, denn L/K(A,b) = K(A',a1)/K(A’) ist
ein Turm algebraischer Erweiterungen und damit L/K(A’) algebraisch.

Schritt 3, Induktion: Wir betrachten nun M = K (b) und die Erweiterung L/M. Wir zeigen,
daf A = (ag,...,ay) und B = (ba, ..., by,) liber M algebraisch unabhéngig sind. Dann schliefsen

wir, dak A eine Transzendenzbasis von L/M der Groke n—1 ist, denn L/M (as, . .., a,) = K(A')
ist algebraisch, und weiter per Induktion, daf

A

#B < #A.
Aber dann gilt auch
#B=H#B+1<H#A+1=#A,
was zu beweisen war.

Schritt 4, algebraische Unabhdngigkeit: Da Argument fiir A und B ist dasselbe. Sei also 0 =+
P e M[Xy,...,X,] mit
P(ag,...,a,) =0.

P=> fix'
1

mit fr € M = K(b). Da b algebraisch unabhéngig iiber K ist, ist K (b) ein rationaler Funktionen-
korper in einer Variablen. Es gibt daher 0 # h € K[Y] und fiir jeden Multiindex ein g; € K[Y]

mit
~ g1(b)
fr= no)

Nach Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner finden wir

Q:ZQI(Y)X] GK[Y7X27"'aXn]
I

Wir schreiben

mit

Q(b, ag, . .. ,an) =0.
Da A" = (b,ag,...,a,) iiber K algebraisch unabhingig ist, folgt @ = 0. Da die Multiindex-
schreibweise eindeutig ist, folgt g = 0 fiir alle I, somit f; = 0 und P = 0, der gesuchte
Widerspruch. O

Korollar 354. Sei L/K eine Korpererweiterung und A = (a1,...,a,) C L eine Transzen-
denzbasis von L/K. Sei B = (by,...,by) C L algebraisch unabhdngig iber K. Dann gibt es
Elemente

bm+1,...,bn €A

so daf (by,...,by) eine Transzendenzbasis von L/ K ist.
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Beweis. Wir betrachten eine maximale {iber K algebraisch unabhéngige Teilmenge C' C A U B,
die B enthélt. Dann ist A algebraisch tiber K(C) und daher L/K(A,C)/K(C) algebraisch.
Dabher ist C' eine Transzendenzbasis und nach Theorem 352 genauso groft wie A. (|

Damit ist der folgende Begriff wohldefiniert.

Definition 355. Der Transzendenzgrad einer Korpererweiterung L/K ist die Méchtigkeit
einer (oder aller) Transzendenzbasen von L/K und wird mit

trdeg(L/K)
bezeichnet.

Proposition 356. Seien L/M und M /K Kdrpererweiterungen. Dann gilt:
(1) trdeg(M/K) < trdeg(L/K),

(2) trdeg(L/K) = trdeg(M/K) + trdeg(L/M),

(3) trdeg(L/K) =0 dann und nur dann, wenn L/K algebraisch ist.

Beweis. Da der Transzendenzgrad stets nicht-negativ ist, folgt (1) aus (2).

Wir zeigen nun Aussage (2). Sei A = (ai,...,a,) eine Transzendenzbasis von M/K und
B = (b1,...,by,) eine von L/M. Dann ist L algebraisch iiber K(A U B), denn beide Schrit-
te L/M(B) und M(B)/K (AU B) sind algebraisch. Eine maximale iiber K algebraisch unab-
héngige Teilmenge von A U B ist daher eine Transzendenzbasis von L/K. Wir miissen da-
her zeigen, dak A N B = () und A U B algebraisch unabhéngig iiber K ist. Angenommen
0# P e K[Xy,...,Xp, Y1,...,Y,,] ist eine nichttriviale Relation fiir X; — a; und Y; — b;.
Wir kénnen P schreiben als

P= Z ;77
J

mit fy € K[X1,...,X,]. Mit ay = fs(a1,...,a,) € M verschwindet daher das Polynom
Q=) aY e MVy,..., Yy
J

unter Y; = b;. Da B iiber M algebraisch unabhangig ist, mufs ¢) = 0 und daher a; = 0 sein fiir
alle Multiindizes J. Da aber A algebraisch unahéngig iiber K ist, folgt aus fr(ai,...,a,) = ay =
0 schon f; = 0. Daher ist P = 0 das triviale Polynom im Widerspruch zu unserer Annahme.
Das zeigt (2).

Aussage (3) ist eine triviale Folge von Korollar 350. O

Bemerkung 357. Der Beweis von Proposition 356 (2) zeigt genauer, daf man Transzendenzbasen
flir eine iterierte Erweiterung als Vereinigung der einzelnen Transzendenzbasen bekommt.

Definition 358. Die Konstantenerweiterung des Funktionenkorpers K(Xi,...,X,) zur
Korpererweiterung L/K ist die Erweiterung

L(X1,....Xn)/K(X1,...,Xy),
die aus der Inklusion
K[X1,...,X,]) C LIXy,...,X,]

durch Ubergang zu den Quotientenkorpern entsteht.

Lemma 359. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Dann ist die Konstantenkorpererwei-
terung mit L/K auch endlich und

[L:K]=[L(X1,...,Xn) : K(X1,..., X))
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Beweis. Per Induktion iiber n wir reduzieren auf den Fall n = 1 und L = K(«). Wir mtssen
zeigen, dak P, i auch das Minimalpolynom von « iiber K(X) ist. Angenommen es gibt f; €
K(X)und e < [L: K] mit

o+ fra Mt afe+ fo=0,

Dann gibt es (nach Durchmultiplizieren mit dem Hauptnenner) Polynome P; € K[X], nicht alle
0 und
Poa®+ Pia '+ ...+ Peoja+ P. = 0.

Dies ist eine Gleichung in L[X] und Koeffizientenvergleich zeigt, da 1,...,a° linear unabhéngig
iiber K sind, daf alle P; = 0 sind, ein Widerspruch. O

Proposition 360. Sei L/K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkdrper. Dann sind
dquivalent:

(a) L/K ist endlich erzeugt.
(b) L/M und M/K sind endlich erzeugt.

Beweis. Wenn L/M und M /K endlich erzeugt sind, etwa durch die endlichen Mengen A C L
und B C M, also L = M(A) und M = K(B) gilt, dann gilt

L=M(A)=K(B)(A) =K(AUB)
und L ist iiber K endlich erzeugt.

Sei nun L/K endlich erzeugt, etwa A C L endlich mit L = K(A). Dann gilt auch L = M(A)
und L/M ist endlich erzeugt.

Es bleibt zu zeigen, da auch M /K endlich erzeugt ist. Aus Proposition 356 folgt, daf
trdeg(M/K) < trdeg(L/K)

endlich ist. Wir diirfen K durch eine endlich erzeugte Teilerweiterung von M /K ersetzen. Wir
tun dies mit der von einer Transzendenzbasis von M /K erzeugten Teilerweiterung und nehmen
daher von nun an oBdA an, dafs M/K algebraisch ist.

Sei dann z1,...,x, eine Transzendenzbasis von L/K. Wir betrachten das Diagramm von
Korpern
L
|
M(z1,...,2)
e T
M K(zy,...,zp)
\
K —
Es ist x1, ..., 2, auch eine Transzendenzbasis von L/M, denn sonst wire
n = trdeg(L/K) = trdeg(L/M (x1,...,xy)) + trdeg(M (1, ..., 2,) /M) + trdeg(M/K) <n
ein Widerspruch. Daher sind K (x1,...,2,) und M(x1,...,x,) isomorph zu rationalen Funktio-
nenkorpern in n Variablen und die Korpererweiterung M (x1,...,z,)/K(x1,. .., z,) isomorph

zur Konstantenerweiterung
M(Xy,...,Xn)/K(X1,...,X,).
Es gilt dann mit Lemma 359
M : K] =[M(X1,...,X,) : K(X1,...,Xp)] = [M(z1,...,2,) : K(z1,...,2,)] < [L: K(7)],
und das ist nach Voraussetzung endlich. Daher ist M /K endlich erzeugt. O
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20.3. Die allgemeine Gleichung. Wir haben das Polynom

n

[[T-Xx)=T" -7 " +...(~1)"0n

i=1
mit Variablen X; als Polynom mit allgemeinen Wurzeln kennen gelernt. In der Tat, alles was
wir liber dieses Polynom und seine Wurzeln in Z[X1, ..., X,,] aussagen konnen, gilt so auch fiir
ein beliebiges spezielles Polynom f mit Wurzeln «, ..., a € R. Dazu betrachten wir einfach den
Auswertungshomorphismus Z[X,..., X, = R
Xi = 0.

Typischerweise kennen wir aber nur die Koeffizienten unseres Polynoms und nicht die Wur-
zeln. Das allgemeine Polynom hat daher Varablen als Koeffizienten und spezialisiert vermoge
Auswertung auf jedes beliebige Polynom.

Satz 361.
(1)  Die elementarsymmetrischen Polynome o1, ... 0, € Z[X1,...,X,] sind algebraisch unab-
hdngig.
(2)  Fir einen Korper K ist
K(o1,...,00)
ein rationaler Funktionenkorper in den o1,...,0p.

Beweis. (1) folgt aus (2) fir K = Q. Wir zeigen daher nun (2). Die Erweiterung
K(Xi1,...,Xn)/K(0o1,...,00)
ist algebraisch. Daher gilt nach Proposition 356(2)
trdeg(K (o1, ...,0p)/K) = trdeg(K(X1,...,Xp)/K) = n.

In der erzeugenden Menge o1, ...,0, ist eine Transzendenzbasis enthalten. Da alle Transzen-
denzbasen n Elemente haben, mufs o1, ..., 0, bereits eine Transzendenzbasis sein. O

Satz 361 erlaubt uns einen Perspektivwechsel. Die allgemeine Gleichung wird gegeben
durch
" — T '+ ...+ (-1, =0
wobei nun die o; zunéchst als unabhéngige Variablen aufzufassen sind. Der Zerfallungskorper
iber K(oy,...,0,) ist gegeben durch die schon bekannte Erweiterung

K(Xl,...,Xn)/K(O'l,...,O'n),

wobei nun wieder X; Variablen und die o; elmentarsymmetrische Polynome in den X; sind. Die
Tatsache, daft die Nullstellen der allgemeinen Gleichung algebraisch unabhéngig sind, zeigt, dafs
keine allgemeingiiltigen algebraischen Abhéngigkeiten zwischen den Nullstellen eines Polynoms
vom Grad n bestehen. Ferner ist die Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung vom Grad n die
volle symmetrische Gruppe S,,. Jede Abhéngigkeit der Nullstellen bei einem speziellen Polynom,
die dann die Galoisgruppe zu einer Untergruppe von S, macht, ist ein Artefakt des speziellen
Polynoms.

Bemerkung 362. Wie verhilt sich die Galoisgruppe, wenn man die Koeffizienten (—1)%o; der
allgemeinen Gleichung vom Grad n (mit Galoisgruppe S,,) durch zufillige Werte a; € K ersetzt
(spezialisiert)?

Xi»—mi

K(Xi,...,X,) 2 K[Xi....,X,]

K(ay,...,an)

U U U

O’,;D—}(—l)iai

K(oy,...,0n0) 2 Kloy,...,00] K
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Diese Frage benotigt zunédchst eine Prazisierung des zufdlligen, und wird selbst danach noch von
der arithemtischen Natur des Kérpers K abhéangen.

e Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, wird als Galoisgruppe stets 1 herauskommen: das
spezialisierte Polynom ist (n > 1) nicht einmal mehr irreduzibel.

e Wenn K = [, ein endlicher Korper ist, dann wird — Irreduzibilitdt der Spezialisierung
vorausgesetzt — die Galoisgruppe Z/nZ werden.

e Lis ist eine Eigenschaft gewisser Korper, hilbertsch genannt, dafs die Galoisgruppe die
volle S, bleibt, sofern die Koeffizienten auferhalb einer dinnen Menge von Koeflizi-
entenwerten spezialisiert werden. Endliche Erweiterungen von Q, also insbesondere Q
selbst, sind hilbertsch. Von einem zufillig dahingeworfenen Polynom vom Grad n in
Q[T] erwarten wir also die Galoisgruppe S,,.

21. ALGORITHMISCHE BESTIMMUNG DER GALOISGRUPPE EINES POLYNOMS

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung, der Zerfallungskorper des Polynoms f € K[T] mit
den Wurzeln ag, ..., a, € L. Wir betrachten die Galoisgruppe natiirlich als Permutationsgruppe
auf der Menge der Wurzeln von f. Dies ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus

p:Gal(L/K) — S,
definiert fiir g € Gal(L/K) durch
9(@i) = ap(g)i)-
Der Auswertungshomomorphismus

K[X1,....Xn] = L

F(X1,...,Xp) — F(a1,...,ap)
wird so Gal(L/K)-dquivariant, wenn man Gal(L/K) mittels p auf Polynomen operieren lafst:
fiir alle g € Gal(L/K) und F € K[X;,...,X,] gilt

9(F(a)) = F(g(ea), .-, g(am)) = Flayay, - @pm)) (21.1)
= (F(Xpg)1): - Xp(g)(m)) (@) = (p(9)(F)) ().

21.1. Die Diskriminante.
Definition 363. (1) Sei K ein Korper. Die Diskriminante disc(f) eines normierten Poly-

noms f € K[T] vom Grad n > 1 berechnet sich aus den Wurzeln a4, . .., a, von f in einem
algebraischen Abschluf von K (mit Vielfachheit) als

dise(f) = (~1)) [ (@i — ).

i#]

(2) Die Diskriminante der allgemeinen Gleichung

f=T"—oT"  +£...(-1)"0, € Zlo1,...,0,][T]
ist .
A= ()G T - X)),
i#]

wobei die X; die Variablen sind, mit o; = 0;(X1,..., X,).

Die Diskriminante A ist per Definition offensichtlich ein homogenes Polynom vom Grad (g)

Lemma 364. Sei K ein Korper und f = T"+a T 1 +. . .+a, € K[T)] ein normiertes Polynom

vom Grad n > 1. Es gelten die folgenden Aussagen.

(1) A€Zoi,...,on.

(2) disc(f) € K, und disc(f) ist unabhdingig von der Wahl des algebraischen Abschlusses, aus
dem die Wurzeln stammen, mit denen man disc(f) berechnet.
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(8)  Das Polynom f ist separabel genau dann, wenn disc(f) # 0.
Beweis. (1) Das Polynom A ist offensichtlich S,-invariant. Damit kann man A nach Satz 343

als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken.
(2) Der Auswertungshomomorphismus F(X) — F(«)
p:2[X1,...,Xp] > L
fiihrt zu o;(a) = (—1)%a; und leistet daher
disc(f) = A(a) € ¢(Z[oy,...,0n)) C K.
Die Aussage iiber die Unabhéngigkeit ist damit auch klar.
(3) Das ist offensichtlich. O

Satz 365. Seien ay,...,a, die Wurzeln von f in einem algebraischen Abschluff von K. Sei
disc(f) #0 und L = K(au,...,ay) der Zerfallungskorper von f. Wir betrachten Gal(L/K) via
der Operation auf den Wurzeln von f als Permutationsgruppe
Gal(L/K) C S,.
Dann ist
Gal(L/K) C A, < disc(f) ist ein Quadrat in K.

Beweis. Zum Quotienten sign : S, — {£1} mit Kern A,, gehort eine quadratische Zwischener-
weiterung

Q(X1,...,Xn) 2Q(Xy,..., X)) D2Q(01,...,00).

Diese bestimmen wir jetzt. Sei § € Z[Xq, ..., X,] definiert durch

§=]]xi - X;).

1<j
Dann ist offensichtlich
5 =A
und mit der Definition
sign(o) = (—1)#li<i ; 0()>0()}

offenbar

o(6) = sign(o)d.
Damit ist der Kummercharakter zu A der Homomorphismus

xa :Gal(Q(Xy, ..., Xp)/Q(o1,...,00)) = Sy — po = {1}
a(9)

e sign(o)

nichts anderes als das Signum der Permutation. Via Kummertheorie, oder direkt in diesem
einfachen Fall, gehort zu sign = xya als Fixkorper des Kerns die quadratische Erweiterung

Q(X1,..., X)) =Q(o1,...,00,0)

von Q(o1,...,0m).
Im konkreten Fall ist nun
é(a) €L
mit
5(a)? = A(a) = disc(f).
Beschreibe p : Gal(L/K) C S,, die Wirkung auf a;, ..., a,. Wir rechnen mittels (21.1) fiir alle
g € Gal(L/K)

srel) = 290 @) —sign(p(o)).
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Daher gilt
disc(f) € K? <= d(a) € K
<— ¢(d(a)) = d() fir alle g € Gal(L/K)
< sign(p(g)) =1 fir alle g € Gal(L/K)
< Gal(L/K) C A,
vermoge der Identifikation Gal(L/K) C S,, mittels p. O

Beispiel 366. Die Diskriminante 1df5t sich nach Lemma 364 und Satz 343 als Polynom in den
elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken.

(1) n=1: Triviall
A=1.

(2) n=2:Das ist leicht.

A= (X1 — X2)2 = (X1 + X2)2 —4X1 Xy = 0'% — 409.
(3) n = 3: Das ist schon anstrengend. Zunéchst berechnen wir bei X3 =0

A(Xl,XQ,O) == (X1 - X2)2<X1X2)2 - (0’% - 40’2)0’%.

Daher gilt
A = (07 —403)05 +03- P

mit einem symmetrischen homogenen Polynom P vom Grad 3. Ein Monom o} o50% hat als
Polynom in Xy, ..., X3 betrachtet den Grad

r+2s 4 3t.
Daher gilt fiir gewisse a, b, c € Z
P:a-ai’+b-0102+c~ag.

Einsetzen von exlpiziten Werten aus Z fiihrt zu linearen Gleichungssystemen fiir a, b, ¢, die
man leicht auflésen kann:

A = (0% — 402)03 + 03 - (403 + 180109 — 2703).
Als Spezialfall ergibt sich fiir Polynome vom Grad 3 mit o1 = 0, also fiir
f(T)=T*+BT +C

die Diskriminante

disc(f) = —4B® — 27C2.

21.2. Die Methode von Stauduhar. Die Diskriminante A oder besser ihre kanonische Wurzel
d € Z[Xy,...,X,] kontrolliert, ob die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers eines separablen
Polynoms vom Grad n als Permutationsgruppe auf den Wurzeln in der alternierenden Gruppe
A, landet. Die Methode von Stauduhar zur Bestimmung von Galoisgruppen benutzt denselben
Ansatz fiir eine beliebige Untergruppe von S,,. Wir skizzieren eine vereinfachte Version.

Zu einem F € Z[X;,...,X,] bezeichnen wir den Stabilisator von F' unter der S,,-Operation
mit

Gp:={reS,; 71(F)=F}CS&,.
Lemma 367. Zu jeder Untergruppe G C S, gibt es ein F' € Z[X1,...,X,] mit G = GF.
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Beweis. Es gilt G = G genau denn, wenn F' ein primitives Element fiir die Erweiterung

Q(Xl, . ,Xn)G/Q(Jl, e ,O'n)

ist. Das folgt sofort aus Galoistheorie, denn
Gal (Q(X1,...,Xn)/Q(01,...,00, F)) = Gp.

Jede separable Erweiterung besitzt nach dem Satz vom primitiven Element, Theorem 161, ein
primitives Element. Daher gibt es F' € Q(X},...,X,) mit der gewiinschten Stabilisatoreigen-
schaft. Das ist nur ein erster Schritt, denn wir wollen ein Polynom mit Koeflizienten aus Z. Das
ist aber nicht schwer zu korrigieren. Wir schreiben F' = P/Q mit P,Q € Z[X;,...,X,]. Dann
ist

H=F-[] 0@ =P [[c(Q) € Z[Xy,..., X
oc€Sn o#£l
offensichtlich auch ein primitives Element. U

Definition 368. Die (Galois)-Resolvente zu einem Polynom F € Z[X1,..., X,] ist das Po-
lynom

Rp(T)= ][] (T-o(F))€Zo,... 0]
0cESH/GF

Der Ausdruck o(F') hiangt von o € S, nur iiber seine Nebenklasse cGr € S, /G ab. Daher ist
o(F') in der Definition der Galois-Resolvente eindeutig bestimmt. Die Koeffizienten von Rp(T')
sind invariante Polynome, weil fiir alle 7 € S,

T(Rr)= ] (T -70(F))=Rp.
O'ESn/GF
Durch Multiplikation mit 7 von links werden die Nebenklassen S,,/GF nur permutiert.

Proposition 369. Fir jedes F' € Z[X1,...,X,] ist die Galois-Resolvente Rr das Minimalpo-
lynom von F iber Q(oq,...,0p).

Beweis. Es gilt Rp(F) = 0, also ist Rp ein Vielfaches des Minimalpolynoms. Andererseits gilt
deg(PF/Q(UL.._’gn)) =[Q(o1,...,00, F) : Q(o1,...,00)]
= [Q(Xy,... ,Xn)GF :Q(o1,...,0m)]
[Q(X1,...,Xn) : Qo1,...,04)] _ #S,
[Q(X1,...,Xn) : Q(Xq,..., X,)C¢F]  #Gp
= #(5/Gr) = deg(Rp).

Als sich teilende normierte Polynome gleichen Grades gilt dann Rp = Pp /gy

O

O1yeey0n)"

Sei f=T"+a;T" '+ ...+ a, € K[T] separabel mit Nullstellen a,...,q, in einem alge-

braischen Abschluft, und sei L = K(ay,...,ay)/K der Zerfallungskérper von f. Wir schreiben
p:Gal(f) =Gal(L/K) — S,

fiir die iibliche Struktur als Permutationsgruppe auf {aq, ..., a,}.
Sei G C S, eine Untergruppe und F € Z[X1,...,X,] mit Gp = G. Die Auswertung der
Galois-Resolvente Rp in X; — «;

Rpa(T) = [ (T —o(F)()
c€SL/G
ist ein Polynom in K[T]. In der Tat entsteht Rp o (T) aus Rp(T") durch Auswertung der Koeffi-
zienten mittels o; — (—1)%a;.

Satz 370. Im obigen Kontext nehmen wir an, dafy Rp(T) ein separables Polynom in K[T] ist.
Dann sind dquivalent:
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(a)  Es gibt ein T € S,, mit
p(Gal(L/K)) C 7Gr~ L.
(b)  Die Galois-Resolvente Rp(T') hat eine Nullstelle in K.

Beweis. Es ist Gal(L/K) in einer zu G konjugierten Untergruppe enthalten, genau dann, wenn
p(Gal(L/K)) auf der Menge der

o(F)(X)
mit o € S,,/GF einen Fixpunkt hat, denn der Stabilisator von F'ist G und damit der Stabilisator

von 7(F) gerade TGT 1.
Fiir die Auswertung in « gilt nach (21.1) fiir alle g € Gal(L/K) und P € K[X;,..., X,]

9(P(a)) = (p(9)(P))(a).

Angewandt auf P = 7(F) und angesichts dessen, daf die Galois-Resolvente separabel bleiben
soll nach Auswertung in aq,...,a,, gibt es einen Fixpunkt genau dann, wenn es 7 € S, gibt
mit

T(F)(a)
ist Gal(L/K)-invariant, also ein Element von K. Die Menge der 7(F')(a) sind genau die Menge
der Nullstellen von Rp, (im Zerfallungskérper L/K). O

Aus Satz 370 kann man nun im Prinzip einen Algorithmus bauen, mit dem man Gal(f) als
Permutationsgruppe in S,, bestimmen kann (bis auf Konjugation, was einer Umnummerierung
der Nullstellen entspricht). Dazu muft man

e wissen, dals es stets ein I gibt, so da Rp, separabel bleibt, und
e iiber einem Korper K arbeiten, fiir den sich algorithmisch entscheiden 1afst, ob die Galois-
Resolvente Rp, eine Nullstelle in K hat.
Die Effektivitdt des Verfahrens héngt mafgeblich davon ab, zu jeder Untergruppe G C S,
geeignete Polynome F' moglichst kleinen Grades zu finden mit G = Gg. Verbessern laft sich
der skizzierte Ansatz, indem man relative Galois-Resolventen benutzt. Diese entscheiden fiir ein
Paar
HCG

von Untergruppen von S, bei denen man bereits Gal(L/K) C G weifs, ob die Galoisgruppe
sogar eine Untergruppe einer G-konjugierten von H ist.

Beispiel 371. Das Polynom
0 =X1X3+ XoXy
hat als Stabilisator der S4-Operation die 2-Sylowgruppe Dy, die Diedergruppe des Quadrats

wie man sieht, wenn man alle (4, j) verbindet, so daf X;X; in © als Summand vorkommen, und
bemerkt, dafs diese Konfiguration von D4 erhalten bleibt.
Es gilt (S4: Dy4) = 3, somit hat die Galois-Resolvente Rg den Grad 3. Eine kurze Rechnung
zeigt
Ro(T) = T3 — 09T + (0103 — 404)T + 40904 — 004 — 03.
Dieses kubische Polynom hat als Wurzeln

0 =X1X35+4+ XoXy, 0 = X1 X5+ X3X4, 0" = X1X, + X0 X3,
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deren Stabilisatoren den drei 2-Sylowgruppen von Sy entsprechen. Der Zerfallungskérper von
Ro(T) ist die galoissche S3-Zwischenerweiterung die zum Schnitt aller 2-Sylowuntergruppen,
also zum Normalteiler

Vi C Sy

gehort.
Es gilt nun fiir ein irreduzibles Polynom 4. Grades

T + a1T3 + a2T2 + a3T + a4
unter der Annahme, daf
Ro, =T? — aaT? + (ara3 — 4as)T + 4agay — atay — a3 € K[T)

separabel ist, dafs
e Gal(f) =Vy <= Reo(T) zerféllt in K[T] in Linearfaktoren.
e Gal(f) ~ D4 oder Gal(f) ~7Z/47Z <= Reo(T) hat genau eine Nullstelle in K.
e Gal(f) enthélt einen 3-Zykel <= Rg(T) ist irreduzibel. Da Gal(f) auch transitiv auf
{ai,..., a4} operiert, bedeutet das Gal(f) = A4 oder Gal(f) = S4. In welchem Fall man
sich befindet, entscheidet sich durch das Diskriminantenkriterium aus Satz 365.

Beispiel 372. Die transitiven Untergruppen von Sy sind bis auf Konjugation
Vi, Z/AZ, Dy, Ay, Sy,

wobei Z/4Z durch einen 4-Zykel erzeugt wird und die Dy eine 2-Sylowgruppe ist. Die V; und
Ay sind eindeutig als Normalteiler. Man beachte aber, daf es auch eine nicht-transitive Kopie
von Vj in Sy gibt: zum Beispiel erzeugt von (12) und (12)(34).
Die folgenden Polynome in X7, ..., X4 realisieren diese Untergruppen als Stabilisatoren.
)= Hz‘<j(Xi — Xj) fiir A4,
e O = X1 X3+ XoXy fiir Dy,
e O+ ¢ fiir Vy.
o X?Xo+ X2X3+ X3X,+ X3X, fiir Z/4Z = ((1234)).
e unwichtig: X7+ X2+ X3+ X4 oder jedes andere Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen fiir Sy.

21.3. Die Losungsformel fiir Grad 3. Sei K ein Koérper der nicht Charakteristik 2 oder 3
hat, und sei
f=T°+aT?+ aT + a3 € K[T]

ein kubisches Polynom mit den zu bestimmenden Wurzeln aq,...,as. Durch Verschieben um
ay /3 diirfen wir oBAA annehmen, dafs

a] = 0.
Die Diskriminante berechnet sich dann einfach(er) als
disc(f) = —4a3 — 27d3.

Wenn disc(f) = 0, so ist f nicht separabel und eine erste Nullstelle bekommt man als Nullstelle
von ggT(f, f'). Wir nehmen also an, daf disc(f) # 0. Sei

0= (011 - 042)(042 — 043)(013 — 041).

0= \/—4(13 — 27a§.

—14+y/=3
V=5 .

Dann gilt 62 = disc(f) oder

Wir betrachten weiter eine dritte Einheitswurzel ¢ =

1+¢+¢*=0 (21.2)
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und die Korper

/ L(¢)
|
L=K(ai,...,a3) M(C)
-
M = K ()

Aus Satz 365 folgt, daf Gal(L/M) C As. Wenn f nicht irreduzibel ist, dann hat Gal(f) C Ss
einen Fixpunkt und ist entweder trivial oder zyklisch der Ordnung 2. In jedem Fall ist dann
L = M. Wenn hingegen f irreduzibel ist, dann ist Gal(f) C S3 entweder A oder Ss, in jedem
Fall allerdings ist dann

L(€)/M(C)

zyklisch von Ordnung 3. Die Methode der Lagrange-Resolvente fithrt dann zur Struktur einer
Radikalerweiterung. Wir machen daher den Ansatz

A=+ Cag + CPag
B = a1+ (%as + Cas

und erinnern uns an

0=—a1=a1+a2+ a3
Wir erwarten nun Formeln fiir A3 und B3 aus M ((): aus (21.2) folgt
A+ B =3 (21.3)
A+ (B =3Ca;3 (21.4)
A+ (%2B = 3Cay (21.5)

A=B= (¢~ a2 —a3)
A—(B=(1-()(—ay)
A-CCB=(*-1)(a3 — ).
Somit
A3+ B* = (A+ B)(A+(B)(A+(*B)
= 271003 = —27as,
A3 —B3=(A—B)(A—-(B)(A-(’B)
= (¢~ *)(az — a3)(1 = (a1 — a2)(¢* — 1)(az — 1)
=3(¢* - Q)6
folglich (Wenn man stattdessen —d als Wurzel von disc(f) gewéhlt hat, dann vertauschen an
dieser Stelle A und B. Das permutiert die Nullstellen nur.)
27 3

A® = —5 a3+ §(C2 = ¢)d,
27 3
B’ = —5 s §(C2 —¢)é.
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Die dritten Wurzeln A und B sind allerdings nicht ganz unabhéngig zu wahlen. Der Ansatz fiihrt
durch Ausmultiplizieren auf

AB = Oz% + a% + a% — a1y — Qo — Q3] = (0% —309)(a) = —3ay

so dafl die Wahl von

die Wahl von

bedingt. Die finale Losungsformel fiir die o ergibt sich dann aus (21.3) — (21.5). Man kann die
Formeln noch ein wenig polieren:

Satz 373 (Cardanosche Formel). Sei K ein Korper nicht von Charakteristik 2 oder 3, und sei
f(T) =T° + agT + a3

ein kubisches Polynom aus K[T]. Es sei ¢ eine primitive dritte Finheitswurzel. Wir wéhlen in
algebraischen Erweiterungen von K
5+ (5)
z=(— —
(5) (5

§= vz

_ 3/ @3
u = 2+§

mit der Bedingung

Dann sind die Lésungen von f(T) =0 gegeben durch

a1 =u+v,
a2 :CU+C2U7
as = C2u+ (.

Beweis. Den verbesserten Formeln liegt die Subsitution uw = A/3, v = B/3 zugrunde. Der Rest
folgt durch Nachrechnen, etwa z = — disc(f)/(4 - 27) und

(2 =¢)5/9 = —(1+20)8/9 = —+/—disc(f)/27 = —2¢

etc. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §21
Ubungsaufgabe 21.1. Sei G C S, eine Untergruppe. Zeigen Sie, daf§

F=Y (] X00)

ceG =1
ein primitives Element fiir die Erweiterung

K(X1,...,X,)¢/K(01,...,00)

ist.
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Teil 5. Appendix
ANHANG A. DAS ZORNSCHE LEMMA

Um zu beweisen, daf jeder Korper in einem algebraisch abgeschlossenen Korper enthalten ist,
brauchen wir etwas mathematische Logik.

A.1. Das Auswahlaxiom. Zu einer Menge M bezeichnen wir mit
PM)*={SCA; S#0}
die Menge aller nichtleeren Teilmengen von A, also die Potenzmenge von A ohne die leere Menge.

Definition 374. Eine Auswahlfunktion auf einer Menge M ist eine Abbildung
f:P2(M) =M
mit der Eigenschaft, daf
f(A)e A
fiir alle A € Z(M)*. Die Funktion f stellt also fiir jede nichtleere Teilmenge A von M ein
Element aus A bereit.

Auswahlfunktionen sind nichts anderes als Elemente des katesischen Produkts von Mengen

II 4

0£ACM
Axiom 1 (Auswahlaxiom). Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion.

Mittels der Interpretation als Elemente des kartesischen Produkts besagt das Auswahlaxiom
also letztlich nur, daft das Produkt nichtleerer Mengen wieder nicht leer ist.

Dies klingt plausibel, muf aber im Rahmen der Mengenlehre axiomatisch gefordert werden.
Wir verweisen auf mathematische Logik zur Klarung der logischen Zusammenhénge und be-
schréinken uns hier darauf, die Aquivalenz zum Wohlordnungssatz und zum Lemma von Zorn zu
beschreiben.

A.2. Der Wohlordnungssatz.

Definition 375. (1) Eine (partielle) Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation < auf
der Menge M, so dak fiir alle x,y,z € M gilt:
(i)  transitiv: Wenn z < y und y < z, dann gilt = < z.
(ii)  antisymmetrisch: Wenn = < y und y < z, dann gilt x = y.
(i) reflexiv: x < z.

(2) Eine totale Ordnung auf einer Menge M ist eine partielle Ordnung auf M, so dafs
zusétzlich
(iv) z <y odery <z gilt.

(3) Eine Wohlordnung auf einer Menge M ist eine partielle Ordnung < auf M, so dak fiir
jede nichtleere Teilmenge S C M ein kleinstes Element beziiglich < gibt, d.h. es gibt x € S
so dafs fiir alle y € S:

T < y.

Eine Menge kann wohlgeordnet werden, wenn es auf ihr eine Wohlordnung gibt.

Beispiel 376. (1) Die Potenzmenge einer Menge M hat eine partielle Ordnung: die Inklusion.
Diese partielle Ordnung ist im Allgemeinen nicht total geordnet.

(2) Die Menge Z ist beziiglich der iiblichen <-Relation total geordnet, aber nicht wohlgeordnet.
Aber Z kann wohlgeordnet werden, indem man etwa setzt

01=x-1=xX2=<-2=<3=<x-3=X...
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(3) Die Menge N mit der iiblichen <-Relation ist wohlgeordnet, aber Ry = {r € R ; r > 0}
mit < nicht.
(4) Die folgende Menge rationaler Zahlen

1
M={m-—; n,meN}
n
mit der iiblichen <-Ordnung ist wohlgeordnet.

Lemma 377. Jede wohlgeordnete Menge ist total geordnet.

Beweis. Sei M wohlgeordnet und x,y € M beliebig. Dann hat {z,y} ein kleinstes Element,
oBdA z, somit = < y. O

Axiom 2 (Wohlordnungssatz). Jede Menge kann wohlgeordnet werden.
Das ist schon weniger plausibel als das Auswahlaxiom.
A.3. Das Lemma von Zorn.

Definition 378. (1) Sei M beziiglich < partiell geordnet. Ein Element x € M heilt obere
Schranke fiir die Teilmenge S C M, wenn y < z fiir alle y € S gilt.

(2) Die Menge M heifst beziiglich der Ordnung < induktiv geordnet, wenn jede total ge-
ordnete Teilmenge S C M eine obere Schranke in M besitzt.

(3) Ein Element x € M einer beziiglich < partiell geordneten Menge M heifst maximales
Element, wenn fiir alle y € M mit x <y schon x = y gilt.

Beispiel 379. (1) Sei M eine Menge. Die Menge der Teilmengen von M ist beziiglich der
Inklusion induktiv geordnet. Eine Obere Schranke ergibt sich als Vereinigung.

(2) Sei M eine Menge. Die Menge der echten Teilmengen U C M, also U # M, ist beztiglich
Inklusion partiell geordnet. Fur jedes a € M ist U, = M \ {a} ein maximales Element.

Axiom 3 (Lemma von Zorn). Sei M eine nicht-leere, beziiglich < induktiv geordnete Menge.
Dann hat M beziiglich < ein maximales Element.

Notation 380. Sei M eine beziiglich < partiell geordnete Menge x,y € M und S C M eine
Teilmenge.
(1)  Mit z < y bezeichenen wir ‘x <y und = # y’.
(2)  Weiter setzen wir
S<z={s€S5; sz}
Sz ={seS; s=<uz}.
A.4. Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn. Wir zeigen nun die
logische Aquivalenz dieser drei Aussagen.
Theorem 381. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a)  Es gilt das Lemma von Zorn.
(b)  Es gilt der Wohlordnungssatz.
(¢)  Es gilt das Auswahlaxiom.

Beweis. (a) = (b): Sei M eine Menge. Wir definieren die Menge
W ={(A,=<); AC M, =< ist Wohlordnung auf A}

der mit einer Wohlordnung ausgestatteten Teilmengen von M. Die Menge # ist partiell geordnet
durch
(4,24) < (B,=B)

wenn
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(i)  =<p setzt <4 fort: fir alle z,y € Agilt z <4y < z <py,
(ili) firallea€e Aund be B\ Agilt a = b.
Dann ist # mit < induktiv geordnet: sei (A;, =;)ier eine total geordnete Teilmenge von # . Eine
obere Schranke wird gegeben durch
A=JA

el
mittels fiir alle a,b € A
a=b < a =;bsofern a,b € A,.

Dies ist wohldefiniert und eine partielle Ordnung, da die <; einander fortsetzen. Die Vereinigung
A ist mit < wohlgeordnet: sei S C A eine nicht-leere Teilmenge. Dann gibt es ¢ € I mit
S; := SN A; # 0. Da A; beziiglich <; wohlgeordnet ist, gibt es ein kleinstes Element xz € S;.
Dieses ist auch kleinstes fiir S, da alle Elemente aus S\ S; sowieso grofer sind. Hier geht die
strenge Eigenschaft (iii) der Ordnung < auf # ein.

Die Menge # ist nicht leer, da () C M eine Teilmenge ist, die wohlgeordnet werden kann.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es demnach ein maximales Element in #. Dies sei (A4, <).
Wenn A # M, dann gibt es x € M \ A und auf AU {z} die Wohlordnung, die < fortsetzt durch
a < x fiir alle a € A. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitédt. Somit mufs A = M sein und M
besitzt eine Wohlordnung.

(b) = (c): Sei M eine Menge. Auf dieser existiert nach Voraussetzung eine Wohlordnung <.
Wir definieren nun eine Auswahlfunktion fiir nicht-leere Teilmengen A von M durch
f(A) := kleinstes Element von A beziiglich <.

Damit erfiillte M das Auswahlaxiom.

(¢c) = (a) nach Grayson, Kneser und Zermelo: Wir beweisen dies durch Widerspruch. Wir
nehmen also an, dafs es eine beziiglich < induktiv geordnete, nicht-leere Menge M ohne maximale
Elemente gibt.

Schritt 1, Auswahl oberer Schranken: Zu jeder totalgeordneten Teilmenge T C M ist die
Menge der oberen Schranken aufterhalb T°

Ur={xeM;t<zfiralleteT}#0

nicht leer, denn es gibt eine obere Schranke xy von T, die nach Voraussetzung nicht maximal
sein kann, was durch ein zg < x bezeugt wird. Dieses x liegt in Ur.

Nach dem Auswahlaxiom gibt es nun eine Auswahlfunktion, die simultan aus allen Ur ein
Element auswéhlt. Damit konstruieren wir

f:{T C M ; T total geordnet} — M
mit f(7T) € Ur.
Schritt 2, Beweisidee: Wir machen nun intuitiv das folgende. Die leere Menge ist total geordnet
und f(0) = zp € M ein Element (spétestens hier brauchen wir, daf M nicht leer ist). Dann

ist {zo} total geordnet, und =1 = f({zo}). Wegen xo < 1 ist auch {zg,z1} total geordnet.
Induktiv konstruieren wir

Tnt1 = f({zo,...,2n})
und weiter, wenn die natiirlichen Zahlen zu Ende sind
an = f({zo,z1,...}).
Weiter geht es dann mit
N1 = f({zo, 21, ..} U {zn}).
Diese Konstruktion hort nie auf und liefert eine Abbildung aller Ordnialzahlen injektiv in M.

Das geht nicht, da irgendwann die Ordnialzahlen eine grofere Méachtigkeit haben als M. Mit der
Theorie der Ordinalzahlen wéren wir nun fertig. Ohne sie miissen wir noch ein wenig arbeiten.
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Schritt 3, f-Mengen: Wohlgeordnete Teilmengen sind insbesondere nach Lemma 377 total
geordnete Teilmengen. Wir sagen, daft eine wohlgeordnete Teilmenge W C M eine f-Menge ist,
wenn

(i)  fir alle z € W gilt
f(W<x) =Z,
(ii)  und zg = f(0) € W.
Die eben konstruierten Mengen {xg, z1,...,2,} sind Beispiele von f-Mengen.

Schritt 4, die Menge aller f-Mengen ist total geordnet: Zu f-Mengen V und W betrachten
wir die Vereinigung T aller Mengen S C V NW fiir die es v € V und w € W gibt mit

Vap = 5 = Wa.

Die Menge T ist somit die Vereinigung der in V' und W gleichen ‘Anfangsstiicke’.
Fiir alle t € T gilt dann

V¢ CTund W<, C T, (A.1)
denn es gibt S, v € V und w € W wie oben mit t € S = V<, = W<, C T, und dann ist auch
Ve CVzy=8CT
und analog fiir W<;. Wenn also @ € V' \ T', dann gilt (und analog fiir W):
T C Vg, (A2)
denn sonst gibt es t € T" mit @ < ¢ und dann einen Widerspruch a € T" aus (A.1).

Wir behaupten nun, dafs die Menge der f-Mengen beziiglich Inklusion total geordnet ist,
genauer behaupten wir 7' =V oder T'= W. Angenommen 7' C V und 7' C W. Jetzt brauchen
wir, daft V', W wohlgeordnet sind, denn damit sind wohldefiniert

ap =minV \ T und by = min W \ T.
Folglich gilt
V—<a0 g T
was zusammen mit (A.2) (und analog fiir W)
T = Vigy = W,
ergibt. Die f-Mengen Eigenschaft fiihrt nun zu einem Widerspruch, denn
to=ao = f(Vzay) = f(T) = f(Wzp,) = bo
bedeutet, dafs T'U {tp} €V N W und
TU {to} = Vi U {ao} = Vza
und analog T'U {to} = Wxp,. Damit ist S = T'U {to} eine der Mengen, deren Vereinigung 7 ist,
also tg € T: Widerspruch.
Schritt 5, Vereinigung aller f-Mengen: Wir setzen nun
F= U w
W ist f-Menge
Dies ist selbst eine f-Menge, denn
(1) F ist wohlgeordnet: fiir alle ) # S C F ist

min S = min SNWw.
SNW#£D,W ist f-Menge

Mindestens ein S N W ist nicht die leere Menge, und die Minima sind unabhéngig vom
gewdhlten W, weil je zwei f-Mengen V, W das gleiche Anfangsstiick T" haben.
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(2) Zujedem x € F ist
F—<x = W—<w7
sofern W eine f-Menge ist mit € W. Daher gilt auch

= f(Wzz) = f(Fza).
Schritt 6, Der Widerspruch: Die Menge

FU{f(F)}

enthélt echt die Menge F' und ist selbst eine f-Menge. Das geht nicht, denn jede f-Menge ist in
F' enthalten. Widerspruch. U

ANHANG B. MEHR UBER PERMUTATIONSGRUPPEN
Ziel dieses Anhangs ist ein Satz von Jordan iiber primitive Permutationsgruppen.

Definition 382. Ein Block fiir eine Permutationsgruppe G < S); ist eine Teilmenge B C M,
so daf fiir alle g € G

(a) g(B)= B, oder

(b) g¢g(B)NnB=4.

Beispiel 383. (1) Es gibt stets die trivialen Blocke bestehend aus einem Element, oder beste-
hend aus der ganzen Menge.

(2) Betrachtet man beim Rubik’s Cube nur die Wirkung der Drehungen auf den Eckenplétt-
chen, dann sind je drei davon die Farben einer Ecke. Diese bleiben stets zusammen und
bilden daher einen Block.

Proposition 384. Sei B ein Block fiir eine transitive Permutationsgruppe G < Siy.

(1) Fir alle g € G ist auch g(B) ein Block.
(2) Wir setzen Gp := {g € G ; g(B) = B} fir den Stabilisator des Blocks als Teilmenge.
Dann ist

M= |]J g¢B)
9€G/Bp
eine disjunkte Zerlegung in Blocke.
(3) Es gilt ist # ein Teiler von #G und
#M =#B - (G:Gp).

Beweis. (1) Wir miissen zeigen, daf fiir alle h € G aus hg(B) N g(B) # 0 folgt hg(B) = g(B).
Dazu operieren wir mit ¢! und schon folgt alles aus der entsprechenden Eigenschaft von B.
(2) Dies ist einfach nur die Vereinigung der Translate von B ohne Mehrfachnennung. Die
Vereinigung ist disjunkt nach (1). Weil G transitiv operiert, ist dies ganz M.
(3) folgt aus der Zerlegung in (2), weil fur alle g € G gilt #g(B) = #B. O

Wenn eine transitive Permutationsgruppe, wie dies Gal( f) fiir irreduzibles f so ist, einen Block
B C M besitzt, dann kann man eine kleinere Untergruppe von Sj; angeben, in der G enthalten
ist. Dies ist die Untergruppe der Permutationen, welche die Blockzerlegung M = |J;c; B; in
Translate B; = g;(B) von B respektieren:

Su.p :={o € Sy ; fiir alle i € I gibt es ein j € I mit o(B;) = B,}.
Diese Gruppe hat einen Normalteiler

158 ={oc €Sy ; firalleic I git o(B;) = B;}
el
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und die Faktorgruppe ist natiirlich isomorph zu Sy, der Permutationsgruppe der Blécke als
ganzes. Wir haben eine kurze exakte Sequenz

1_>HSBi_>SM,B_>SI—>1
el
und G C Sy.B.

Definition 385. Eine primitive Permutationsgruppe ist eine transitive Permutationsgruppe,
die nur die trivialen Blocke hat. Andernfalls, wenn es nichttriviale Blécke gibt, dann nennt man
die transitive Permutationsgruppe imprimitiv.

Lemma 386. Fine transitive Permutationsgruppe G < Sy ist primitiv genau dann, wenn der
Punkt-Stabilisator

Go=1{9€G g(a) =a}

fiir ein (aquivalent fir alle) a € M eine mazimale Untergruppe von G ist.

Bewers. Wegen Gy () = 0G,0~ ! sind die Punkt-Stabilisatoren simtliche konjugiert. Daher sind
entweder alle oder keine der Gruppen G, maximal in G.

Angenommen, es gibt einen nichttrivialen Block B C M. Wir wihlen ¢ € B. Dann sind die
Inklusionen in

G, CGp={oeG;o(a)eB} CG

jeweils echt, da G transitiv auf M operiert. Somit ist G, nicht maximal.

Sei umgekehrt G, nicht maximal und G, € H C G eine echte Zwischengruppe. Der Orbit
B = Ha C M ist dann ein nicht-trivialer Block. Wenn némlich fiir g € G der Schnitt g(B) N B
nicht leer ist, dann gibt es h, k € H mit

gh(a) = k(a)
also k~'gh € G, C H. Daher gilt auch g € H und ¢(B) = g(Ha) = Ha = B. Somit ist B in der
Tat ein Block. (]
Lemma 387. Sei G — Sy eine transitive Permutationsgruppe. Dann sind dquivalent.
(1) G ist 2-transitiv.
(2) FEs gibt ein a € M, fir das der Stabilisator
Ga={9€G gla) =a}
auf M\ {a} transitiv operiert.

Beweis. (2) = (1): Es reicht aus, fiir ein festes b € M \{a} das Paar (a, ) auf ein beliebiges Paar
(z,y) mit x # y abzubilden. Da die Operation transitiv ist, gibt es ein g € G mit g(a) = . Dann
ist g~ 1(y) € M\ {a} und somit gibt es ein h € G, mit h(b) = g~*(y). Dann gilt gh(a,b) = (z,v).

(1) = (2): Seien b,c € M \ {a}. Dann gibt es ein g € G mit g(a,b) = (a,c), oder anders
ausgedriickt g € G, und ¢(b) = ¢. Also ist die Operation von G, auf M \ {a} transitiv. O

Lemma 388. Sei G — Sy eine transitive Permutationsgruppe, und A C M eine echte Teil-
menge. Dann ist fir alle a € M

Agi= (] o(A). (B.1)

ein Block von M.

Beweis. Erst einmal ist a € A, und A, nicht leer. Sei g € G ein Element. Dann gilt offensichtlich
sofort aus der Definition

g(Aa) - ﬂ gU<A) = ﬂ gU(A) = Ag(a)'
o, aco(A) go, gla)€ga(A)
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Wenn b € A,, dann gilt offensichtlich
Ay CA,,
da hochstens iiber mehr Teilmengen geschnitten wird. Weil aber die G-Operation transitiv ist,
gibt es g € G mit b = g(a) und daher ist
#Ap = #A40) = #Aq.
Als gleichméchtige Teilmenge gilt demnach
Ap = A,
Seien nun a € M beliebig. Wenn es ein ¢ € A, N g(Ay) = Ay N Ay, gibt, dann ist
Ay =Ac = Ag(a) = g(Aa).
Daher ist A, ein Block von G < S);. U

Satz 389 (Jordan). Sei G < Sy eine primitive Permutationsgruppe. Wenn es ein T C M gibt
mit

(i)  H#T>2und S=M\T hat #S > 1, und

(i)  Die Untergruppe Fs = {g € G ; g(s) = s fiir alle s € S} operiert transitiv auf T,

dann ist G eine 2-fach transitive Permutationsgruppe.

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, wie wir T’ grofer machen kénnen. Angenommen es gibt
ein g € G mit

e T"=TUgy(T)# M, und

e TNg(T) #0.
Dann konnen wir 7' durch 7" ersetzen. Es gilt dann S' = M \ T = SN g(S). Es operiert

gFsg™" = Fyq)
transitiv auf g(7') (durch Strukturtransport mittels Translation mit g von der transitiven Ope-
ration von Fg auf T'). Wegen
Fgund Fyg) C Fgr
operiert Fg schon mal mit hochstens zwei Bahnen auf T”, namlich eine die T und eine Bahn die
g(T') enthélt. Diese Mengen schneiden sich nach Voraussetzung, so daf es nur eine Bahn geben
kann.

Schritt 2:

Weil G primitiv ist, gibt es ein g € G mit g(T)NT # () und g(T) # T. Solange TUg(T) # M
gilt, konnen wir also T" durch 7" wie oben ersetzen und T' vergrofern. Wir diirfen also annehmen,
daf fiir alle g € G gilt

e g(T) =T oder
e TUg(T)=M.
Schritt 3: Wir wenden nun Lemma 388 fiir ein a ¢ T auf A =5 = M \ T and. Weil
a € A,
ein Block von G auf M ist, aber G primitiv ist, so gilt
A, = {a}
und als Komplement dazu

M\{a}= |J o).
o, a¢o(T)
Wenn es dabei ein o gibt, mit o(7") # 7', dann muf wegen Schritt 2 schon T'U o(T") = M sein,
ein Widerspruch. Daher gilt fiir alle o, iiber die vereinigt wird, schon o(7") = T'. Somit gilt

T = M\ {a},
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und G, = Fj\r operiert transitiv auf 7' = M\ {a}. Nach Lemma 387 ist G somit 2-transitiv. [J

Korollar 390 (Jordan). FEine primitive Permutationsgruppe G < Sy, die eine Transposition
von Syr enthdlt, ist notwendig bereits G = Syy.

Beweis. Sei 1, € G die Transposition von a,b € M. Dann erfiillt 7' = {a,b} C M die Voraus-
setzung von Satz 389, und G ist 2-transitiv.

Seien z,y zwei verschiedene Elemente in M. Dann gibt es ein ¢ € G mit g(a) = x und
g(b) = y. Wir sehen, dak die Transposition von z,y

—1
Tz,y = 9Tabg

auch in G enthalten ist. Damit enthélt G alle Transpositionen aus Sy, also ein Erzeugenden-
system von Syy. O

UBUNGSAUFGABEN zU §B

Ubungsaufgabe B.1. Wir betrachten eine endliche Gruppe G als Permutationsgruppe durch
Linkstranslation auf sich selbst: G < S¢. Bestimmen Sie die Blocke dieser Permutationsgruppe.
Fiir welche G ist dies eine primitive Permutationsgruppe?

ANHANG C. STRUKTURSATZE FUR ABELSCHE GRUPPEN

In diesem Anhang behandeln wir die Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen und
beweisen Pontrjagin—Dualitét fiir endliche abelsche Gruppen.

C.1. Endlich erzeugte abelsche Gruppen. Was wir in diesem Abschnitt iiber abelsche Grup-
pen lernen, funktioniert so direkt analog auch fiir Modul iiber Hauptidealringen.

C.1.1. Freie abelsche Gruppen.

Definition 391. Eine Basis fiir eine abelsche Gruppe A ist eine Tupel (z;);c; von Elementen
z; € A so dak jedes g € A auf eindeutige Art und Weise als endliche Summe

a = E ;5
7

mit a; € Z und fast alle a; = 0 geschrieben werden kann.
Eine freie abelsche Gruppe ist eine Gruppe, die eine Basis besitzt.

Beispiel 392. (1) Die Gruppe Z" der Zeilen mit Eintrdgen aus Z ist eine freie Gruppe mit
Basis der e; € Z'™ fiir i = 1,...,n dem Vektor mit 1 im ¢-ten Eintrag und 0 sonst.

(2)  Sei I eine Menge und Z!) = @,_; Z die mit I indizierte direkte Summe von Kopien von
Z. Dann ist ZU) per Konstruktion eine freie Gruppe mit der Basis bestehend aus den
Elementen ¢; € Z() deren i ter Eintrag 1 und alle anderen Eintriige 0 sind.

(3)  Sei A eine freie Gruppe mit Basis (z;);e7. Dann ist

Z(I) — A, (az) — Zaixi,
el
ein Gruppenisomorphismus (die auftretenden Summen sind endliche Summen!).

Umgekehrt fiir ein solcher Isomorphismus durch das Bild der Basis (e;) ¢ auf eine Basis
von A.

Definition 393. Der Rang einer freien abelschen Gruppe A ist die Méchtigkeit einer Basis von
A und wird mit

rg(A) = rgy(A)
bezeichnet.



158 JAKOB STIX

Man muf sich iiberlegen, dafs die Definition des Rangs wohldefiniert ist. Fiir freie abelsche
Gruppen endlichen Rangs ist das leicht. Hat A eine Basis von Méchtigkeit n, dann ist A ~ Z"
und daher

#(AJ24) = #(Z"/22") = #(2)22)" = 2"

Somit bestimmt A iiber A/2A den Wert von n, dieser ist somit unabhéngig von der gewahlten
Basis.

Ein Basiswechsel der Standardbasis eq, . . ., e, von Z" zu einer neuen Basis by, . . ., b, entspricht
einem Automorphismus S : Z" — Z" definiert durch e; — S(e;) = b;, der neue Koordinaten auf
alte Koordinaten abbildet. Der Automorphismus wird durch die ganzzahlige n x n-Matrix

S =(b1,...,by) € My(Z)
und Matrixmultiplikation vermittelt. Die Invertierbarkeit bedeutet, dak S € GL,(Z), also
det(S) = £1.

Definition 394. Die allgemeine lineare Gruppe der Grofe n iiber dem Ring R ist die
Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation der Matrizen

QL. (R) = {A € My (R) ; det(R) € R*}.

Es ist zu iiberlegen, warum GL,, (R) eine Gruppe ist. Neutrales Element ist die Einheitsmatrix
E,,, Assoziativitat folgt aus der Assoziativitdt im Ring der Matrizen M, (R). Einzig fraglich ist
die Existenz des Inversen. Sei flij die Matrix, die aus A entsteht durch Loschen der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte. Sei weiter A% die Matrix mit

(A#)ij = (—1)i+j det(Aji).
Wichtig ist, dak A% sich durch Polynome in den Eintrigen von A ausdriicken lift. Dann gilt
A-A# = A% . A =det(A) - E,,.

Dies gilt bekanntermafien, wenn R ein Korper ist, und sofort auch, wenn nur R ein Teilring eines
Kérpers ist. Damit gilt es fiir die allgemeine Matrix 2" = (Xj;) in der die Eintrdge Variablen
Xij in dem Polynomring Z[X;;;1 < 4,5 < n| sind, denn der Polynomring ist als Integritatsring
in seinem Quotientenkorper enthalten. Der allgemeine Fall folgt durch Einsetzen der Eintrége
von A = (a;;) also durch Anwendung des Homomorphismus nach R, der auf den Vairablen durch
Xij  a;; definiert ist.

Da wir fiir A € GL,(R) fordern, daf det(A) € R* invertierbar ist, und weil

det(A)" ! = det(det(A) - E,)/ det(A) = det(A - A7)/ det(A) = det(A™)
auch invertierbar ist, so ist auch
A7t =det(A)1 - A* € GL,(R),
und tiberdies das gesuchte Inverse zu A.
Lemma 395. Es gilt vermdége Matrixmultiplikation
Aut(Z"™) = GL,(Z).

Beweits. Das ist nun klar. O

C.1.2. Untergruppen von freien abelschen Gruppen.

Lemma 396. Eine Untergruppe B einer endlich erzeugten abelschen Gruppe A ist wieder endlich
erzeugt.
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Beweis. Das folgt sofort aus der Tatsache, dafl Z ein noetherscher Ring ist, soll hier aber direkt
bewiesen werden.

Sei x1,...,x, ein endliches Erzeugendensystem fiir A. Wir setzen A; = (zj,...,x;) und
erhalten eine aufsteigende Firltrierung durch Untergruppen A; C A. Der Quotienten A;/A;_1
wird vom Bild von x; erzeugt und ist daher zyklisch. Sei B; = B N A;. Dann ist

Bi/Bi—1 — Ai/Ai1

als Untergruppe einer zyklischen Gruppe ebenso zyklisch. Sei y; € B; ein Urbild eines Erzeugers
von B;/B;_1. Dann folgt per Induktion nach i daf v, ..., y; die Gruppe B; erzeugen. Da B,, = B
folgt die Behauptung. O

Nun zu Untergruppen von freien abelschen Gruppen.
Satz 397. Jede Untergruppe B einer freien abelschen Gruppe A ist wieder frei. Es gilt
rg(B) < rg(A).
Genauer gibt es eine Basis (z;)ier von A und d; € Ny fir alle i € I, so daff
(diwi)ier
eine Basis von B ist.

Wir zeigen Satz 397 nur fiir freie abelsche Gruppen von endlichem Rang.

Beweis von Satz 397. Nach Lemma 396 ist B endlich erzeugt, etwa durch by, ..., b,,. Nach Wahl
einer Basis von A, also einem Isomorphismus A ~ Z™ kann man die b; als Spalten einer Matrix
M auffassen, die eine Abbidlung durch Matrixmultiplikation

M-.7™m —=7"

liefert. Das Bild ist als Erzeugnis der Spalten dann gerade B, bzw. das Bild von B in A ~
Z". Ein Wechsel der Basis von A entspricht der Multiplikation SM mit einem S € GL,(Z).
Analog entspricht MT mit T € GL,(Z) einem Wechsel der Erzeuger by,..., by, (allerdings
keinem beliebigen, denn die Anzahl bleibt ja gleich, aber das tut nichts zur Sache). Nach dem
Elementarteilersatz 404 angewandt auf den Hauptidealring R = Z findet man nun S und 7T, so

dal
SMT

Diagonalgestalt hat. Damit hat man die gesuchte Basis gefunden und der Rest folgt sofort. [

C.1.3. Grifiter gemeinsamer Teiler und Matrizmultiplikation. Bevor wir den Elemetarteilersatz
beweisen kénnen, brauchen wir ein paar Vorarbeiten.

Definition 398. Sei A eine Matrix mit Eintrdgen aus einem Hauptidealring. Es bezeichne
ggT(A) den grokten gemeinsamen Teiler der Eintrége der Matrix A.

Lemma 399. Sei R ein Hauptidealring und A € My, xn(R), S € My (R) und T € M, (R). Dann
gilt:

(1) ggT(A) teilt ggT(SA) und ggT(AT).

(2) Sind S, T invertierbar, so gilt ggT(A) = ggT(SA) = ggT(AT).

Beweis. (1) Die Eintrége von SA und AT sind Linearkombinationen der Eintrdge von A, daher
Vielfache von ggT(A).
(2) Wir wenden (1) auf Multiplikation mit S und mit S~! an. Es folgt

geT(A) | ggT(SA) | ggT(S™1SA) = ggT(A)
und daher die gewtiinschte Gleichheit ggT(A) = ggT(SA). Die Aussage fiir AT folgt analog. O
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Lemma 400. (1) Sei w = (ai,...,am) € R™ ein Zeilenvektor und d = ggT(w). Dann gibt es
eine invertierbare Matriz T' € GLy,(R) mit wT = (d,0...,0).

(2) Analog gibt es fiir einen Spaltenvektor v der Linge n eine invertierbare Matriz S € GL,(R)
so, dafl in Sv die erste Zeile d ist und alle anderen Eintrige verschwinden.

Beweis. Offenbar sind die Aussagen (1) und (2) durch Transponieren zueinander dquivalent.
Daher beweisen wir nur (2). Wir verwenden Induktion nach der Grofe n des Vektors. Fiir
n = 1 ist nichts zu zeigen. Des weiteren ist die Behauptung des Lemmas fiir Vektoren v und Bv
dquivalent, wenn B eine invertierbare Matrix ist, denn nach Lemma 399 gilt ggT(v) = ggT(Bwv).

Sei v = (¢}) mit einem Spaltenvektor v" der Linge n — 1. Per Induktionsvoraussetzung gibt
es eine Matrix S’ € GL,_1(R) so dak S’v’ nur noch einen nichtverschwindenden Eintrag d’ in

der ersten Zeile hat. Dann ist die Blockmatrix

10
o=(o 5)

invertierbar, und es hat Bv nur noch nichtverschwindende Eintrdge in den ersten beiden Zeilen.
Jetzt reicht es offenbar, den Fall n = 2 zu beherrschen.
Sein=2und v = (3;) Nach dem Satz von Bézout gibt es in R eine Relation

T1a1 + Toa0 = d.

o I T2
S_< —ag/d al/d>
das Gewiinschte: Sv = (g). Es ist d = ggT(Sv) = ggT(v) nach Lemma 399. O

Damit erfullt die Matrix

C.1.4. Fitting-Ideale. Die Eindeutigkeitsaussage im Elementarteilersatz folgt schnell aus der
Theorie der Fittingideale, von der wir nur das notigste beweisen.

Definition 401. Sei A € M, (R) eine Matrix mit Eintrigen in einem beliebigen kommutati-
ven Ring R. Fiir v > 0 ist das v-te Fittingideal von A dasjenige Ideal

Fitt, (A) C R,

welches von den Minoren der Gréfie n — v der Matrix A, also den Determinanten von quadrati-
schen (n —v) x (n — v)-Untermatrizen von A, erzeugt wird. Wir setzten

Fitt,(A) = R
(Minoren der Grofe 0 sind per Konvention alle 1), und
Fitt, (A) = (0),

sobald n — v > min{n, m} und damit keine quadratischen Untermatrizen der Grofe n — v in A
Platz finden.

Bemerkung 402. (1) Da ein (r 4+ 1)-Minor eine Linearkombination von r-Minoren ist, bilden
die Fittingideale einer Matrix A € M, xm(R) eine aufsteigende Kette von Idealen

(0) C Fittg(A) C Fitty(A) C ... C Fitt,_1(A) C Fitt,(A) = R

von R. Dabei ist Fitt,_1(A) gerade das von den Eintrdgen von A erzeugte Ideal.
(2) Die Nummerierung der Fittingideale ist auf den ersten Blick merkwiirdig, hat aber einen
tieferen geometrischen Sinn. Es geht um die Struktur des Quotientenmodules
M =R"/AR™.

Der Quotienten R — R/ Fitt,(A) beschreibt den Ort in Spec(R), an dem M einen Rang
> v hat.
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Lemma 403 (Fitting’s Lemma). Sei R ein Ring, A € Myxm(R) und S € GL,(R) und T €
GL(R). Dann gilt
Fitt, (A) = Fitt, (SA) = Fitt, (AT).

Bewetis. Man hat nur
Fitt, (SA) C Fitt, (A)
nachzuweisen, denn dann gilt

Fitt, (A) = Fitt, (S~'SA) C Fitt, (SA) C Fitt, (A).

Die Aussage fiir AT erhélt man analog durch Transposition.

Berechnen wir den Minor derjenigen Untermatrix (SA);; von SA deren Zeilenindizes nur
i € I und Spaltenindizes nur j € J durchlaufen (#I = #J). Wir stellen zunéchst fest, dafs die
Zeilenvektoren von (SA);; Linearkombinationen der auf den Indexbereich j € J eingeschréank-
ten Zeilenvektoren von A (alle Zeilen, nicht nur ¢ € I) sind. Dies folgt unmittelbar aus der
Definition der Matrizenmultiplikation. Die Koeffizienten der Linearkombination stehen in der
entsprechenden Zeile von S. Sodann berechnen wir die Determinate von (SA)r; vermoge der
Multilinearitét in jeder Zeile als eine Linearkombination von Determinaten von auf den Bereich
j € J eingeschriankten Zeilenvektoren von A, also entsprechende Minoren von A. Terme, in denen
eine Zeile doppelt auftritt, verschwinden. Damit liegt det(SA)r; im entsprechenden Fittingideal
von A. O

C.1.5. Der Elementarteilersatz.

Satz 404 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring und A € Myxm(R).
Dann gibt es invertierbare Matrizen S € GLp(R) und T' € GLy(R), so daf$

dq

SAT = 4

mit s < min{n,m} und sich steigend teilenden Elementen dy|dz|...|ds des Rings R. (Alle rest-
lichen FEintrage der Matriz sind 0.)

Die natiirliche Zahl s und die d; bis auf Assoziertheit sind eindeutig bestimmt, d.h., sie hdangen
nicht von den Matrizen S,T ab.

Beweis. Wir werden versuchen, durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und
rechts die Matrix A auf die Blockform

zu bringen, wobei d = ggT(A) gelten soll. Somit teilt d jeden Eintrag der Matrix A’. Wir
schliefen dann per Induktion nach der Groéfse n+m der Matrix indem wir den Induktionsschritt
auf die Matrix éA’ € M(n_l)x(m_l)(R) anwenden. Dabei ist wichtig, daft durch Multiplikation
mit invertierbaren Matrizen von links und rechts sich der ggT nicht dndert, siche Lemma 399.
nichts édndert.

Der Induktionsanfang (n = 1 oder m = 1) wurde bereits in Lemma 400 bewiesen. Zum
Induktionsschritt wenden wir Lemma 400 auf die erste Spalte von Ay = A an. Wir finden ein
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S € GL,(R), so daf

A =S54 = ) (C.2)
: Al

0

Dabei ist a1 als ggT der ersten Spalte ein Teiler des Eintrags von Ay an derselben Stelle. Nun

wenden wir Lemma 400 auf die erste Zeile von A; an, und finden 7' € GL,,(R), so dafs

az |0 -+ 0
*

Ay=AT=| . / (C.3)
. A2

*

Diesmal ist as der ggT der ersten Zeile und damit ein Teiler von a;. Allerdings kontrollieren wir
nicht, ob die Nullen in der ersten Spalte aus dem ersten Schritt erhalten bleiben.

Wir iterieren diese beiden Schritte alternierend und erhalten eine Folge von Matrizen A; mit
erstem Eintrag a; oben links und

ait1 | a;.

Da in einem Hauptidealring kein Element beliebig oft Teiler mit weniger Primfaktoren haben
kann, mufs nach einer Weile a;41 sich nur noch um eine Einheit von a; unterscheiden. Das
bedeutet, dafs dann a; schon der entsprechende ggT ist. In diesem Moment kénnen wir die Nullen
in der ersten Spalte und ersten Zeile durch elementare Spalten- (bzw. Zeilen-)transformationen
erhalten, namlich durch Addition eines Vielfachen der ersten Spalte (bzw. Zeile), die dann die
bereits vorhandenen Nullen nicht wieder zerstéren. Wir erhélten so eine Matrix der Gestalt

(C.4)

Damit sind wir fast am Ziel. Wir kontrollieren nur noch nicht, daf § alle Eintrage von A’
teilt. Dieses Problem ignorieren wir zunéchst und schliefen per Induktion nach n 4+ m auf eine
Diagonalgestalt

o1

Se (C.5)

Nun gehen wir einen Schritt riickwérts und Addieren per Zeilenoperation die 2 < i < s-te Zeile
zur ersten Zeile dazu. In der Matrix

01 ... O

8 (C.6)

ist nun der ggT der ersten Zeile gleich ggT(A). Starten wir mit dieser Matrix das Verfahren
erneut, wird die in (C.4) erreichte Matrix sogar die Eigenschaft haben, daf § = ggT(A) ein
Teiler der Matrix A’ ist, also das Ziel (C.1) erreicht ist. Wieder per Induktion nach n + m folgt
die Existenz der gewiinschten Diagonalgform.
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Jetzt kiimmern wir uns um die Eindeutigkeit der Elemente
dy|dy]...|ds

und der Zahl s. Nach Lemma 403 sind die Fittingideale von A und der erreichten Diagonalform
SAT die gleichen. Wir berechnen mittels der diagonalen Form (in der nur sehr wenige Minoren
von 0 verschieden sind!)

Fitt, (A) = (H1 d;) fallsn—v <s,

(0) fallsn—v>s.

Da dies Invarianten der Matrix A und nicht nur der diagonalen Form SAT sind, schlieffen wir,
dafs sich s und die Elemente d; bis auf Assoziiertheit eindeutig aus den Fittingidealen von A
und damit der Matrix A rekonstruieren lassen. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Parameter der
diagonalen Form. O

C.1.6. Der Struktursatz.

Theorem 405 (Struktursatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei A eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r,s € Ng und 1 < dy,...ds € N mit

dy|ds|...|ds

und einen Isomorphismus

A~7" e PZ/dL.
i=1
Die Zahlen r;s € Ny und d; fir 1 <i <s sind eindeutig.

Beweis. Wir wihlen ein Erzeugendensystem x1,...,z, von A minimaler Linge. Dazu gehort
ein surjektiver Homomorphismus ¢ : Z" — A, der durch e; — x; definiert wird. Der Kern
B = ker(y) ist nach Lemma 396 endlich erzeugt und damit Bild eines Homomorphismus

M:zZzm 7"

mittels Matrixmultiplikation mit M € M,,x,,(Z). Wir wenden den Elementarteilersatz, Satz 404,
auf die Matrix M an. Nach einem entsprechenden Basiswechsel von Z" (das wechselt das Erzeu-
gendensystem fiir A) und Z™ diirfen wir annehmen, daf M die diagonale Form aus Satz 404 hat.
Da das urspriingliche Erzeugendensystem minimale Lange hat, darf kein d; = 41 eine Einheit
sein, denn sonst konnte man nach Basiswechsel und damit Wechsel des Erzeugendensystems das
entsprechen Element weglassen und erhielte ein kiirzeres Erzeugendensystem. Wir setzen noch
d; = 0 fiir alle ¢ > s. Dann ist mit r =n — s

n n S
A7 /MZ™ ~ 7" P diZ. ~ P Z/diZ ~ 77 & @ Z/diZ.
i=1 i=1 i=1

Es bleibt, die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen. Leider folgt diese nicht direkt aus der Eindeu-
tigkeit im Elementarteilersatz, da wir nicht wissen, ob sich durch grundséatzlichen Wechsel des
anfinglichen Erzeugendensystems nicht eine gravierende Anderung ergeben kann. Wir haben
letztlich die Theorie der Fitingideale nicht ausreichend betrieben.

Stattdessen berechnen wir die folgenden Invarianten von A fiir jedePrimzahl p und ¢ > 0:

Ny(t) :=log,(#A/p'A) = rt + Z log,,(ds, p*).
i=1

Dann gilt weiter

ANy(t) = Np(t) = Np(t = 1) =r+#{i; 1 <i<sund p'|d;}.
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Aus AN,(t) = r fiir £ > 0 lesen wir r ab. Aus den Spriingen der Funktion AN,(t) — r lesen
wir ab, wieviele der d; genau durch p' teilbar sind. Da die d; sich gegenseitig teilen, legt das die
p-Potenzfaktoren in der Primfaktorzerlegung der d; fest. Das s ergibt sich anschliefend aus der
Anzahl der so konstruierten d;, oder genauer als

s = max{ANp(1) —r}.
P
Dies zeigt die behauptete Eindeutigkeit. O
C.2. Pontrjagin—Dualitat.
C.2.1. Gruppen von Homomorphismen. Fir eine beliebige Gruppe G und eine abelsche Gruppe
A ist
Hom(G,A) ={¢: G — A ; ¢ ist Gruppenhomomorphismus}

eine abelsche Gruppe durch werteweise Addition:

(o +1)(9) = ¢(g9) + ¥ (9).

Dabei muff A abelsch sein, damit die so definierte Abbildung ¢ 4 ¥ wieder ein Gruppenhomo-
morphismus ist.

Bemerkung 406. Zu einem Homomorphismus f : A — B ist die Abbildung
fo:Hom(G, A) — Hom(G, B)

definiert durch ¢ — fo¢ ein Gruppenhomomorphismus. Zu einem Homomorphismus f : H - G
ist die Abbildung

of : Hom(G, A) — Hom(H, A)
definiert durch ¢ — ¢ o f ein Gruppenhomomorphismus.
Bemerkung 407. Die universelle Eigenschaft der Abelisierung 7 : G — G2 zeigt, daf
om : Hom(G?, A) = Hom(G, A)
bijektiv, und damit ein Isomorphismus von Gruppen.
Proposition 408. FEs seien A, B und T abelsche Gruppen. Dann sind die Abbildungen
Hom(A ® B,T) — Hom(A,T) ® Hom(B, T)
@ (poia,poip)
und
Hom(7T, A @ B) — Hom(T, A) ® Hom(T', B)
¢ = (pao,pBoy)

Isomorphismen von Gruppen. Dabei sindig : A — A®B undip : B — A®B die Inklusionen der
Summanden, und die Abbildungen py : A® B — A und pg : A® B — B sind die Projektionen.

Beweis. Die Abbildungen sind bijektiv als Konsequenz der definierenden universellen Eigen-
schaft der Summe zweier abelscher Gruppen als Summe bzw. als Produkt. Auflerdem sind die
Abbildungen Gruppenhomomorphismen und somit Isomorphismen von Gruppen. U
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C.2.2. Paarungen von abelschen Gruppen. Eine Paarung abelscher Gruppen A, B mit Werten
in D ist eine biadditive Abbildung

f:AxB—=D
das heiftt fiir alle a,a’ € A und b,b’ € B gilt

fla+d,b) = f(a,b) + f(d,b)
fla,b+b") = f(a,b) + f(a,b).
Zu einer solchen Paarung gehoren adjungierte Gruppenhomomorphismen
A — Hom(B, D)
definiert durch a — (b~ f(a,b)) und
B — Hom(A, D)

definiert durch b~ (a — f(a,b)).
Die Paarung f ist rechts- (bzw. links-) nichtausgeartet, wenn zu jedem 0 # a € A (bzw.
jedem 0 #b € B) ein b € B (bzw. ein a € A) existiert mit

f(a,b) # 0.

Das ist offenbar dquivalent dazu, daf die adjungierte Abbildung A — Hom(B, D) (bzw. B —
Hom(A, D)) injektiv sind. Die Paarung heifst nichtausgeartet, wenn sie sowohl rechts- als auch
links-nichtausgeartet ist. Anstelle von rechts-nichtausgeartet (bzw. links-nichtausgeartet) kann
man auch in A (bzw. in B) nichtausgeartet sagen.

C.2.3. Die Pontrjagin—duale Gruppe. Fir Pontrjagindualitidt ist die Gruppe Q/Z nétig. Die
1

Untergruppe -7/7 der Restklassen rationaler Zahlen, deren Nenner multiplikativ durch n be-
schrankt ist, eine zyklische Gruppe der Ordnung n mit einem ausgezeichneten Erzeuger % Weiter
besteht die Untergruppe %Z/ Z genau aus den Elemente, deren Ordnung ein Teiler von n ist. Es
gilt
1
7 = —7]7.
Q/z=]J -2/

n>1
Fiir eine abelsche Gruppe A bezeichnen wir

AY .= Hom(A,Q/Z)

als die Pontrjagin-duale Gruppe zu A. Zu einem Homomorphismus f : A — B gehort der
duale Homomrphismus

fY=of :BY —» AY.
Beispiel 409. (1) 7Y = Q/Z durch Auswertung von ¢ : Z — Q/Z bei 1 € Z.
(2) Esgilt (Z/nZ)" =7Z/nZ, in dem wir a € Z/nZ den Homomorphimus

pale) = - € Q/Z

zuordnen. Der Isomorphismus ist kanonisch, da Z/nZ und %Z/ Z einen kanonischen Er-
zeuger haben, und damit auch die duale Gruppe (Z/nZ)" einen kanonischen Erzeuger ¢
hat.

(3) Sei uy, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in einem algebraisch abgeschlossenen Korper
dessen Charakteristik kein Teiler von n ist. Dann ist wohl

) ~ (Z/nZ)" = Z/nL ~ p,

aber der Isomorphismus ist nicht kanonisch, denn er héngt zweimal (in sich nicht aufhe-
bender Weise) von der Wahl einer primitiven n-ten Einheitswurzel ab.
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Satz 410. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist
AV~ A
und insbesondere #A = #AV.
Beweis. Als Spezialfall von Proposition 408 haben wir fiir abelsche Gruppen A und B
(A® B)Y =AY @ BY.
Da die Gruppenordnung multiplikativ beziiglich direkter Summen ist:
#(A® B) = #A- 4B

reicht es demnach die Aussage des Satzes fiir direkte Summanden einer Darstellung von A als
direkte Summe zu beweisen.

Nach dem Hauptsatz {iber endlich erzeugte abelsche Gruppen, Theorem 405, ist jede solche
eine direkte Summe von endlichen zyklischen Gruppen. Somit habe wir uns auf den Fall A =
Z/nZ reduziert. Diesen haben wir uns bereits als Beispiel angesehen. O

Satz 411. Sei A
0—-A5A5 4" 50
eine kurze exakte Sequenz endlicher abelscher Gruppen. Dann ist die duale Sequenz

,L'\/

0— (A")Y Phoav Y, (A =0
ebenfalls exakt.

Beweis. Wir bestimmen den Kern von iV nach der universellen Eigenschaft der Quotientenab-
bildung p: A — A/A" ~ A" als

ker(iV) ={p € A ; poi=0}={pec AV ; p=1opfiirein ¢ € (A")"}.

Da die fraglichen ¢ zudem eindeutig sind, ist p¥ injektiv und sein Bild mit ker(iV) zu identifi-
zieren. Damit fehlt nur noch zu zeigen, da p¥ surjektiv ist. In jedem Fall wissen wir bereits,
daR die von p" induzierte Abbildung

AV/(A/)V N (A//)\/

injektiv ist, und zu zeigen ist: sogar bijektiv. Das kénnen wir nun mittels Satz 410 und den Satz
von Lagrange durch Zéhlen erledigen:

HA  H#AV
ANV — AT — —
A =45 = 3

und das war zu zeigen. O

v = #(AY/(4)Y)

Bemerkung 412. Die Aussage von Satz 411 gilt allgemeiner auch fiir nicht notwendig endliche
abelsche Gruppen. Der Beweis bis auf die Surjektivitit von iV ist der gleiche. Letzteres zeigt
gerade Aufgabe C.1

C.2.4. Dualitit. Wir betrachten nun speziell Paarungen mit Werten in der Gruppe D = Q/Z.
Satz 413 (Perfekte Paarung). Sei f : Ax B — Q/Z eine Paarung endlicher abelscher Gruppen.

Dann sind dquivalent

(a)  f ist nichtausgeartet.
(b)  Die adjungierte Abbildung A — BY ist ein Isomorphismus.
(¢c)  Die adjungierte Abbildugn B — AV ist ein Isomorphsimus.

Wenn diese dquivalenten Bedingungen zutreffen, so nennen wir die Paarung eine perfekte Paa-
rung.
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Beweis. Wenn die Paarung nichtausgeartet ist, dann sind die adjungierten Abbildungen injektiv
und somit (mit Satz 410)

#A < #BY = #B < #AY = #A.
Es herrscht daher Gleichheit und die adjungierten Abbildungen sind sogar bijektiv. Dies zeigt
(a) = (b) und (c).

Fiir die ausstehenden Richtungen reicht per Symmetrie die Aussage (b) = (a). Da A —
BY injektiv ist, ist f in A nichtausgeartet. Wir miissen nur noch zeigen, dak f auch in B
nichtausgeartet ist. Sei dazu 0 # b € B. Dann ist U = (b) C A eine zyklische Untergruppe,
sagen wir der Ordnung n > 1. Dann gibt es ein nichttriviales

©o - U — @/ Z
mit ¢o(b) # 0. Nach Satz 411 ist die durch Einschréankung induzierte Abbildung
AY UV

surjektiv. Wir kénnen daher ¢g zu einem Homomorphismus ¢ : A — Q/Z fortsetzen. Da A — BY
surjektiv ist, gibt es ein a € A mit ¢ = f(a, —), und fiir dieses gitl

f(a,0) = ¢(b) = ¢o(b) # 0.
Damit ist f auch in B nichtausgeartet. (]

Bemerkung 414. Wenn in einer Paarung f : A x B — Q/Z abelscher Gruppen a priori nur A
als endlich bekannt ist, wohl aber f im Argument B, also rechts-nichtausgeartet ist, dann folgt
automatisch, daft auch B endlich ist. Schlieflich ist dann

B — AY
injektiv und AV ebenso endlich.
Korollar 415. Sei A eine endliche Gruppe. Dann ist die natiirliche Abbildung
A— (AYV)Y
ar (¢ ¢(a))
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Dies ist eine der adjungierten Abbildungen zur Auswertungspaarung

Ax AV - Q/Z

(a,¢) = ¢(a).
Diese Paarung ist perfekt nach Satz 413, da die andere adjungierte Abbildung die Identitdt auf
AY ist. O

Sei f: A x B — Q/Z eine Paarung. Zu einer Untergruppe U C A definieren wir den Anni-
hilator von U (oder die zu U orthogonale Untergruppe als die Untergruppe von B

Ut ={be B; f(u,b) =0 fiir alle u € U}.

Wir verwenden die gleiche Terminologie und Notation, wenn A und B die Rollen tauschen, da
Miftverstdndnisse ausgeschlossen sind.

Satz 416. Sei f : A x B — Q/Z eine perfekte Paarung endlicher abelscher Gruppen. Dann
definiert U — U™ eine Bijektion zwischen den Untergruppen von A und den Untergruppen von
B. Dabei gilt

(1) (UHt=U.
(2)  Die Paarung f induziert einen Isomorphismus AJU ~ (UY)Y und U+ ~ (A/U)V.
(3)  Die Paarung f induziert einen Isomorphismus U ~ (B/U+)Y und B/U+ ~UV.
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Beweis. Die Paarung f induziert eine Paarung
U x B/U+ = Q/Z,

die per Definition in B/U~ nichtausgeartet ist. Nichtausgeartet in U ist diese Paarung, weil ja
schon f in A nichtausgeartet ist. Hieraus folgt bereits (3) nach Satz 413. Es folgt weiter

#U - #UL = #(B/UY) - #UT = #B = #A.
Ein zweites Mal angewandt folgt
#U = #(UT)"
Da tautologisch bereits U C (U+)* folgt (1). Dann ist (2) eine Folge von (3) fiir U+ andstelle
von U. U

Bemerkung 417. Wenn bei einer perfekten Paarung f : A x B — Q/Z die Gruppen A und B
einen Exponenten haben, der ein Teiler von n ist, dann nimmt die Paarung nur Werte in der
Untergruppe %Z/ Z ~ Z./nZ an. Man kann daher die Paarung im Wertebreich auf diese Gruppe
beschranlen: f: A x B — Z/nZ. Auferdem gilt dann

1
AY = Hom(A, ~Z/Z) = Hom(A, Z/nZ)
n

und genauso fiir BY.

Wenn man nun eine perfekte Paarung f : A x B — D hat in der D isomorph zu einer
Untergruppe von Q/Z ist, dann gelten die Sétze 413 und 416 sinngeméft weiter, nur hat man
das Pontrjagin-dual MV fiir die verschiedensten Gruppen M durch

M* := Hom(M, D)

zu ersetzen. Diese Situation betrifft Kummertheorie vom Exponenten n mit D = py,.

UBUNGSAUFGABEN zU §C

Ubungsaufgabe C.1. Sei i : A C B eine Inklusion abelscher Gruppen. Zeigen Sie, daR jeder
Gruppenhomomorphismus ¢ : A — Q/Z sich zu einem Gruppenhomomorphismus ¢ : B — Q/Z
fortsetzt:

Yoi=e.
Tipp: Nutzen Sie das Lemma von Zorn.
Ubungsaufgabe C.2. Sei f : A x B — Q/Z eine Paarung abelscher Gruppen. Seien A : A — BY
und p : B — AV die adjungierten Abbildungen. Zeigen Sie, daf§
AV =pund p¥ = A

wenn man die kanonischen Isomorphismen A = (AY)Y und B = (B")Y verwendet.

JAKOB STIX, INSTITUT FUR MATHEMATIK, JOHANN WOLFGANG GOETHE-UNIVERSITAT FRANKFURT, RO-
BERT-MAYER-STRASSE 6—8, 60325 FRANKFURT AM MAIN, GERMANY
E-mail address: stix@math.uni-frankfurt.de
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