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Aufgabe 33. (Explizite Kummertheorie für quadratische Erweiterungen von Q)

Seien ai ∈ Q× für i = 1, . . . , r gegeben. Wir betrachten den Körper

K = Q(
√
ai ; i = 1, . . . , r)

der von den Quadratwurzeln der ai erzeugt wird.

(a) Zeigen Sie, daß K/Q galoissch mit [K : Q] eine 2er-Potenz ist.

(b) Sei σ ∈ Gal(K/Q). Wir definieren auf der Untergruppe ∆ := 〈a1, . . . , ar〉 ⊆ Q× eine
Abbildung χσ : ∆→ {±1} durch

χσ(d) =
σ(δ)

δ
,

wobei δ ∈ K× beliebig mit δ2 = d ist. Zeigen Sie, daß χσ wohldefiniert und ein
Gruppenhomomorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, daß χσ einen Gruppenhomomorphismus

∆ · (Q×)2/(Q×)2 ' ∆/(∆ ∩ (Q×)2)→ {±1}

induziert. Dieser sei auch mit χσ bezeichnet.

(d) Zeigen Sie, daß σ 7→ χσ ein Gruppenisomorphismus ist:

χ : Gal(K/Q)→ Hom
(
∆ · (Q×)2/(Q×)2, {±1}

)
.

Tipp: Sowohl Gal(K/Q) als auch ∆ · (Q×)2/(Q×)2 sind als endlich dimensionale Vek-
torräume über F2 aufzufassen. Dann ist χ die adjungierte Abbildung zur Paarung

Gal(K/Q)×∆ · (Q×)2/(Q×)2 → {±1}
(σ, d) 7→ χσ(d).

Es ist zu zeigen, daß diese Paarung nicht ausgeartet ist.



(e) Formulieren Sie eine Aussage darüber, wann die Menge der Quadratwurzeln{
αε =

√
a
ε(1)
1 · . . . · aε(r)r ; ε : {1, . . . , r} → {0, 1}

}
über Q linear unabhängig sind als Elemente des Q-Vektorraums C.

Aufgabe 34.
Sei L/K eine Erweiterung endlicher Körper. Zeigen Sie, daß die Norm NL/K : L× → K×

surjektiv ist.
Tipp: Sie kennen die Struktur von L× von K× und auch die Elemente von Gal(L/K)

explizit. Bestimmen Sie ein N ∈ Z, so daß NL/K(a) = aN für alle a ∈ L×.

Aufgabe 35. (Duale Basis bzgl. der Spurform)
Sei L = K(α) von einem Element α mit separablem Minimalpolynom f ∈ K[X] erzeugt.

(1) Bestimmen Sie trL/K
(
αi/f ′(α)

)
für 0 ≤ i < deg(f).

Tipp: Partialbruchzerlegung von 1/f(X), Substitution Y = 1/X und Potenzreihen-
entwicklung in Y = 0.

(2) Sei
∑deg(f)−1

i=0 βiX
i das Polynom f(X)

X−α ∈ L[X]. Zeigen Sie, daß βi/f ′(α) mit 0 ≤ i <

deg(f) die Dualbasis von 1, α, . . . , αdeg(f)−1 bezüglich der Spurform ist.
Tipp: Definieren Sie die L/K-Spur eines Polynoms aus L[X] als koeffizientenweise Spur
und berechnen Sie

trL/K
(
αi/f ′(α) ·

∑
j

βjX
j
)
.

Aufgabe 36.
Es sei ζn eine primitive n-te Einheitswurzel.

(1) Bestimmen sie für eine Primzahl p und für m ∈ N das Kreisteilungspolynom Φpm(T ).

(2) Berechnen Sie trQ(ζn)/Q(ζn) für n ∈ N.

(3) Zeigen Sie

NQ(ζn)/Q(1− ζn) =

{
p falls n = pm eine Primpotenz,
1 sonst.
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