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Aufgabe 1.

Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen Kontraktionen sind und geben Sie gegeben-
falls den Fixpunkt an:

a)

f : [0,∞) → [0,∞), f(x) =
x+ 1

2

x+ 1
.

b)

f : [1,∞) → [1,∞), f(x) = x+
1

x
.

Aufgabe 2.

Bestimmen Sie mit Hilfe sukzessiver Approximationen, also durch Berechnung von

ϕn+1(t) = x0 +

∫
t

t0

f(s, ϕn(s)) ds, n ∈ N

mit ϕ0(t) = x0, die Lösungen der folgenden Anfangswertprobleme:

a)
ẋ = tx, x(0) = 1

b)
ẋ = x2, x(0) = 1, |t| < 1

Aufgabe 3.

Zeigen Sie, dass jedes Anfangswertproblem

ẋ = sin(tx), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ R
2

eine eindeutig bestimmte Lösung auf ganz R besitzt.



Aufgabe 4.

Seien a ∈ R, ε > 0 und I := [a− ε, a+ ε]. Mit C wird der Vektorraum aller stetigen
Funktionen ϕ : I → R

n bezeichnet und sei A ⊂ C abgeschlossen. Zusätzlich sei
V := {(t, x) ∈ I × R

n : ‖x− c‖ ≤ r}, c ∈ R
n, r > 0, und sei f : V → R

n eine stetige
Funktion die in V einer Lipschitz-Bedingung mit L > 0 genügt. Betrachten Sie nun
die Abbildung T : A→ C definiert durch

(Tϕ)(t) := c+

∫
t

a

f(s, ϕ(s)) ds, t ∈ I.

Zeigen Sie dass T stetig ist und dass für je zwei Funktionen ϕ, ψ ∈ A gilt

‖Tϕ− Tψ‖ ≤ Lε ‖ϕ− ψ‖ .


