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1. EINFUHRUNG

Lineare Algebra bietet einen Einstieg in die universitdre Mathematik abstrakter Strukturen.
Die meisten Schwierigkeiten resultieren nicht aus den Begriffen und ihren Beziehungen unterein-
ander, den Satzen, Theoremen und Lemmata, sondern aus der Tatsache, daf das Fach an der
Schwelle von der Schule zur Universitéat gelehrt wird und die Studierenden sich an vielerlei Neues
gewOhnen miissen. Ich sage bewufit gewohnen, denn mit ausreichend viel Zeit und Durchhalte-
vermogen werden Sie Erfolg haben. Seien Sie jedenfalls eines versichert: die Konzepte und Sétze
der linearen Algebra werden in Threm weiteren Studium ganz selbstverstandlich verwendet wer-
den, und irgendwann werden Sie es auch nicht mehr merken, ganz wie Sie die Erinnerung daran
vergessen haben, als Sie beim Lesen aus einzelnen Buchstaben ganze Worter geformt haben.

Obwohl die lineare Algebra als Theorie fiir viele Dinge der Physik und anderer Anwendungen
zu einfach ist, zum Beispiel um periodische Vorgéange und Gleichgewichtszustiande zu beschrei-
ben, so gibt es doch trotzdem eine Fiille von versteckten Anwendungen. Einige davon wollen
wir sehr kurz streifen, um ein wenig Werbung fiir das Fach zu machen. Keine der Anwendungen
werden wir im Detail behandeln (Sie lernen ja das Lesen an sich, Biicher miissen Sie schon selbst
zur Hand nehmen), aber Sie lernen im Prinzip die Sprache, in der die Erklarungen geschrieben
sind.

1.1. Bildkompression. Zur Vereinfachung betrachten wir ein digitales Schwarzweifsbild. Dies
besteht nochmals vereinfachend aus einem rechteckigen Raster aus Bildpunkten, den Pixeln, von
denen jedes entweder schwarz oder weifs sein kann. Diese Information codieren wir durch eine 0
flir Weift und eine 1 fiir Schwarz, und zwar fiir jedes Pixel. Ein Bild besteht also im Prinzip aus
einer langen Folge von 0 oder 1, was man am besten als Vektor! in einem Vektorraum iiber dem
Korper Fy = {0, 1} auffakt. Die Dimension ist dabei die Anzahl der Pixel und ziemlich grok.

L&kt man im Bestreben, das Bild mit weniger Information darzustellen, ein paar Pixelwerte
weg, dann wird das Bild unscharf oder eine Stelle verschwindet ganz. Das geht also nicht.

Um den Speicherbedarf zu reduzieren, bietet es sich an, eine Basistransformation zu machen,
so daf zwar dasselbe Bild (Vektor) beschrieben wird aber die Koordinaten nun iiber das ganze
Bild verschmiert eine Bedeutung haben. Wenn man nun weifs, welche Koordinaten in unserer
Wahrnehmung des Bildes keine so grofse Rolle spielen, dann kann man diese Koordinaten getrost
vergessen und hat immer noch (fast) das gleiche Bild. So funktioniert im Prinzip Datenkompres-
sion.

1.2. Komplexe Zahlen. Beim Losen quadratischer Gleichungen
X2 4pX+q=0

mit reellen Zahlen p, ¢ € R als Koeffizienten fehlen Quadratwurzeln aus negativen Zahlen. Es ist
unmittelbar klar, daf es ausreicht, aus —1 eine Wurzel zu ziehen. Da aber fiir alle z € R gilt 22 >
0, geht das nicht — in R! Die komplexen Zahlen werden formal am besten durch eine Korper-
Struktur auf einem zweidimensionalen R-Vektorraum erklart. Hier hilft die lineare Algebra bei
der Konstruktion von ansonsten imaginéren Zahlen und hilft dabei ein psychologisches Hindernis
zu liberwinden.

Nun, das ist ein bisschen gelogen, denn man mufs ja zuerst zu der Einsicht kommen, dafs die
abstrakten Konstruktionen der linearen Algebra als konkret zu betrachten sind. Aber das ist
nur ein Gewohnungseffekt, den Sie desto schneller erreichen, je mehr Sie sich mit der linearen
Algebra beschiftigen.

Hch verwende bewuft bereits die Sprache der linearen Algebra, die noch einzufithren sein wird, damit Sie
spéter, sofern Sie die Einleitung nochmals lesen, einen Bezug herstellen kénnen.



4 JAKOB STIX

1.3. Methode der kleinsten Quadrate zur besten Approximation. Will man in durch
eine Punktwolke in der Ebene, die das experimentelle Ergebnis eines postulierten linearen Zu-
sammenhangs darstellt, eine beste Naherungsgerade finden, so gibt es die Methode der kleinsten
Quadrate. Diese stammt von Gaufs und wurde 1801 von ihm erfolgreich zur der Berechnung der
Position des Zwergplaneten Ceres eingesetzt, dessen Spur die Astronomen verloren hatten.

Die Methode der kleinsten Quadrate ist reine lineare Algebra.

LITERATUR

[Beld]  Albrecht Beutelspacher, Lineare Algebra, Springer, 2014, xiv+368 Seiten.
[Bol4]  Siegfried Bosch, Lineare Algebra, Springer, 2014, x+385 Seiten.
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Teil 1. Objekte
2. GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

2.1. Mengen. Eine Menge besteht aus Elementen. Ist a ein Element der Menge M, so schrei-
ben wir
a€ M.

Wenn a kein Element von M ist, so schreiben wir
a¢ M.
Definition 2.1. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Sind X und
Y Mengen, so gilt
X=Y <= (Va:a€eX < acY).
Notation 2.2. Das Symbol
N

ist ein Quantor, der Allquantor, und wird ,,fiir alle* gelesen. Das Sybol
3

ist der Existenzquantor und bedeutet ,,es existiert”. Das Symbol
<~

yaquivalent zu“ bedeutet, daft der Wahrheitswert (wahr oder falsch) auf beiden Seiten der
gleiche ist: beide Aussagen sind wahr oder beide Aussagen sind falsch.

Beispiel 2.3. Das einfachste Beispiel einer Menge ist die leere Menge, fiir die es mehrere
Notationen gibt, etwa
0= { } )

und die dadurch definiert ist, daf sie keine Elemente enthélt. Fir alle a gilt also
a ¢
Mengen koénnen durchaus auch Elemente von (anderen) Mengen sein.

Beispiel 2.4. Die Menge
{0}
bezeichnet die Menge, die als einziges Element die leere Menge enthélt. Vorsicht: die Menge {0}
enthélt ein Element und ist daher nicht leer, auch wenn das enthaltene Element selbst die leere
Menge ist.
Jetzt ist es nicht schwer, weitere Beispiele von Mengen zu konstruieren:

{0,{03}, {0.{0},{0,{0}}},

Bemerkung 2.5. Wir betreiben in dieser Vorlesung naive Mengenlehre, aber das fithrt zu Pro-
blemen. Bertrand Russell und Ernst Zermelo haben auf das folgende Paradoxon hingewiesen,
das Russellsche Antinomie genannt wird. Wie verhélt es sich mit der Menge

M={a; ad¢a}?

Das ist die Menge, deren Elemente alle Mengen sind, die sich selbst nicht enthalten. (Das Semi-
kolon nach a, manchmal auch : oder |, bedeutet, daf danach die charakterisierende Eigenschaft
kommt, welche die zu betrachtenden a auswéhlt.) Wir haben bereits gesehen, daf Mengen durch-
aus auch wieder Elemente von Mengen sein kénnen. Warum also nicht auch von sich selbst?

Fall 1: M ¢ M. Wenn M sich nicht selbst enthélt, dann erfiillt es die definierende Eigen-

schaft der Elemente von M und damit gilt M € M. Das geht aber nicht, denn wir haben ja
angenommen, daft M ¢ M, und beides gleichzeitig geht nicht.
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Fall 2: M € M. Wenn M in M enthalten ist, dann erfiillt M die charakterisierende Eigenschaft
seiner Elemente, ist also eine Menge, die sich nicht selbst enthélt: M ¢ M. Aber das ist auch
ein Widerspruch.

Weil aber eine der beiden Aussagen M € M oder M ¢ M zutreffen muf, haben wir ein
Problem.

Wir 16sen die Russellsche Antinomie in dieser Vorlesung nicht auf, versichern aber, daf es eine
befriedigende Losung gibt, z.B. durch ZFC. Das Kiirzel steht fiir ein nach Zermelo und Frenkel
benanntes Axiomensystem fiir Mengen, welches durch das Auswahlaxiom (axiom of Choice)
ergénzt wird. Wir gehen bei Gelegenheit weiter auf letzteres ein, wihrend wir fiir axiomatische
Mengenlehre und Grundlagen der Mathematik auf die entsprechende Literatur verweisen.

2.2. Operationen mit Mengen. In einer Menge sind die Elemente ungeordnet. Bei einem
Tupel ist das anders.

Definition 2.6. (1) Ein Tupel von Elementen aus einer Menge X und einer Menge Y ist
ein geordnetes Paar bestehend aus einem Element von X und einem Element von Y. Die
Notation ist

(a,b)
fiir das Tupel aus den Elementen a € X und b € Y.
(2) Das Produkt der Mengen X und Y ist die Menge

XxY={(a,b); ac Xund beY}
aller Tupel von Elementen aus X und Y.

Definition 2.7. Eine Teilmenge einer Menge X ist eine Menge U, so dafs alle Elemente von
U auch Elemente von X sind:

aclU—=—acX.

Wir schreiben das als
UCX

oder auch X D U. Manchmal ist auch die Notation U C X (oder X D U) gebréuchlich. Diese
wollen wir aber fiir eine echte Teilmenge benutzen, das ist eine Teilmenge von X, die nicht ganz
X ist:

UCcX << UCXundU+#X.

Beispiel 2.8. Sei X eine Menge.
(1) Es gilt stets 0 € X und X C X.

(2)  Esgilt {0} c {0,{0}}.
(3) Die Diagonale von X ist die Teilmenge A C X x X definiert durch

A={(a,a); ae X}
Definition 2.9. (1) Die Vereinigung zweier Teilmengen U,V C X von X ist die Menge
UUV={a€eX;acUoderacV}.
(2) Der Schnitt zweier Teilmengen U,V C X von X ist die Menge
UNnV={aeX;acUundaeV}
(3) Das Komplement einer Teilmenge U C X ist die Menge
X\U={aeX;ad¢U}.
(4) Die Differenz von Teilmengen U,V C X ist die Menge
U\V={acU;ag¢V}
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(5) Die symmetrische Differenz von Teilmengen U,V C X ist die Menge
UAV =U\V)U((V\U).
Beispiel 2.10. (1) Sei X eine Menge. Dann gilt
X xX\A={(a,b); a,be X,a # b}.
(2) Sind U,V Teilmengen von X, dann gilt
U\V=UnX\V)=U\UnNYV).

Bemerkung 2.11. (1)  Seien U,V C X Teilmengen. Dann ist auch UNV, UUV, X\ U, U\ V

und U AV eine Teilmenge von X.
(2) Seien U,V C X Teilmengen. Dann gilt in der Regel

U\V #V\U.

Gleichheit gilt genau dann, wenn U =V gilt.

(3) Es gilt
U=U\V <= VnU=0 < V=V\U,

das heiftt, wenn U und V disjunkt sind.

(4) Esgilt
UArV=UuWV)\(UNV).

Definition 2.12. Eine Familie von Mengen besteht aus einer Menge I von Indizes und zu jedem
1 € I eine Menge Xj;.
(1) Ein I-Tupel aus Elementen der Mengen X;, ¢ € I ist eine Kollektion von Elementen a; € X;

fiir alle ¢ € I. Die Notation fiir so ein I-Tupel ist (a;)ier-
(2) Das Produkt der Mengen X; aus der Familie von Mengen mit Indexmenge I ist

el
die Menge aller /-Tupel aus der Familie.
Der Fall I = {1,2} fithrt zum vorher eingefiihrten Begriff des Tupels und des Produkts. Im
Falle von I = {1,2,...,n} schreiben wir fiir das Tupel
(a1,...,ap)

mit a; € X; und fiir das Produkt

n
HXi:Xlx...xXn:{(al,...,an); a; € X; fur allei =1,...,n}.
i=1

Definition 2.13. Seien U; C X Teilmengen fiir alle ¢ € I, also eine Familie von Teilmengen.
Dann setzen wir

(1)  Schnitt:
ﬂUi:{an; a € U fir alle i € I},
i€l
(2)  Vereinigung:
UUi:{aEX; es gibt ein ¢ € I mit a € U, }.
i€l
Der Fall I = {1,2} fithrt zum vorher eingefiihrten Begriff des Schnitts und der Vereinigung.
Im Falle von I = {1,2,...,n} schreiben wir auch

ﬂUi:Ulﬂ...ﬂUn:{an; a€Ufirallei=1,...,n},
i=1
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und

n
UUZ-:UlLJ...UUn:{aEX; es gibt ein 1 <4 < n mit a € U;}.
i=1

2.3. Zahlbereiche. Grundlegende Zahlbereiche setzen wir in dieser Vorlesung zunéchst als be-
kannt voraus. Dies sind

NCNyCZCQCR:
(1)  die natiirlichen Zahlen (ohne 0)
N={1,2,3,4,5,...},
(2) die natiirlichen Zahlen (mit 0)
No = {0,1,2,3,4,5,...},
(3) die ganzen Zahlen
Z=1{ . —5—4-3-2-1,0,1,23,4,5,...},

(4) die rationalen Zahlen Q ,
(5) und die reellen Zahlen R.

Wir leugnen nicht, dafs es bei der Konstruktion dieser Zahlbereiche etwas zu lernen gibt. Wir
verschieben das auf spiter oder eine andere Vorlesung und begniigen uns damit, die axiomatische
Einfiihrung der natiirlichen Zahlen zu skizzieren.

Definition 2.14. Die natiirlichen Zahlen mit 0 sind eine Menge Ny, die den Peano-Axiomen
geniigt:
(1) Es gibt ein Element 0 € Ny, genannt Null.
ii) Jedes n € Ny hat einen Nachfolger in Ny, den wir mit n* € Ny bezeichnen.
i) 0 hat keinen Vorgénger, d.h. 0 ist kein Nachfolger: Vn € Ny : 0 # n*.
Jedes n € Ny, n # 0 hat einen eindeutigen Vorgéanger: wenn mi, mo € Ny, dann folgt aus
m] = mj5 schon m; = ma.
(v)  Induktionsaxiom: gilt fiir eine Teilmenge N C Ny

e 0N,

e wenn n € N, dann ist auch n* € N,

dann gilt bereits N = Ny.

Um natiirliche Zahlen zu konstruieren, die den Peano-Axiomen geniigen, mufs man nun eine
geeignete Menge Ny mit einer 0 € Ny und einem Begriff des Nachfolgers konstruieren. Man sagt,
man konstruiert ein Modell der Axiome.

Dazu beginnen wir mit der leeren Menge und bezeichnen sie mit

0:=0.
Dann definieren wir
0*:=0U{0} = {0}
und nennen dies 1. Dann konstruieren wir iteriert weiter, wenn wir eine Menge n konstruiert
haben
n+1:=n":=nU{n}.
Schlieflich setzen wir Ny als die Menge, welche alle Mengen 0, 1,2, 3, ... enthélt, konkret (aber
uniibersichtlich)

No = {0, {0}, {0, {0}},{0, {0}, {0, {0}}},.. .}

Damit haben wir alles beisammen und in der Tat gelten die Peano-Axiome.
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Bemerkung 2.15. Dies ist eine Skizze, weil wir nichts bewiesen haben. Schlimmer noch: wir
haben nicht diskutiert, was es heifst, iteriert etwas zu konstruieren, denn dieser Begriff scheint
die natiirlichen Zahlen und das Induktionsaxiom zu benutzen, womit sich die Katze in den
Schwanz beifst. Das formal korrekt zu machen ist Aufgabe einer Vorlesung iiber Mengenlehre.

Bemerkung 2.16. Ich hoffe, es ist selbstverstdndlich, daf sich niemand die natiirlichen Zahlen
auf diese umsténdliche Weise vorstellen soll. Wir wissen eigentlich (und auf jeden Fall fiir das
Lernziel dieser Vorlesung ausreichend), was die natiirlichen Zahlen sind. Es ging nur darum
zu zeigen, mit welchen Begrifflichkeiten man bei Fragen nach den Grundlagen der Mathematik
umzugehen hat.

Bemerkung 2.17. Man kann ebenfalls rekursiv die Addition und Multiplikation auf den natiirli-
chen Zahlen definieren:

(1) Die Addition (Summe) ist definiert durch m 4 0 = m und
m+n" = (m+n)*.

(2) Die Multiplikation (das Produkt) ist definiert durch m -0 = 0 und
m-n*=m-n+m.

Sei m € Ny fest und N C Ny die Menge der n € Ny, fiir die die obige Definition die Addition
n + m definiert. Dann liest man aus der Definition ab, dafs 0 € N und mit n € N wissen wir
auch m + n*, also n* € N. Das Induktionsaxiom zeigt damit N = Ny und somit ist m + n fiir
alle n (und alle m) definiert.

Genauso zeigt man, daf alle Produkte m - n definiert sind. Auflerdem kann man leicht zeigen,
dafls die so definierte Addition und Multiplikation auf Ny die gewohnten Rechengesetze erfiillen.

2.4. Abbildungen von Mengen. Nachdem wir Mengen behandelt haben, wollen wir Mengen
miteinander in Beziehung setzen konnen. Das wird uns noch mehrmals mit komplizierteren
Strukturen passieren.

Definition 2.18. Eine Abbildung von einer Menge X in eine Menge Y ist eine Vorschrift, die
jedem Element a € X ein eindeutiges Element b € Y zuordnet.

Ist f die Abbildung, so schreiben wir f : X — Y und f(a) € Y fiir das Element, das f dem
Element a € X zuordnet. Manchmal schreiben wir auch kurz a — f(a).

Bei einer Abbildung f : X — Y nennen wir X den Definitionsbereich und Y den Werte-
bereich der Abbildung f.

Beispiel 2.19. (1) Sei S die Menge der Studierenden der Vorlesung Lineare Algebra und N
die Menge der moglichen Notenwerte bei einer Klausur in linearer Algebra zusammen
mit einem Element, das ,schreibt nicht mit“ heifst. Dann gibt es am Ende des Semesters
eine Abbildung K : S — N, die Klausur heifst und bei der jedem Studierenden sein
Klausurerfolg zugeordnet wird.

(2) Sei X eine Menge und Y eine Menge mit einem Element % € Y. Dann gibt es die konstante
Abbildung

c: X—>Y

die durch ¢(z) = * fiir alle z € X definiert ist.
(3) Fiir jede Menge X gibt es die Abbildung idy : X — X, die fiir alle a € X durch

idx(a) =a

definiert ist. Diese Abbildung wird Identitét (auf der Menge X) genannt.
(4) Der Nachfolger auf Ny ist durch eine Abbildung Ny — Nj mittels n — n* fiir alle n € Ny
definiert. Es gibt aber keine Vorgéngerabbildung Ny — Ny, denn 0 hat keinen Vorgénger.
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(5) Sein € Ny und ag,ay,...,a, € R. Dann definert
f(x) =ag + a4 ar® + ...+ apz”

eine Abbildung f : R — R, eine Polynomfunktion. Uber Polynome wird spéter noch zu
reden sein.

(6) Sei X; mit i € I eine Familie von Mengen. Ein I-Tupel von Elementen der Familie ist
eigentlich eine Abbildung

a:I—-X
in die Vereinigung
x=Jx
i€l

mit der Eigenschaft, daf fiir alle 7 €
a(i) € X;.
Das I-Tupel besteht dann aus
(a(@))ier € ] X
el
Die Vereinigung X ist eine abstrakte Vereinigung, denn a priori sind die X; ja nicht Teil-

mengen einer gegebenen Menge. Das gibt es nach Axiomatik der Mengenlehre, und man
kann dann X; C X als Teilmenge begreifen.

Die Definition 2.18 einer Abbildung enthélt die undefinierte Terminologie Vorschrift und
zuordnen. Die korrekte Definition einer Abbildung ist die folgende iiber den Graphen der Abbil-
dung.

Definition 2.20. Eine Abbildung von einer Menge X nach einer Menge Y ist eine Teilmenge
I'C X xY, sodak fiir alle a € X genau ein b € Y existiert mit (a,b) € I'.

Wir schreiben trotzdem eine Abbildung f von X nach Y als f : X — Y und bezeichnen die
Menge I' (manchmal genauer I'y) als den Graphen von f.

Bemerkung 2.21. Den Graph I'y zu einer Abbildung f : X — Y aus dem ersten Abbildungsbe-
griff bekommt man als
I'y={(a,b) e X xY ; b= f(a)}.

Die Forderung der Eindeutigkeit des b zu einem a mit (a,b) € I'y besagt, daf f jedem a ein
eindeutiges b € Y zuordnet. Die Forderung, daf jedes a in einem Tupel (a,b) € I'y auftritt,
bedeutet, dafs f auf ganz X definiert ist. Man sagt dann, daft f wohldefiniert ist.

Beispiel 2.22. Der Graph der Identitdt idx : X — X ist nichts anderes als die Diagonale
ACX x X.

Definition 2.23. Sei f : X — Y eine Abbildung von Mengen, und seien U C X, V C Y
Teilmengen.

(1) Das Bild von U unter f ist die Teilmenge von Y
fU)={beY ; JacUmitb= f(a)}.

Als Bild von f bezeichnet man die Teilmenge f(X) C Y.
(2) Das Urbild von V unter f ist die Teilmenge von X

FHV)={aeX; fla) eV}
Besteht V' nur aus einem Element v € V, also V' = {v}, so schreibt man kiirzer

o) =f"({v}) ={ae X ; fa) =v}.
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Das auftretende Symbol f~! gehort nicht zu einer Abbildung f~! : Y — X in die umgekehrte
Richtung.

Beispiel 2.24. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann betrachten wir die Abbildung
F:X—=XxY,
die fiir alle a € X durch
F(a) = (a, f(a))
definiert ist. Dann ist das Bild von F' nichts anderes als der Graph von f.
Definition 2.25. Die Potenzmenge ciner Menge X ist die Menge &?(X) aller Teilmengen:
2(X)={U; UCX}.
Beispiel 2.26. Sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen. Dann definieren das Bild unter f
f:2(X) = 2(Y)
U f(U)
und das Urbild
fL2y) - 2(X)
Ve fTHV)
zwei Abbildungen von Mengen, die wir suggestiv wieder mit f bzw. f~! bezeichnen.
2.5. Eigenschaften von Abbildungen.
Definition 2.27. Sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen.
(1)  Wirsagen f ist injektiv, wenn jedes Element von Y hochstens ein Mal als Bild vorkommt:
Vai,az € X @ f(a1) = flaz) = a1 = as.

Eine injektive Abbildung wird Injektion genannt.
(2) Wir sagen f ist surjektiv, wenn jedes Element von Y mindestens ein Mal als Bild vor-
kommt:
VbeY :Jdae X : f(a) =0,
oder kiirzer f(X) =Y. Eine surjektive Abbildung wird Surjektion genannt.
(3) Wir sagen f ist bijektiv, wenn jedes Element von Y genau ein Mal als Bild vorkommt:

voeY:Fae X: f(a) =0
(Die Notation 3" bedeutet ,genau ein“.) Eine bijektive Abbildung wird Bijektion ge-
nannt.
Beispiel 2.28.
(1) Sei U C X eine Teilmenge. Dann definieren wir die Inklusion(sabbildung) durch
1:U—=> X
i(a) =a
und erhalten eine injektive Abbildung mit Bild U.

(2) Fiir zwei Mengen X, Y ist die Projektion pr; : X x Y — X auf den ersten Faktor definiert

durch
pri((a,b)) = a

fir allea € X und b € Y. Wenn Y # () gilt, dann ist die Projektion surjektiv. Analog gibt
es die Projektion pry : X x Y — Y auf den zweiten Faktor.

(3) Die Nachfolgerabbildung Ny — Ny ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(4) Die Multiplikationsabbildung R x R — R definiert durch (z,y) — zy is surjektiv.

(5) Die Abbildung R — R definiert durch z + 22 ist weder injektiv noch surjektiv.
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(6) Fiir jede Menge X ist die Identitdt idx bijektiv.
Proposition 2.29. bijektiv <= injektiv und surjektiv.
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition der Begriffe. (]

Notation 2.30. Wir benutzen spezielle Pfeile, wenn wir betonen wollen, dafs eine Abbildung

injektiv ist: <,

surjektiv ist: —»,

bijektiv ist: .
Definition 2.31. Die Komposition zweier Abbildungen von Mengen f und g ist definiert,
wenn der Definitionsbereich von f mit dem Wertebereich von g iibereinstimmt, etwa f: Y — Z
und ¢ : X — Y. Die Komposition von f und ¢ ist dann die Abbildung

fog: X —Z
definiert fiir alle a € X durch

(fog)(a) = flg(a)).

Man nennt dann f und g komponierbar und spricht fog als,,f nach ¢*, denn man wendet erst
g und danach f an.

Beispiel 2.32. Sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen. Dann ist

foidx = f=idyof.
Proposition 2.33. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ: sind f, g und h kompo-
nierbar, etwa als

xhyvz5hw
dann sind f und g o h sowie h und f o g komponierbar und es gilt

folgoh)={(fog)oh.
Beweis. Die Behauptung iiber die Komponierbarkeit ist offensichtlich. Fiir alle a € X gilt {iber-
dies
(folgoh))(a) = f((goh)(a)) = f(g(h(a))) = (f o g)(h(a)) = ((f o g) o h)(a). O
Bemerkung 2.34. Die Komposition von Abbildungen ist nicht notwendig kommutativ, in der
Regel
fog#golf,

was man schon allein daran sieht, dafs die Komponierbarkeit von f mit g nichts mit der Kom-
ponierbarkeit von g mit f zu tun hat.

Proposition 2.35. Seien f:Y — Z und g : X — Y Abbildungen von Mengen.
(1)  Wenn f und g injektiv sind, dann ist auch f o g injektiv.

(2)  Wenn f o g injektiv ist, dann ist auch g injektiv.

(8) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist auch f o g surjektiv.

(4) Wenn f o g surjektiv ist, dann ist auch f surjektiv.

Beweis. (1) Wenn aq,a9 € X mit fog(a;) = f o g(az), dann ist f(g(a1)) = f(g(az)). Weil f
injektiv ist, folgt g(a1) = g(az), und, weil g injektiv ist, auch a; = ag. Damit ist f o g injektiv.
(2) Wenn a1, az € X mit g(a1) = g(az), dannist f(g(a1)) = f(g(az)), also fog(ai) = fog(az).
Weil f o g injektiv ist, folgt a3 = as. Damit ist g injektiv.
(3) Sei ¢ € Z beliebig. Weil f surjektiv ist, gibt es ein b € Y mit f(b) = ¢. Weil g surjektiv
ist gibt es ein @ € X mit g(a) = b. Dann gilt

fogla) = f(g(a)) = f(b) =c.



Lineare Algebra 13

WEeil ¢ beliebig war, folgt f o g surjektiv.
(4) Sei ¢ € Z beliebig. Da f o g surjektiv ist, gibt es ein a € X mit f o g(a) = c¢. Dann ist mit

b=g(a)
f(b) = f(g(a)) = fogla) =c,

somit f surjektiv, denn ¢ war ja beliebig gewéhlt. ([

Korollar 2.36. Seien f : Y — Z und g : X — Y Abbildungen von Mengen. Wenn f und g
bijektiv sind, dann ist auch f o g bijektiv.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 2.29, denn f o g ist nach Proposition 2.35 injektiv und
surjektiv. O

Definition 2.37. Eine Abbildung heiftt inverse Abbildung oder Inverses zu einer Abbildung
f X — Y von Mengen, wenn es sich um eine Abbildung ¢ : Y — X handelt mit

fog=idy und gof=idx.

Die typische Notation fiir die inverse Abbildung zu f: X — Yist f~1:Y — X.
Gilt nur f o g = idy, so nennt man g Rechtsinverses zu f. Gilt nur g o f = idyx, so nennt
man g Linksinverses zu f.

Proposition 2.38. Sei f : X = Y eine Abbildung von Mengen.

(1) f hat ein Linksinverses = f ist injektiv.
Wenn X # 0, so gilt auch die Umkehrung: f ist injektiv => f hat ein Linksinverses.
(2) f hat ein Rechtsinverses <= f ist surjektiv.

Beweis. (1) Sei A ein Linksinverses von f, also Ao f = idyx. Da idx injektiv ist, folgt aus
Proposition 2.35 (2) bereits f injektiv.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir nun an, daf f injektiv ist. Auferdem folgt aus
X # (), dak wir ein Element * € X haben. Wir definieren ein Linksinverses A : Y — X auf die
folgende Art und Weise fiir b € Y

_J amitb= f(a) fallsbe f(X),
Ab) = { * falls b € Y\ f(X).

Jetzt miissen wir uns iiberlegen, dafs die Abbildung A wohldefiniert und ein Linksinverses von f
ist.
e Esist A(b) fiir jedes b € Y definiert, denn Y = f(X) U (Y \ f(X)).
e Aber ist der zugeordnete Wert eindeutig? Die Fallunterscheidung im Definitionsbereich
durch b € f(X) und b € Y\ f(X) hat keine Uberschneidungen, weil f(X)N(Y\f(X)) = 0.
Das ist ok. Aber falls b € f(X) gilt, so haben wir ein Urbild a € X auszuwéhlen, und wer
sagt, daf die Vorschrift fir A(b) nicht von dieser Wahl abhéngt? Nun, das tut sie nicht,
denn f ist nach Voraussetztung injektiv und damit das a € X mit f(a) = b eindeutig
(sofern es existiert, was durch b € f(X) garantiert ist).
e Der definierte Wert A(b) liegt in jedem Fall in X. Damit ist endlich A : Y — X wohlde-
finiert.

Dafs A ein Linksinverses zu f ist, folgt offensichtlich aus der Definition.

(2) Sei p ein Rechtsinverses von f, also f o p =idx. Da idx surjektiv ist, folgt aus Propositi-
on 2.35 (4) bereits f surjektiv. Das zeigt die eine Richtung.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir nun an, dafs f surjektiv ist. Dann definieren wir
ein Rechtsinverses p: Y — X zu f durch

p(b) = Wahl eines Elements von f~*(b)

flir alle b € Y. Die Abbildung p héngt von den getroffenen Wahlen ab, aber das stort uns nicht.
Weil f surjektiv ist, ist fiir alle b € Y die Urbildmenge f~!(b) nicht leer. Also kann man fiir jedes
b eine Wahl eines Urbilds treffen. Das so konstruierte p ist offensichtlich ein Rechtsinverses. [
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Bemerkung 2.39. Der letzte Teil des Beweises von Proposition 2.38 hat ein ernstes Problem.
Wir wissen zwar, daf wir fiir jedes b € Y ein a € f~!(b) wihlen kénnen. Aber wer sagt uns, wie
das gleichzeitig fiir alle b geht? Das Auswahlaxiom! In unserer naiven Mengenlehre sehen wir
wahrscheinlich das Problem nicht, und das ist im Moment auch gut so.

Satz 2.40. Sei f : X — Y eine Abbildung von Mengen. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a) [ ist bijektiv.
(b)  f hat Links- und Rechtsinverses.
(¢) [ hat ein Inverses.

Beweis. Dies zeigen wir durch Ringschluf. Anstatt alle 6 Implikationen () = (y) zu zeigen,
werden wir

(@) = (b) = (c) = (a)
zeigen. Das ist 6konomischer und beweist auch alle Implikationen!

(a) = (b): Wenn f bijektiv ist, dann ist f injektiv und surjektiv nach Proposition 2.29.
Nach Proposition 2.38 ist hat dann f ein Rechtsinverses und, zumindest wenn X # () auch ein
Linksinverses. Wir haben also (b) gezeigt, bis auf den Fall, daf X = ().

Wenn X = () und f surjektiv, dann muf auch Y = ) sein. Denn jedes b € Y hétte ein Urbild,
sagen wir ¢ € X, weshalb X nicht mehr die leere Menge sein kann, Widerspruch. Wenn aber
X =0 =Y, dann gibt es nur eine Abbildung, nimlich id : ) — @ und diese hat als Rechts- und
Linksinverses auch id. Dies zeigt (b) auch in dem (leeren) Spezialfall.

(b) = (c¢): Sei A ein Linksinverses und p ein Rechtsinverses. Dann gilt
A=Xoidy =Ao(fop)=(Aof)op=idxop=np.

Damit ist A = p ein Inverses zu f.

(c) = (a): Sei f~':Y — X ein Inverses zu f. Dann gilt fo f~! =idy und f~'o f = idx.
Weil die Identitéit stets injektiv und surjektiv ist, folgt aus Proposition 2.35 (2)+(4), dak f
injektiv und surjektiv ist. Proposition 2.29 zeigt dann f bijektiv. U
Korollar 2.41. Falls eine Abbildung f : X — Y eine inverse Abbildung f~' : Y — X besitzt,
dann ist diese eindeutig. Auflerdem ist f~1 auch bijektiv mit Inversem f.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 2.40 folgt die Eindeutigkeit sofort. Wir wiederholen die ent-
sprechende Zeile: angenommen ¢ und h wéren Inverse zu f, dann gilt

g=goid=go(foh)=(gof)oh=idoh =h.

Sei nun f~! das Inverse zu f. Das bedeutet ja nur fo f~! =id und f~'o f = id. Wenn man
dies aus Sicht von f~! liest, folgt sofort, dak f das Inverse von f~! ist (,das* und nicht mehr
nur ,ein“, weil es ja eindeutig ist). Satz 2.40 sagt dann, daf f~! auch bijektiv ist. O

Definition 2.42. Die Menge der Abbildungen von der Menge X nach der Menge Y bezeichnen
wir mit
Abb(X,Y)={f; f:X — Y ist eine Abbildung von Mengen}.

Beispiel 2.43. Sei X eine Menge. Dann definieren wir zu einer Teilmenge U C X die charakte-
ristische Funktion 1; als Abbildung

1y: X — {0,1}

fiir alle a € X durch

10(a) 1 wennaé€cU,
a) =
v 0 wenna¢U.



Lineare Algebra 15

Damit kénnen wir nun die folgende Abbildung definieren:
P(X) — Abb(X,{0,1})
U~ 1y

Dies ist eine Bijektion. Den Nachweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Definition 2.44. Eine Menge X hat die Méchtigkeit n € Ng, wenn es eine Bijektion

X = {1,2,...,n}
gibt. Falls n = 0 so meinen wir eine Bijektion X — ). Wir schreiben dann

| X| = n.

UBUNGSAUFGABEN ZU §2
Ubungsaufgabe 2.1. Fiir welche Mengen X is die Diagonale A C X x X keine echte Teilmenge?

Ubungsaufgabe 2.2. Wir betrachten zu zwei Mengen X und Y die Abbildung 7: X XY — ¥ x X
definiert fiir alle @ € X und b € Y durch

7(a,b) = (b,a).
Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Wie héngen der Graph von f, die Abbildung 7 und
der Graph der Umkehrabbildung f~! miteinander zusammen?
Ubungsaufgabe 2.3. Seien f : Y — Z und ¢ : X — Y Abbildungen von Mengen. Finden Sie
jeweils ein Gegenbeispiel fiir die folgende Aussage:
(1)  Wenn f o g injektiv ist, dann ist auch f injektiv.
(2)  Wenn f o g surjektiv ist, dann ist auch g surjektiv.
Ubungsaufgabe 2.4 (Universelle Eigenschaft des Produkts). Seien X7, Xo Mengen und bezeichne
pr; : X1 X X9 — X, die Projektion auf den i-ten Faktor, ¢ = 1,2. Zeigen Sie:
(1)  Zu jeder Menge T und zwei Abbildungen f; : T — X; von Mengen, i = 1,2, gibt es genau
eine Abbildung von Mengen
F:T— X1 X X2
mit f; = pr; oF fiir i = 1,2.
Diese Abbildung bezeichnen wir mit (fi, f2), und wir haben sie bei der Beschreibung
des Graphen als Bild in einem Spezialfall bereits benutzt.
(2) Zu jeder Menge T ist
Abb(T, X1 x XQ) — Abb(T, X1) X Abb(T, Xg)
F + (pry oF, pryoF)
eine Bijektion von Mengen. Schreiben Sie die inverse Abbildung hin und rechnen Sie nach,
daf es sich tatsdchlich um das Inverse handelt.
(3) Sei P eine Menge mit Abbildungen 7; : P — X, fiir i = 1,2, so daf die Abbildung
Abb(T, P) — Abb(T, X1) x Abb(T, X3)
F s (m o Fomyo F)
fiir alle Mengen T eine Bijektion ist, dann gibt es eine Bijektion
d:P l) X1 X XQ,
welche durch die Eigenschaft
pr; o® = m;

fiir 7 = 1, 2, eindeutig bestimmt wird.
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Ubungsaufgabe 2.5. Zwei Mengen X und Y heifien gleichméchtig, wenn es eine Bijektion X =
Y zwischen ihnen gibt. Vorsicht: das bedeutet nicht, daf es sich um endliche Mengen handelt.
Sind die Mengen X und Y gleichméchtig, dann schreiben wir | X| = |Y].

Zeigen Sie fiir drei Mengen X, Y und Z:
(i) [X]=|X],
(i) [X|=Y] <= [Y]=]X],
(i) [X]=[uwd[Y]=]2] = [X[=]Z].

Ubungsaufgabe 2.6. Seien X und Y Mengen mit endlich vielen Elementen, und sei f: X — Y
eine Abbildung. Zeigen Sie: wenn | X| = |Y|, dann sind dquivalent:

(a)  f ist bijektiv.

(b)  f ist injektiv.

(¢c)  f ist surjektiv.

3. GRUPPEN, RINGE UND KORPER

3.1. Die symmetrische Gruppe. Bevor wir lernen, was eine Gruppe ist, betrachten wir zu-
néchst die symmetrische Gruppe als Beispiel.

Definition 3.1. Eine Permutation einer Menge X ist eine Bijektion X = X . Die Menge aller
Permutationen einer Menge X bezeichnen wir mit

Aut(X) ={o: X — X ; o bijektiv}.
Die Notation ,,Aut“ kommt von Automorphismengruppe.

Bemerkung 3.2. Wir haben bereits einges iiber diese Menge der bijektiven Selbstabbildungen
von X gelernt:

Beispiel 2.28: idx € Aut(X).

Korollar 2.36: mit 0,7 € Aut(X) ist auch o o 7 € Aut(X).

Proposition 2.33: die Komposition von Bijektionen aus Aut(X) ist assoziativ, denn das
gilt ja ganz allgemein fiir die Komposition von Abbildungen von Mengen.

Satz 2.40: jedes o € Aut(X) hat ein Inverses 0! : X — X. Nach Korollar 2.41 ist 0!
eindeutig und auch in Aut(X).

Bevor wir die hier angedeuteten algebraischen Eigenschaften von Aut(X) in Definition 3.10
im Gruppenbegriff abstrahieren und studieren, wenden wir uns noch einem Spezialfall zu.

Definition 3.3. Sei n € N. Die Menge der Permutationen der Menge {1,2,...,n} bezeichnen
wir mit

Sn = Aut({1,2,...,n})
und nennen sie die Symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Wie stellt man ein Element von .S, dar und wie kann man die Komposition ausrechnen? Die
erste Moglichkeit ist eine schlichte Wertetabelle. Ein ¢ € S, wird beschrieben durch

. 1 2 3 e n—1 n
7= \ec(1) o2 oB) - on—1) o(n)
o wirkt von oben nach unten: fiir o(i) schaut man in die Spalte, in der oben i steht, und findet
unten den Wert o (7).
Beispiel 3.4. Wir nehmen n = 3. Das Symbol
(1 2 3
77 2 3 1

beschreibt die Permutation mit (1) =2, 0(2) = 3 und o(3) = 1.
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Verfahren 3.5. Wir vereinfachen die Notation fiir die Komposition o7 := ¢ o 7 zweier Permu-
tationen

o= (ot ot ot o) Ty o)
und berechnen diese durch

e Umsortieren der ersten Permutation (die als zweites ausgefithrt wird — das Umsortieren
beschreibt als Wertetabelle offensichtlich die gleiche Permutation)

a:< 1 2 3 -+ n ):< 7(1) 7(2) 73) -+ 7(n) >
o(1) o2) o(3) -+ o(n) o(r(1)) o(7(2)) o(r(3)) --- o(r(n))
e Ubereinanderschreiben
. ( 1 2 3 n >
L@ 7(2) T3) - 7(n)
( ) T2 7 o 7(n) >
o(r(1)) o(7(2)) o(r(3)) --- o(7(n))

e und anschlielendes Streichen der zwel mittleren Zeilen:

w
~—
9

_( 1 2 3 n >
T \o(r(1) o(r(2) o(r(3)) -+ o(r(n))

Beispiel 3.6. Fiir n > 3 ist die Komposition in S;,, nicht mehr kommutativ. Beispielsweise gilt

in S3 fiir
(12 3 (1 2 3
=\2 13/ T7\1 3 2

/12 3\ /1 23\ (13 2\(/1 23\ (123
9T=\2 1 3/\1 3 2)7{23 1)1 3 2) 7\ 231

und zum anderen

/12 3\ /1 23\ (21 3\(1 23\ (123
™=\132/\213/7"\312/\213 7(31 2/

Man sieht insbesondere o7 # 70.

zum einen

Definition 3.7. Fiir eine natiirliche Zahl n € N ist die Fakultit definiert als
nn=1-2-3-...-n.
Es gilt per Konvention
0l =1,
denn das leere Produkt ist 1. Damit gilt ndmlich fiir alle n > 1
nl=n-(n—1)!
als rekursive Definition der Fakultat.

Satz 3.8. |S,| = n!

Bemerkung 3.9 (Beweis per vollstindiger Induktion). Angenommen wir wollen eine Familie
A(n) von Aussagen fiir alle n € Ny beweisen. Sei N C Ny die Menge der natiirlichen Zahlen n,
fiir die die Aussage A(n) richtig ist. Wir zeigen nun

e Induktionsanfang: 0 € NV,

e Induktionsschritt: wenn n € N, dann auch n+1 € N,

und schliefsen aus dem Peanoschen Induktionsaxiom auf N = Ny. Damit sind alle Aussagen
A(n) bewiesen!
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Beweis von Satz 3.8. Wir haben zuerst die Schwierigkeit, daf Sy gar nicht definiert ist. Nun,
So = Aut(0) = {id}

ist eine sinnvolle Definition. Aber wir konnen durch einfache Modifikation die Induktion auch
bei n = 1 beginnen. Das Induktionsaxiom zeigt die Aussage dann nicht fiir ganz Ng, sondern
nur fiir alle n > 1, aber das ist ja gewollt.

Induktionsanfang: Fir n = 1 haben wir S1 = Aut({1}) = {id} mit 1 = 1! Elementen.

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dak die Aussage bereits fiir n — 1 bewiesen ist, und
wir wollen sie fiir n beweisen (das ist wieder eine Variation des Induktionsaxioms, die aber in
Ordnung ist).

Die Elemente o € S, sind eindeutig durch die Werte o(i) fiir ¢ = 1,...,n beschrieben. Es
handelt sich also um die Anzahl der Moglichkeiten, die Elemente 1,2,...,n in eine Reihenfolge
o(1),0(2),...,0(n) zu bringen. Daf dabei die n-vielen Dinge mit 1 bis n durchnummeriert sind,
ist nicht wesentlich. Wir setzen

M;={c€S,; o(l) =i}

Dann ist

S, =M UMyU...UM,
eine disjunkte Zelegung und fiir jedes i = 1,...,n besteht M; aus den Permutationen, die mit 4
beginnen und dann die n — 1 Elemente 2,3, ..., n in eine Reihenfolge bringen. Per Induktions-

annahme geht das auf
[ Mi| = [Sn-a| = (n—1)!
viele Arten. Insgesamt ergibt sich
|Sp| = |[My]| + |[Ma| + ...+ |Myp| =n-|Sp-1] =n-(n—1) =nl O
3.2. Gruppen. Eine Gruppe ist ein algebraisches Konzept, welches das Beispiel der S, oder
allgemeiner Aut(X) fiir eine Menge X abstrakt faft.

Definition 3.10 (Gruppe). Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Abbildung
GxG—G
(a,b) — axb,
Verkniipfung genannt, mit den folgenden Eigenschaften.
(i) Die Verkniipfung ist assoziativ: fiir alle a,b,c € G gilt
ax*(bxc)=(axb)xc.
(ii)  Es gibt ein neutrales Element e € G, mit
exa=a=axe

fiir alle a € G.
(iii) Existenz von Inversen: fiir alle a € G gibt es ein b € G mit

axb=bxa=ce.

Definition 3.11 (kommutative Gruppe). Eine kommutative Gruppe (oder auch abelsche
Gruppe) ist eine Gruppe, in der auch gilt:

(iv) Die Verkniipfung ist kommutativ: fiir alle a,b € G gilt
axb="bx*a.

Notation 3.12. (1) Wenn man die Verkniipfung * einer Gruppe G betonen will, dann schreibt
man auch (G, *) fiir die Gruppe.
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(2)  Ubliche Terminologie und Notation fiir die Verkniipfung von a,b € G sind
a+b Addition
a-b  Multiplikation
ab Multiplikation

Beispiel 3.13. (1) Sei X eine Menge. Dann ist Aut(X) eine Gruppe beziiglich der Verkniip-
fung Komposition. Bemerkung 3.2 fiihrt die nétigen Eigenschaften der Komposition auf.
Das neutrale Element ist die Identitéit idx, das Inverse ist die inverse Abbildung, und
Kompositon ist wohldefiniert und assoziativ.

(2) Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Die symmetrische Gruppe S, ist eine Gruppe beziiglich
Komposition. Diese Gruppe hat n! viele Elemente. Die .S;, ist kommutativ genau fiir n < 2.

(3) Die ganzen Zahlen Z mit Addition als Verkniipfung bilden eine kommutative Gruppe. Das
neutrale Element ist die 0, das Inverse zu n € Z ist —n.

(4) Die kleinste Gruppe ist G = {e} mit der einzig méoglichen Verkniipfung

exe=e.
Diese Gruppe nennt man die triviale Gruppe.

Bemerkung 3.14. Man sollte der Versuchung widerstehen, eine (endliche) Gruppe durch ihre
Verkniipfungstafel, also eine Tabelle, welche die Werte gh mit g,h € G angibt, verstehen zu
wollen. Man sieht leicht, daf es genau eine Gruppe mit zwei Elementen G = {e, g} gibt. Die
Verkniipfungstafel muft lauten:

Q o0
o QK

€

g
Die dargestellte Information ist vollstdndig, aber auch vollstdndig nutzlos zum Verstdndnis der
Gruppe.

Bemerkung 3.15. Manchmal hort man, daft zu den Eigenschaften einer Gruppe G gehort, daf
G ,abgeschlossen unter der Verkniipfung® sein muf. Das ist Blodsinn, welcher der Vorstellung
entspringt, das Ergebnis der Verkniipfung sei a priori irgendwo vorhanden, und die Frage, ob es
in G liegt, sei sinnvoll.

Der Gehalt dieser Vorstellung betrifft den wahren Sachverhalt, dafs eine Gruppe mehr ist als
eine Menge: eine Menge mit Verkniipfung. Und diese Verkniipfung mufs als Abbildung wohlde-
finiert sein. Man mufs die Verkniipfung iiberhaupt erst definieren, und wenn sie wohldefiniert
ist, dann hat man eine Verkniipfung mit Werten in G.

Proposition 3.16 (Eindeutigkeit des neutralen Elements). Das neutrale Element in einer Grup-
pe ist eindeutiq.

Beweis. Sei (G, x) eine Gruppe und e, ¢’ seien neutrale Elemente. Dann gilt
e=cxe =¢. O

Proposition 3.17 (Eideutigkeit des Inversen). Das inverse Element zu einem Gruppenelement
st eindeutig.

Beweis. Sei (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e, und seien b,c € G inverse Elemente
zu a. Dann gilt
b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c. O

Lemma 3.18. Seien (G,*) eine Gruppe mit neutralem Element e. Seien a,b,c € G. Dann gilt:
(1) Ausbxa=ce folgtb=a"".

(2) Ausaxc=e folgtc=a"1.

In einer Gruppe sind Linksinverse (bzw. Rechtsinverse) bereits Inverse.
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Beweis. Sei a~! das inverse Element zu a. Dann folgt aus b a = e bereits
b=bxe=bx(axa )= (bxa)xa t=exa =0a"l.
Die andere Behauptung folgt analog. O

Proposition 3.19. Seien (G, %) eine Gruppe und a,b € G. Dann ist
(axb) P =b"txal.

Beweis. Nach Lemma 3.18 reicht die folgende Rechnung:

(axb)x (b xa N =axbx (b xa ) =ax(bxb ) xa=axexa ' =axa ™l =e,

wobei e das neutrale Element in G ist. O

Bemerkung 3.20. (1) Den Beweis von Proposition 3.17 haben wir im Spezialfall G = Aut(X)
bereits in Satz 2.40 gefiihrt.

(2) Das eindeutige neutrale Element wird auch Eins oder Einselement genannt, oder Null
oder Nullelement, je nachdem welche Notation man fiir die Verkniipfung wéhlt. Als
Bezeichnung sind dann 0 oder 1 iiblich.

(3) Das eindeutige Inverse Element zu einem a € G wird oft mit a~! oder —a bezeichnet, je
nachdem welche Notation man fiir die Verkniipfung gewéhlt hat.

3.3. Ringe. Eine Gruppe formalisiert eine gewisse algebraische Struktur mit einer Verkniipfung.
Die bekannte Arithmetik der rationalen/reellen Zahlen aus der Schule hat zwei Verkniipfungen:
Addition und Multiplikation.

Definition 3.21. Ein Ring ist eine Menge A zusammen mit zwei Verkniipfungen, einer Addi-
tion

+:AxA—= A
(a,b) —»a+b
und einer Multiplikation
tAXA— A
(a,b) —a-b
mit den folgenden Eigenschaften.

(i) (A, +) ist eine kommutative Gruppe.
(i)  Die Multiplikation ist assoziativ: fiir alle a,b,c € A gilt

a-(b-c)=(a-b)-c.
(iii) Die Multiplikation ist kommutativ: fiir alle a,b € A gilt
a-b=">-a.
(iv)  Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation, genannt Eins und bezeichnet mit 1 € A:
l-a=a=a-1

fiir alle a € A.
(v)  Es gilt das Distributivgesetz: fiir alle a,b,c € A gilt

a-(b+c)=(a-b)+(a-c).

Beispiel 3.22. Die ganzen Zahlen Z mit Addition und Multiplikation sind ein Ring. Spéter lernen
wir weitere Beispiele kennen.

Notation 3.23. (1)  Wenn man die Verkniipfung + und - bei einem Ring A betonen will, dann
schreibt man auch (A, +,-) fiir den Ring.
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(2) Das neutrale Element der Addition in einem Ring A bezeichnen wir mit 0. Dies hingt nur
von der Gruppe (A, +) ab. Wegen Proposition 3.16 ist 0 eindeutig.

(3) Das additive Inverse im Ring A, also das Inverse von a € A beziiglich der Addition,
bezeichnen wir mit —a. Es ist nach Proposition 3.17 eindeutig. Aufserdem kiirzen wir ab:

a—b=a+(-b).
Es gelten die {iblichen Rechenregeln fiir Vorzeichen. Zum Beispiel gilt fir alle a,b,c € A
a—(b—c)=(a—0b)+c

(4) Es gilt die Konvention Punkt- vor Strichrechnung. Dies erspart wie gewohnlich einige
Klammern.
(5) Die Notation wird auch durch Weglassen des Multiplikationspunktes vereinfacht: ab = a-b.

Bemerkung 3.24. In einem Ring A ist das multiplikative neutrale Element 1 eindeutig. Dies
beweisen wir mit derselben Idee wie in Proposition 3.16: angenommen 1’ € A ist auch ein
neutrales Element fiir die Multiplikation, dann gilt

1=1-17=1"

Das ist derselbe Beweis wie bei der Eindeutigkeit des neutralen Elements einer Gruppe. Dieser
Beweis funktioniert, obwohl (A, ) keine Gruppe ist (es gibt fiir die 0 € A kein Inverses, es sei
denn A = {0}).
Proposition 3.25. Sei A ein Ring und a € A. Dann gilt

0-a=0=a-0.
Bewets. Es gilt 04+ 0 = 0, daher

0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.
Additiert man das Inverse —(0 - a), so ergibt sich die Behauptung durch
0=0-a4+(-0-a)=(0-a+0-a)+(-0-a)=0-a+(0-a+(-0-a))=0-a+0=0"a.

Dann gilt ndmlich auch a -0 =0, denn A ist kommutativ. (]

Proposition 3.26. Sei A ein Ring und a,b € A. Dann gilt
(1) —(=a) =aq,
(2)  —(ab) = (=a)b = a(=b).
Beweis. (1) Wegen a + (—a) = 0 = (—a) + a ist a das Inverse zu —a, also —(—a) = a. (Das
haben wir schon mal gesehen!)
(2) Es gilt
ab+ (—a)b=(a+ (—a)b=0-b=0
und
ab+a(=b) =a(b+(-b)=a-0=0-a=0.
Weil Addition kommutativ ist, sind damit a(—b) und (—a)b das Inverse von ab. O

Korollar 3.27. Sei A ein Ring und a,b € A. Dann gilt

(1) ab=(—a)(=b),
(2) —a= (_1)a7
(3) (=1)-(=1)

Beweis. (1) Aus Proposition 3.26 (1) und zweimal (2) folgt
ab = —(—(ab)) = =((=a)b) = (—a)(=b).
(2) Dies ist der Fall b =1 in Proposition 3.26 (2):
—a=—(a-1)=ua(-1) = (-1)a.

1.
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(3) Wir setzen a =b=11in (1):

1=1-1=(-1)(-1). O
3.4. Korper.
Definition 3.28. Ein Korper ist ein Ring K mit
(1) 0+#1.
(i)  Jedes a € K, a # 0 hat beziiglich Multiplikation ein Inverses: es gibt b € K mit

a-b=1=b-a.

Beispiel 3.29. (1) Beispiele fiir Korper sind die bekannten Korper der rationalen Zahlen Q,
und die reellen Zahlen R.
(2) Der Ring Z ist kein Korper.

Satz 3.30. Sei K ein Korper und a,b € K verschieden von 0. Dann ist auch ab # 0.

Beweis. Dies beweisen wir durch Widerspruch. Angenommen ab = 0. Nach Voraussetzung gibt
es multiplikative Inverse o, 5 € K mit aa = 1 = bS3. Dann folgt

1 =11 = (aa)(b8) = (ab)(aB) = 0(a) = 0,
ein Widerspruch. O

Korollar 3.31. Sei K ein Korper. Die von 0 verschiedenen Elemente
K*:=K\{0}={ae K; a#0}
von K sind mit der Einschrankung der Multiplikation eine kommutative Gruppe. Diese Gruppe

heifit multiplikative Gruppe des Kéorpers K.

Beweis. Aus Satz 3.30 folgt, dafs die Multiplikation eingeschrénkt auf K* eine Verkniipfung ist:
K*x K* — K*
(a,b) — ab.

Assoziativitat, Existenz des neutralen Elements (der Eins), Existenz des Inversen, Kommutati-
vitdt sind Bestandteil der Korperaxiome.

Eine Kleinigkeit gibt es noch zu beachten. Das multiplikative Inverse a™" zu einem a € K*
gibt es nach Kérperaxiomen zuerst einmal in K. Wir miissen beweisen, dak a=' € KX, also
a~! # 0. Dies beweisen wir durch Widerspruch. Angenommen a~! = 0. Dann ist

1

=0-a=a"

-a=1,
im Widerspruch zu 0 # 1 in einem Korper. O

Korollar 3.32. In einem Kérper K ist fiir jedes 0 # a € K das multiplikative Inverse eindeutig.
Wir schreiben a™' fiir das multiplikative Inverse von a.

Beweis. Das ist nun klar, weil das nach Proposition 3.17 in jeder Gruppe gilt. U

Beispiel 3.33. Es gibt genau einen Korper mit 2 Elementen. Dieser wird mit o bezeichnet und
mufs aus den Elementen

Fy = {Oa 1}
bestehen. Die Addition erklért sich von selbst (Ubungsaufgabe!):
+ 10 1
0|0 1
1710
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und die Multiplikation ebenfalls (Ubungsaufgabe!):

01
0(0 O
110 1

Wie bereits erwahnt, sind Verkniipfungstafeln keine erhellende Methode, um eine algebraische
Struktur zu erkléaren. Wir lernen spéter systematisch die Kérper mit p Elementen, p eine Prim-
zahl, kennen. Daher sparen wir uns die Miihe, die Korperaxiome nachzupriifen. Es sind fiir
Addition und Multiplikation jeweils assoziativ, kommutativ und fiir beide gemeinsam distribu-
tiv zu testen, was durch 32 einfache Rechnungen zu erledigen ist.

Wenn Sie sich in Euklids Lehre des Rechnens mit gerade und ungerade auskennen, dann
glauben Sie die Koérperaxiome sofort.

Bemerkung 3.34. Bei einem Schiefkérper verlangt man dieselben Axiome wie fiir einen Korper,
nur dafs auf die Kommutativitdt der Multiplikation verzichtet wird. Im Prinzip funktioniert die
lineare Algebra auch mit Schiefkérpern.

Beispiel 3.35. Eine lineare Gleichung in einer Variablen X iiber einem Korper K ist eine Glei-
chung der Form

aX +c =cy
mit a, c1,co € K. Eine Losung der linearen Gleichung in K ist ein x € K mit

axr + c1 = Ca.
Mit b = ¢9 — ¢1 hat offenbar

aX =0b

die gleichen Lésungen in K. Daher beschrinken wir uns auf lineare Gleichungen diese Typs.
Offenbar gibt es genau dann eine Losung,

e wenn ¢ = b =0, und dann 16st jedes z € K die Gleichung, oder
e wenn a # 0, und dann 16st nur z = a~'b die Gleichung.

Wenn wir spater die allgemeine Aussage iiber die Losbarkeit und die Losungsmenge einer linearen
Gleichung behandeln, soll zur Ubung der einfache Fall mit nur einer Variablen und nur einer
Gleichung damit verglichen werden.

UBUNGSAUFGABEN ZU §3

Ubungsaufgabe 3.1. Wir numerieren die Ecken des Quadrats im Uhrzeigersinn mit 1,2, 3, 4.

1 — 2

4 — 3

(1) Eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn induziert eine Bijektion der Ecken(nummern) und
damit ein Element der S4. Schreiben Sie dieses als Wertetabelle auf.

(2)  Stellen Sie sich nun vor, das Quadrat sei starr. Schreiben Sie alle Permutationen der Ecken
als Elemente der Sy auf, die Sie durch Bewegungen des starren Quadrats hinbekommen.

(3) Wahlen Sie nun zwei verschiedene Elemente (und nicht die Identitét!) aus Ihrer Liste aus,
berechnen Sie das Produkt der Permutationen in S; und vergleichen Sie diese mit der
entsprechenden Hintereinanderausfithrung der Bewegungen des Quadrats.

Ubungsaufgabe 3.2. Betrachten sie die folgende zyklische Permutation in S,,

(123 - n
7=\n 12 . n-1
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und berechnen Sie ¢” per Induktion nach 7.
Visualisieren Sie diese Rechnung durch eine entsprechende Bewegung der geeignet markierten
Ecken eines reglmafigen n-Ecks.

Ubungsaufgabe 3.3. Sei A ein Ring mit 0 = 1. Zeigen Sie, dak A genau ein Element hat.
Bemerkung: Diesen Ring nennt man den Nullring.

Ubungsaufgabe 3.4. Zeigen Sie, daf ein Ring A genau dann ein Korper ist, wenn alle linearen
Gleichungen
aX+b=c

mit a,b,c € A und a # 0 eine Losung haben.

4. VEKTORRAUME
4.1. Beispiele von Vektorrdumen. Nun kommen wir zur Definition der algebraischen Struk-

tur, von der diese Vorlesung hauptséchlich handelt.

Definition 4.1. Sei K ein Kérper. Ein Vektorraum (genauer ein K-Vektorraum) ist eine
Menge V' mit zwei Verkniipfungen, einer Addition

+: VxV >V
(v,w) = v+ w,
einer Skalarmultiplikation
-t KxV =V
(a,w) = a-w
mit den folgenden Eigenschaften.

(i)  (V,+) ist eine kommutative Gruppe.
(i)  Die Skalarmultiplikation ist assoziativ: fiir alle a,b € K und v € V gilt

a-(b-v)=(a-b)-v.
(iii) Die Skalarmultiplikation ist unitér: fir alle v € V und die Eins 1 € K gilt
1-v=mw.
(iv) Es gelten die Distributivgesetze: fiir alle v,w € V und a,b € K gilt
a-(v+w)=(a-v)+ (a-w)
(a+b)-v=(a-v)+ (a- w).
Bemerkung 4.2. Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Das ist nur ein Name!

Die Elemente des Korpers K heiflen bei einem K-Vektorraum die Skalare. Man kann Vektoren
mit Elementen a € K skalieren: v € V wird zu av := a - v.

Notation 4.3. Wenn man die Verkniipfung 4+ und - und den Korper der Skalare bei einem
Vektorraum V' betonen will, dann schreibt man auch (V, K, +, -) fiir den Vektorraum. Das werden
wir nie tun, denn aus dem Kontext werden K sowie + und - klar sein.

Beispiel 4.4. Sei K ein Korper. Zuerst beschreiben wir den Prototypen eines Vektorraums. Sei
n € N. Der K-Vektorraum
KTL
ist als Menge K™ = K X ... x K mit n Faktoren. Ein Vektor ist also ein n-Tupel mit Eintragen
aus K. Diese werden vertikal geschrieben und dann Spaltenvektoren genannt. Die Addition
ist komponentenweise:
U1 wy v1 + Wy

Un Wn Up + Wp,
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wobei v, ..., Up, w1, ..., w, € K sind. Da (K, +) eine kommutative Gruppe ist, erben die Spal-
tenvektoren diese Eigenschaft offensichtlich. Die 0 ist
0
0= :
0
und das Inverse ist
(%] —U1
Un —Un

Die Skalarmultiplikation mit @ € K geschieht auch komponentenweise:

U1 avq

Un avy

Die Giiltigkeit der Vektorraumaxiome fiir diese Addition und Skalarmultiplikation ist unmit-
telbar einsichtig.

Beispiel 4.5. Der ,kleinste K-Vektorraum ist der Nullraum. Dieser besteht nur aus einem Ele-
ment 0 und stimmt mit K° in der richtigen Interpretation iiberein. Der K besteht aus der
Menge der leeren Tupel (mit der leeren Menge indizierte Tupel). Ein leeres Tupel ist eine Ab-
bildung ) - K und davon gibt es nur eine: die Inklusion der leeren Menge als Teilmenge von
K. Denken Sie an den Graph der Abbildung als Teilmenge von () x K = ().

Die zugrundeliegende abelsche Gruppe (K°, +) ist die triviale Gruppe. Die Skalarmultiplika-
tion

K x K°— KY

macht a - 0 = 0, was sonst. Die Vektorraumaxiome sind evident.

Der Nullvektorraum zu einem Korper K und zu einem anderen Korper L sind genaugenommen
2 verschiedene algebraische Strukturen. Beides sind algebraische Strukturen auf der Menge {0},
aber die Skalare, mit denen man multiplizieren darf, sind verschieden.

Beispiel 4.6. Der Fall n = 1. Der K-Vektorraum K! ist vom Kérper K als Menge nicht zu
unterscheiden. Ein 1-Tupel aus K ist nichts anderes als ein Element aus K. Die Addition in K!
ist die Korperaddition, die Skalarmultiplikation

Kx K'— K!

ist die Kérpermultiplikation. Man muf aufpassen, daf einen diese Koinzidenz nicht verwirrt. Dies
hat aber auch eine gute Seite. Man kann Ko6rper mit der Theorie der Vektorrdume studieren.
Das werden wir gleich bei den Komplexen Zahlen sehen.

Beispiel 4.7. Der Spezialfall K = R und n = 3 fithrt zum Vektorraum R3?, den wir gerne als
Modell fiir den uns umgebenden physikalischen Raum begreifen. Der R* hat zusitzlich eine
Zeitkoordinate und beschreibt somit ein Modell der Raumzeit. Der R? ist ein Modell einer
euklidischen Ebene.

Proposition 4.8. Sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fir allev € V und A € K:
(1) 0-v=0,
(2) A-0=0,

(3) (=1)-v=—uv,
(4) Nv=0 < A=0 oderv=0.
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Beweis. (1) Es gilt in K, daf 0+ 0 = 0, also
0-v=0+0)-v=0-v+0-.

Zieht man von beiden Seiten 0 - v ab, dann erhélt man 0-v = 0.
(2) Es gilt in V, da 0 +0 = 0, also

A0=X-(0+0)=A-0+A-0.

Zieht man von beiden Seiten A -0 ab, dann erhélt man A -0 = 0.
(3) Nach Lemma 3.18 reicht die folgende Rechnung:

v+ (-lv=1-v+(-1)-v=(14+(-1))-v=0-v=0.

(4) Wenn A = 0 oder v = 0, dann zeigen (1) und (2), dak A -v = 0.
Wir miissen daher nur noch die andere Richtung zeigen. Sei also A-v = 0. Wenn A\ = 0, dann
sind wir fertig. Andernfalls gibt es A™! € K und dann gilt

Oo=2x1.0=xt-Ao)=A1t N v=1-v=0. 0

Definition 4.9. Seien K ein Korper und n,m € Nj. Eine lineare Gleichung in n-vielen
Variablen X1, ..., X, mit Koeffizienten a; € K fiir j = 1,...,n ist eine Gleichung der Form

a1 X1+ ... +a, X, =0. (4.1)
Ein homogenes lineares Gleichungssystem in n-vielen Variablen X7y, ..., X, mit m-vielen
Gleichungen und Koeffizienten a;; € K fiir i =1,...,m und j = 1,...,n ist ein System . von
Gleichungen der Form
( a1 X1 + ... + ...+ . F+apnX, =0
S = an X1+ ... -l-ainj+ oo +apX, = 0
kamlAXl—i- + ... 4+ —|—aman = 0
T
Eine L6sung des Systems .¥ ist ein ¢ = : € K™ mit
Tn
a1+ ... + ...+ ... H+apr, = 0
a;1T1 + .+ A5 T4 + ... + ainTy =0
amix1+ ... + ...+ ... +ampry, = 0

Der Lésungsraum des Systems . ist die Teilmenge
ZL(S):={x € K" ; x ist Losung von .}.
Bemerkung 4.10. Eine lineare Gleichung ist einfach ein Gleichungssystem mit m = 1 Zeilen.

Satz 4.11. Sei .7 ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten aus dem Korper K.

(1)  Die Summe zweier Losungen von . ist wieder eine Losung.

(2) Seia € K. Das a-fache einer Losung von .7 ist wieder eine Lisung.

(8)  Addition und Skalarmultiplikation wie in (1) und (2) machen aus dem Losungsraum £ ()
einen K -Vektorraum.
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Beweis. Der Satz folgt trivial aus dem Distributivgesetz.

I Y1
(1) Seien z = : und y = : € K™ Losungen von ., das wir mit der Notation
T, Yn
aus der Definition 4.9 betrachten. Dann ist fir allei =1,...,m

ait(z1+ 1) + -+ ain(Tn + yn) = (@11 + ... + ainn) + (@iy1 + ... + ainyn) =040 =0,

und damit ist x +y € K™ auch eine Losung.
x1

(2) Seiennun A € K und z = ; € K™ eine Losung von .. Dann ist fir allei = 1,...,m

Tn
ail()\$1) + ...+ am()\xn) = )\(ailxl —+ ...+ amIL‘n) =A-0=0,

und damit ist Az € K™ auch eine Losung.
(3) Aus (1) und (2) folgt, daf Addition und Skalarmultiplikation von K™ entsprechende Add-
tion und Skalarmultiplikation

L) x L) = L
L K x Z(S) = L
0

fiir £ () definieren. Offensichtlich ist 0 = | : | € £ (). Die restlichen Vektorraumaxiome

0
erbt £ () von K", dem umgebenden Vektorraum, in dem die Rechnungen stattfinden. O

)
)

AR

Bemerkung 4.12. Als eines der Ziele der Vorlesung Lineare Algebra wollen wir lineare Glei-
chungssysteme perfekt beherrschen. Wenn der Lésungsraum ein Vektorraum ist, dann miissen
wir zuerst die Theorie der Vektorrdume verstehen.

Beispiel 4.13. Auch in der Analysis treten Vektorrdume natiirlich auf.
(1) Der R-Vektorraum der reellen Funktionen auf einem Intervall [a,b] = {z € R; a <z < b}:
Abb([a,b],R) = {f : [a,b] — R ; Abbildung}

ist mit punktweiser Addition und Multiplikation ein R-Vektorraum. Zu f, g € Abb([a, b], R)
und A € R definieren

(f +9)(x) = fx) + g(x)
(Af)(@) == A f(x)

eine Addition und eine Skalarmultiplikation auf Abb([a, b], R). Der Nullvektor ist die Funk-
tion 0(x) = 0 fiir alle z € [a, b]. Das additive Inverse zur Funktion f ist

(=N(z) = —f(=).

Beispiel 4.14. Wir verallgemeinern nun sowohl den K" als auch den Abb([a, b],R).
Sei K ein Korper und X eine Menge. Dann ist der Raum der Abbildungen von X nach K

Abb(X,K)={f: X — K ; Abbildung}

in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum durch:
(1) Addition: zu f,g € Abb(X, K) definieren wir f + g durch

(f+9)(@) = f(z)+ g(z)
fir alle x € X.



28 JAKOB STIX

(2) Skalarmultiplikation: zu f € Abb(X, K) und A € K definieren wir A - f durch

(A-)@)=A- f(z)
fir alle x € X.

Wir sprechen die Abbildungen f : X — K auch als (K-wertige) Funktionen an.

Man sagt, Addition und Skalarmultiplikation der K-wertigen Funktionen seien punktweise
(fiir jeden Punkt = Element x € X)) definiert. Beachten Sie, daf nur im Bildbereich addiert und
multipliziert werden mufl. Daher macht es auch nichts, daf X nur eine Menge ist.

Die Vektorraumaxiome verifizieren sich wie von selbst. Der Nullvektor ist wieder die Funktion,
die identisch 0 ist, das Inverse beziiglich der Addition zur Funktion f ist die Funktion —f mit

(=f)(z) = =f(z),
und die Rechengesetze erbt Abb(X, K) von K, eben punktweise.
Beispiel 4.15. Wenn wir speziell X = N betrachten, dann ist eine Funktion f : N — K nichts
anderes als eine K-wertige Folge ay, a9, as, ... mit a, € K fiir alle n € N, und Abb(N, K) ist der

K-Vektorraum der Folgen.
Im Spezialfall X = {1,...,n} haben wir eine naheliegende Idenitfikaton

Abb(X,K) = K".
Ein n-Tupel aus K ist nichts anderes als die Liste der Werte einer Funktion
fAL...,n} = K.

Addition und Skalarmultiplikation entsprechen sich unter dieser Identifikation. So eine Identifi-
kation, welche die betrachtete Struktur erhélt, studieren wir spéter genauer und nennen sie dann
einen Isomorphismus.

Beispiel 4.16. Die Potenzmenge (X)) einer Menge X hat die folgende Struktur eines Fo-
Vektorraums. Die Summe zweier Teilmengen U,V C X wird definiert durch die symmetrische
Differenz
U+V:=UAV=U\V)U(WV\U).

Die Skalarmultiplikation mit a € Fy = {0, 1} wird definiert durch

1-U=U0

0-U=10.
Die Verifikation der Fo-Vektorraumstruktur ist eine Ubung. Wir sehen das spiter eleganter durch
den Vergleich mit einem anderen Vektorraum.

4.2. Die komplexen Zahlen. Der Korper der komplexen Zahlen C spielt eine wichtige Rolle
in der Mathematik. Historisch gesehen hat es die Mathematiker einige Uberwindung gekostet,
diesen Korper zu akzeptieren. Heute ist es unvorstellbar, wie man ohne C auskommen soll.

Definition 4.17. Der Korper der komplexen Zahlen ist die Menge C := R x R mit Addition
+ : C x C — C und Multiplikation - : C x C — C definert durch: fiir alle (a,b), (¢,d) € R x R
gilt
(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢,b+ d),
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc).
Bemerkung 4.18. Die angegebene Definition ist korrekt, aber undurchsichtig. Wir sehen nicht,

wie Addition und Multiplikation motiviert sind, und vor allem nicht, warum C iiberhaupt ein
Korper ist. Immerhin sehen wir in der Darstellung die Bijektion

C 3 R?
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durch (a,b) — < Z

erkennen wir, daf (C,+) durch die Bijektion oben mit (R2 +) identifiziert wird, somit eine
kommutative Gruppe ist. Das ist ein Anfang.

Des weiteren lesen wir ab, daf jedes z € C eindeutige reelle Koordinaten a,b € R hat. Dafiir
wire der Vergleich mit R? nicht nétig gewesen, aber Koordinaten werden uns fiir Vektorriume
natiirlich vorkommen, und so ist es gut, C in diesem Kontext zu verstehen.

> , so daft wir die Sprache der R-Vektorrdume benutzen konnen. Insbesondere

Notation 4.19. Um die Multiplikation zu verstehen, verbessern wir zunéchst die Darstellung
eines Elements. Wir fithren das Symbol

ein, die imaginire Einheit, und schreiben
a+b-i:=(a,b) €C.

Ein Element z € C hat also eine eindeutige Darstellung z = a + b - ¢ mit a,b € R. Dabei heifst

a = R(z)
der Realteil von z und

b=S(z)
der Imaginarteil von z.
Bemerkung 4.20. Die Multiplikation von 2 = a+0b-¢ und w = c+d -4 mit a, b, c,d € R liest sich
jetzt

(a+b-i)-(c+d-i) = (ac—bd) + (ad + bec) - i.

Wenn man mit ¢ wie mit einer formalen Variablen rechnet, dann kommt fast dasselbe raus. Es
reicht, wenn wir von 4 fordern, dafs

und wir sonst mit der Multiplikation aus R und dem Distributivgesetz arbeiten.

Notation 4.21. (1) Seia € R. Fiir a4+ 0-¢ € C schreiben wir einfach a.
(2)  Wir haben 7 als Notation eingefiihrt. Die komplexe Zahl
1:=04+1-7€C
erfiillt
i2=04+1-9)0+1-i)=—-1+0-7=—1.
Die komplexen Zahlen erlauben auch das Wurzelziehen aus negativen reellen Zahlen, was
wegen
teER=2>>0

mit reellen Zahlen allein nicht moglich ist.
Satz 4.22. Die komplezen Zahlen (C,+,-) sind ein Korper. Die Abbildung
R—C
av—a

identifiziert R mit einer Teilmenge von C, so dafi Addition und Multiplikation in R und in C
sich entsprechen. Man sagt, daff R ein Unterkérper von C ist.

Beweis. Die Behauptung iiber R als Teilmenge von C inklusive der Behauptung iiber die Mul-
tiplikation und Addition ist offensichtlich.
Nun zeigen wir, dafs C ein Korper ist. Wir wissen bereits, (C, 4) ist eine kommutative Gruppe.

Kommutativ: Das ist aus der Definition offensichtlich.
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Assoziativ: Fiir beliebige Elemente a +b -4,z +y-i,u+v-i € C gilt
((a+b-i)(z+y-i)(utwv-i) = ((ax —by) + (ay + bx) - i)(
(aa:—by u — (ay + bx) v) (a:c—by v+ (ay + bz)u )
= (a(zu — yv) — b(yu + 2v)) + (a(zv + yu) + b(zu — yv)) - i
= (
= (

u—+v- z

a+b- )((azufyv)qt(yuthv)o )
a+b-i)((z+y-i)(utv-i))
FEins: Die Eins in Cist 1 =140-4. Firallea+b-7 € C gilt
1(a+bi) = (la—0b) + (1b+0a)-i=a+b-1
und die andere Relation folgt aus kommutativ.

Existenz des Inversen: Hier muf man wissen, was man tut. Zu jedem 0 # z = a+b-i € C
brauchen wir ein multiplikatives Inverses. Wir setzen zunéchst Z = a — b - ¢ und berechnen

Z-z=(a—b-i)(a+b-i) = (a® +b*) + (ab+ (=b)a) - i = a® + b*.
Als reelle Zahlen sind in jedem Fall a® > 0 und b* > 0, also a>+b% > 0. Nun sind nicht a = b = 0,
somit mindestens ein Quadrat echt > 0 und deshalb
r=a’+0? #0.
Das Inverse bekommen wir nun als

b
== (@ 0 i) (a—bei) = —5

a2+ b2 a?+ b2

.1'7

denn

1 1

(7182 =2"Yz2) =2tz =1,

wobei wir davon Gebrauch machen, auf dem Teil R C C wie in R rechnen zu kénnen.
Distributiv: Fiir beliebige Elemente a + b i, 2 +y - ¢, u +v -1 € C gilt:

(a+b-i)((z+y-i)+@utv-i)=(a+b-i)((z+u)+ (y+v)- i)

=a(z+u)—bly+v)+ (aly +v) + bz +u)) -

= (ax — by + au — bv) + (ay + bx + av + bu) - ¢

= ((az — by) + (ay + bz) - i) + ((au — bv) + (av + bu) - i)

=(a+b-i)(x+y-i)+(a+b-i)(utv-i). O
Korollar 4.23. Die komplexen Zahlen C sind ein R-Vektorraum beziglich der Addition in C
und der Skalarmultiplikation

: RxC—C
(x,2) — xz.

Beweis. Alle Vektorraumaxiome folgen sofort aus den Koérperaxiomen fiir C und der Tatsache,
dafs R als Unterkorper von C aufgefafst werden kann. O

4.3. Unterraume. Wir betrachten nun lineare Geometrie in einem Vektorraum.

Definition 4.24. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Unterraum (oder Untervektorraum) von
V ist eine Teilmenge U C V, die mit der Addition und Skalarmultiplikation von V ein K-
Vektorraum ist. Genauer:

(i)  Firalle z,y € U ist z +y € U. Wir bezeichnen die so definierte Abbildung (zum Zwecke
der Definition) mit

+y: UxU—=U
(x,y) =z +y.
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(i) Fir alle @ € K und = € U ist az € U. Wir bezeichnen die so definierte Abbildung (zum
Zwecke der Definition) mit

v KxU—=U
(a,z) — a-x.

Dann ist (U, K, +y, -r) ein K-Vektorraum.

Notation 4.25. Wir werden uns hiiten, die Notation fiir einen Unterraum U C V dadurch zu
iiberfrachten, daf wir die Verkniipfungen extra bezeichnen. Schliefllich handelt es sich nur um
die Verkniipfungen von V', also +;7 = + und -y = -. In der Definition mdchten wir nur betonen,
dafs ein Unterraum zunéichst einmal wieder ein Vektorraum ist, daher die eigene Notation.

Satz 4.26 (Unterraumkriterium). Se: V' ein K-Vektorraum und U C V. Dann ist U ein Un-
terraum genau dann, wenn
(i)  firallex,y €U gilt x +y € U,
(it)  fir allex € U und X € K gilt \x € U,
(iii) U # 0.
Beweis. Wenn U ein Unterraum in V ist, dann gelten (i)-(iii).
Sei umgekehrt U C V' eine Teilmenge mit (i)-(iii). Wegen (i) ist

+:UxU—U

wohldefiniert. Als Einschrankung von + des Vektorraums V' ist 4 fiir U assoziativ und kommu-
tativ.

Sei u € U beliebig: Existenz nach (iii) gesichert! Nach (ii) ist dann auch —u = (=1)u € U
und somit nach (i)

O0=u+(—u) eU.

Die 0 ist auch ein neutrales Element fiir 4+ in U, weil die Addition nur die Einschréankung der
Addition von V ist.

Weil fiir alle u € U nach (ii) auch

—u=(-1)-ueU,

ist auch das Inverse zu u € U aus der Gruppe (V,+), also a priori das Element —u € V, in U
gelegen. Weil 4+ von U nur die Einschrénkung von + fiir V' ist, gilt auch als Rechnung in U:

u+ (—u) =0=(—u) + u.

Damit hat jedes u € U ein Inverses in U beziiglich +. Somit ist (U, +) eine kommutative Gruppe.
Nach (ii) ist die Skalarmultiplikation

K xU—=U

wohldefiniert. Alle fiir einen Vektorraum geforderten Rechengesetze gelten damit offensichtlich
auch fiir U, da ja 4+ und - fiir U nur die Einschrdnkung der entsprechenden Verkniipfungen fiir
V sind. O

Beispiel 4.27. Alle Beispiele folgen aus dem Unterraumkriterium Proposition 4.26.

(1) Der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems . in n Variablen ist ein
Unterraum .2 () C K".

(2) Diereellen Zahlen R C C als Unterraum der komplexen Zahlen aufgefafst als R-Vektorraum.

(3) Fiir jeden K-Vektorraum V sind der Nullraum 0 = {0} und der Vektorraum V' Unterrdume
von V.
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(4) Bezeichnen wir mit
Polg € Abb(R,R)
die Teilmenge der reellen Polynomfunktionen, also der Funktionen R — R, von der Form:
es gibt n € Ng und a; € R fiir ¢ =0,...,n mit
f(@) = apa™ + an_12" " Fan 22" %+ ..+ arz + ag
fiir alle x € R. Dann ist Polg ein Unterraum des R-Vektorraums Abb(R, R).

4.4. Linearkombinationen. Die allgemeinste Form von Ausdriicken, die man in einem Vek-
torraum berechnen kann, sind Linearkombinationen.

Notation 4.28. Die Summe von Elementen ay,...,a, bezliglich einer assoziativen und kommu-
tativen Addition + (etwa in einem Korper oder einem Vektorraum oder einer kommutativen
Gruppe) wird mit der Summennotation abgekiirzt:

n
Zai =a14...+a, = (((a1+a2)+...+an_1)+an).
=1

Assoziativitdt und Kommutativitat sorgen dafiir, daf es bei der Auswertung der Summe nicht
auf die Reihenfolge und Klammerung ankommt. Dies beweist man leicht durch vollstdndige
Induktion nach der Anzahl der Summanden.

Notation 4.29. Sei I eine endliche Menge. Als Variante der Summennotation fiithren wir die
Summe {iiber ein I-Tupel (a;)ier von Elementen eines Korpers (oder Vektorraums oder einer
kommutativen Gruppe) ein. Fiir jede Wahl einer Aufzihlung

I={iy,... in}

der Elemente von I (dabei sei |I| = n und jedes Element wird genau einmal aufgezahlt) setzen

wir
n
Z a; :— Z as,..
el r=1
Man mufs zeigen, dafs das wohldefiniert ist, also nicht von der Reihenfolge abhéngt, in der man
die Elemente von I aufgelistet hat. Induktion nach der Méchtigkeit von I. Ubung!

Speziell I ={1,...,n}:
Y w=3a
i=1

ie{l,...,n}

Bemerkung 4.30. Sei K ein Korper. Es gelten die folgenden Regeln fiir die Summennotation.
Mita; € K firi=1,...,n+mund b € K gilt

n+m n n+m
E a; = E a; + E a;.
=1 =1 1=n-+1

und die beiden Distributivgesetze

n n
b- Z a; = Z bai
i=1 i=1
n n
(Zai) b= ab
i=1 i=1
Des weiteren kann man Doppelsummen iiber Elemente a;; € K fiir ¢ = 1,...n und j =

1,...,m wie folgt schreiben:

n m m n

Y ()= X w=3 ()

i=1  j=1 1<i<n,1<j<m j=1 =1
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Analoge Regeln gelten auch fiir Summen von Vektoren.

Definition 4.31. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Als Linearkombination von Vektoren vy, ...,v, € V bezeichnen wir eine Summe
n
aivy + ...+ apvy = E a;v;
i=1

mit Koeffizienten a; € K.
(2) Allgemeiner, sei M C V eine Teilmenge. Als Linearkombination von Vektoren aus M
bezeichnen wir eine Summe

n
alvlr + ...+ apv, = E a;v;
i=1

mit Koeffizienten a; € K und Vektoren v; € M.
(3) Die Linearkombination ist eine nichttriviale Linearkombination, wenn mindestens ein
Koeffizient a; # 0 ist.

Bemerkung 4.32. Eine Linearkombination ist stets eine endliche Summe. Unendliche Summen,
also Reihen, setzen einen Konvergenzbegriff voraus und gehoren daher in die Analysis.

Beispiel 4.33. (1) Im R-Vektorraum C ist jedes Element z = a+0b-¢ € C (mit a,b € R) eine
Linearkombination von 1,7 € C:

z=a+b-i=a-14+b-1.

(2) Die einzige Linearkombination, die man aus der leeren Menge von Vektoren bilden kann,
ist die leere Summe, deren Wert als

0:= Z ;U5
i€l

festgelegt wird. Dies ist die einzige verniinftige Konvention, die mit

E aivrl-g a;v; = g aivi:E aivi

iel e ielup iel
kompatibel ist.
(3) Die Summe von zwei Linearkombinationen der vy, ..., v, ist wieder eine:
n n n
> aivi+ Y bivi =Y (a; + bi)vi.
i=1 i=1 i=1
Die Skalierung einer Linearkombination der v, ..., v, ist wieder eine:
n n
b(z CLZ"Ui) = Z(b . ai)vi.
i=1 i=1

Beispiel 4.34. Sei K ein Korper und . das homogene lineare Gleichungssystem
ain X1+ ...+ ainX, =0
flir i = 1,...,m. Aus den Spalten der Koeffizienten machen wir Vektoren

alj
Vj = e K™,

amj
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Dann gilt:
x1 n
xr = ceK'"eZ(Y) <= ijvj:().
Tn J=1
Das ist eine einfache Rechnung: Z?zl z;v; = 0 ist eine Rechnung in K™. Ein Vektor ist genau
dann gleich 0, wenn alle seine Eintrage 0 sind. Der i-te Eintrag hier ist

n n m
(D wjvi); =Y wjay =) aya,
j=1 j=1 j=1

weil a;; der i-te Eintrag von v; ist.
Losungen von .# haben also etwas mit Koeffizienten von Linearkombinationen zu tun!

Definition 4.35. Seien V ein K-Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Die lineare Hiille
(oder der Spann) von M ist die Menge der Linearkombinationen aus Vektoren von M in V.
Wir bezeichnen die lineare Hiille von M mit

(M)g C V.
Speziell fir M = {vy,...,v,} gilt

n
(U1, .., U)K = ({vl,...,’un}>K:{Zaivi ca, e Ki=1,...,n}.

i=1
Beispiel 4.36.
(1) SeiV=K"undfiri=1,...,n sei
0
e, = 1
0
mit einer 1 in der i-ten Zeile und allen anderen Eintrégen 0. Dann ist
K" = {(e1,...,en)K,
denn fiir alle x1,...,x, € K gilt
I
=x1€1 + ... +xpEn.
Tn

(2) Es gilt stets 0 = (0) k.
(3) Seien V ein K-Vektorraum und v € V ein Vektor. Dann ist die Menge der Vielfachen des
Vektors v
(Wg={av; ae K} CV

ein Unterraum. Das folgt aus Proposition 4.37.

Proposition 4.37. Seien V ein K-Vektorraum und M C V eine Teilmenge.
Dann ist die lineare Hiille (M) ein Unterraum von V.

Beweis. Wir weisen das Unterraumkriterium aus Satz 4.26 fir (M) g nach.

(i) Die Summe von zwei Linearkombinationen z,y € (M) g ist wieder eine. Seien vy, .. ., v, die
Vektoren aus M, die in beiden Linearkombinationen x und y gewéhlt wurden, seien v}, ..., v

die Vektoren aus M, die in der ersten Linearkombination x gewahlt wurden, aber nicht in der
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zweiten, und seien vf, . .., v” die Vektoren aus M, die in der zweiten Linearkombination y gewéhlt
wurden, aber nicht in der ersten Also gibt es a;,a}, b;, by, € K mit

x-Za,v,—l—Za] vj,
y—zbvﬂrzb" "

Damit ist die Summe

Tty = Zazvl—l—z val+z// "

=1

= Z(ai + bi)vi + Za + Z blv)!
i=1 j=1

auch eine Linearkombination von Vektoren aus M.
(ii) Sei nun x = " | a;v; mit a; € K und v; € M eine Element von (M) . Dann gilt fiir alle

ek .
A= )\(Zawi) Z)\ a;v;) = Z(Aai)vi
i=1

=1
Und weil Aa; € K, ist X - x auch eine Linearkombmatmn aus M.
(iii) Nun miissen wir noch zeigen, daf die lineare Hiille nicht leer ist. Aber die leere Summe
ist in (M) enthalten, also 0 € (M) . O

Korollar 4.38. Sei V ein K-Vektorraum und U C 'V eine Teilmenge. Dann gilt
U ist Unterraum <= U = (U)k.

Beweis. <=: Nach Proposition 4.37 ist (U)x ein Unterraum. Wegen U = (U)x gilt das dann
auch fiir U.

=>: Wenn U ein Unterraum ist, dann gilt fiir alle v1,...,v, € Uund a; € K firi =1,...,n,
daf
aivy + ...+ apv, € U.
Also sind alle Linearkombinationen aus U bereits in U, d.h., (U)x C U. Die umgekehrte Inklu-

sion folgt aus Proposition 4.39. Dies zeigt Gleichheit U = (U) k. O
Proposition 4.39. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir Teilmengen A, B,C CV gilt
(1) AC(Ak

(2) AC(B)xk = (A)k C(B)k,
(4) Ok =({C)k)k,

Beweis. (1) Zu v € A haben wir
v=1-wv,
also eine Linearkombination aus A. Das zeigt v € (A)x und somit (1).
(2) Das ist nun die einzige Aussage der Proposition, bei der wir etwas rechnen miissen. Sei
x € (A)k. Dann gibt es vy,...,v, € Aund \; € K fiir i = 1,...,n mit
T =Mv1+ ...+ A\

Weil A C (B) g gibt es fiir jedes v; eine Linearkombination aus B. Seien wy, . . ., w,, alle Vektoren
aus B, die wir dafiir brauchen. Wenn ein w; fiir ein v; nicht gebraucht wird, dann fiigen wir
einfach den Summanden 0 - w; = 0 hinzu. Das liefert genauso v;. Wir diirfen daher annehmen,
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dak fiir alle v;, 7 = 1,...,n dieselben Vektoren w; € B in der Linearkombination vorkommen.
Es gibt also a;; € K fliri =1,...,nund j =1,...,m mit

m
(e E AWy .
j=1

Dann rechnen wir

n n m n m n m
v =D A= 3N (D ey ) = 3 (o Mawy) = 3 (D))

i=1 i=1 j=1 i=1  j=1 i=1  j=1

= Y (Nayw,
1<i<n,1<j<m
m n m n

=" (e ) = 3 (D vy s,
j=1 =1 j=1 =1

und dies ist mit b; = > | Nja;; fiir j = 1,...,m eine Linearkombination

xr=biw + ...+ bpwn, € (B)k.

(3) Wegen (1) gilt A C B C (B)k. Dann zeigt (2) die gewiinschte Aussage (A)x C (B)k.
(4) Wegen (1) haben wir C' C (C) . Wenden wir darauf (3) an, so erhalten wir
(C)x € {O)k)k-

Nun reicht es, die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dazu nennen wir A := (C)x und B := C
und haben

Aus (2) folgt nun

und das war zu zeigen.
(5) <=:Esgilt BC AUB C (AU B)g nach (1) und das ist nach Voraussetzung (A) .

=—: Wegen A C AU B folgt aus (3) die Inklusion (A)x C (AU B)k.
Fiir die umgekehrte Inklusion nutzen wir (1) fiir A, so daf mit der Voraussetzung

AUBC <A>K
Nach (2) folgt dann (AU B)g C (A)k, und das war zu zeigen. O

Definition 4.40. Seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Eine Teilmenge M C U
heift Erzeugendensystem von U (oder nur Erzeugendensystem, wenn U = V'), wenn

U=(Mg.

UBUNGSAUFGABEN ZU §4

Ubungsaufgabe 4.1. Zeigen Sie:

(a)  Fiir jedes z € C gibt es ein w € C mit z = w?.

(b)  Jede quadratische Gleichung
Z°+aZ+b=0
mit Koeffizienten a,b € C hat in C eine Losung.

Ubungsaufgabe 4.2. Wofiir brauchen Sie in Satz 4.26 die Bedingung U # (7
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Ubungsaufgabe 4.3. Wir betrachten den K-Vektorraum Abb(X, K) der K-wertigen Abbildungen
auf einer Menge X. Der Trager einer Abbildung f : X — K ist die Menge {z € X ; f(z) # 0}.
Eine Abbildung f : X — K hat endlichen Triger, wenn f(z) = 0 fiir alle z € X bis auf
endlich viele Ausnahmen.
Zeigen Sie, dal die Menge

{f € Abb(X, K) ; f hat endlichen Tréger}

einen Untervektorraum von Abb(X, K) bilden. Zeigen Sie, daf dieser Unterraum von den Ab-
bildungen 1, zu allen y € X aufgespannt wird:

1 y==x
1y(z) = { 0 y#ux.
5. BASIS UND DIMENSION

5.1. Lineare Unabhéngigkeit. Wir kommen zu einem zentralen Begriff der linearen Algebra.

Definition 5.1. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Ein Tupel (v1,...,v,) von Vektoren aus V heifst linear abhéingig, wenn es eine nichttri-
viale Linearkombination der vy, ..., v, gibt, die den Wert 0 ergibt, d.h. es gibt a; € K,

1 =1,...,n und nicht alle a; = 0 mit
a1v1 + ...+ apv, = 0. (5.1)

Andernfalls heifit (v1,...,v,) linear unabhéngig, d.h. fiir alle a; € K, i =1,...,n gilt
a1+ ...+ a,v, =0 = q;=0furallei=1,... n.

(2) Eine Menge M C V von Vektoren heift linear abhiingig, wenn es eine nichttriviale
Linearkombination von Vektoren aus M gibt, die den Wert 0 ergibt, d.h. es gibt paarweise
verschiedene v1,...,v, € M und Elemente a; € K, ¢ =1,...,n und nicht alle a; = 0 mit

aivi + ...+ apv, = 0.

Andernfalls heifst die Menge M linear unabhéngig, d.h. fiir alle paarweise verschiedene
V1,...,U, € M und Elemente a; € K, i =1,...,n gilt

a1+ ...+av, =0 — a;=0flirallei=1,...,n.

Bemerkung 5.2. (1) Die triviale Linearkombination hat immer den Wert 0. Lineare Unabhén-
gigkeit bedeutet also, dafs nur die triviale Linearkombination den Wert 0 hat.

(2)  Wenn man betonen mochte, daf die fraglichen Koeffizienten aus dem Kérper K stammen,
dann sagt man auch K-linear abhingig bzw. K-linear unabhingig.

(3) Eine Gleichung wie (5.1) nennt man eine lineare Relation der Vektoren vy, ..., v,.

(4) Allgemeine Methoden, mit denen man entscheiden kann, ob Vektoren linear unabhéngig
sind, lernen wir in Kapitel 8.5 kennen.

Beispiel 5.3. (1) Die Vektoren im R3

1 4 7
z=| 2|, y=51], z=1] 8
3 6 9

erfiillen x — 2y + z = 0. Sie sind linear abhéngig.

(2) Sei V ein K-Vektorraum. Ein Vektor v € V ist linear unabhéngig genau dann, wenn
v # 0. Das folgt sofort aus Proposition 4.8. In der Tat ist fiir v = 0 die nichttriviale
Linearkombination

1-0=0,
somit 0 linear abhéngig. Und bei v # 0 folgt aus a - v = 0 bereits a = 0, somit ist v linear
unabhéngig.
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Dieses Beispiel zeigt auch, daf fiir ein Tupel (vy,...,v,) von Vektoren die lineare Un-
abhéngigkeit des Tupels nicht dasselbe ist wie die lineare Unabhéingigkeit der einzelnen
Vektoren v; (betrachtet als Tupel der Lénge 1).

(3) Die Elemente 1,7 € C sind R-linear unabhéngig, denn aus a + bi = 0 mit a,b € R folgt
a=b=0. Aber C ist als C! auch ein C-Vektorraum und 1, sind C-linear abhingig:

i-14(=1)-i=0.

Es ist also unbedingt wichtig, daff man den Korper, aus dem die Koeflizienten stammen,

festlegt.

Bemerkung 5.4. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Seien vy, ..., v, Vektoren aus V. Daf das Tupel (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, ist nicht
dasselbe wie die lineare Unabhéngigkeit der zugrundeliegenden Menge {v1, ..., v,}. Wenn
es 1 # j mit v; = v; gibt, dann ist das Tupel nicht linear unabhéngig, wie die nichttriviale
Linearkombination

0:vi—vj:1-vi+(—1)vj
zeigt. In der Menge aber kommt der Vektor v; = v; nur einmal vor. Diese Linearkombi-
nation steht also nicht zur Verfiigung! Die zugrundeliegende Menge kann trotzdem noch
linear unabhéngig sein.

(2) Oft sprechen wir ungenau davon, daf die Vektoren vy, ...,v, € V linear unabhéngig sind
und meinen dabei die lineare Unabhéngigkeit des Tupels (v1,...,v,). Das ist nicht so
schlimm, weil aus dem Kontext klar wird, was gemeint ist.

(3) Sei M C V eine Teilmenge. Dann folgt sofort aus der Definition, daft M linear unabhéngig
ist genau dann, wenn fiir alle n € N und alle paarweise verschiedenen vy, ...,v, € M das
Tupel (vy,...,v,) linear unabhéngig ist.

Proposition 5.5. Sei V ein K-Vektorraum.

(1)  Vektoren vi,...,v, € V sind genau dann linear abhingig, wenn einer der Vektoren als
Linearkombination der anderen geschrieben werden kann, d.h. es gibt 1 < j < n und
a; € K firi=1,...,n und j #1i mit

n
Vj = E a;v;.

i=1, ij
(2)  FEine Teilmenge M CV ist genau dann linear abhingig, wenn es ein v € M gibt, das als
Linearkombination der anderen geschrieben werden kann, d.h.

ve (M\{v})k.

Beweis. Die Aussage (2) folgt sofort aus Aussage (1), die wir jetzt beweisen. Wir nehmen zu-

nachst an, dafs
n

Uj = Z a;V;.
i=1, i#j
Dann gilt

n
v; + Z (—a;)v; =0,
i=1, i#j
und weil der Koeffizient von v; mit 1 # 0 in K nichttrivial ist, handelt es sich um eine nichttriviale
Linearkombination, welche 0 als Wert hat. Damit sind vy, ..., v, linear abhéngig.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, daft vy, ..., v, linear abhéngig sind. Dann gibt
esalsoa; € K firi=1,...,n mit

aiv1+ ...+ apv, =0
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und nicht alle a; = 0. Sei j ein Index mit a; # 0. Dann ist

n n
j_l caj) v = aj_l(ajvj) = aj_l( - Z aiw) = Z (—aj_lai)vi,

i=1, i#j i=1, i#j

und somit ist v; der Wert einer Linearkombination der anderen Vektoren. O

vi=1-v;=(a

Beispiel 5.6. Sei V ein K-Vektorraum.

(1)  Aus Proposition 5.5 folgt: Zwei Vektoren v, w € V sind linear abhingig <= v € (w)x

oder w € (v) g und das bedeutet, daf v Vielfaches von w oder w Vielfaches von v ist.

Das ist besonders im R? instruktiv, wenn v, w # 0 sind. Dann ist die lineare Hiille von
v bzw. w eine Gerade in der Ebene und die Vektoren sind genau dann linear abhéngig,
wenn v und w dieselbe Gerade aufspannen.

(2) Sei.¥ ein homogenes lineares Gleichungssystem und seien vy, ..., v, € K™ die zugehorigen
Spaltenvektoren wie in Beispiel 4.34. Dann gibt es eine nichttriviale Lésung 0 # x € K™
von . genau dann, wenn die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig sind.

Das folgt sofort aus Beispiel 4.34, denn die Losungen x € Z(.¥) sind genau die Koeffi-
zienten derjenigen Linearkombinationen

T1V1 + ...+ TpUn,

die den Wert 0 haben.
(3)  Wenn fiir die Vektoren im Q3

1 4 7
z=1| 2|, y=161, z=1| 0
3 0 0

eine Linearkombination ax + by + cz = 0 fiir a,b,c € Q gilt, dann iibersetzt sich das in
Umkehrung zu (2) zum linearen Gleichungssystem

a + 4 + T7¢c = 0
2a + 6b =0
3a =0

und das hat ersichtlich nur die Losungen a = b = ¢ = 0. Also sind z, y, z linear unabhéngig
in Q3.

(4) Die leere Menge () C V ist linear unabhéngig, denn es gibt keine nichttriviale Linearkom-
bination mit Vektoren aus (), welche die lineare Abhéngigkeit bezeugen konnte.

5.2. Eindeutige Darstellung. Eine Teilmenge M eines K-Vektorraums V ist ein Erzeugen-
densystem, wenn sie ,,grofs genug” ist, so dal jedes v € V eine Linearkombination von Vektoren
aus M ist. Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit geht in die umgekehrte Richtung: die Menge
ist ,klein genug” im folgenden Sinne.

Proposition 5.7. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V. Dann sind dquivalent:

(a)  Dievy,...,v, sind linear unabhdngig.

(b)  Jedes x € (v1,...,vn)k hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der Vek-
toren v, ..., Uy.

Beweis. (a) = (b): Seix € (v1,...,v,) k. Die Existenz einer Darstellung als Linearkombination

folgt per Definition der linearen Hiille. Wir miissen die Eindeutigkeit zeigen. Dazu nehmen wir

an wir hitten zwei, also a;,b; € K fir i = 1,...,n mit

n n
E a;V; = T = E bﬂ}i.
i=1 =1
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Ziehen wir beide Relationen voneinander ab, so erhalten wir

n n n
O=x—z= Zawi — sz"ui = Z(CLZ — bz)’l)Z
i=1 i=1 i=1
WEeil die vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt a; — b; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Das bedeutet
aber a; = b;, es waren doch keine zwei verschiedenen Linearkombinationen.

(b) = (a): Die 0 ist der Wert der trivialen Linearkombination 0 = > ; 0-v;. Aufgrund der

Eindeutigkeit sind die Werte aller nichttrivialen Linearkombinationen # 0. Damit sind v, ..., v,
per Definition linear unabhéngig. (]
Korollar 5.8. Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V linear unabhdngige Vektoren.

Dann folgt fiir a;,b; € K firi=1,...,n mit

n n
E a;V; — E bivi
=1 =1

bereits
a; =b;  firalleti=1,...,n.
Dies nennt man Koeffizientenvergleich.

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 5.7. (|

Bemerkung 5.9. Wir betrachten ein Tupel von Vektoren (v;);cr als Erzeugendensystem, wenn
die zugrundeliegende Menge {v; ; i € I} ein Erzeugendensystem ist.

Definition 5.10. Seien K ein Koérper und V ein K-Vektorraum. Eine Basis von V ist ein Tupel
von Vektoren aus V', das

(1) linear unabhéngig und

(ii)  ein Erzeugendensystem von V ist.

Die Basis heift endlich, wenn das Tupel ein endliches Tupel (vy, ..., v,) ist.

Notation 5.11. Ist (vy,...,v,) eine Basis, so schreiben wir oft nur vy, ..., v, fir die Basis.

Beispiel 5.12. (1) Den Kérper Q[v/2] aus den Ubungsaufgaben kann man als Q-Vektorraum
auffassen. Die Elemente 1, /2 bilden eine Basis von Q[v/2] als Q-Vektorraum.

(2) Die Elemente 1,7 € C sind eine Basis von C als R-Vektorraum.

(3) In Beispiel 4.36 haben wir bereits gesehen, dafs die eq, ..., e, den K™ erzeugen. Die lineare
Unabhéngigkeit folgt aus der Rechnung:

a1
0=aie1+...+ape, =
Gnp,
dann a; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Damit sind eq,...,e, € K" eine Basis von K". Diese

nennen wir die Standardbasis des K".
(4)  Im Nullvektorraum K° = {0} ist die leere Menge ) eine Basis.

Korollar 5.13. Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V. Dann sind dquivalent:

(a)  Dievy,...,vy, sind eine Basis von V.

(b)  Jedes x € V hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der vy, ..., vy.
Beweis. (a) = (b): Bei einer Basis ist V' = (vi,...,v,)k. Damit folgt diese Richtung des

Korollars sofort aus Proposition 5.7.

(b) = (a): Wenn jedes = € V eine Linearkombination der vy, ..., v, ist, dann ist vy,..., v,
ein Erzeugendensystem. Die Eindeutigkeit der darstellenden Linearkombination zeigt mittels
Proposition 5.7, daf die vy, ..., v, linear unabhéingig sind. Dies zeigt (a). O
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Bemerkung 5.14. (1) Eine Basis ist nicht zu grofs, weil aus linear unabhéngigen Vektoren be-
stehend, und nicht zu klein, weil ein Erzeugendensystem.
(2)  Wir werden als néchstes zeigen, dafs jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

5.3. Existenz einer Basis. Wir miissen den intuitiven Begriff, ein Tupel ist in einem anderen
enthalten bzw. ein Tupel ist groer/kleiner als ein anderes, formal beschreiben.

Definition 5.15. Wir sagen, ein I-Tupel (z;);cr enthélt ein J-Tupel (y;) e, oder gleichbe-
deutend das J-Tupel (y;);jes ist in dem I-Tupel (z;);cr enthalten, wenn J C I eine Teilmenge
ist und fiir alle j € J gilt: z; = y;.

Wir sagen enthélt echt bzw. ist echt enthalten, wenn dariiberhinaus J # I.

Beispiel 5.16. Sei I C {1,...,n}, dann ist (x;);es ein Tupel, das in (z1,...,z,) enthalten ist;
und sogar echt enthalten ist, wenn |I| < n. Ist I = {i1,...,i,}, dann ist (z;)ier = (i, - .-, T4,)-

Wir beweisen nun:

‘Minimale Erzeugendensysteme sind linear unabhéngig. ‘

Genauer wird das durch die folgende Proposition beschrieben.

Proposition 5.17. Seien K ein Kérper und V' ein K -Vektorraum.
Ein Tupel (v;);cr von Vektoren aus V', das

(i) ein Erzeugendensystem von V' ist und so dass
(i)  jedes echt in (v;)ier enthaltene Tupel kein Erzeugendensystem. ist,

st linear unabhdngig.
Beweis. Wir beweisen dies durch Widerspruch. Angenommen (v;);er wére linear abhéangig. Dann
gibt es nach Proposition 5.5 ein ig € I so dafs
Vi, € <’Ui 1€t 7& iO)K-

Mit Proposition 4.39 (5) (A ={v; ; i € I,i #ip} und B = {v;,}, so dak AUB = {v; ; i € I})
schliefsen wir

<UZ',Z' el 75 i0>K = <Ui,i € I>K =V
und das ist ein Widerspruch. O

Als nachstes beweisen wir:

’Maximale linear unabhéngige Tupel von Vektoren sind Erzeugendensysteme.

Genauer wird das durch die folgende Proposition beschrieben.

Proposition 5.18. Seien K ein Kérper und V' ein K -Vektorraum.
Ein Tupel (v;)ier von Vektoren aus V', das

(i) linear unabhdngig ist und so dass
(ii)  jedes Tupel, das (vi)ier echt enthdlt, linear abhdingig ist,
st ein Erzeugendensystem.

Beweis. Wir beweisen dies durch Widerspruch. Angenommen es gibt
w e V\(v,1 € )k,

dann ist nach Voraussetzung das um v erweiterte Tupel linear abhéngig. Formal handelt es sich
um das Tupel (v;)jes mit J = I U {*} mit einem Index * ¢ I und v, = w.

Es gibt also eine nichttriviale Linearkombination mit dem Wert 0. In dieser mufs w = w,
vorkommen, denn die restlichen Vektoren sind ja linear unabhéngig. Diese Relation sei

n
aw + E arwg =0
k=1
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mit a,ar, € K und wy, ..., w, aus dem Tupel (v;);c;. Dann folgt wie im Beweis von Propositi-
on 5.5
n
w = Z(—ailak)wk,
k=1
also
w € (wl,...,wn>K - <Ui,i S I)K,

ein Widerspruch zur Wahl von w. U

Definition 5.19. Ein Vektorraum heifft endlich erzeugt, falls er eine endliche Teilmenge hat,
die ein Erzeugendensystem ist.

Theorem 5.20 (Existenz von Basen). Sei K ein Korper.

(1) Jeder K-Vektorraum hat eine Basis.
(2) Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum hat eine Basis aus endlich vielen Vektoren.

Beweis. Wir zeigen nur (2) und verweisen fiir (1) auf Appendix A, weil diese Aussage das
(wichtige) Lemma von Zorn aus der Mengenlehre braucht.

Sei also nun V ein K-Vektorraum, fiir den es ein endliches Erzeugendensystem w1, ..., v,
gibt. Wir betrachten die Menge & aller Tupel, die in (vy,...,v,) enthalten sind und die immer
noch V erzeugen. Diese Menge & ist nicht leer, denn das ganze Tupel (vy,...,v,) liegt nach
Voraussetzung in &. Fiir die Anzahl von Elementen in einem Tupel in & gibt es nur die end-
lich vielen Moglichkeiten 0, 1,...,n. Darunter gibt es also Tupel mit minimaler Tupelldnge. Sei
(w1, ...,wy) ein solches mit minimaler Tupelldnge. Dann ist

e (wi,...,wy) ein Erzeugendensystem fiir V', weil es ein Tupel aus & ist, und
e jedes kleinere Tupel ist kein Erzeugendensystem mehr aufgrund der Miminmalitat der
Tupelldnge von (wq,...,wy) unter den Tupeln aus &. Nach Proposition 5.17 ist dann
(wi,...,wq) linear unabhingig.
Somit haben wir mit (wq,...,wy) eine endliche Basis gefunden. O

Eigentlich haben wir die folgende Aussage bewiesen:

Korollar 5.21 (Basisauswahlsatz). Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.
Dann enthdlt jedes endliche FErzeugendensystem von V' eine Basts. (]

Satz 5.22. Seien K ein Kdrper, V ein K-Vektorraum und I eine Menge.
Fiir ein I-Tupel (v;)icr von Vektoren aus V' sind dquivalent:

(a)  (vi)ier ist Basis.

(b)  (vi)ier ist ein maximales linear unabhdngiges Tupel.

(c)  (vi)ier ist ein minimales Erzeugendensystem.

Bemerkung 5.23. ,Maximales linear unabhéngiges Tupel“ und ,minimales Erzeugendensystem"
sind wie in den Propositionen 5.17 und 5.18 zu verstehen.

Beweis von Satz 5.22. (b) = (a): Das folgt sofort aus Propositionen 5.18.

(a) = (b): Wenn (v;);er eine Basis ist, dann ist es ein linear unabhéngiges Tupel. Es bleibt
zu zeigen, dak jedes echt grofere Tupel, das (v;);er enthélt, nicht mehr linear unabhéngig sein
kann.

Angenommen es kommt der Vektor w € V hinzu. Dann ist w € V = (v; ; i € )i eine
Linearkombination von Vektoren aus (v;);cr. Nach Proposition 5.5 ist dann das erweiterte Tupel
linear abhéngig, und das war zu zeigen.

(¢c) = (a): Das folgt sofort aus Propositionen 5.17.

(a) = (c): Wenn (v;);es eine Basis ist, dann ist die zugrundeliegende Menge ein Erzeugen-
densystem. Es bleibt zu zeigen, dafs jedes echt kleinere Tupel, das in (v;);c; enthalten ist, nicht
mehr Erzeugendensystem ist.
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In einem echt enthaltenen Tupel fehlt mindestens ein Vektor, sagen wir zu ig € I fehlt der
Vektor v;,. Weil (v;)ier linear unabhéngig ist, folgt aus Proposition 5.5, daf

vio & (vi 5 1€ I\ {io}) K,
und damit ist das kleinere Tupel nicht mehr Erzeugendensystem (v;, wird nicht als Linearkom-
bination dargestellt). Dies war zu zeigen. (]

Satz 5.24 (Basisergidnzungssatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann lafit sich
jedes linear unabhdngige Tupel von Vektoren aus V zu einer Basis erginzen. Genauer: Seien
V1,...,0. € V linear unabhingig und sei by,...,b, ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es
einl <ip <...<ig<n, so daf

’Ul,...,’UT,bil,...,bi

s

eine Basis von V ist.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum Beweis von Proposition 5.18. Wir betrachten die Tupel, die

e in (v1,...,v0p,b1,...,b,) enthalten sind

e und die (v1,...,v,) enthalten

e und linear unabhéngig sind.
Das ist eine nichtleere Menge von Tupeln, denn (v1, ..., v,) erfiillt die Bedingungen. Wir wéhlen
darunter ein Tupel maximaler Lange (dies gibt es, denn die Lange von Tupeln ist begrenzt durch
r 4+ n). Dies hat die Form

(’Ul,... 7'Ur7bi17--- 7bis)

wie in der Behauptung und wir miissen zeigen, daft dies ein Erzeugendensystem ist. Aufgrund
der Maximalitdt sind fiir alle 1 < j < n die Vektoren

bj,vl,... ,’Ur,bil,... :bis
linear abhéngig (entweder durch Wiederholung b; = b;,, oder weil das Tupel dann nach Umord-
nung in vy, ..., v, by, ..., b, enthalten und grofer wére). In einer nichttrivialen Linearkombinati-
on, die 0 darstellt, muf b; mit Koeffizient # 0 vorkommen, weil sonst bereits v1, ..., v, b;;, ..., b;,
linear abhéngig wire im Widerspruch zur Auswahl. Daher gilt wie im Beweis von Proposition 5.18
bj S <U1,.. . 7'Urabi1a- . ~abiS>K7
und das eben fiir alle j = 1,...,n. Daraus schliefsen wir mit Proposition 4.39 (2)
V= <b17"'7bn>K g (Ulu"°7vrabi17-"7bis>K g ‘/7
woraus folgt, dal vi,..., v, b;y,...,b;, ein Erzeugendensystem ist. O

5.4. Der Basissatz.
Theorem 5.25 (Basissatz). Je zwei Basen eines Vektorraums V' sind gleich mdachtig.

Beweis. Wir beweisen das mit Satz 5.26, und zwar nur fiir Vektorrdume, die ein endliches Er-
zeugendensystem haben. O

Satz 5.26. Sei V ein K-Vektorraum und seien B und € Basen von V. Dann ist B endlich
genau dann, wenn € endlich ist, und in diesem Fualle haben B und € gleich viele Vektoren.

Beweis. Wenn V' keine endliche Basis hat, dann ist nichts zu beweisen. Wir nehmen also an,
daf V eine endliche Basis besitzt. Unter allen solchen wéhlen wir eine Basis & = (aq,..., )
mit minimaler Anzahl von Elementen. Wenn wir zeigen, dafs eine beliebige Basis ¥ dann auch
n Vektoren enthilt, dann sind wir fertig.

A priori besteht € = (v1,...,7n, - - .) aus mindestens n Vektoren. Zu diesem Zeitpunkt kann ¢
endlich oder unendlich sein; wir wissen es noch nicht genauer. Wir konstruieren nun nacheinander
Basen

By = A, B, B, ..., Bn
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PB; besteht aus n Vektoren,

davon sind n — i Vektoren aus ./ und die restlichen Vektoren sind ~1,...,;,
und die Vektoren aus & in %; sind auch in %;_1 enthalten.

Damit ist dann %,, = (71,...,7s) als Tupel in € enthalten.

Wir ersetzen also in jedem Schritt genau einen der Vektoren aus &/ durch einen Vektor aus €.
Nach Umnumerieren darf man annehmen, dafs dies wie folgt aussieht:

%0 = (Oq, cee deereee e ceey Oén)
%1 = (Oq, cee de e Qp—1, ’}/1)
Bi = (A1, oo Qi Vs ey Vi)
By, = (71, vy cees Yn)-

Fiir 7 = 0 setzen wir By = /. Sodann nehmen wir an, wir hitten bereits bis

Bi = (s o Qs Yy - -5 Vi)

konstruiert (und die Vektoren in &/ entsprechend umnumeriert) und konstruieren nun %41,
sofern ¢ + 1 < n (sonst horen wir auf). Weil ¥ aus mindestens n Vektoren besteht, gibt es ;41
in €. Weil %; eine Basis ist, finden wir

Yi+1 eV = <051, e Qg Y1y - - - 771>K
In der darstellenden Linearkombination mit A1, ..., Ap—s, pt1, ..., ;i € K,
Vit1 = ANQ1 + o ApiQui 1y e i,

mufs einer der Koeffizienten Aq,..., A\,—; von 0 verschieden sein. Sonst wére 7; 41 in der linearen
Hiille der 71, ...,7; und € wire wegen Propositon 5.5 nicht linear unabhéngig, im Widerspruch
zur Voraussetzung.

Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit (nach Umnumerieren) an, dafs A,,—; # 0
und tauschen ay,—; durch ~; 41 aus. Wir setzen dann

Biv1r = (a1,...0m—i—1,71, - Vig1)
und finden
n—i—1 7
On—j = A;il <7i+1 - Z ArQy — Z N875> € <<@i+1>K'
r=1 s=1

Mittels Proposition 4.39 schliefsen wir
(Biv1)k = (PBiv1,an—i)k 2 (Bi)k = V.
Also ist %B; 11 schon mal ein Erzeugendensystem.

Nach Korollar 5.21 enthélt %;11 eine Basis. Da n nach Wahl von & die minimale Grofse
einer Basis von V ist, mufs %, selbst diese Basis sein. Damit ist der Induktionsschritt in der
Konstruktion vollzogen.

Betrachten wir nun %,, = (71, ...,7,) das im Tupel € enthalten ist. Da % linear unabhéngig
ist nach Voraussetzung und weil Basen nach Satz 5.22 maximal linear unabhéngig sind, mufs
B, = € gelten. Damit hat € wie o/ auch n Elemente. O

Definition 5.27. Sei V ein K-Vektorraum. Die Dimension von V ist die Méchtigkeit einer
Basis von V. Wir bezeichnen die Dimension von V' mit

dim(V) = dimg (V),

letzteres, wenn wir betonen wollen, dafs es sich um einen K-Vektorraum handelt.
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Bemerkung 5.28. Die Dimension ist wohldefiniert, weil

e jeder Vektorraum eine Basis hat, Theorem 5.20, und
e weil je zwei Basen eines Vektorraums V' gleich méchtig sind, Theorem 5.25.

Die Dimension muf nicht endlich sein. In diesem Fall ist die Dimension eine Kardinalzahl und
kann erst nach einer Einfithrung in Mengenlehre formal behandelt werden. Wir begniigen uns
hier damit, daf die Existenz einer endlichen Basis von V' die Endlichkeit aller Basen von V' nach
sich zieht. In dem Sinne ist hier

dim(V') € No U {oo}.

Beispiel 5.29. (1)  dim(K"™) =n, denn ey, ..., e, ist Basis.

(2) dimg(C) =2, denn 1, ist Basis.

(3) dimg(C) = 1, weil hier C als C-Vektorraum nichts anderes als C? ist.

(4)  Eine Polynomfunktion f(x) = a,2™ + ...+ a1 + ao hat einen Grad deg(f). Das ist der
grofte auftretende Exponent d, so dak ¢ mit Vorfaktor ag # 0 auftritt. Wir miissen uns
spater noch darum kiimmern, daft dies wohldefiniert ist. Fiir den Moment reicht es, wenn
wir unter

Polg <q={f:R—=R; esgibtag,...,ag € Rmit f(z) = agz® + ...+ a1z + ap fiir alle z € R}
den R-Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < d betrachten. Dann gilt
dim(POl]KSd) =d+1

mit der Basis

1=2a% 2% ... 2%
Klarerweise ist 1,z,22,...,2% ein Erzeugendensystem, denn Polynomfunktionen sind ja
gerade als R-Linearkombinationen der Potenzfunktionen definiert. Zu zeigen bleibt die

lineare Unabhéngigkeit. Wenn
f(@) =agx?+ ...+ a1z +ap=0

fiir alle z € R und nicht alle a; = 0, dann haben wir ein nichttriviales Polynom (noch zu
definieren!) mit Koeffizienten aus R und unendlich vielen Nullstellen. Das geht nicht (noch
zu zeigen!).

Korollar 5.30. Sei n € Ny. Seien V' ein K-Vektorraum der Dimension dim(V) = n und
VlyeooyUm €V,

(1)  Wenn vy,...,vy linear unabhingig sind, dann ist
m < n.
Bei Gleichheit m = n ist vq,..., vy, eine Basis.
(2)  Wenn vy,...,vn ein Erzeugendensystem ist, dann ist
m > n.
Bei Gleichheit m = n ist vq,..., vy, eine Basis.
Beweis. (1) Nach dem Basisergénzungssatz, Satz 5.24, kann man vy, ..., vy, zu einer Basis
ViyeooyUm,Wly...,Ws

ergidnzen. Da nach dem Basissatz, Theorem 5.25, alle Basen n = dim(V')-viele Vektoren ent-
halten, muff m < m + s = n sein. Bei Gleichheit m = n folgt s = 0 und man mufte kein w;
erganzen, somit ist vy, ..., v, schon eine Basis.

(2) Nach dem Basisauswahlsatz, Korollar 5.21, enthélt jedes Erzeugendensystem eine Basis.
Da nach dem Basissatz, Theorem 5.25, alle Basen n = dim(V')-viele Vektoren enthalten, enthélt
V1,...,Um eine n-elementige Teilmenge, die eine Basis ist. Insbesondere ist m > n. Und bei
Gleichheit m = n ist diese Teilmenge, die eine Basis ist, gleich vy, ..., vp,. U
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Bemerkung 5.31. Korollar 5.30 besagt informell gesprochen fiir Vektoren vy, ..., v, die Aquiva-
lenz der Eigenschaften:

(a)  Basis: linear unabhéngig und Erzeugendensystem.

(b)  linear unabhéngig, und die richtige Anzahl (die Dimension).

(¢)  Erzeugendensystem, und die richtige Anzahl (die Dimension).

Die Aussagen (b) und (c) sind jeweils leichter zu priifen als Aussage (a) und daher praktische
Kriterien fiir Basis.

5.5. Operationen mit Unterrdumen und Dimension.

Korollar 5.32. Seien V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U C 'V ein Unterraum. Dann
gilt

dim(U) < dim(V),
insbesondere ist U auch endlich erzeugt. Bei Gleichheit dim(U) = dim(V') folgt U = V.

Beweis. Vektoren aus U, die in U linear unabhéngig sind, sind das auch in V. Daher besteht
nach Korollar 5.30 jedes Tupel linear unabhéngiger Vektoren aus U aus hochstens dim(V')-vielen
Vektoren. Damit gibt es endliche Tupel (v1,...,vy) von Vektoren aus U, die linear unabhén-
gig und in U maximal mit dieser Eigenschaft sind. Daher handelt es sich um eine Basis nach
Proposition 5.18. Somit ist U endlich erzeugt. Ferner ist

dim(U) = m < dim(V).

Nehmen wir nun an, dim(U) = dim(V'). Sei vy,..., vy eine Basis von U. Dann sind die
v1,. .., Uy aufgefafst als Vektoren von V' immer noch linear unabhéngig und dim(V')-viele. Nach
Korollar 5.30 (1) folgt, dak vy, ..., v, auch eine Basis von V' ist. Damit gilt

U:<’U1,...,’Um>K:V O

Korollar 5.33. Sind U C U’ Unterriume des K -Vektorraums V und ist U’ endlichdimensional,
dann gilt
dim(U) < dim(U")
und bei Gleichheit dim(U) = dim(U’) folgt U = U’.
Beweis. U ist Unterraum von U’, und darauf wenden wir Korollar 5.32 an. U
Beispiel 5.34. Die einzigen Unterrdume von R? sind 0, R? und fiir z € R?, z # 0 die Geraden
(x)k ={ Az ; N e R}
Ein Unterraum U C R? hat dim(U) < dim(R?) = 2, also
dim(U) = 0,1, oder 2.
Wenn dim(U) = 0, dann folgt nach Korollar 5.33 auf 0 C U angewandt

U=0.
Wenn dim(U) = 2, dann folgt nach Korollar 5.33 auf U C R? angewandt
U=R2

Bleibt der Fall U = 1. Hier besteht eine Basis von U aus genau einem Vektor x € R?. Da x eine
Basis von U ist, muf x # 0 sein. Damit ist U = (x)x wie behauptet.

Beispiel 5.35. Dafk man Unterrdume, die ineinander enthalten sind, so leicht iiber die Dimension
unterscheiden kann, ist eine Spezialitat endlichdimensionaler Vektorraume. Fiir ein Gegenbeispiel
bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen betrachten wir den Raum

V = Abb(N, K)
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aller Folgen (ay)nen. Dieser enthélt den Unterraum
U= {(an)nen ; an € K fir alle n > 1 und a; =0} C Abb(N, K) = V.
Es gilt U # V', obwohl
dim(U) = oo = dim(V).
Sei V ein K-Vektorraum. Der Schnitt
U N Uy

zweier Unterrdume U; C V', 1 = 1,2 ist wieder ein Unterraum von V.
Das folgt sofort aus dem Unterraumkriterium, Satz 4.26. Es gilt 0 € U; fir ¢ = 1,2, also

0eUinUy

und der Schnitt ist nicht leer.
Wenn x,y € Uy NUs, und A € K, dann ist auch x + y, Az € U; fir i = 1,2, also

x4+ y, \x € Uy NU,.
Analog gilt dies auch fiir eine Familie von Unterrdumen U; C V fiir alle ¢ € I. Dann ist der
Schnitt
ﬂ U, CV
el
wieder ein Unterraum.
Proposition 5.36. Seien V ein K-Vektorraum und M C V eine Teilmenge.

Der Unterraum (M) ist beziglich Inklusion der kleinste Unterraum von V', der M enthdlt:
es gilt als Schnitt in V:

(M) = N U.

U Unterraum, MCU
Beweis. Wenn U ein Unterraum ist, der M enthélt, dann gilt

denn fiir die lineare Hiille ist es egal, ob wir sie in U oder in V' betrachten: es sind die gleichen
Linearkombinationen. Damit folgt

(M)g C N U.
U Unterraum, M CU

Die umgekehrte Inklusion ist trivial, weil (M) g selbst einer der Unterrdume ist, die M enthalten
und iiber die der Schnitt zu nehmen ist. O

Beispiel 5.37. Die Vereinigung von Unterrdumen ist in der Regel kein Unterraum mehr. Be-
trachten wir in R? die Unterrdume

= {( o Jx=1(§) ieem

und
0 0
= ((§ Pa=1(} ) iwem
dann ist
1 0
(1)) v
aber

7 N
S =

SN—
+

7N
— O

N—
I

<1>¢U1UU2.
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Die Rolle der Vereinigung als kleinster Unterraum, der die beiden Unterrdume enthélt, iiber-
nimmt die Summe.

Definition 5.38. Seien V ein K-Vektorraum und U; C V, ¢ = 1,2 Unterrdume. Die Summe
von U7 und Us ist
U+ Uy = {xl 4+ 29 ; x1 €U und x5 € UQ}.
Proposition 5.39. Die Summe zweier Unterrdume ist ein Unterraum.
Beweis. Das folgt sofort aus dem Unterraumkriterium, Satz 4.26. Zunéchst ist 0 € U;, i = 1,2,
somit auch
0=0+0€eU; +Us,
was also nicht leer ist.
Seien x,y € Uy + Us. Dann gibt es x1,y; € Uy und xo,y2 € Us mit
r=x1+ 22 und y = y1 + yo.
Daraus folgt dann
r4+y=(r1+x2)+ (W1 +y2) = (21 +y1) + (2 +y2) € Uy + Ua.
Ebenso folgt fiir ein A € K auch

/\.%:/\(xl—i-.fz):)\wl—i-)\xg e Uy + Us. O
Satz 5.40 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Seien V' ein K-Vektorraum und U;,Uy C V
endlich erzeugte Unterrdume. Dann sind auch Uy + Uy und Uy N Us endlichdimensional und es
gilt

dim(U1 + Ug) + dim(U1 N Uz) = dim(Ul) + dim(Ug).

Beweis. Als Unterraum Uy N Uz C Uy ist dim(U; N Usy) < dim(U;) nach Korollar 5.32, also
U1 N Uy auch endlich erzeugt.

Wir beginnen nun mit einer Basis b1,...,bs von U; N Us. Nach dem Basisergdnzungssatz,
Satz 5.24, kbnnen wir dies zu einer Basis

bl,‘..,bs,l‘l,.‘.,l‘n
von Uy und einer Basis

bla"'vbsayla"'aym
von Uy ergéanzen. Per Definition ist

U1+U2 - <b17~~-7b87x17'~~7xn>K+<b17"'7b87y17"'7ym>K
- <b17"'7b87x17-"7$n7y17"'7ym>K-

Insbesondere ist U; + Uy auch endlich erzeugt und damit von endlicher Dimension.
Wir zeigen nun, daf die Vektoren by,...,bs,x1,...,%n,Y1,.-.,Yn linear unabhingig sind.
Seien A1,...,As,Q1,...,Qn,B1,...,Bm € K mit

S n m
Z Aibi + Z ;T + Z Biyi = 0.
=1 =1 =1

Dann ist
S n m
V= Z)\ibi +Zaiﬂ?i = —Zﬂiyi e U1 NU,.
i=1 i=1 i=1
Also ist v eine Linearkombination der by, ...,bs. Aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung

beziiglich einer Basis, Korollar 5.13, folgt o; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n und B; = 0 fir alle

i=1,...,m. Somit bleibt
v=> Abi =0,
=1
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und dann folgt A\; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,s, denn by,...,b, ist linear unabhéngig. Dies beendet
den Beweis, dafs

blv"'vbsvxlv"'yxnayla’"’ym

linear unabhéngig und damit eine Basis von U; + Uy ist.
Die Dimensionsformel folgt nun aus
dim(Uy 4+ Uz) +dim(U; NUz) = (s+n+m) + s
=(s+n)+ (s+m)=dim(U;) + dim(Us). O

Korollar 5.41. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Seien Uy, Us Unterrdume von
V' mit

dim(U1) + dim(Uz) > dim(V).
Dann gibt es 0 # x € V mit x € Uy NUs.

Beweis. Aus der Dimensionsformel und weil Uy + Us ein Unterraum von V' ist, folgt nach Vor-
aussetzung

dim(U; NUs) = dim(Uy) 4+ dim(Uz) — dim(U; + Usz) > dim(V') — dim(U; + Uz) > 0.
Damit ist dim(U; N Usz) > 0 und Uy N Uz nicht der Unterraum 0. O

UBUNGSAUFGABEN ZU §5

Ubungsqufgabe 5.1. Sei V ein K-Vektorraum. Seien v,w € V beide von 0 verschieden. Zeigen
Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.

(a) v, w sind linear abhéngig.
(b)  Esgibt A € K mit v = Aw.
(¢) Esgibt A € K mit w = Av.

Ubungsaufgabe 5.2. Sei K ein Korper. Bestimmen Sie alle Basen des K-Vektorraums K.

Ubungsaufgabe 5.3. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie:
Wenn (v1,...,v,) linear unabhéngige Vektoren aus V sind, dann ist auch fiir jede Permuation
o € S, das mit o permutierte Tupel

(Vo(1)s -+ + 3 Va(n))
linear unabhéngig. Genauer gilt dann und nur dann.
Tipp: Nutzen Sie die inverse Permutation.

Bemerkung: Es kommt also bei ,linear unabhéngig* nicht auf die Reihenfolge an. Dies ist eine
Eigenschaft der zugehorigen Menge von Vektoren, sofern es im Tupel keine Wiederholungen gibt.

Ubungsaufgabe 5.4. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie: Wenn von vy, . .., v, € V zwei Vektoren
gleich sind oder einer der Vektoren 0 ist, dann ist das Tupel (v1,...,v,) linear abhéngig.

Ubungsaufgabe 5.5 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis vy, ..., v, und
sei 0 #£ w € V beliebig.
Zeigen Sie: Dann gibt es ein 1 < iy < n, so daf der Austausch von v;, mit w, also das Tupel

Wi, ..., W, Mit
(¥ i;’éio
w; = . .
w 1=1

wieder eine Basis von V ist.

Ubungsaufgabe 5.6. Zeigen Sie, daf dim(Polg <4) = d + 1, indem Sie nachweisen, daf die Poly-
nomfunktionen ‘
z+—axt

fir ¢ = 0,1...,d eine Basis von Polg <4 sind.
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Ubungsaufgabe 5.7. Zeigen Sie, dak der Raum der Folgen
Abb(N, K)
die Dimension oo hat, d.h. kein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Ubungsaufgabe 5.8. Wir betrachten Beispiel 5.6 (3) erneut. Die Vektoren

1 4 7
z=| 2|, y=161], z=10
3 0 0

kann man auch als Vektoren in R? auffassen. In Q2 waren sie linear unabhingig. Sind sie das
auch in R3?

Was passiert, wenn man 0, 1,2,3,4,5,6,7,... in Fo auffalt (n als Ergebnisvon 1+1+4...+1
mit n» Summanden)? Sind dann die Vektoren x,y, z linear unabhéngig?

Ubungsaufgabe 5.9. Uberlegen Sie sich, wie der Beweis des Basissatzes, Theorem 5.25, funktio-
niert, wenn die Basis minimaler Lange &/ aus dem leeren Tupel besteht. Dann gibt es ja keine
Vektoren zum austauschen!

Ubungsaufgabe 5.10. Sein € Nund sei V = 2({1,...,n}) der Fo-Vektorraum aus Beispiel 4.16

auf der Potenzmenge von {1,...,n} mit symmetrischer Differenz als Addition.
(a)  Wir setzen firi =1,...,n
Ui:{l,...,i} eV
Zeigen Sie, dak (v1,...,v,) eine Basis von V ist.
(b)  Geben Sie eine Basis (w1, ...,w,) von V an, fir die

lwi] + ...+ |wy|
den minimal moglichen Wert annimmt.

Ubungsaufgabe 5.11. Sei V ein K-Vektorraum und sei

UpCUCU3C...
eine aufsteigende Folge von Unterrdumen von V. Zeigen Sie: die Vereinigung

v=Ju
i>1

ist ein Unterraum von V.
Ubungsaufgabe 5.12. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und sei

UpCUCU3zC...
eine aufsteigende Folge von Unterrdumen von V. Zeigen Sie, dafs es ein n € Ny gibt, so dafs

U;=U,

fir alle ¢ > n.

Ubungsaufgabe 5.13. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Fiir eine echt aufsteigende
Folge
UyCUi U C...C U,
von Unterrdumen von V nennen wir n die Lange. ,Echt” bezieht sich darauf, dafs fiir alle 0 <
) <n-— 1 gﬂt Uz 75 Ui+1-
Zeigen Sie die folgende alternative Beschreibung der Dimension:

dim(V') =sup{n ; es gibt Uy CU; C Uz C ... C U, Unterrdume in V'}.

Ubungsaufgabe 5.14. Zeigen Sie, dak ein K-Vektorraum V genau dann endliche Dimension hat,
wenn V endlich erzeugt ist.
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Ubungsaufgabe 5.15. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Zeigen Sie, da$ jeder Unterraum
von V auch endlich erzeugt ist.

Ubungsaufgabe 5.16. Sei V ein K-Vektorraum und seien Uy, Uy Unterrdume von V. Zeigen Sie
Ui +U; = <U1 U U2>K.
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Teil 2. Morphismen
6. LINEARE ABBILDUNGEN

Vektorrdume sind der Hauptgegenstand der linearen Algebra. Nun wollen wir sehen, wie wir
mehrere Vektorrdume in Beziehung zueinander bringen koénnen.

Definition 6.1. Eine lineare Abbildung ist eine Abbildung
f:Vv-w
von einem K-Vektorraum V nach einem K-Vektorraum W mit den folgenden Eigenschaften.
(1) f ist additiv: fir alle z,y € V gilt
fla+y)=f@)+ fy)
(i)  f ist homogen: fiir alle A € K und = € V gilt
fAz) = Af(z).

Bemerkung 6.2. Die Vektorrdume, die in einer linearen Abbildung auftreten, haben denselben
Koérper K fiir ihre Skalarmultiplikation. Um den Korper zu betonen, beziiglich dessen die lineare
Abbildung homogen ist, sagt man auch K-lineare Abbildung.

6.1. Beispiele und Eigenschaften linearer Abbildungen. Sei Z = (vi,...,v,) eine Basis
des K-Vektorraums V. Dann gibt es nach Korollar 5.13 fiir jedes « € V eindeutig ein

x1
ka(T) == 5 e K"
Tn
mit der definierenden Eigenschaft
T =21V1 + ...+ TpUp.

Wir nennen die Eintrége x; des Vektors k() die (i-te) Koordinate des Vektors x und kg(x)
den Koordinatenvektor von z beziiglich der Basis 4.

Proposition 6.3. Sei # = (vi,...,v,) eine Basis des K-Vektorraums V. Dann ist die Koor-
dinatenvektorabbildung

R - V- K"
eine bijektive, lineare Abbildung.

Beweis. wir zeigen zuerst, dalt kg additiv ist. Wenn

Tr=2x101 + ...+ TpUp,

Y =101+ ...+ YnUp,

dann ist
r+y=(r1+y)v1+...+ (zn +yn)
und damit
1+ T1 n
ka(r +y) = : = |+ ¢ | =kza@) +rz).
Tp + Yn Tn Un

Nun zeigen wir die Homogenitéat von k4. Mit

Ax = (Az1)vr + ... + (Azp)vp
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Axl I
Ka(Ar) = : =X = \eg(z).

ATy, Tn,

Die Abbildung kg ist injektiv, weil man aus dem Spaltenvektor

1
Ka(x) =

In

den Vektor x als Linearkombination xiv1 + ... 4+ z,v, berechnen kann. Und kg ist surjektiv,
weil jeder Vektor

21
c K"

Zn

als Koeflizienten der Linearkombination w = z1v1 + . .. 2,v, vorkommt und damit dann

21
kp(w)=|
Zn
Injektiv und surjektiv bedeutet bijektiv, sieche Proposition 2.29. O

Bemerkung 6.4. Die inverse Abbildung zu k4 : V' — K™ aus Proposition 6.3 ist gegeben durch

T
= T1U1 + ..+ U,

Tn

Beispiel 6.5. (1) Jeder Vektorraum V hat eine ausgezeichnete lineare Abbildung mit Definiti-

onsbereich und Wertebereich V: die Identitat.
idy : V>V
x —idy(z) = x.
Sei U C V ein Unterraum eines K-Vektorraums V. Die Inklusion
1:U—>V

ist eine lineare Abbildung, weil Addition und Skalarmultiplikation von U mit denen von
V {ibereinstimmen.
Die Ableitung reeller Polynomfunktionen (vom Grad hochstens d) liefert eine lineare Ab-
bildung:

d

— : Pol Pol
axX Olr,<qg — FOlr <q

FOX) o S F(X) = F1(X).

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn erstens ist fiir eine Polynomfunktion f(X) die Ablei-
tung f’(X) definiert (Polynomfunktionen sind differenzierbar) und zweitens ist die Ablei-
tung f'(X) wieder eine Polynomfunktion. Dies entnimmt man der folgenden Formel (siehe
Analysis/Oberstufe). Seien ay, ..., aq € R mit

f(2) = age + ... + agax® + a1z + ag
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fiir alle z € R, dann ist
f(x) = dagz®™t + ...+ 2092 + ay
wieder eine Polynomfunktion. Hat f(X) hochstens den Grad d, dann hat f/(X) hochstens

den Grad d — 1.
Die Ableitung ist linear: zu A\, u € R und Polynomfunktionen f(X),g(X) gilt fiir alle
reR:

(M (@) + pg(2)) = Af'(2) + ng'(2).
Lemma 6.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K -Vektorrdumen. Dann gilt:

(1) f(0) =0,
(2) firallex € V ist f(—x) = —f(x),
(8)  fir alle x,y € V gilt f(x —y) = f(x) — f(y).

Beweis. Wir nutzen Homogenitét:
f(0) = f(0-0)=0-f(0) =0,
f=x) = f((=1) - 2) = (=1) - f(z) = = f ().
Die dritte Behauptung folgt nun durch
fle—y) = flz+(=y) = flx) + f(-y) = f(@) + (=f(¥) = f(x) = f(v). O

Lemma 6.7. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f : V — W eine Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(a)  f ist linear.
(b)  Fir allen € Ng und vy,...,v, €V und aq,...,a, € K gilt

FO awi) = aif(v).
=1 =1

Beweis. Ubung. O
Proposition 6.8. Die Komposition von linearen Abbildungen ist wieder linear.

Beweis. Die Behauptung meint implizit die Komposition von komponierbaren linearen Abbil-
dungen. Es geht also um K-Vektorrdume U, V, W und lineare Abbildungen f : V — W und
g : U — V. Dann gibt es

h=fog:U—->W
und zu zeigen ist, dal h wieder linear ist. Dazu seien x,y € U und A € K. Dann gelten
Wz +y) = flg(z +y)) = flg(x) + 9(y) = fg(x)) + f9(y)) = h(z) + h(y),
h(Az) = f(g(Ax)) = f(Ag(x)) = Af(g(x)) = Ah(). O

Satz 6.9 (Eindeutigkeit). Sei V' ein K-Vektorraum mit der Basis B = (v1,...,v,). Sei W ein
K-Vektorraum.
Eine lineare Abbildung f :V — W ist eindeutig durch ihre Werte

f(vl)a vee 7f(vn>
auf der Basis A festgelegt. Das heifit: ist g : V. — W eine lineare Abbildung mit

g9(vi) = f(vi)
fir allei=1,...,n, dann gilt g = f.
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Beweis. Seien f,g:V — W wie im Satz und x € V beliebig. Da Z Basis ist, gibt es a; € K,
i1=1,...,n mit
T =a1v] + ...+ aplp.
Dann gilt
f(@) = flarvr + ...+ apvn) = f(a1v1) + ... + f(anvn)

= alf(vl) + anf(vn) = alg(vl) .ot ang(vn)

= g(a1v1) + ... + glanvn) = glarvr + ... + anvn) = g(). O
Satz 6.10 (Existenz). Sei V' ein K-Vektorraum mit der Basis # = (v1,...,vn). Sei W ein
K -Vektorraum.

Zu jedem Tupel (w1, ..., wy) von Vektoren aus W gibt es eine lineare Abbildung f :V — W
mit

fvi) = w;
firallei=1,...,n.
Beweis. Wir definieren f : V — W auf die folgende Weise. Jedes z € V ist nach Korollar 5.13
von der Form
Tr=a1v1+ ...+ apvy
fiir eindeutige a1, ...,a, € K. Dann setzen wir
f(z) = aqwi + ...+ aywy,.

Der Wert der Linearkombination ist in W, also f(z) € W, und aufgrund der Eindeutigkeit der
Darstellung als Linearkombination ist f(x) wohldefiniert.

Als erstes zeigen wir, dat f auf der Basis v, ..., v, die vorgegebenen Werte annimmt. Dazu
miissen wir fiir jedes v; die eindeutige Linearkombination von % bestimmen, die v; darstellt.
Das sieht man:

v, =0-v1+...+1-v;,+...4+0-v,.
Nach der Definition von f ist dann
fw)=0-wi+...+1-wi+...+0 - w, =w
wie gewiinscht.

Nun miissen wir noch zeigen, dafs f linear ist. Seien x,y € V beliebig, dann berechnet sich
die Darstellung als Linearkombination von  + y € V aus den Linearkombinationen fiir x, y:

r=aivi+ ...+ ayv,
y=bv1+...+byu,
zu
x+y=(a1v1+ ...+ apvy) + (b1vr + ... + byvy) = (a1 + b1)vr + ... + (an + by)vp.
Damit gilt
flz+y) = (a1+b)wi+. . .4 (an+bp)w, = (arwi+. . .+apwy)+(bywi+. . .+bywy,) = f(z)+f(y).
Fir A € K gilt
Az = MNajvr + ... + apvy) = (Aar)vr + ... + (Aap) v,
und somit
fAz) = (Aap)wr + ... + (Aap)w, = Aarwr + ... + apwy) = A f(z).
Damit ist f : V — W eine lineare Abbildung mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Bemerkung 6.11. Der Beweis von Satz 6.10 ist teilweise parallel zum Nachweis der Linearitét
der Koordinatenvektorabbildung 4.
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Beispiel 6.12. Der R-Vektorraum C hat die R-Basis 1,¢. Wir kénnen also durch
11 Ty —1

eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung C — C definieren. Dies ist die komplexe Konju-
gation. Wir bezeichnen sie mit z — Zz und berechnen Sie nach der Formel aus dem Existenzsatz
fiir lineare Abbildungen, Satz 6.10, durch

: C—=C
z=a+bi—zZ=a—bi
Jetzt ist es an der Zeit, die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen als die Punkte
der reellen euklidischen Ebene einzufithren. Per Definition ist C = R x R, also besteht jede

komplexe Zahl z = x + y¢ mit Realteil £ und Imagindrteil y aus zwei reellen Zahlen. Diese
nutzen wir als cartesische Koordinaten der Ebene = R2.

iR
w=3+2
i .
z=14+1
1 0 1 R
. z=1—1
-i
w=3—2

ABBILDUNG 1. Komplexe Konjugation als Spiegelung.

Die komplexe Konjugation ist somit geometrisch nichts anderes als die Spiegelung an der reel-
len Achse (2-Achse). Umgekehrt haben wir somit gelernt, daf die Spiegelung an der reellen Achse
fiir R? interpretiert als Ebene eine R-lineare Abbildung R? — R? liefert. In der Standardbasis

< ! ), ( X > des R? wird diese Spiegelung durch

0 1
1 . 1 0 . 0
0 0 )’ 1 -1
eindeutig festgelegt und folgt daher allgemein der Formel
T x
— .
(5)= ()

Man rechnet leicht nach, daft die komplexe Konjugation die Addition und Multiplikation auf
C respektiert. Damit meinen wir: fiir alle z, w € C gilt

z+w zZ+w

w.

N

S
I

l
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Beispiel 6.13. Sei w € C. Dann definiert die Multiplikation mit w eine R-lineare Abbildung
fw: C—=C
z = fu(z) = wz.
In der Tat gilt fiir 21,20 € C und A € R:
fw(z1 4+ 22) = w(z1 + 22) = w21 + wzo = fu(21) + fuw(22)
fw(Az1) = w(Az1) = Mwz1) = AMfw(21).
Man rechnet leicht nach: fir z,w € C gilt
fo=fw = z=w

und
fzw = fz o fw'

Hier kann man nun das Assoziativgesetz der Multiplikation in C ,,umsonst* aus der Assoziativitét
der Verkniipfung (linearer) Abbildungen bekommen. Zu z,y, z € C gilt

foe) = feo fyz=fro(fyo fo) = (feo fy) o fo = fayo fo = flay)-
also
z(yz) = (zy)z.
Auch die Multiplikationsabbildung f,, hat eine geometrische Interpretation als Drehstreckung
von C aufgefaft als R?. Dazu spiter mehr.

iR

ABBILDUNG 2. Multiplikation mit w = 1+ i € C als Drehstreckung.

Der Spezialfall w = ¢ ist besonders hervorzuheben: die Multiplikation mit ¢ beschreibt eine
Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn.

6.2. Kern und Bild.

Definition 6.14. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.
(1) Der Kern von f ist

ker(f) = {z €V ; f(z) =0} C V.
(2) Das Bild von f ist

im(f)=f(V)={yeW; JzeV:y=flx)} CW.
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Proposition 6.15. Kern und Bild einer linearen Abbildung sind Unterrdume.
Beweis. Das ist ein Spezialfall der folgenden Proposition, und zwar fiir U =0 bzw. U = V. 0O

Proposition 6.16. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K -Vektorrdumen.
(1) Sei U ein Unterraum von W. Dann ist das Urbild

Uy ={zeV; flx)eUtCV

ein Unterraum.
(2) SeiU ein Unterraum von V. Dann ist das Bild

fO)={yeW;JxzeclU: y=f(z)} W

ein Unterraum.

Beweis. Wir priifen das Unterraumkriterium, Satz 4.26.
(1) Wenn z,y € f~1(U), dann ist z +y € f~1(U), weil

fle+y)=flz)+ fly) €U,
Fiir alle A € K und z € f~Y(U) gilt Az € f~1(U), weil
f(Az) = Af(z) € U.
Fehlt noch, dak f~1(U) nicht leer ist. Aber f(0) =0 € U zeigt 0 € f~1(U).
(2) Wenn y1,y2 € f(U), dann gibt es 1,29 € U mit y; = f(z;) fiir ¢ = 1,2. Dann gilt
y1+y2 = fa1) + f(a2) = f(21 +22) € f(U),
weil 1 +x9 € U. Fiir alle A € K und y € f(U) gibt es € U mit y = f(z) und dann

Ay =M (x) = f(Az) € f(U),
weil Az € U. Fehlt noch, daf f(U) nicht leer ist. Aber 0 € U zeigt 0 = f(0) € f(U). O

Satz 6.17. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K -Vektorraumen.

(1) f ist injektiv <= ker(f) = 0.
(Diese 0 ist der Nullvektorraum.)
(2) f ist surjektiv <= im(f) =W.

Beweis. (1) Sei f injektiv und = € ker(f). Dann gilt

f(x) =0= f(0)
und daher x = 0, weil f injektiv ist. Also ist ker(f) = {0} der Nullvektorraum.

Jetzt zeigen wir die umgekehrte Richtung. Sei ker(f) = 0. Angenommen fir z,y € V gilt
f(z) = f(y). Dann ist
flz—y) = f(x) = fly) =0,
somit  — y € ker(f). Weil ker(f) = 0 folgt z —y = 0, also = = y. Dies zeigt, dal f injektiv ist.
(2) folgt sofort aus den Definitionen. O
Satz 6.18 (Kern-Bild-Dimensionsformel). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung von K-
Vektorraumen. Es sind dquivalent

(a) 'V ist endlichdimensional.
(b)  Kern und Bild von f sind endlichdimensional.

Wenn dim(V') < oo, dann gilt
dim (V') = dim(ker(f)) + dim(im(f)).
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Beweis. (a) = (b): Sei V endlichdimensional. Dann ist ker(f) endlichdimensional als Unter-
raum von V. Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann ist f(v1),..., f(v,) ein Erzeugendensystem
von im(f), denn fiir ein beliebiges y € f(V) gibt es ein z € V mit f(x) =y, und ay,...,a, € K
mit x = ajv1 + ... + apvy, so daf

y=[f(x) = flawv +...+ apvn) = a1 f(v1) + ... + anf(vn) € (f(v1),..., f(vn)) K-
Also ist
im(f) € (f(v1),.... f(on)) K
Die umgekehrte Inklusion ist klar, weil im(f) ein Unterraum ist.

Damit ist f(V') endlich erzeugt, hat also eine endliche Basis nach dem Basisauswahlsatz, somit
dim(im(f)) < oo.

(b) = (a): Seien ker(f) und im(f) endlichdimensional. Wir wéhlen eine Basis vy, ..., v, von
ker(f) und eine Basis wy, ..., ws von im(f). Sodann wéhlen wir Urbilder w], € V' von w;, also
f(w)) =w;, fir i =1,...,s. Wenn wir nun zeigen, daf§

B = (vi,...,00,W,. .., W)

eine Basis von V ist, dann haben wir sowohl dim(V') < oo gezeigt, als auch die Dimensionsformel
dim(V) = r 4+ s = dim(ker(f)) + dim(im(f)).
A ist linear unabhdngig: Seien ai,...,a.,b1,...,bs € K mit
a1vy + ...+ apvp + byw] + ...+ bsw', = 0.
Darauf wenden wir f an und finden
0= fla1vy + ...+ apv, + byw] + ... + bswl)

=arf(vi) + ... +apf(or) + b f(wy) + ...+ bsf(w))

=a1-0+...4a-0+biws + ...+ bsws

=bjwy + ...+ bsws.
Weil (wq, ..., ws) eine Basis von im(f) ist, muf diese Linearkombination trivial sein: b; = 0 fiir
alle i = 1,...,s. Gehen wir damit in die Ausgangsrelation zuriick, dann finden wir

0=avy + ...+ av, +byw] + ...+ bswl, = a1vy + ... + a,v,.

Nun benutzen wir, dafs (vi,...,v,) eine Basis von ker(f) ist. Diese Linearkombination muf auch
trivial sein: a; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,r. Dies zeigt, daft & linear unabhéngig ist.

PB ist Erzeugendensystem: Wir miissen zu einem beliebigen x € V eine Darstellung als Li-
nearkombination aus Vektoren von 2 finden. Zunéchst bilden wir z ab auf y = f(x) € im(f).
Weil (wy,...,ws) eine Basis von im(f) ist, gibt es by,...,bs € K mit

y=biwy + ...+ bsws.
Jetzt setzen wir
7=z — (haw] + ...+ bsw)
und dann ist 2’ € ker(f), denn

f(a)

flx — (byw) + ...+ bswl))

= f(z) = f(bruh + ... + D)
= f(z) = (b f(wy) + ...+ bsf (wy))
=y— (b1w1+...+bsws) =0.
Dann gibt es aq,...,a, mit
x':a1v1+...+a7«v7«
und so

r=2+(r—2") = (a1v1 + ... + apvy) + (1w} + ... + bswl) € (B) k. O
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Der folgende Satz ist eine iiberraschende Pointe tiber lineare Abbildungen. Fiir allgemeine
Abbildungen haben injektiv und surjektiv ja recht wenig miteinander zu tun. Eine vergleichbare
Aussage fiir endliche Mengen findet sich in Aufgabe 2.6.

Satz 6.19. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und f : V — W eine lineare
Abbildung. Wenn

dim(V') = dim(W),
dann sind dquivalent:
(a) [ ist injektiv,
(b) [ ist surjektiv,
(c) [ ist bijektiv.
Bewets. Nach Satz 6.17 gilt
f injektiv <= ker(f) = 0.
Anwendung von Korollar 5.33 auf 0 C ker(f) zeigt
ker(f) =0 <= dim(ker(f)) =0.
Satz 6.18 ergibt
dim(ker(f)) =0 <= dim(V) = dim(im(f)).
Erneut Korollar 5.33, diesmal angewandt auf im(f) C W, zeigt
dim(W) = dim(im(f)) <= im(f) =W <= f surjektiv.
Weil nach Voraussetzung dim(V') = dim(W), haben wir damit insgesamt (a) <= (b).
Weil auferdem (c) <= (a) und (b), folgt schon alles. O
Definition 6.20. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.

(1) Man nennt f einen Monomorphismus, wenn f injektiv ist.
(2) Man nennt f einen Epimorphismus, wenn f surjektiv ist.
(3) Man nennt f einen Endomorphismus, wenn V' = W.

6.3. Isomorphismen.

Definition 6.21. (1) Ein Isomorphismus von K-Vektorraumen V und W ist eine bijektive
lineare Abbildung

V=W
Zwei K-Vektorraume V', W sind isomorph, wenn es einen Isomorphismus f : V — W
gibt. Man schreibt dann
V~Ww.
(2) Ein Automorphismus eines K-Vektorraums V' ist ein bijektiver Endomorphismus, also
ein Isomorphismus f:V — V.

Beispiel 6.22. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis % und Dimension dim(V') = n. Dann ist die
Koordinatenvektorabbildung

kg V = K"
ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen, der Koordinatenisomorphismus zu .

Proposition 6.23. Sei f : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Dann ist f
ein Isomorphismus genau dann, wenn es eine lineare Abbildung g : W — V' gibt, die ein Inverses
von f ist:

fog=idw und gof=idy.
Die lineare Abbildung g ist dann auch ein Isomorphismus.
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Beweis. Wenn f ein Inverses hat, dann ist f bijektiv nach Satz 2.40. Dies zeigt die eine Richtung.

Nehmen wir nun an, f sei bijektiv. Da die inverse Abbildung von Mengen eindeutig ist, kommt
flir g nur die Umkehrabbildung

LWV
in Frage, die nach Satz 2.40 exisiert, weil f bijektiv ist. Der Gehalt der Proposition versteckt
sich nun in der leichten Beobachtung, daff dieses f~! automatisch eine lineare Abbildung ist.
Diese ist dann auch bijektiv, somit ein Isomorphismus.
Fiir alle z1,29 € W gibt es y1,y2 € V mit f(y;) = x; fir i = 1,2. Auferdem gilt dann
[ (w;) = y; fiiv i = 1,2. Es folgt
F N e+ a2) = ) + Fy2) = £ (F+w2) =y +ya = FH (@) + [ (@)

Fiir alle A € K gilt tiberdies

FH0) = () = £ (F ) = Ay = Af T (20). O

Beispiel 6.24. Sei X eine Menge. Wir betrachten die Potenzmenge &2(X) wie in Beispiel 4.16 als
[Fa-Vektorraum mit der symmetrischen Differenz als Addition. Ebenso betrachten wir Abb(X, Fa)
mit der iiblichen Fao-Vektorraumstruktur wie in Beispiel 4.14. Dann ist die Bijektion

X: P(X) — Abb(X,Fy)
U~ 1y

ein Isomorphismus von Fo-Vektorrdumen. Dabei ist 17 die charakteristische Funktion von U:

{1 rzelU

W@ =19 z¢u

Die Umkehrabbildung ist
S: Abb(X,Fy) —» Z(X)
[ S8(f)={zeX; fz)#0},
denn man verifiziert leicht fiir eine beliebige Teilmenge U C X, also U € Z(X)
S(1y)=U
und fiir eine beliebige Abbildung f : X — Fo

Ls(ry = 1.
Die Abbildung x ist linear, weil fiir Teilmengen A, B C X gilt

X(A)+x(B)=1a+1p =140+ 1anB =1auB — 1ans = 1lanp = x(A A B).

Beachten Sie dabei die Koeffizienten in F! Und zum anderen fiir A = 0 oder 1 durch Fallunter-
scheidung

X(AA) =1 4 = A14 = Ax(A).

Die einfachste Methode, &(X) mit der angegebenen Struktur als Fa-Vektorraumstruktur
zu erkennen, besteht im Strukturtransport der Vektorraumstruktur auf Abb(X,Fs). Dazu
macht man sich zuerst klar, dalt die angegebene Abbildung x : Z(X) — Abb(X,F3) bijektiv
ist, und iibersetzt dann Addition bzw. Skalarmultiplikation von Funktionen in Addition bzw.

Skalarmultiplikation von Mengen. Man muf also unter anderem einsehen, dafs fiir Teilmengen
A, B C X gilt

Y Y(x(A) + x(B)) = A A B.
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Proposition 6.25. Sei K ein Kérper. Je zwei K-Vektorrdume der gleichen Dimension sind
1somorph.

Genauer gilt: sind V und W zwei K-Vektorriume und sind B = (vi,...,v,) bzw. € =
(wi,...,wy) Basen von V bzw. von W, dann gibt es genau einen Isomorphismus f :V — W,

der B als Tupel auf € abbildet:
f(vi) = w

firallei=1,...,n.

Beweis. Die behauptete lineare Abbildung f : V' — W mit f(v;) = w; fiir i = 1,...,n gibt es
nach Satz 6.10. Des weiteren liefert der gleiche Satz auch eine lineare Abbildung g : W — V mit
g(w;) = v; fiir i = 1,...,n. Die Komposition

gof: V-V
bildet v; auf v; ab fiir i = 1,...,n. Dies tut auch die Identitéit idy . Nach Satz 6.9 folgt
gof=idy.

Analog gilt fog = idyy. Damit ist g ein Inverses zu f. Somit ist f bijektiv und ein Isomorphismus
wie behauptet. O

Proposition 6.26. Zwei isomorphe Vektorraume haben die gleiche Dimension. Ist f : V — K
ein Isomorphismus und B = (v1,...,vy,) ein Tupel aus V', dann ist B eine Basis von V genau
dann, wenn (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von W ist.

Beweis. Die Aussage zur Dimension folgt sofort aus der Aussage iiber das Bild einer Basis.

Angenommen (f(v1),..., f(vy)) ist eine Basis von W. Wie im Beweis von Proposition 6.25
haben wir dann die lineare Abbildung g : W — V mit g(f(w;)) = v; fiir alle i = 1,...,n. Die
noch zu beweisende Aussage fiir f angewandt auf g zeigt dann, dals vy,..., v, eine Basis von V
ist.

Es bleibt also zu zeigen: Ist f ein Isomorphismus und (vy,...,v,) eine Basis von V, dann ist
das Bild davon (f(v1),..., f(v,)) eine Basis von W.

Wenn > Aif(v;) =0, dann ist auch f(>°7" ; Nivi) = > 1y XNif (v;) =0, und weil f bijektiv
ist, dann auch > | A;jv; = 0. Da (vy,. .., vy,) eine Basis ist, muf dann \; = O firallei =1,...,n
sein. Also ist (f(v1),..., f(vy)) linear unabhéngig.

Sei y € W beliebig. Dann gibt es v € V mit f(v) = w, weil f bijektiv ist. Weil eine Basis ein
Erzeugendensystem ist, finden wir x; € K mit x = xqv1 + ... + T,v,. Dann ist

y:f(x) :f(xlvl ++xnvn) :xlf(’ul)_‘_"i'xnf(vn) € <f(vl)>"'7f(vn)>K7
und somit ist (f(v1),..., f(v,)) ein Erzeugendensystem von W. O

Korollar 6.27 (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorrdume). Sei K ein Korper. Fir jedes
n € Ng gibt es bis auf Isomorphie genau einen K -Vektorraum der Dimension n.

Beweis. FExistenz: der Vektorraum K" hat Dimension n. Findeutigkeit bis auf Isomorphie: Pro-
position 6.25 U

Bemerkung 6.28. Wenn V' die Dimension n hat, dann gibt es eine Basis Z = (v1,...,v,) von
V, und die Koordinatenvektorabbildung

R - V- K"
ist ein Isomorphismus.

Bemerkung 6.29. Isomorphe Vektorrdume erlauben Fragen der linearen Algebra in dem einem
Vektorraum durch einen Isomorphismus in den anderen zu transportieren. Zum Beispiel, ob
ein Tupel von Vektoren linear unabhéngig ist. Mit dem inversen Isomorphismus kann man die
Antwort wieder zuriicktransportieren. Dies ist sehr praktisch, da man zum Rechnen damit statt
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in einem beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraum auch im K™ arbeiten kann, sofern man einen
entsprechenden Isomorphismus V ~ K" und sein Inverses zum Ubersetzen kennt.
Beide Seiten haben ihre Berechtigung:

e allgemeine Vektorrdume V sind zum begrifflichen, konzeptionellen Denken,
e der K™ ist zum Rechnen geeignet.

6.4. Projektoren und direkte Summe.

Definition 6.30. Sei V ein K-Vektorraum. Die Summe U; + Us zweier Unterrdume Uy und Us
von V ist direkt, genauer eine innere direkte Summe mit der Notation

Ui Uz CV,

wenn fiir jeden Vektor x € Uy + Us die Darstellung als x = y1 + yo mit y; € U; fiir i = 1,2
eindeutig ist.

Proposition 6.31. Sei V' ein K-Vektorraum. Die Summe zweier Unterrdume Uy und Us von
V ist direkt genau dann, wenn Uy NUs = 0.

Beweis. Angenommen U; N Uy = 0. Wir miissen zeigen, dafl aus y1 + yo = * = 21 + 22 mit
Ui, zi € U; fir i = 1, 2 bereits y1 = z1 und yo = zo folgt. Dazu betrachten wir

y1—21=W+y2) —ye—2=(21+2) 21—y =221y
Dieses Element ist wegen y; — 21 € U7 und 29 — yo € Us im Schnitt Uy N Uy = 0. Daher ist
y1 — 21 =0 =22 — yo,

oder eben y; = 21 und y9 = 29, wie behauptet.

Jetzt nehmen wir an, dafs die Summe U; & Us direkt ist. Wenn es 0 # x € Uy N Us gibt, dann
ist

rT=yr+yY2 =21+ 22

y1=x, yo=0 und 2 =0, z0=2x
also nicht eindeutig. Das ist ein Widerspruch und zeigt U; N Us = 0. O
Korollar 6.32. Sind Uy und Us Unterrdume von V', deren Summe in V direkt ist, dann gilt
dim(U; @ Uz) = dim(Uy) + dim(Us).
Genauer ist fir jede Basis (v1,...,vs) von Uy und (w1, ...,w;) von Uy die Aneinanderreihung
(U1, .y Vs, W1, ..y Wy)

eine Basis von Uy @ Us.
Beweis. Die Dimensionsformel, Satz 5.40, zeigt wegen Uy N Uy = 0

dim(U; @ Usz) = dim(U; 4 Usz) = dim(Uy) 4 dim(Us) — dim(Uy N Uz) = dim(Uy) + dim(Us).
Die Aussage liber die Basis von U; @ U; folgt aus dem Beweis von Satz 5.40. O

Definition 6.33. Sei V ein K-Vektorraum. Es ist V' die direkte Summe (genauer die innere
direkte Summe) zweier Unterrdume Uy und Uy von V', wenn die Summe von Uy und Us direkt
ist und Uy 4+ Us = V gilt. Wir schreiben dann

V =U; & Us.
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Beispiel 6.34. Wir betrachten im K™ mit der Standardbasis ey, ..., e, die Unterrdume fiir ¢ =
1,....n
U= (e1,...,€)K
Wi ={€it1,---,6€n)K-
Dann gilt fir allei =1,...,n
K'"=U,®W,.

Definition 6.35. Seien V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum. Ein Komplement von U
in V ist ein Unterraum W C V mit
V=UsW.

Bemerkung 6.36. Die Dimensionsformel fiir Unterrdume im Spezialfall einer direkten Summe
zeigt, dak ein Komplement W eines Unterraums U C V notwendigerweise die Dimension

dim(W) = dim(V') — dim(U)
hat.

Satz 6.37. Jeder Unterraum U in einem endlich erzeugten K-Vektorraum V hat ein Komple-
ment.

Beweis. U ist auch endlich erzeugt. Wir wéhlen eine Basis b1, ...,bs von U und ergénzen diese
nach dem Basisergdnzungssatz, Satz 5.24, zu einer Basis by, ...,bs,c1,...,¢: von V. Wir setzen
nun

W ={c1,...,ct)K-
Dann gilt V= U + W und nach der Dimensionsformel, Satz 5.40, auch
dim(UNW) =dim(U + W) —dim(U) — dim(W) = (s +t) —s —t = 0.
Also ist UNW =0, und die Summe V = U & W ist direkt. O

Bemerkung 6.38. Im Allgemeinen hat ein Unterraum viele verschiedene Komplemente. Zum
Beispiel hat jeder eindimensionale Unterraum L C R?, eine Ursprungsgerade, jeden von L ver-
schiedenen Unterraum L’ C R? der Dimesion 1 als Komplement L @& L' = R2.

Definition 6.39. Ein Projektor ist ein Endomorphismus P : V — V eines K-Vektorraums V'
mit der Eigenschaft
PoP =P

Wir schreiben auch P? fiir P o P.
Proposition 6.40. Sei P : V — V ein Projektor des K-Vektorraums V. Dann ist

ker(P) @ im(P) =V
eine direkte Summe.
Beweis. Zu jedem Vektor x € V ist

z = P(x) + (v - P(z))
eine Zerlegung mit offensichtlich P(x) € im(P) und wegen
P(x — P(x)) = P(x) — P*(z) = P(z) — P(z) =0

auch © — P(z) € ker(P). Dies zeigt

V = ker(P) +im(P).
Die Summe ist direkt, weil fiir x € ker(P) Nim(P) gilt: es gibt y € V mit = P(y) und dann

x = P(y) = P(P(y)) = P(z) = 0. 0
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Proposition 6.41. Sei V =U & W eine direkte Summe. Dann gibt es einen eindeutigen Pro-
jektor P:V — V mit

(1)  im(P)="U, und genaver U ={x € V ; P(x) =z},

(ii)) ker(P) =W, d.h., Ply)=0 <= yeW.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, denn P ist auf den Summanden U und W, welche V' erzeugen,
durch (i) und (ii) vorgegeben.

Wir zeigen als néchstes, dal es eine lineare Abbildung P : V — V mit den geforderten
Eigenschaften gibt, und erst im zweiten Schritt, daft dieses P ein Projektor ist. Zu v € V gibt
es nach Voraussetzung eindeutig v = x +y mit « € U und y € W. Dann setzen wir

P(v) = z.
Zuv' =2 +y mit 2’ € U und y' € W, also P(v') = 2/, ist die Zerlegung von v + v’ gegeben als
vt = (2 +y)+ (@ +y) = (@ +2) + (y+y)
mit z+2' € U und y+y' € W. Die Eindeutigkeit besagt, daf P(v+v') = x4+’ = P(v)+ P(V'),
also P additiv ist.
Fir A € K gilt dariiberhinaus
A =ANzx+y) =+ Ny
mit Az € U und Ay € W. Damit gilt P(Av) = Az = AP(v), also ist P homogen. Somit ist P
eine lineare Abbildung P:V — V.

Fir x € U gilt P(P(x)) = P(x), und fir y € W gilt P(P(y)) = P(0) = 0 = P(y). Also gilt
P? = P fiir alle Vektoren in U und in W, also auf einem Erzeugendensystem von V. Daher ist
auch P2 = P ganz allgemein.

Zum Schlufs bestimmen wir Kern und Bild von P. Per Definition als Summand aus U ist
im(P) C U. Aber fiir x € U ist = z + 0 die zu betrachtende Zerlegung und daher P(z) = z,
also ist U C im(P). Zusammen zeigt dies

im(P) =U.
Firv=ox4+ymitx € U und y € W ist
Pv)=v <= z=0+y <= y=0 <= vel.
Firv=x+ymit x € U und y € W ist
Pv)=0 <= 2=0 <<= v=y < vell
Dies zeigt ker(P) = W. O
Bemerkung 6.42. Proposition 6.41 erklart, warum Projektoren so heifsen. In einer direkten Sum-
menzerlegung V = U @ W gibt es einen Projektor P : V — V, der v = ¢ + y mit x € U und

y € W, also v mit eindeutiger Darstellung durch das Tupel (z,y) € U x W, durch P(v) = x auf
den U-Anteil projiziert.

Beispiel 6.43. Der Projektor im Sinne von Proposition 6.41 zur direkten Summe K" = U; & W;
aus Beispiel 6.34 ist

P K" — K"
I I
Ty N €Ty

Tit1 0

T, 0
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UBUNGSAUFGABEN ZU §6

Ubungsaufgabe 6.1. Sei f : V — W eine Abbildung zwischen K-Vektorraumen. Zeigen Sie, daf
f genau dann linear ist, wenn fiir alle z,y € V und A € K gilt:

fQz+y) = Af(z) + f(y)

Ubungsaufgabe 6.2. Den R-Vektorraum der Polynomfunktionen R — R vom Grad < d bezeich-
nen wir mit
d .
Polp<g={f:R—R; Jda; e R,i=1,...,d mit f(z) = Zaixl Va € R}.
=0
Zeigen Sie, daf fiir alle f € Polg <q und alle a € R gilt:

d n
a
flata) =" onf)
n=0 "
als Funktionen in x € R. Zeigen Sie, daf
f@) = f(z+a)
und
d a”
ﬂmHZhﬁwm

lineare Abbildungen Polgr <4 — Polg <4 sind und vergleichen Sie die Werte auf einer Basis.

Ubungsaufgabe 6.3. Sei f: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.
(1) Es sind dquivalent:

(a)  f ist surjektiv.

(b)  f bildet jede Basis von V' auf ein Erzeugendensystem von W ab.

(¢)  f bildet eine Basis von V auf ein Erzeugendensystem von W ab.
(2) Es sind dquivalent:

(a)  f ist injektiv.

(b)  f bildet jede Basis von V' auf ein linear unabhéngiges Tupel aus W ab.

(¢)  f bildet eine Basis von V auf ein linear unabhéngiges Tupel aus W ab.
(3) Es sind dquivalent:

(a)  f ist bijektiv.

(b)  f bildet jede Basis von V' auf eine Basis von W ab.

(¢c)  f bildet eine Basis von V' auf eine Basis von W ab.

Ubungsaufgabe 6.4. Berechnen Sie fiir den K-Vektorraum V = K" die Koordinatenvektorabbil-
dung

kg V — K"
fiir die Standardbasis Z = (ey, ..., en).

Ubungsaufgabe 6.5. Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endo-
morphismus. Wir kiirzen die n-fache Komposition von f mit sich selbst durch

fr=fo..of
—
n-mal
ab. Dabei ist fO = idy per Konvention. Zeigen Sie:
(a) Es gilt
V =im(f%) Dim(f!) Dim(f?) D....
Es gibt ng € Ny mit im(f™) = im(f™) fiir alle n > ny.
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(b)  Es gilt
0 = ker(fY) C ker(f!) C ker(f?) C ...
Es gibt n; € Ng mit ker(f™) = ker(f™) fir alle n > n;.
Wir setzen U = im(f™°) mit dem ng aus (a) und N = ker(f"!) mit dem n; aus (b).
Zeigen Sie weiter: Es ist V = U @ N eine innere direkte Summe und f respektiert die direkte
Summenzerlegung, d.h. fiir z € U und y € N beliebig gilt wieder f(x) € U und f(y) € N.

Ubungsaufgabe 6.6 (Universelle Eigenschaft der (abstrakten) direkten Summe). Seien V; und V5
zwei K-Vektorrdume. Eine (abstrakte) direkte Summe von V; und V5 ist ein K-Vektorraum
V' zusammen mit K-linearen Abbildungen

L, Vi—>V

flir ¢ = 1,2, so dak zu jedem K-Vektorraum 7T und je zwei linearen Abbildungen f; : V; — T,
i = 1,2 genau eine lineare Abbildung

F:V->T
existiert mit
fi=Fou
fliri =1,2.
Zeigen Sie:

(a)  Zu je zwei K-Vektorrdumen V; und Vs gibt es eine (abstrakte) direkte Summe.
(b)  Je zwei (abstrakte) direkte Summen zu K-Vektorrdumen Vi und V4 sind isomorph.
(¢)  Eine konkrete Konstruktion einer (abstrakten) direkten Summe ist wie folgt. Wir definie-
ren zuerst
VieVo=V xVp
als Menge. Dann defineren wir die Addition von Tupeln durch
(z1,72) + (Y1,92) = (T1 + Y1, T2 + Y2)
fiir alle x;,y; € Vi, ¢ = 1,2. Zuletzt setzen wir fiir A € K die Skalarmultiplikation durch
(@1, ®2) = (Aw1, Awa).
(d)  Sind Uj, Uz Unterrdume von V' und ist ihre Summe Uy @ Uy = Uy + Uy C V eine innere
direkte Summe, dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus
U1@U21>U1+U2,
der in der Konstruktion der direkten Summe als Vektorraum der Paare die Form
(z1,72) = 21 + 22
hat.
Bemerkung: Teil (d) zeigt: innere direkte Summen sind auch abstrakte direkte Summen.
Ubungsaufgabe 6.7 (Strukturtransport). Sei V' eine Menge und sei f : V' — K" eine bijektive
Abbildung von V' mit der K™ zugrundeliegenden Menge. Zeigen Sie: Dann gibt es auf V eine

K-Vektorraumstruktur, so daf f eine lineare Abbildung wird. Diese K-Vektorraumstruktur ist
eindeutig.

Ubungsaufgabe 6.8. Zeigen Sie, dak die inverse Abbildung zu k4 : V — K™ aus Proposition 6.3

durch
X1

= 11+ ...+ U,
x’l’b

gegeben ist.
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Ubungsaufgabe 6.9. Sei P : V — V ein Projektor. Zeigen Sie, daf die Abbildung 7 = idy —P :
V' — V definiert durch

m(x) =z — P(x)
fiir alle x € V' auch ein Projektor ist. Zeigen Sie weiter, dafs die Zerlegung V' = ker(P) @ im(P)
und die Zerlegung V' = ker(7) @ im(7) nur die Reihenfolge der Summanden tauscht.

7. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN

Wir haben die lineare Algebra und damit die Theorie der Vektorrdume zunéchst abstrakt
aufgebaut. Um konkrete Fragen zu beantworten, braucht man eine Beschreibung in Koordinaten.

7.1. Der Vektorraum der Matrizen.

Definition 7.1. Sei K ein Korper und n, m € Ny. Eine n x m-Matrix mit Koeffizienten aus K
ist ein {1,...,n} x {1,...,m}-Tupel von Elementen aus K. Eine Matrix A besteht damit aus
Elementen

a; € K firi=1,...,nund j=1,...,m

und wird in einem rechteckigen Schema angeordnet:

aixz a2 -+ Aim

a21 Q22 -+ A2m
A=

anl1 Aan2 - OGnm

Eine n x m-Matrix hat n-viele Zeilen und m-viele Spalten.
Bemerkung 7.2. Wir vereinbaren die folgende Kurznotation fiir n x m-Matrizen A als
A = (ai)1<i<n1<j<m,

und sogar einfach nur
A = (aij),
wenn der Bereich fiir die Indizes 7, 7 aus dem Kontext klar ist.
Man beachte Zeile vor Spalte! In der Matrix A = (a;;) ist ¢ der Zeilenindex, der die Nummer

der Zeile beschreibt (z&hlt vertikal von oben nach unten), und j der Spaltenindex, der die
Nummer der Spalte beschreibt (zdhlt horizontal von links nach rechts).

Notation 7.3. Das Symbol Kronecker—Delta §;; fiir ¢,j mit ¢ =1,...,nund 7 =1,...,m hat

den Wert
1 i=y,
6”_{ 0 i#j.

Man kann auch allgemeiner analog ein Kronecker-Delta d, fiir Elemente a,b € X einer Menge

X definieren:
5o — 1 a=0,
@10 a#b.

Beispiel 7.4. (1) Die Nullmatrix 0 hat als Eintrige an jeder Stelle 0 € K. Vorsicht: es gibt
fiir jede Abmessung n x m eine eigene Nullmatrix.
(2) Sei n € Ng. Die Einheitsmatrix der Grofe n ist die n x n-Matrix

10 -0
]-n: . .
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mit Eintragen 1, falls Zeilenindex = Spaltenindex (das nennt man die Diagonale der
Matrix), und 0 sonst. Der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von 1, ist

(1n)ij = dij-

Wenn die Abmessung n x n der Matrix aus dem Kontext klar ist, dann schreiben wir auch
schon einmal 1 fir 1,.
(3)  Hier ist ein Beispiel fiir eine 2 x 3-Matrix mit Koeffizienten aus Fy:

1 01
010

(4) Ein (Spalten-)Vektor x € K" mit Eintrdgen zi,...,x, ist eine n x 1-Matrix mit den-
selben Eintragen

T
Tn
(5) Eine 1 x m-Matrix mit Eintrdgen x1, ...,z wird auch Zeilenvektor genannt und hat
die Form
(.751, e ,xm).
(6) Wir definieren zu o =1,...,n und f = 1,...,m eine n x m-Matrix e,g, deren Eintrag an

(i, j)-Position gegeben ist durch

(ap)ij = { R

0 sonst

Die Matrix hat nur einen Eintrag # 0, und der ist eine 1 in der a-ten Zeile und S-ten
Spalte.
0 -+ cor e 0

Cap=1: ... 1 ... |+«

18

Definition 7.5. Sei K ein Korper und n, m € Ny. Die Menge aller n x m-Matrizen mit Koeffi-
zienten aus K wird mit

Mpsm(K) = {A; A ist n x m-Matrix mit Koeffizienten aus K}
bezeichnet. Im Spezialfall n = m schreiben wir kurz
M, (K) := Mpxn(K).

Auf Matrizen M« (K) definieren fiir alle A = (ai;), B = (bij) € Mpxm(K) die Addition
von Matrizen als

A+ B := (ai; + bij)i<i<n,1<j<m (7.1)
und die Skalarmultiplikation von Matrizen mit A\ € K als
A = (Aagj)1<i<ni<j<m- (7.2)

Beispiel 7.6. Es gilt in M, (K)
1, =e11+tex+...+ e,

wobei die Matrizen e; auch n x n-Matrizen sein sollen.
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Proposition 7.7. Sei K ein Kéorper und n,m € No. Dann ist Myxm(K) mit der durch (7.1)
und (7.2) definierten Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Die Abbildung
Myxm(K) — K™
ail
(@)= 1| |,
Gpm

in der die nm-vielen Fintrdige der Matrix dibereinander als Spaltenvektor geschrieben werden, ist
etn Isomorphismus von K -Vektorrdumen.

Beweis. Das ist wirklich klar. O
Korollar 7.8. Eine Basis von My, xm(K) ist gegeben durch die nm-vielen Vektoren
eap € Myxm(K)  fir (a,8) € {1,...,n} x {1,...,m}

und es gilt
dim(M,, xm (K)) = nm.

Beweis. Das folgt aus Proposition 7.7 mittels Proposition 6.26: Das Tupel der e,g ist das Bild
der Standardbasis von K™ mittels des inversen Isomorphismus K™ — M,,x., (K) zu dem aus

Proposition 7.7. U
Notation 7.9. Sei K ein Korper und n, m € Ny. Die Spalten einer n x m-Matrix sind Spaltenvek-
toren aus K™, und zwar m-viele. Umgekehrt kann man aus v1,...,v,, € K™ mit Koordinaten
1)1]'
Uj =
vnj

eine Matrix
[v1, -+ vm] = (vig)1<i<n1<j<m € Mapxm (K)
machen, deren j-te Spalte gerade v; ist.

7.2. Koordinaten fiir lineare Abbildungen. Wir beschreiben nun die fundamentale Bezie-
hung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen.

Definition 7.10. Sei V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension dim(V) = m mit Basis
B = (bi,...,by), und sei W ein K-Vektorraum der endlichen Dimension dim(W) = n mit
Basis € = (¢1,...,¢p). Sei

FV oW

eine lineare Abbildung. Wir definieren die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen %
und % als

MZ(f) =[5 (£ (01)), K (f(b2)), - g (f ()] € M ().
Konkret, wenn a;; € K mit
F(b) = aijes,
i=1
dann gilt

el ) >

Die j-te Spalte von MZ(f) enthlt die Koordinaten von f(b;) beziiglich €.
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Beispiel 7.11. (1) Die Abbildung f : K3 — K? definiert durch

£ . ) = 2x + 3y + 52
Z —\ 72411y + 132

fiir alle 2,9,z € K ist eine lineare Abbildung (Ubung!). Wir withlen % = (e, e2, e3) und
€ = (e1,e2) jeweils die Standardbasis, die wir in K2 zur besseren Unterscheidung als
¢; = e; schreiben. Dann ist

f(el) = ( 3 ) = 2¢e1 + Teq,
3

Fleg) = ( O ) = 3¢ + 11ey,
)

und deshalb

Mg(f):<§ 11 13)'

Die Nullabbildung ist fo : V' — W mit fy(v) = 0 fiir alle v € V. Seien V, W endlichdimen-
sional. Egal welche Basen Z von V und % von W man benutzt, es gilt stets

MZ(fo) =0

die Nullmatrix.
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis 4. Dann ist die Matrix zur Iden-
titat
M%(idy) = 1,
die Einheitsmatrix der Grofe dim (V') = n.
Wir betrachten konkreter die Identitdt id : K? — K2 auf K2 und die Basen & =

(<(1)>,<(1)>)und‘€:(<(1)>,<1)).Dannis‘u

und

1 -1
M:ﬁ@d):(o ) )

Die Darstellungsmatrix hangt also entscheidend von der Wahl der Basen % und % ab!
Sei f: V — W ein Isomorphismus von endlichdimensionalen K-Vektorrdumen. Sei % =
(b1, ...,by) eine Basis von V und ¢ = (f(b1),..., f(bn)) deren Bild in W. Dann ist € eine

Basis von W und
M(?(f) =1n.

Anstatt eine lineare Abbildung V' — W zu verstehen, versuchen wir erst einmal, alle linearen
Abbildungen V' — W gemeinsam zu verstehen.

Notation 7.12. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Die Menge aller linearen Abbildungen von
V nach W bezeichnen wir mit

Hompg (V,W) ={f:V — W ; linear}.

Die Abkiirzung ,,Hom" steht fiir Homomorphismus, bei Vektorrdumen eine alternative Termi-
nologie fiir lineare Abbildung.
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Proposition 7.13. Seien V' ein K-Vektorraum der Dimension dim(V) = m und W ein K-

Vektorraum der Dimension dim(W) = n. Seien & = (bi,...,bn) eine Basis von V und € =
(c1,...,cn) eine Basis von W. Dann ist
MZ : Hompg (V,W) = Myxm(K)
f o MZ(f)

eine Bijektion.

Beweis. Die Koordinatenvektorabbildung k¢ ist bijektiv. Also bestimmen die Spalten von M? (f)
die Bilder f(b1),..., f(bm) der Basisvektoren der Basis #. Nach Satz 6.9 bestimmt dies die li-
neare Abbildung f eindeutig. Damit ist M;g injektiv.

Zeigen wir nun die Surjektivitit. Dazu sei eine Matrix A € M, xm (K) gegeben. Diese schreiben
wir als

A=[y1, -, Ym] € Mpxm(K)

mit m-vielen Spaltenvektoren y; € K". Die Koordinatenvektorabbildung xe ist bijektiv, also
gehoren dazu Vektoren wi, ..., wy, € W mit

yj = ke(w;) firallej=1,...,m.
Nach Satz 6.10 gibt es eine lineare Abbildung f : V — W mit
flbj) =w; firallej=1,...,m.
Dann gilt per Definition von Mg gerade
MZ(f) = ke (1), mip (b)) = [ (w01, s g (w0m)] = [91s -] = A
Damit ist Mfaf surjektiv. (]

Es gilt sogar noch mehr: Homg (V, W) ist selbst ein K-Vektorraum. Damit wird die Theo-
rie der Vektorrdume nutzbar, um lineare Abbildungen und damit wiederum Vektorrdume zu
studieren!

7.3. Der Vektorraum linearer Abbildungen. Wir definieren die Addition linearer Abbil-
dungen wie folgt. Zu f, g € Homg (V, W) definieren wir durch

(f +9)(@) = f(z) +g(z) (7.3)
fiir alle z € V' eine Abbildung
f4+g:V—->W

Dieses h := f + g ist ein lineare Abbildung: fiir z,y € V und A € K gilt

Wz +y) = fle+y) +g@+y)=f@)+ fly) +9() +9(y)

= (f(z) +g(2)) + (f(y) + 9(y)) = h(z) + h(y)
h(Az) = f(Ax) + g(Ax) = Af(x) + Ag(z) = A(f(z) + g(x)) = Ah(z).

Also ist f 4+ g € Hompg (V, W).

Als néchstes definieren wir die Skalarmultiplikation fiir K-lineare Abbildungen mit einem
Skalar aus K. Zu a € K und f € Homg (V, W) definieren wir durch

(af)(x) = af(z). (7.4)
fiir alle z € V' eine Abbildung
af :V —> W.
Dieses h := af ist eine lineare Abbildung: fiir z,y € V und A € K gilt
h(z +y) = af(@+y) = a(f(z) + f(y)) = af(@) + af(y) = h(z) + h(y)

h(Az) = af(Ax) = aAf(x) = AMaf(x)) = Ah(x).
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Also ist af € Homg (V, W).

Proposition 7.14. Seien V und W zwei K- Vektorriume. Dann ist Hom g (V, W) mit der durch
(7.3) und (7.4) definierten Addition und Skalarmultiplikation ein K -Vektorraum.

Beweis. Die Vektorraumaxiome kann man zur Ubung selbst nachrechnen. Wir beweisen das
gleich (im endlichdimensionalen Fall) als Konsequenz der Beschreibung durch Matrizen. (]

Wenn Hompg (V, W) selbst ein Vektorraum ist, dann stellt sich die Frage nach einer Basis und
dem zugehorigen Koordinatenisomorphismus zu einem K™ fiir ein geeignetes n. Die Antwort auf
diese zweite Frage wird durch Matrizen geleistet. Eine Basis erhélt man durch Transport einer
Basis von M, x, (K) mittels Proposition 6.26.

Satz 7.15. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension dim(V') = m mit Basis # = (b1,...,bm),

und sei W ein K -Vektorraum der Dimension dim(W) = n mit Basis € = (c1, ..., ¢,). Dann ist
M7+ Homp(V, W) = Myym(K)
f e MZ(f)

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Wenn wir die Ubung aus dem Beweis von Proposition 7.14 nicht gemacht haben, dann
wissen wir noch gar nicht, dafs Homg (V, W) ein K-Vektorraum ist. Wenn wir aber zeigen, daf

(i)  MZ bijektiv ist und
(i)  mit Addition vertraglich ist: fiir alle f,g € Homg (V, W) gilt
M7 (f +9) = MZ(f) + M (9)
(iii) und mit Skalarmultiplikation vertraglich ist: fiir alle A € K und f € Homg (V, W) gilt
M7 (Af) = AMZ(f),

dann haben wir die Vektorraumaxiome fiir Homg (V, W) dadurch nachgewiesen, dass diese in
My sm (K) gelten und aufgrund der mit Addition und Skalarmultiplikation vertraglichen Bijek-
tion in My, xm (K) verifiziert werden konnen.

(i) Das ist Proposition 7.13.
(ii) Dies ist eine Rechnung: die j-te Spalte von MZ(f + g) ist
re ((f +9)(05)) = re(f(bs) + 9(bj)) = ke (f(b))) + K (g(b)))
und das ist die j-te Spalte von MZ(f) +MZ(g).
(iii) Dies ist auch eine Rechnung: die j-te Spalte von MZ(\f) ist
re (A)(65)) = re (A (b)) = Ak (f(b5))
und das ist die j-te Spalte von )\M;jf(f) O

Bemerkung 7.16. Die Eintrdge von Matrizen sind Koordinaten linearer Abbildungen V' — W,
also fiir Vektoren des Vektorraums Hompg (V, W).

Korollar 7.17. Fiir endlichdimensionale K-Vektorraume V und W gilt
dim (Homg (V, W)) = dim(V) - dim(W).
Beweis. Das folgt sofort aus Satz 7.15 und Korollar 7.8. U

Notation 7.18. Seien n =1+ s und m =t + u mit s,7,t,u € Ny. Aus
A E ert(K)7 B E M?"XU(K)7 C E MSXt(K)7 D 6 MSXU(K)

kann man eine Matrix

( an ) € M (K)
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durch Aneinanderfiigen der rechteckigen Teilmatrizen in der angegebenen Anordnung erzeugen.
Dies ist eine einfache Version einer Blockmatrix.

Beispiel 7.19. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume, und sei f: V — W
eine lineare Abbildung. Wir betrachten Basen (vy,...,v,) von ker(f) und wy,...,ws von im(f)
wie im Beweis der Kern—Bild—Dimensionsformel aus Satz 6.18. Wie ebenda ergénzen wir zu einer
Basis

/ /
B = (v1,...,00,WY,...,W)
von V' durch Wahl von Urbildern f (wé) = wj, j = 1,...,s. Dariiberhinaus ergédnzen wir nach
dem Basisergidnzungssatz die Basis von im(f) zu einer Basis
C = (wi,...,Ws, UL, ..., U)

von W. Beziiglich dieser Basen hat die Matrix von f eine besonders einfache Form als Block-
matrix mit Zeilenaufteilung n = s + ¢ und Spaltenaufteilung m = r + s als

M2 = (0 ) € Maen(),

In der Tat, die ersten r Spalten sind von der Form
ke (f(v;) = ke (0) = [ © |,

denn v; € ker(f). Die weiteren Vektoren w’; werden zu

ke (f (w))) = ke (w;) = ej,
also zum j-ten Standardbasisvektor in K™.
Es gilt fiir die Abmessungen der Blocke:

r = dim(ker(f)),
t = dim(coker(f)),

wobei coker(f) den Kokern von f bezeichnet, den wir erst spéater kennenlernen werden.

Bemerkung 7.20. Das Beispiel 7.19 ist teilweise irrefithrend. Die Matrix von f wird nur deshalb
so einfach, weil man die Basen & und ¥ sehr speziell wihlt. Die Wahl héngt stark von f ab.
Dies bedeutet nicht, dafs lineare Abbildungen f : V — W allein durch die Werte r,s,t aus
Beispiel 7.19 festgelegt sind, die ja allein iiber das Aussehen der Matrix

MZ(f)
entscheiden, obwohl ja nach Satz 7.15 die Matrix eindeutig f beschreibt. Dies liegt am folgenden:
in Satz 7.15 sind die Basen % des Definitionsbereichs V' und % des Wertebereichs W fixiert.
Es variiert dann f : V' — W und wird dann bei festem % und % eindeutig durch MZ(f)

beschrieben. Im Beispiel 7.19 hingegen suchen wir fiir jedes f die passenden Basen aus. Das ist
etwas vollig anderes.

7.4. Matrixmultiplikation und Komposition linearer Abbildungen. Lineare Abbildun-
gen lassen sich komponieren. Da man lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben kann,
sollte man auch Matrizen komponieren koénnen. Dies fiihrt zur Matrixmultiplikation.

Definition 7.21. Seien K ein Korper und ¢, n, m € Ny. Wir definieren Matrixmultiplikation
flir

A = (ai;) € Mpxm(K)  und B = (bjk) € Mpx(K)
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durch

A-B= (Z aijbjk)lgign, 1<k<t € MnXZ(K)-
j=1

Notation 7.22. Statt A - B schreiben wir auch AB.

Bemerkung 7.23. Matrixmultiplikation funktioniert nur, wenn die Matrizen aufeinander abge-
stimmte Abmessungen haben.

AB nur wenn Spaltenanzahl von A = Zeilenanzahl von B.

Bemerkung 7.24. Matrixmultiplikation ist keine Multiplikation der Form M x M — M auf einer
festen Menge M, sondern auf Matrizen passender Grofse:

MnXm(K) X meK(K) — MnxK(K)
(A,B) — AB

Fiir den Eintrag von AB an der Stelle ik, also i-te Zeile und k-te Spalte, braucht man nur die
i-te Zeile von A und die k-te Spalte von B:

b1k
(AB);;, = ik - Eintrag von | [@1 - - (@5 - Qim | - bjk
bmk
b1k
. m
:(au e @y e aim)' bjk :Zaijbﬂ“'
: =1
bmk

Beispiel 7.25.
(1) Fiir alle z,y € K gilt in My(K):

(o) (o t)=(o1")

(2) Fir alle z,y,a,b € K gilt in Ma(K):

a 0y (2 0 _ (ax O
0 b 0y /) 0 by /)’
(3) Im Allgemeinen ist Matrixmultiplikation nicht kommutativ. Das geht schon alleine for-

mal nicht, wenn es sich nicht um quadratische Matrizen handelt, weil die Multiplikation
in umgekehrter Reihenfolge nicht definiert ist oder andere Abmessungen hat. Besonders
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drastisch ist es bei 1 x n und n x 1, wie das folgende Beispiel illustriert

1
2
(1 1 ... 1). : :<%) e My (K),
n
1 1 1 1
2 2 92 ... 9
11 )= . € M, (K).

Aber auch im quadratischen Fall ist AB = BA nicht der Normalfall:

(o) (Vo)=Con)#(a0)=(13)(50),

Wir betrachten einen wichtigen Spezialfall, indem wir einen Spaltenvektor aus K™ als n x 1-
Matrix auffassen.

‘n x m-Matrix mal Vektor aus K™ ergibt einen Vektor in K™. ‘

Lemma 7.26. Seien vy,...,v, € K™ die Spalten der Matriz A = [v1,...,Vm] € Muyxm(K).
(1) Seiej der j-te Standardbasisvektor von K™. Dann ist

Aej = Vy.
(2) Sei B € Myxn(K). Dann ist
BA = [Buvy,...,Buy).

Beweis. (1) Die k-te Koordinate von e; wird durch das Symbol Kronecker—Delta ¢;; beschrie-
ben. Damit rechnet man dann den ¢-ten Eintrag aus zu

(Aej)i = D ainbi; = aij = (v5);.

k=1
(2) Die j-te Spalte von BA ist nach (1) und Proposition 7.28 (1) gerade
(BA)ej = B(Aej) = ij. O
Bemerkung 7.27. Die Aussage vonLemma 7.26 (1) ist graphisch einfacher zu begreifen:
o o1 feim | (10 a1
Aej = (075 aij RN ¢ 77793 . 1 = aij
anln.anj.“anm 0 Anj

Proposition 7.28. Matrizmultiplikation ist assoziativ und distributiv:
(1)  Fir alle A € Myxn(K) und B € Mysm(K) und C' € My, xs(K) gilt

(A-B)-C=A-(B-0).
(2) Fir alle A € Myxm(K) und B,C € My, xs(K) gilt
A-(B+C)=A-B+A-C.
(8)  Fiir alle B,C € My (K) und A € My xs(K) gilt
(B+C)-A=B-A+C-A.



Lineare Algebra 7

Beweis. (1) Sei A = (aij) € Myxn(K), B = (bj) € Mpxm(K) und C = (cge) € Mypxs(K). Dann
ist der Eintrag in der i-ten Zeile und ¢-ten Spalte wie folgt:

(AB)C),, = S (4Bwer = 3 (Dt Jere = 3D (asbien
k=1 k=1 j—l k=1 j=1
= Z Z aij(bjkcre) = Z aij ( Z bjkcké) =>_aii(BC)je = (A(BO)),,.
j=1k=1 Jj=1 Jj=1

(2) Sei A = (aij) € Myxm(K), B = (bji) € MmXS( ) und C = (cjk) € Myyxs(K). Dann ist
der Eintrag in der i-ten Zeile und k-ten Spalte wie folgt:

(A(B + C))zk = Zaij(B + C)]k = Zaij(bjk + Cjk) = Zaijbjk + a;jCik
j=1 j=1 j=1

3

= 2 %l + Z aijcik = (AB)i + (AC)y, = (AB + AC)yy,.
j=1

— j=1
(3) Sei B = (bij) € Mpxm(K), C = (cij) € Mpxm(K) und A = (ajr) € My,xs(K). Dann ist
der Eintrag in der i-ten Zeile und k-ten Spalte wie folgt:
((B + C)A)zk = Z(B -+ C)ijajk = Z(bw + cij)ajk = sz’ja]’k + cijajk
j=1 j=1 j=1
= bijaz + Z cijajr = (BA)y, + (CA)p = (BA+ CA)y. O
7j=1 7j=1

Lemma 7.29. Sei A € My, xm(K) und X\ € K. Dann gilt
(A\1,)- A=A =A-(\1,,)
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition der Matrixmultiplikation. O

Korollar 7.30. Sei A € My, xm. Die Linksmultiplikation mit A ist eine lineare Abbildung
Ly: K™ — K"
z— Ax.

Beweis. Seien x,y € K™ Spaltenvektoren, die wir als m x 1-Matrizen auffassen. Dann gilt nach
Proposition 7.28 (2)

La(z+y) = A(.’L‘—l— y) = Az + Ay = LA(HT) + La(y).

Dafs L 4 homogen ist, rechnet man leicht nach, oder man leitet es aus Lemma 7.29 und Propo-
sition 7.28 (2) wie folgt ab. Sei 5 € K und By, = f1,,, B, = f1,. Dann gilt

La(Bz) = A(Bx) = A(Bmx) = (ABp)x = (BpyA)x = By(Az) = BLA(x). O

2 3 5
7 11 13

L(x)_23 5N (%) [ 2z+3y+52
A Z “\7 11 13 g “\ e 11y +132 )
Beispiel 7.32. Wir wollen nun fiir A € M, x,, zur linearen Abbildung L4 : K™ — K" die
zugehorige Matrix beziiglich der Standardbasen Z = (eq,...,ey) von K™ und € = (e, ..., ¢ey)
von K™ bestimmen.

Zuerst stellen wir fest, da (fast) per Definition kgz(z) = x und Ky (y) = y fiir alle z € K™
und alle y € K" gilt.

Beispiel 7.31. Fir A = < ) ist L4 die Abbildung K — K? gegeben durch
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Damit berechnen wir
ke (La(e;)) = La(ej) = Aej = j-te Spalte von A
nach Lemma 7.26, also
MZ(La) = [kz(La(er)), ..., hz(Lalem))] = A.
(Was soll auch sonst rauskommen?)

Satz 7.33. Sei K ein Kdrper, und seien n,m € Ny. Die Zuordnung A — L4 definiert einen
Isomorphismus von K -Vektorraumen

L : Muxm(K) = Homg (K™, K"),
die invers zu Mg ist, wenn % Standardbasis von K™ und € Standardbasis von K™ sind.

Beweis. Wir miissen zuerst zeigen, daf L4 linear von A abhéngt. Also fiir A, B € My xm(K)
und A € K

(i) Layp=La+Lp,
(i)  Lya=ALa.
(i) Sei z € K™ beliebig. Dann gilt mit Proposition 7.28 (3)
Laip(x)=(A+ B)x =Ax+ Bx = La(z)+ Lp(x) = (La + Lp)(x).
Damit ist L additiv.
(ii) Sei € K™ beliebig. Dann gilt mit Proposition 7.28 (1)
Lya(xz) = (MNA)z = (A\1,)A)x = (A\1,)(Az) = M(La(z)) = (ALa)(x).
Damit ist L homogen.
Um zu zeigen, daft L ein Isomorphsimus ist, rechnen wir das angegebene Inverse nach.
MZ(La) = A
haben wir in Beispiel 7.32 gerade gesehen. Fiir die umgekehrte Komposition wéhlen wir eine
beliebige lineare Abbildung f : K™ — K™ und miissen
Lazy =7
nachweisen. Nach dem Eindeutigkeitssatz reicht es, auf einer Basis auszuwerten. Dazu nehmen
wir die Standardbasis % und rechnen

Lz (p)(e5) = M (fej = ra(f(e5)) = f(e),
weil kg : K™ — K™ die Identitéat ist. O

Die Beschreibung eines Vektors als Spaltenvektor seiner Koordinaten beziiglich einer Basis
und die Beschreibung einer linearen Abbildung durch eine Matrix pafst zusammen:

Proposition 7.34. Seien K ein Korper und V., W zwei K-Vektorriume. Sei f : V — W eine
lineare Abbildung, und seien B = (by,...,by) bzw. € = (c1,...,¢,) Basen von V bzw. von W.
Dann gilt fiir alle x € V in K":

ke (f(2)) = MZ(f)raz(x). (7.5)

Notation 7.35. Die Gleichung (7.5) wird auch graphisch durch das folgende kommutative Dia-
gramm (in der Notation von Proposition 7.34) ausgedriickt:

f

Vv w
K" —— K"
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Das Diagramm (von Vektorrdumen und linearen Abbildungen) ist kommutativ, wenn zu je
zwei Wegen im Diagramm mit selbem Start und selbem Ziel die Komposition der Abbildungen
entlang des Weges dieselbe lineare Abbildung ergibt. Hier gibt es nur zwei Wege, rechts oder
links um das Quadrat von links oben nach rechts unten. Die entsprechende Gleichheit linearer
Abbildungen

g o f = Lyzpoka
ist genau (7.5).
Beweis von Proposition 7.5/. Da nach Korollar 7.30 Linksmultiplikation mit einer Matrix eine

lineare Abbildung ist, reicht es nach Satz 6.9, die Gleichung (7.5) nur auf einer Basis von V/
nachzuweisen.

Wir nehmen natiirlich Z. Fiir alle j = 1,...,m haben wir kz(b;) = e; mit dem j-ten
Standardbasisvektor von K™. Dann gilt nach Lemma 7.26
MZ(f)r(b;) = MZ(f)ej = j-te Spalte von MZ(f) = g (£(by). 0

Satz 7.36 (Matrixmultiplikation entspricht Komposition). Sei K ein Korper und seien U, V, W

drei K-Vektorraume mit Basen of = (ay,...,a7) von U, und B = (bi,...,by) von V, und

€ = (c1,...,¢n) von C. Seien f:V — W und g : U — V lineare Abbildungen. Dann gilt
MZ (f o g) = MZ(f) M%(9)-

Beweis. Es reicht, die Matrixidentitat aus M, «¢(K) spaltenweise nachzupriifen. Fiir die j-te

Spalte miissen wir mit dem Standardbasisvektor e; € K’ multiplizieren. Dieser ist #. (a;).
Wegen (dreifach) Proposition 7.34 gilt nun

M (f o g)e; = MZ(f o ) (a)
=kg(fo g(aj)) = H%(f(g(aj))

= M7 (f)rz(9(a;))
= M7 (/)M (9)kr(a;)) = (MZ(F) MG (9))e;- .

Bemerkung 7.37. Satz 7.36 beinhaltet die finale Rechtfertigung fiir die zunéchst willkiirlich
erscheinende Definition der Matrixmultiplikation.

7.5. Basistransformationen. Koordinaten hiangen von der gewéhlten Basis ab. Die Basis kann
man wechseln, und dann dndern sich die Koordinaten.

Definition 7.38. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum der Dimension n = dim(V).
Die Basiswechselmatrix von einer Basis % in eine Basis ¢ von V ist

S7 .= MZ(idy) € M,(K).

Beispiel 7.39. Oft will man im K™ von der Standardbasis & = (ej,...,e,) zu einer anderen
Basis # = (b1, ..., b,) wechseln. Die Basiswechselmatrix S{‘% ist nicht direkt aus den Vektoren
b1, ..., b, abzulesen. Das ist besser mit dem Basiswechsel in der umgekehrten Richtung. Die

entsprechende Basiswechselmatrix ist einfach
SZ =[by,...,by] € M,(K).

Bemerkung 7.40. Wenn wir eine lineare Abbildung f in eine Matrix A iibersetzen, dann denken
wir, daf Multiplikation Az uns sagt, wie der Vektor x sich unter f zu f(x) verdndert.
Basiswechsel zeigt die Flexibilitdt des Konzepts und die Abhéngigkeit von der gewihlten
Basis. Die Basiswechselmatrix gehort zur Abbildung idy, der beschriebene Vektor x dndert sich
nicht! Was sich dndert, sind die Koordinaten der Beschreibung von x, weil sich die Basis dndert!

Proposition 7.41. Sei SZ = M7 (idy) die Basiswechselmatriz zu Basen % und € des K-
Vektorraums V. Dann gilt fiir alle x € V:

ke(x) = SZ - kg(x).
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Beweis. Das ist ein Spezialfall von Proposition 7.34. U

Proposition 7.42. Seien V, W zwei endlichdimensionale K - Vektorriume. Seien %, %' Basen
von V und ¢, €' Basen von W. Sei f :V — W eine lineare Abbildung und schreiben wir zur
Abkiirzung

A=MZ(f)
A =MZ(f)
fur die darstellenden Matrizen. Dann gilt
A= S%,A8% .
Beweis. Das folgt sofort aus f = idyy of oidy und Satz 7.36. O

7.6. Invertierbare Matrizen. Die Basiswechselmatrix von einer Basis # = (by,...,b,) in die
Standardbasis & = (ey,...,e,) ist einfach

SZ =[by,...,by] € M,(K).
Wie bekommt man die umgekehrte Basiswechselmatrix Sgg?

Definition 7.43. Eine Matrix A € M,,(K) heift invertierbar, wenn es ein B € M,,(K) gibt
mit

AB =1, = BA.
Proposition 7.44 (Die allgemeine lineare Gruppe). Sei K ein Korper und n € No. Dann ist
GL,(K) ={A € M,,(K) ; A invertierbar}
mit Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe.

Beweis. Zuerst miissen wir zeigen, daft Matrixmultiplikation auf GL, (K) eine Verkniipfung de-
finiert. Sei A, B € GL,(K) und Inverse C,D € M, (K), die das bezeugen, also AC = CA =
1, = BD = DB. Dann gilt

(DC)(AB) = D(CA)B=D1,B=DB =1,
und

(AB)(DC) = A(BD)C = A1,,C = AC = 1,,.
Damit ist AB € GLy,(K).

Assoziativ: Matrixmultiplikation ist assoziativ nach Proposition 7.28. Hier ist weiter nichts zu
zeigen.

Existenz eines neutralen Elements: Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix 1,,. Es gilt
fiir alle A € M,,(K)

Al, = A=1,A,
was fiir A = 1,, erst einmal zeigt, daf 1,, € GL,,(K) ist, und zweitens 1, als neutrales Element
ausweist.

Ezistenz des Inversen: Zu A € GL,(K) gibt es per Definition B € M, (K) mit AB = 1,, =
BA. Damit ist zuerst B € GL,,(K) auch invertierbar und dann auch das Inverse zu A. O

Proposition 7.45. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € Ny mit Basen & und €. Dann
st die Basiswechselmatriz

57 € GLy(K)
mvertierbar mit Inversem
(S7)7" =55
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Beweis. Es gilt wegen Satz 7.36
S7Z8% = MZ(idy) M4 (idy) = MZ(idy oidy) = MZ(idy) = 1,.
Die Gleichung S:%Sg? =1, folgt aus dieser durch Vertauschen von £ und 4 per Symmetrie. [J

Bemerkung 7.46. Mit Proposition 7.45 haben wir nur zur Hélfte beantwortet, wie wir die um-
gekehrte Basiswechselmatrix ngi; bekommen. Aber wir haben es auf ein anderes fundamentales
Problem zuriickgefiihrt: wie finden wir das Inverse zu einer invertierbaren Matrix?

Beispiel 7.47. Wir formulieren explizit den folgenden Spezialfall der Basiswechselformel, Pro-
position 7.42. Sei f = Ly : K" — K" die lineare Abbildung beziiglich der Standardbasis
& = (e1,...,e,) von K" zur Matrix A € M,,(K). Sei # = (b1,...,by) eine weitere Basis von
K™. Dann ist )

S:=8Z =1by,...,by)
und

MZ(f) = S"1AS.

Setzt man T = S~1 = Sg, dann ist 77! = (S71)~! = S und die Basistransformation sieht dann
SO aus:

M%(f) = TAT .

Satz 7.48. Seien V,W zwei K-Vektorraume und f :'V — W eine lineare Abbildung. Sei B =
(b1,...,bm) eine Basis von 'V, und sei € = (c1,...,c,) eine Basis von W. Dann sind dquivalent:
(a)  f hat Inverses.

(b)  Esistn =m und die Darstellungsmatriz A = MZ(f) ist eine invertierbare Matriz.

Falls (a) und (b) zutreffen, dann ist A=' = M%(f~') die Darstellungsmatriz zur inversen Ab-
bildung f~1: W = V.

Beweis. Angenommen f besitze ein Inverses f~! : W — V. Dann sind V ~ W isomorph und
daher m = dim(V) = dim(W) = n. Wir setzen B = M%(f~!) und finden
AB = MZ(f)MG(f") = ME(f o f1) = ME(idw) = 1,.
Genauso sieht man wegen f~! o f = idy auch BA = 1,,. Somit ist A invertierbar mit Inversem
A"l =B
Sei nun umgekehrt A € GL,,(K). Zum Inversen A~! gibt es dann nach Proposition 7.13 eine

lineare Abbildung g : W — V mit

Mf(g) = A"
Wir rechnen dann

1=AA"" = MZ(f)MG(9) = M&(f o g).

Die lineare Abbildung, die beziiglich M;i zur Einheitsmatrix gehort, ist aber die Identitat. Also
ist

fog=idw.
Genauso sieht man g o f = idy aus A~'A = 1. Damit ist f ein Isomorphismus mit Inversem
f~! = g und per Konstruktion der Darstellungsmatrix A~! beziiglich der Basen 4 und 4. [

Korollar 7.49. Sei A € M,,(K) eine quadratische Matriz. Dann gilt
AeGL,(K) < Ly: K" — K" ist ein Automorphismus.

Beweis. Das ist ein Spezialfall von Satz 7.48. U

UBUNGSAUFGABEN ZU §7

Ubungsaufgabe 7.1. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Seien A € K und f, g € Homg (V, W).
Zeigen Sie im Detail, dafs f 4+ g und Af lineare Abbildungen sind.
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Ubungsaufgabe 7.2. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorriume mit Basis 2 =
(b1,...,by) von V und Basis ¢ = (ci,...,cn) von W. Beschreiben Sie die linearen Abbildungen
fap 1V — W, die mittels des Isomorphismus aus Satz 7.15

MZ : Hompg (V, W) = My (K)
der Basis der Matrizen e, fiir a =1,...,nund f=1,...,m von My« (K) entspricht.
Ubungsaufgabe 7.3. Bestimmen Sie eine Matrix fiir den Endomorphismus X % auf Polg <4, also
die Abbildung

P(X)— X - P(X).

Ubungsaufgabe 7.4. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis . Zeigen Sie:

(1) Ein Endomorphismus P : V — V ist ein Projektor genau dann, wenn A = M%(P) die
Gleichung
A2 = A
erfiillt. (Es ist A2 = AA.)
(2)  Zeigen Sie, dafs in einer geeigneten Basis die Matrix eines Projektors P die Form

1, = ( T > € M, (K)
als Blockmatrix mit Blocken zur Aufteilung n = r 4 (n — r) ist.
(3) Ein Endomorphismus P : V' — V ist ein Projektor genau dann, wenn
MZ(P) = S1,,5*
fiir eine geeignete Matrix S € GL,(K).
Ubungsaufgabe 7.5. Sei V ein Vektorraum. Zeigen Sie, daf die Menge der Automorphismen
GL(V) ={f:V — V ; bijektiv und linear}
mit Komposition als Verkniipfung eine Gruppe ist.
Finden Sie fiir den Fall dim(V) = n € Ny eine bijektive Abbildung
¢ :GL(V) & GL,(K),
welche die Gruppenverkniipfungen respektiert (einen Isomorphismus von Gruppen):

e(fog)=w(felg)
fiir alle f,g € GL(V).

Ubungsaufgabe 7.6. Sei K ein Korper und n € N. Zeigen Sie, daf es fiir jede Matrix S €
GL,(K) eine Basis # von K" gibt, so daf S die Basiswechselmatrix von der Standardbasis
& = (e1,...,e,) zur Basis Z ist.

Ubungsaufgabe 7.7. Sei A € M,,(K) eine quadratische Matrix. Zeigen Sie:
(a)  Wenn es ein B € M,,(K) mit AB =1 gibt, dann ist A € GL,,(K).
(b)  Wenn es ein C € M, (K) mit CA =1 gibt, dann ist A € GL,(K).
Ubungsaufgabe 7.8. Sei K ein Korper und A = ( Z Z
in Abh#ingigkeit von a, b, ¢, d dafiir, daR A € GLy(K), und finden Sie eine Formel fiir A~!.
X Y
Z W

) € Ma(K). Finden Sie ein Kriterium

Anleitung: Machen Sie einen Ansatz B = <
Variablen X,Y, Z, W, die der Gleichung

> und l6sen Sie die Gleichungen in den

AB =1,

entsprechen. Das Kriterium tritt als Bedingung fiir die Losbarkeit auf. Zeigen Sie, dafs fiir diese
Losungen auch BA = 1 gilt.
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8. RANG UND ZEILENSTUFENFORM
8.1. Der Rang.
Definition 8.1. Sei K ein Korper.
(1) Der Rang einer Matrix A € M, (K) mit Spalten A = [vy,...,vy] ist
rg(A) = dim(vy, ..., vm) K,

die Dimension des von den Spalten aufgespannten Unterraums in K.
(2) Der Rang einer linearen Abbildung f : V — W ist die Dimension des Bildes

rg(f) = dim(im(f)).
Beispiel 8.2. Wir betrachten Matrizen in My (Q). Die Matrix

(13)

hat Rang 1, denn die beiden Spalten sind Vielfache voneinander, aber nicht 0. Die Matrix

1 2

3 5
hat Rang 2, denn die Spalten sind linear unabhéngig.
Proposition 8.3. Sei A € My, xm(K) eine Matriz. Dann gilt:
(1) rg(A) < min{n,m}.
(2) 1rg(A)=0 <= A=0.

Beweis. (1) Der Rang ist die Dimension eines Unterraums von K", also rg(A) < n. Aukerdem
wird dieser Unterraum von den m Spalten erzeugt und besitzt nach dem Basisauswahlsatz eine
Basis bestehend aus einem Teil dieser Spalten. Damit ist rg(A) < m.

(2) Es ist rg(A) = 0 <= der Raum, der von den Spalten erzeugt wird, ist {0} C K. Das
passiert genau dann, wenn sédmtliche Spalten 0 sind, d.h. A = 0. O

Proposition 8.4. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume und sei f:V — W
eine lineare Abbildung. Sei 2 = (bi,...,bn) eine Basis von V und € eine Basis von W. Dann
ist der Rang von f gleich dem Rang der Darstellungsmatriz:

1g(f) = rg(MZ(f))-
Beweis. Sei n = dim(W). Der Koordinatenisomorphismus k¢ : W — K™ bildet

isomorph auf den von den Spalten g (f(b;)) der Darstellungsmatrix MZ(f) erzeugten Unter-
raum von K™ ab. Daher sind die Dimensionen dieser Unterrdume gleich, folglich per Definition
auch die beiden Rénge. O

Korollar 8.5. Fiir eine Matrix A gilt
rg(A) =rg(La).

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 8.4, denn die Darstellungsmatrix von L 4 beziiglich der

Standardbasen ist A. O
Proposition 8.6. Seien K ein Korper und n € N. Sei A € M,,(K) und S,T € GL,(K). Dann
qilt

rg(A) =rg(SA) = rg(AT) = rg(SAT).
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Beweis. Es reicht, rg(A) = rg(SA) und rg(A) = rg(AT) fiir alle A zu zeigen. Denn dann gilt
angewandt auf A und auf SA auch

rg(A) = rg(54) = rg((SA)T).

Zur invertierbaren Matrix S gehort ein Isomorphismus Lg : K™ — K™. Das Bild von L4 wird
unter Lg auf das Bild von Lgy abgebildet. Die Umkehrabbildung ist Lg-1, also haben beide
Bilder die gleiche Dimension. Somit:

rg(A) = dim(im(Ly)) = dim(im(Lgsa)) = rg(SA).

Zur invertierbaren Matrix 7" gehort ein Isomorphismus Ly : K™ — K™, also ist Ly (K™) = K".
Damit gilt auch

im(Lar) = Lar(K") = Lao(Lp(K™)) = Lao(K") =im(La).
Daraus folgt sofort
rg(AT) = dim(im(L 7)) = dim(im(L4)) = rg(A). O

Definition 8.7. Eine Matrix R = (r;;) € My xm(K) hat Zeilenstufenform, wenn
(1) es ein r € Ny, r < n gibt und fiir alle 1 < ¢ < r durch

pi = min{j ; ryj # 0}
eine streng monotone Funktion in ¢ definiert wird:
1<ppi<p<...<pr,

(i)  und die Zeilen mit Zeilenindizes r + 1,...,n nur den Eintrag 0 enthalten.

Graphisch bedeutet das fiir R die Gestalt

0O -~ 0 0 - 0 |l =«

: e 0 e

0 --- ) 0 --- - 0

0 --- e 0 0o --- e 0
mit aq,...,0, € K*. Die Nullspalten links und die Nullzeilen unten, sowie die unbekannten
x-Eintrage rechts oben kdnnen, miissen aber nicht auftreten.

Die Pivotspalten der Matrix in Zeilenstufenform sind die Spalten der Indizes p1, ..., p,. Dies

sind die Spalten mit den Eintrdgen a1, ..., ., an der Stelle (i, p;).

Satz 8.8. Sei R € My, xm(K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann hat R den Rang
rg(R) = Anzahl der Pivotspalten von R,

d.h. in der Form (8.1) ist rg(R) = r. Eine Basis fir den Raum, der von den Spaltenvektoren
aufgespannt wird, ist durch die Pivotspalten gegeben.

Beweis. Weil alle Spalten von R in (ey,...,e,)x € K™ enthalten sind, haben wir

rg(R) < dim(ei,...,ep)x =T
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Wir zeigen nun, dafs die Pivotspalten von R linear unabhéngig sind. Streichen wir alle anderen
Spalten, so entsteht

(651 * *
0
/ . - X /
R=|¢o9g ... 0 Q :(ri_j)v
0 -+ -+ 0
0 -+ -+ 0
wobei die unteren Nullen nicht auftreten miissen. Eine Linearkombination der Pivotspalten mit
Koeffizienten z1, ..., 2, € K ergibt 0 genau dann, wenn
x1
R : |=0.
Ty
Dieses Gleichungssystem fiir x,...,z, € K liaft sich riickwérts beginnend mit x, und dann

fallend im Index eindeutig 16sen:
oty =0=x,=0

und wenn bereits x541,..., 2, = 0, dann folgt auch

T
0= QsTs + Z ngl'j = Qglg —=—> Tg = O,
J=s+1
denn die Diagonaleintrige a sind # 0.

Wir erhalten nur die eine Losung x; = 0 fiir ¢ = 1,...,r. Daher sind die Pivotspalten linear
unabhéngig. Das bedeutet

rg(R) > rg(R) > r.
Und zusammen rg(R) = 7.

Weil die Pivotspalten linear unabhéngig und von der richtigen Anzahl sind, handelt es sich
bei den Pivotspalten um eine Basis von im(Lp). O

8.2. Elementare Zeilenoperationen.

Definition 8.9. Seien K ein Korper und A € M, x,,(K) eine Matrix. Unter einer elementaren
Zeilenoperation versteht man eine der folgenden Transformationen:

(1) Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen: Seien 1 < «, 5 < n mit a #
und A € K. Die Addition des A-fachen der -ten Zeile zur a-ten Zeile macht aus A = (a;;)

die Matrix
a1l e A1m
a1 +Aagr -0 Gam + Aagny | <&«
aﬁl DY a/ﬁm

Gn1 to Anm
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(2) Skalieren einer Zeile: Seien 1 < a < n und p € K*. Das u-fache der a-ten Zeile macht
aus A = (a;j) die Matrix

aii A1m
Haa1 - HAam
Gn1 o Anm

(3) Vertauschen zweier Zeilen: Seien 1 < «, 5 < n mit o # 3. Die Vertauschung der a-ten
mit der S-ten Zeile macht aus A = (a;j) die Matrix

aip 0 Aim
agy -+ agm —«
ol - Gam | < B
apl  +° Qpm

Die Abmessungen der Matrix bleiben bei elementaren Zeilenoperationen erhalten.

Definition 8.10. Seien K ein Kérper und n € N. Wir nennen die folgenden Matrizen in M, (K)
Elementarmatrizen:

(1) ZuXle Kund 1 <a,f <nund a # ( definieren wir

P |
A e a
Ea,@()‘) =1, + ea,B()\) =1: ... . :
: \
0 cee e 1
18
(2) Zupe KX und 1 < a <n definieren wir
1 0
AN
Eaa(ﬂ):1n+(ﬂ_1)eaa: R TR — Q.
: \
0 R |
Ta
T1
Beispiel 8.11. Seien K ein Korper und n € N. Sei weiter e K™

Tn
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Zul € Kund 1 < a,8 <nund a # 8 berechnen wir

T
T To + )\ajg
EogN) | ¢+ | = :
Ty xg
T
Zu p € K* und 1 < a < n berechnen wir
1
I :
Eoa(pt) = | Ko
T
Zul < a,8 <nund a # B berechnen wir
x1
ol To + 23
Ega(—1)Eap(1)Ega(—1)Eap(1) [ ¢ | = Egs(—1)Eap(1)Ega(-1) :
In g
Tn
1 Tl 1
To + 28 g g
= Egp(—1)Eqp(1) : =Egs(-1)| | =
—Tq —Tq Lo
Tn T T,

Definition 8.12. Wir definieren fiir 1 < o, § < n mit o # S:

Pop = Egp(—1)Eap(1)Ega(—1)Eapg(l) € My (K).

Damit kénnen wir nun elementare Zeilenoperationen als Matrixmultiplikation mit Elemen-
tarmatrizen von links interpretieren.

Lemma 8.13. Elementare Zeilenoperationen werden durch Matrizmultiplikation mit Elemen-
tarmatrizen von links beschrieben:

Sei A € Myxm(K) eine Matriz. Seien 1 < o, 8 < n und a # .

(1)

(2)

Sei A € K. Die Addition des \-fachen der B-ten Zeile zur a-ten Zeile macht aus A die
Matrix

E.5(\)A.
Die Skalierung der a-ten Zeile mit dem Faktor p € K* macht aus A die Matriz

Eaa(p)A.
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(8) Die Vertauschung der a-ten Zeile mit der B-ten Zeile macht aus A die Matrix
PapA = Egs(=1)Eap(1) Ega(=1) Eap(1)A.
Beweis. Spaltenweise haben wir das in Beispiel 8.11 gesehen. Nach Lemma 7.26 reicht das. [

Lemma 8.14. Elementarmatrizen in M, (K) sind invertierbar (also Matrizen aus GLp(K)).

(1) Firl<oa,f0<n, a#pund € K:
Eog(—A)Eqs(N) =1 = Eqg(N)Eqp(—A).
(2) Firl<a<nundpeK*:

Eaa(ﬂil)Eaa(N) =1= Eaa(M)anc(/iil)'

Beweis. Am einfachsten betrachtet man die zugehorigen linearen Abbildungen K™ — K™ durch
Matrixmultiplikation. Dort verfolgt man die Vektoren e; der Standardbasis.
Alternativ kann man auch einfach nachrechnen. O

Bemerkung 8.15. Die in Lemma 8.14 notigen Rechnungen sind analog zu Beispiel 7.25 (1), (2).
Korollar 8.16. Elementare Zeilenoperationen dndern den Rang nicht.

Beweis. Lemma 8.13, Lemma 8.14 und Proposition 8.4. U
8.3. Das Gaufische Eliminationsverfahren. Das Gaufische Eliminationsverfahren bie-
tet einen Algorithmus, um den Rang einer Matrix ablesen und lineare Gleichungssysteme syste-
matisch 16sen zu koénnen.

Wir starten mit einer Matrix Ay € My, xpm(K). Im s-ten Schritt produziert der Algorithmus
eine Matrix As € My, xm (K) der Form

0 -0 0 -+ 0 ay x
0 *
As=1 0 0 as =
0 0
B
0 0
mit a,...,as € K* und einer Matrix By mit n — s Zeilen und ms-vielen Spalten fiir gewisses

ms € Ng. Zu Anfang ist s = 0 und By = Ap.

Der Algorithmus arbeitet nun pro Durchgang die folgenden Schritte ab:

Sei By = [b1,...,bm,]. Wenn Bs = 0 die Nullmatrix ist (oder wenn keine Zeilen oder
Spalten mehr iibrig sind), dann stoppt der Algorithmus.
Wenn B # 0, dann betrachten wir die Spalte mit dem kleinsten Spaltenindex von By,
welche als Spalte von 0 verschieden ist. In dieser Spalte wéhlen wir eine Zeile mit von
0 verschiedenem Eintrag. Dies sei in der Matrix A, der Eintrag an der Position (i, js),
den wir nun mit asy; bezeichnen. Per Wahl ist agy1 # 0.
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Wir tauschen nun die i4-te Zeile von Ag mit der s + 1-ten Zeile.

0 -0 0 - 0 ay x
. o --- 0 Qg *
AS’\/)AS: o --- 0 Q41 *
* * *

Nun addieren wir ein jeweils geeignetes Vielfaches der s + 1-ten Zeile von A, = (al.) zu
den Zeilen mit Index s + 2 < ¢ < n hinzu. Das Vielfache zur i-ten Zeile ist

a/

A= ——2,
Ost1
Dadurch entstehen unter dem Eintrag a,s41 an der Position (s+1, js) lauter Nullen, denn

!/

a’ .
iy, Nilyq js:a;’js_azfl'as+1:0,
S

also:

0 0 a1 *

0 0 0 0 as =«

0o .
. o ... 0 s *
ASMA5+1: 0o ... 0 Qgy1 *
0 * *

Danach geht es weiter mit Schritt .

Bemerkung 8.17. In Schritt I hat man die Wahl eines von 0 verschiedenen Eintrags zu treffen.
Diesen Eintrag kann man manchmal geschickt wéhlen und so den Rechenaufwand minimieren.

Theorem 8.18 (Zeilenstufenform aus dem Gaufschen Eliminationsverfahren). Seien K ein
Korper und n,m € Ny. Sei A € My, xm(K) eine Matriz.

(1)  Das Gaufische Eliminationsverfahren endet nach héchstens n Durchgdngen, und zwar mit
einer Matriz R in Zeilenstufenform.

(2) Sei S die Matriz, die aus 1, € M,,(K) entsteht, indem man dieselben elementaren Zeilen-
operationen in derselben Reihenfolge anwendet, die R aus A im Gaufischen Eliminations-
verfahren ergeben haben. Dann ist

R = SA,

S ist ein Produkt von Elementarmatrizen und S € GL,(K).
(8) Seien p1,...,pr die Indizes der Pivotspalten von R. Dann gilt

rg(A) =r

und die Spalten von A mit den Indizes p1,...,p, der Pivotspalten bilden eine Basis des
von den Spalten von A in K™ erzeugten Unterraums im(Ly).
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Beweis. (1) Das ist klar. Im Schritt As hat man in den ersten s Zeilen bereits Zeilenstufenform
erreicht. Das Verfahren bricht erst ab, wenn in den weiteren Spalten nur 0 steht oder keine weitere
Zeile mehr vorhanden ist. Die Anzahl der Schritte ist durch die Anzahl der Zeilen begrenzt.

(2) Nach Lemma 8.13 sind elementare Zeilenoperationen Linksmultiplikation mit Produkten
von Elementarmatrizen. Bezeichnen wir mit P das Produkt aller dieser Produkte von Elementar-
matrizen aus dem Gaufischen Eliminationsverfahren von A nach R, dann gilt PA = R. Dieselben
Operationen angewandt auf 1, multiplizieren diese auch mit P, also ergeben P1,, = P, und das
ist laut Behauptung gerade S. Es folgt SA = R.

Elementarmatrizen sind nach Lemma 8.14 invertierbar. Also ist S als Produkt von invertier-
baren Matrizen auch invertierbar, d.h. S € GL, (K).

(3) Nach Proposition 8.4 und Satz 8.8 ist wegen S € GL,,(K)

rg(A) =rg(SA) =rg(R) =1

Satz 8.8 liefert genauer, daf die Pivotspalten von R eine Basis des Unterraums im(Lg) C
K™ bilden. Sei A = [v1,...,vy] mit Spalten v; € K". Dann sind die Spalten von R gerade
[Svi, ..., Svy]. Linksmultiplikation mit S ist ein Isomorphismus

im(La) = (v1,...,vm)k = (Svi, ..., Svm)k = im(Lg),

und das Urbild der Pivotspalten sind gerade die Spalten von A mit den Pivotspaltenindizes. Diese
sind somit eine Basis des von den Spalten von A in K™ erzeugten Unterraums im(L4). O

Korollar 8.19. Die Anzahl der Pivotspalten, die das Gaufsche Eliminationsverfahren liefert,
ist unabhdngig von den auftretenden Wahlen.

Beweis. In jedem Fall ist diese Anzahl gleich dem Rang der anfanglichen Matrix. (]

Korollar 8.20. Sei A € My (K) eine Matriz vom Rang r. Dann gibt es
(i) R € Muxm(K) in Zeilenstufenform mit Pivotspalten in den Spalten mit Index 1 < p; <

o< pr<m,
(i) i<is<nfirs=1,...,r,
(1) Ns€ K firs+1<i<nunds=1,...,r,
so daf$ firs=1,...,r mit

ES = E’VZS(A’VZ,S)E(n*l)S()\(TL*l),S) e E(5+1)5()\5+175)Psis
gilt:
R=FE.E._1... EbF | A.
Beweis. Die Matrix Fy ist das Produkt der Elementarmatrizen in der richtigen Reihenfolge, die
im Gauftschen Eliminationsverfahren im Durchgang von A,_;1 zu Ag bendtigt werden: erst ein
Vertauschungsschritt durch Ps;, der i5-ten Zeile mit der s-ten Zeile. Dann werden die Nullen in
der Pivotspalte erzeugt: durch F;s(A;s) mit ¢ > s und geeignetem \;s entsteht in der i-ten Zeile

der Pivotspalte eine 0.
Demnach ist A = Ag und EsAs_ 1 = A, somit per Induktion nach s

A, = E,E,_1... E3FEA.
Fiir s = r fiihrt dies zu R = A,. O

Bemerkung 8.21 (Gauf—Jordan—Verfahren). Sei A = [v1,...,vy]. Man bestimmt S aus Theo-
rem 8.18 am besten dadurch, daf man mit der erweiterten Matrix

[A,1,] = [v1,. ., Um, €1, .., €n]
arbeitet und abbricht, sobald der Teil A in Zeilenstufenform gebracht ist. Dann hat man
R, S].
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Sei ndmlich Sy = 1,, und der s-te Zwischenschritt von der Form
[As, S

Wenn F,,1 wie in Korollar 8.20 das Produkt von Elementarmatrizen ist, die im Schritt von Ay
auf Agyy verwendet werden, dann gilt

[As+17 Ss—‘rl] = Es+1 . [A87 Ss] = [Es—i—l : A57 Es+1 : Ss]
Wir zeigen per Induktion nach s, daf stets A; = SsA. Fiir s = 0 ist das richtig, und wenn es
fiir s gilt, so folgt
As+1 = Eerl : As = Eerl : (SSA) = (Eerl : SS)A = Ss+1A-

Also gilt am Schlufs wie behauptet

R =G5A.
8.4. Wie entscheidet man ... Das Gauftsche Eliminationsverfahren und die Zeilenstufenform
erlauben es, fiir eine Matrix A

e den Rang rg(A) und
e cine Basis des Bildes im(Ly4), also des von den Spalten erzeugten Unterraums

zu bestimmen. Darauf aufbauend lassen sich die folgenden Aufgaben algorithmisch bewiltigen
(vorausgesetzt, man kann im Korper K algorithmisch rechnen).
Es seien Vektoren vy, ..., v, aus K™ gegeben. Wir setzen
A=[v,...,0n] € Mpyxm(K)
und fiir die lineare Hiille der Spalten U = (v1,...,vm) K-

Frage: Was ist die Dimension der linearen Hiille U?
Das ist gerade der Rang dim(U) = rg(A).
Frage: Wie findet man eine Basis fiir die lineare Hiille? Genauer: wie findet man eine Basis

von U in der Menge der Erzeuger vy,...,v,? Die Existenz einer solchen Basis behauptet der
Basisauswahlsatz.

Eine Basis wird durch die Spalten von A mit den Pivotindizes als Indizes gegeben.
Diese Spalten sind eine Teilmenge der vy, ..., vn.

Frage: Erzeugen v1, ..., v, den Vektorraum K™7
Wenn m < n, dann sicher nicht, und wir fangen auch gar nicht erst mit Rechnen
an! Ansonsten nutzen wir aus, daf gilt:
rg(A) =n < dim(U) = dim(K") <= vi,..., v, erzeugen K".
Frage: Sind die Vektoren vy, ..., vy, linear unabhéngig?

Wenn m > n, dann sicher nicht, und wir fangen auch gar nicht erst mit Rechnen
an! Ansonsten nutzen wir aus, dafs gilt:

rg(A) =m <= dim(vi,...,vm)k =m <= (v1,...,0y) sind linear unabhéngig.
Frage: Liegt v € K™ in der linearen Hiille von vy,..., v, € K™7?
Wir betrachten die erweiterte Matrix B = [A,v] = [v1,...,Um,v]. Da
(V1ye ey U)K C (U1, U, V) K

gilt nach Korollar 5.33
vE (V1. U)Kk = (V1,...,0m)Kk = (V1,...,0m, V) <= 18(A) =18(B).

Frage: Angenommen die Vektoren vy, ...,vs € K" sind linear unabhéngig. Wie ergénzt man zu
einer Basis? Der Basisergdnzungssatz garantiert ja, daf dies moglich ist.
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Man braucht ein Erzeugendensystem von K™, dazu nehmen wir die Standard-

basis. Sei A = [v1,...,vs] und B = [v1,...,vs,€1,...,¢e,]. Das Gauksche Elimi-
nationsverfahren fiir A und B unterscheidet sich einzig dadurch, dafs die Matrix
von B mehr Spalten hat. In den Spalten mit Index 1,...,s passiert genau das

gleiche. Weil die vy,...,vs linear unabhéngig sind, ist rg(A) = s. Daher sind
alle Spalten aus A Pivotspalten auch in B. Die vom Algorithmus ausgewé&hlte
Basis der Pivotspalten von B enthélt daher die Vektoren vq,...,vs. Das ist die
gesuchte Basisergdnzung.

Frage: Stellt die Matrix A € My« eine injektive, eine surjektive oder eine bijektive
Abbildung dar?

Die Abbildung L4 : K™ — K™ ist

e injektiv: wenn ker(L4) = 0, also nach der Kern/Bild-Dimensionsformel,
wenn dim(im(L4)) = m, also wenn
rg(A) = m.

e surjektiv: wenn im(Ly4) = K™, also wenn
rg(A) = n.
e bijektiv: wenn sowohl injektiv als auch surjektiv, also wenn

m = rg(A) = n.

lineare

8.5. Lineare Gleichungssysteme als Matrixgleichungen. In Definition 4.9 haben wir be-
reits definiert, was ein homogenes lineares Gleichungssystem ist.

Definition 8.22. Seien K ein Korper und n, m € Ny. Ein inhomogenes lineares Gleichungs-

system in m-vielen Variablen X7, ..., X;, mit n-vielen Gleichungen und Koeffizienten a;; € K
firi=1,...,nund j =1,...,m und Inhomogenitaten by, ...,b, € K ist ein System . von
Gleichungen der Form
(CLHXl—I— + ... + oo+ a1mX;m = by
S = apn X1+ ... +a; X5+ o0+ amX, = b
laanl—i— + ...+ coe + amXm = bp
1
Eine Lésung des Systems .7 ist ein x = : € K™ mit
Lo,
al1ry + ... 4+ ...+ ... +aimrTm = b
a;1r1 + ... —i—aija:j—i- e+ aimrTy, = bz‘
apiz1+ ... 4+ ...+ ... F+aqumTm = bn

Der Losungsraum des Systems .7 ist die Teilmenge

ZL(S):={x e K™, zxist Losung von .7}.

Bemerkung 8.23. Ein lineares Gleichungssystem erlaubt eine kompakte Darstellung in Matrix-
schreibweise:
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(1) Die Koeffizienten a;; eines (inhomogenen) linearen Gleichunssystem kann man als Eintrége
einer Matrix
A= (aij) S MnXm(K)
auffassen.
e Die Spaltenanzahl m ist gleich der Variablenanzahl.
e Die Zeilenanzahl n ist gleich der Anzahl der linearen Gleichungen im System.

(2) Die Inhomogenitéten by, ..., b, sind die Komponenten eines Spaltenvektors
b1
b= : € K"
bn
(3) Wir bilden weiter aus den Variablen Xj, ..., X, einen Vektor von Variablen
X1
X = : ,
Xm

aber das ist nur eine Notation und kein Vektor in K.
Die Matrixschreibweise des linearen Gleichungssystems lautet nun

AX =b,
denn ein x € K™ ist Losung genau dann, wenn
Az =b.
Notation 8.24. Wir schreiben fiir den Lésungsraum des Systems AX = b einfach
Z(AX =b).
Definition 8.25. Seien K ein Korper, n,m € Ny, weiter A € My, 3 (K) und b € K™. Sei
AX =10

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem.
(1) Das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem ist

AX =0.
(2) Der Nullraum der Matrix A ist der Losungsraum von AX = 0:
ker(A) := Z(AX =0).

(3) Sei A = [v1,...,Un]. Die erweiterte Matrix des inhomogenen linearen Gleichungssys-
tems ist

B =[A,b] :=[v1,...,um, D],

also die Matrix aus den Spalten von A verldngert um die Spalte b.

Bemerkung 8.26. (1) Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist nichts anderes als ein in-
homogenes lineares Gleichungssystem AX = b mit b = 0.
(2) Der Losungsraum von AX = b hat mit der linearen Abbildung L4 : K™ — K" zu tun:

ZL(AX =b) = L' (b).
Bemerkung 8.27. Wenn A € GL,(K) invertierbar ist, dann hat fiir b € K™ das Gleichungssystem
AX =b
nur die Losung z = A™1b.

Satz 8.28. Sei K ein Korper, A € My xm(K) und b € K™.
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(1)  Der Losungsraum des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssystems, also der Null-
raum der Matrix A, ist der Kern der durch Linksmultiplikation mit A vermittelten linearen

Abbildung La:
Z(AX =0) =ker(A) = ker(Ly).
Dies ist ein Unterraum der Dimension
dim(ker(A4)) = m —rg(A).
(2)  Der Losungsraum des inhomogenen linearen Gleichungssystems

AX =0

ist genau eine der beiden Alternativen:
o entweder leer
e oder zu einer beliebigen Losung xg € L (AX =b) gilt

ZL(AX =b) =29 + ker(A) :=={z € K™ ; Jy € ker(4) mit x = x0 + y}.

(8)  Kriterium fir die Erxistenz von Liosungen: es gibt eine Losung fir AX = b genau dann,
wenn,

rg(A) = rg([A,0]),
d.h. wenn die Matriz A und die erweiterte Matriz B = [A,b] den gleichen Rang haben.

Beweis. (1) Es gilt

r€e L(AX =0) <= Ar =0 <= La(z)=0.
Der Kern ker(L4) ist aber bekanntlich ein Unterraum, Proposition 6.15, und seine Dimension
bestimmt sich zu

dim(ker(L4)) = m — dim(im(L4)) = m — rg(A)
nach Satz 6.18 und Korollar 8.5.
(2) Angenommen .Z(AX = b) ist nicht leer. Sei g € Z(AX = b) eine Losung. Fiir jedes
y € ker(A) und = = zg + y ist dann auch z € Z(AX = b) eine Losung:

Ax = A(zo+y) = Azo+ Ay =b+0=10.

Umgekehrt, wenn x eine weitere Losung ist, dann folgt mit y = z — ¢ erstens © = x¢ + y und
zweitens

Ay =A(x —x9) = Az — Azg=b—b=0,

also y € ker(A).
(3) Sei A = [v1,...,vy] die Beschreibung durch die Spaltenvektoren von A und

I
x = : e K™
-
beliebig. Dann gilt
Az =b < 1+ ...+ 2oy, =b < be (v1,...,0m)K

und das ist nach Proposition 4.39 dquivalent zu

<’U1,...,Q}m>K = <’U1,...,1}m,b>K.

Da der linke Unterraum in jedem Fall im rechten enthalten ist, kann man nach die Gleichheit
aus der Gleichheit der Dimensionen ablesen, ergo ist dies wegen Proposition 4.39 &dquivalent zur
Gleichheit der Dimensionen und damit per Definition des Rangs zu

rg(A4) = rg([4,b]). .
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Bemerkung 8.29. (1) Man sagt: jede Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems
ist von der Form

spezielle Losung + Losung des zug. homogenen linearen Gleichungssystems.

Dabei ist die spezielle Losung keinesfalls speziell, sondern einfach nur eine Loésung, die
man zur Beschreibung aller Losungen ausgewahlt hat. Jede Losung von AX = b ist als
,spezielle Losung” brauchbar.

by 1

(2)  Sei A= (aij) € Mpxm(K) eine Matrix, b = € K" und x = e K™,
by, ITm
Wir haben nun drei dquivalente Perspektiven:
(a)  Zeilenweise: x ist Losung des lineares Gleichungssystems:

m
Jj=1

(b)  Matrixschreibweise: x 16st die Matrixgleichung:

AX =b.
(c) Spaltenweise: b ist Linearkombination der Spalten mit den Koordinaten von x als
Koeffizienten:
ai a1m by
T +...+zy =
anl Aym bn,

Jede Perspektive hat ihre Bedeutungen.

(a)  Zeilenweise: Gleichungssysteme mochte man in Anwendungen losen. Die Gleichun-
gen beschreiben den Unterraum ker(A). Man kann sich fragen, welche und wieviele
der Gleichungen bereits ausreichen, um ker(A) zu beschreiben. Das wird durch den
Zeilenrang beantwortet, siehe Satz 9.8.

(b)  Matrixschreibweise: Strukturaussagen und Normalformen fiir Matrizen beeinflussen
Matrixgleichungen. Ein weiterer Vorteil besteht in der bestechenden Kiirze der No-
tation. Man kann so schnell auch ein grofies lineares Gleichungssystem ansprechen
und dariiber nachdenken, weil man nicht von den Details der einzelnen Koeffizienten
und der besonders fehleranfilligen Indizes abgelenkt wird.

(¢)  Spaltenweise: Dieser geometrische Standpunkt betont die Geometrie des Unterraums
im(Ly4), der von den Spalten erzeugt wird, und damit das Losbarkeitskriterium
be im(L A).

Korollar 8.30. Sei AX = 0 ein homogenes Gleichungssystem mit m Variablen und n Gleichun-
gen. Wenn m > n, dann gibt es sicher eine nichttriviale, d.h. eine von 0 verschiedene Lisung
xe K™
Beweis. Es gibt eine nichttriviale Losung genau dann, wenn ker(A) # 0. Aber

dim(ker(A)) =m —rg(4) > m —n > 0,
also ist ker(A) # 0. O
Bemerkung 8.31. Sei A € My xm(K) und R die vom Gaufsschen Eliminationsverfahren aus A
erzeugte Matrix in Zeilenstufenform. Sei S das Produkt an Elementarmatrizen mit R = SA.
WEeil S invertiertbar ist, folgt

ker(R) = ker(A).

Aus Az = 0 folgt natiirlich Rz = SAx = 0. Aber wegen S~! gilt auch: Rz = 0, dann
Ar = S71(SA)(z) = S~'Rx = 0. Das Gauksche Eliminationsverfahren transformiert also ein
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beliebiges Gleichungssystem in ein Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Derart kann man es
nun leicht durch Riickwértseinsetzen 16sen. Man geht fallend in den Indizes vor und unter-
scheidet Pivotspalten von den Nicht-Pivotspalten. Sei J C {1,...,m} die Menge der Nicht-
Pivotspaltenindizes.

e Wenn j € J ein Index ist, der zu einer Nicht-Pivotspalte gehort, dann wird
T4 = tj

ein Parameter ¢; € K des Losungsraums.
e Wenn j = ps der Index einer Pivotspalte ist, etwa wie in (8.1) zur s-ten Zeile, dann
miissen wir die s-te Zeile nach x,, auflésen, was wegen a, = r,,, € K* geht:

m

-1
Tp, = —Oy g TskTLf;-

k=ps+1

Hier substituiert man stets fiir x; mit k > ps die bereits erhaltene Linearkombination in
den t; mit den Indizes k der Nicht-Pivotspalten. So gewinnt man eine Darstellung der

Form
m

Tpo= Y. Epiti

j=ps+17j€J
fiir gewisse &,,; € K. Hierbei sind stets j > p; und j € J.
e Wir ergénzen fiir i,j € J
|1 i=y
$ij = { 0 ©#7j.

und &,,; = 0 fiir j < p, und j € J. Dies ergibt fiir j € J die Vektoren

&1j

§ = : €K™

Emj

Schreiben wir zur Abkiirzung t = (¢;);ecs fiir das Tupel der Parameter zu einer Losung,
so hat die Losung zum Parameter ¢ die Form

2(t) =14
jeJ
Der Losungsraum wird daher von den Vektoren §; aufgespannt. Wegen
dim(ker(A)) = m —rg(A) = m — Anzahl Pivotspalten = Anzahl Nichtpivotspalten = |.J|

ist das die richtige Anzahl von Vektoren fiir eine Basis des Nullraums von A. Diese Basis bekommt
man auch durch die folgende spezielle Wahl der Parameter: man setze alle Parameter ¢ = 0,
k # j und t; = 1. Dann entsteht &;.

Mo6chte man nun das inhomogene Gleichungssystem AX = b l6sen, so arbeitet man mit dem
Ergebnis der Gaufs-Elimination von A angewandt auf die erweiterte Matrtix B = [A, ], das ist

R, Sb]

mit S wie oben das Produkt der Elementarmatrizen aus der Gaull-Elimination mit R = SA.
Schreiben wir
c1
Sb=c ,

Cn
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dann haben wir beim Riickwértseinsetzen nur in den Auflosungsschritten fiir z, aus der s-ten
Zeile das folgende zu verandern:

m
Tp, = a;l (cs — Z rskxk>,
k:ps—i-l
woraus nach Substitution der x; mit j > p; jetzt
m
Lps = 6Ps + Z gpsjtj
j=ps+1,5€J

fiir gewisse zusatzliche d,, € K folgt. Erganzen wir §; = 0 fiir j € J, so haben wir
01
=1 €K™
Om
und die Losung zum Parameter ¢ wird nun
2(t) =0+ Yt
jeJ

Bei 6 handelt es sich um eine spezielle Losung, die in gewisser Weise von der Zeilenstufenform
ausgesucht wird.

Beispiel 8.32. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten aus K = Q und
Variablen Xy, ..., Xj5:

X7 — 2Xy - X4y + X5 = b
X5 = b

X3 + 3Xy — X5 = b3

2X1 — 4Xo + X3 + Xy = b4

Die erweiterte Matrix ist:

1 -2 0 -1 1 |b
o 0 0 0 1 b
A=l 0 1 3 —1|n]

2 41 1 0 |by

wobei wir durch den vertikalen Strich die Spalte der Inhomogenitidten abgrenzen.
Nun lassen wir den Gaufs-Algorithmus laufen:

(1) Das —2-fache der Zeile 1 zur Zeile 4 addieren:

1 -2 0 -1 1 b1
lo o 0 0 1 by
E41(—2)[A,b] “lo o0 1 3 =1 b3
0 0 1 3 —2|-2b+b
(2)  Zeile 3 und Zeile 2 tauschen:
1 -2 0 -1 1 b1
lo oo 1 3 —1|
PuBu(=2A0 =g g g o 1 b
0 0 1 3 —=2|-2b1+10y



98 JAKOB STIX

(3) Das —1-fache der Zeile 2 zur Zeile 4 addieren:

1 =2 0 -1 1 b1
10 0 1 3 -1 bs
E42(—1)P23E41(_2)[A7 b] “ 1o 0 0 0 1 bo
0 0 0 0 —1|-=2b;—b3+by
(4) Das 1-fache der Zeile 3 zur Zeile 4 addieren:
1 -2 0 -1 1 b1
0 0 1 3 -1 b
E43(1)E42(—1)P23E41(_2)[Aa b] “lo 0 0o o0 1 b;’
0 0 0 0 0 |—2by+by—bz+by

Damit ist Zeilenstufenform fiir A erreicht.
Jetzt lesen wir ab:

e Der Rang von A ist 3.
e Die Spalten mit den Indizes 1, 3 und 5 erzeugen den Spaltenraum von A.
e Der Rang der erweiterten Matrix [A, b] ist gleich rg(A) genau dann, wenn

—2by + by — b3+ by = 0.

e Wenn by = 2b; —bo+b3, dann 16sen wir riickwérts nach den X; auf. Die Nichtpivotspalten,
die mit Indizes 2 und 4, liefern Parameter to, t4 € K fiir die Losung.

x5 = by

x4 = 14

r3 = by —3x4+ x5 =b3 — 3t4+ bo

xy = 12

r1 = b1+ 2wy + x4 — 25 =01 + 22 + 4 — bo.

In Spaltenvektorschreibweise bekommt man

T 2 1 b1 - b2
X9 1 0 0

z=|ax3| =ta- 0| +tg-|-3|+|b3+b
T4 0 1 0
xIs 0 0 bQ

Eine spezielle Losung bekommt man durch Wahl von Werten fiir ¢ und ¢4, die bequemste Wahl
ist oft to = t4 = 0. Damit ist
b1 — by
0
zo= | b3 +by| =6

0

ba
eine spezielle Losung von AX = b. Der Nullraum von A, also der Losungsraum im Fall b = 0,
hat als Basis die Koeffizientenvektoren in der Parameterdarstellung der allgemeinen Losung:

2 1

1 0
ker(A) = <§2 =10 ,54 =|-3 >K

0 1

0 0

UBUNGSAUFGABEN ZU §8

Ubungsaufgabe 8.1. Seien n € Ny, 1 < o, 8 < n mit a # 3. Zeigen Sie:
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(a)  Fir A\, A2 € K gilt

Eop(A1) - Eap(X2) = Eap(A1 + A2).
(b)  Fir pg,pue € K* gilt

Eoa(p11) - Eaa(p2) = Eaa(p1 - p2).

Ubungsaufgabe 8.2 (Elementare Spaltenoperationen). Sei K ein Korper und A € M,,x,,. Berech-
nen Siefir 1 <a,<m,a#Bund \e K, u€ K*

AE,3(A) und AFE.(p).
Formulieren Sie, was elementare Spaltenoperationen mit Matrizen machen sollen.

Ubungsaufgabe 8.3. Welche Form einer Matrix erreicht das GauRsche Eliminationsverfahren,
wenn man anstelle von Zeilenoperationen Spaltenoperationen verwendet?

Ubungsaufgabe 8.4. (a)  Nehmen Sie an, die Matrix R € M,,x,, habe Zeilenstufenform wie in
(8.1). Beschreiben Sie, wie man mit Spaltenoperationen, also durch Multiplikation mit
Elementarmatrizen von rechts (das Produkt all dieser sei T') die folgende Form erhélt:

ap 0 - e 0
0 )
RT = Cr
0
: . .0
0 .- o0 0

Dabei sind die Spalten rechts und Zeilen unten aus lauter Nullen optional.
(b)  Schliefen Sie, dafs es fiir eine beliebige Matrix A € M,;,xm (K) Produkte von Elementar-
matrizen S € M,,(K) und T' € M,,,(K) gibt mit

ag 0 .- e 0
. .
SAT = &r =D
0
: . 0
0 --- -0 0

(¢)  Sei nun A € GL,(K) invertierbar. Schliefen Sie, dak dann D auch invertierbar ist und
daher n = r. Schreiben Sie das Inverse von D hin und zeigen Sie

A"l =TD™1s.

Bemerkung: Auf diese Weise kann man mittels Gaufs-Elimination, zuerst fiir Zeilen,
dann fiir Spalten, das Inverse einer invertierbaren Matrix bestimmen.

Ubungsaufgabe 8.5. Seien v1,..., v, € K™ Zeigen Sie, daf fiir alle A\ € K und 1 < a,8 < m
mit o # 3
(U1, m) K = (U1, .., V0 + AVB, ..., V8, .., Um) K,
und wenn g € K, dann auch
(V1 VM) = (V1 ooy W0y -+ Um ) K -

Ubungsaufgabe 8.6. Sei A € M, (K). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(a)  Die Gleichung AX = b hat fiir alle b € K™ mindestens eine Losung.
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(b)  Die Gleichung AX = 0 hat hochstens eine Losung.

Wenn diese Aussagen zutreffen, dann hat AX = b fiir jedes b € K™ genau eine Losung, es ist
A € GL,(K), und die eindeutige Losung ist

= A"1b.
9. DUALISIEREN

9.1. Transponieren.

Definition 9.1. Sei K ein Korper und A = (a;j) € My xm(K) eine Matrix. Die transponierte
Matrix zu A ist die Matrix

A" = (ai)1<j<m,1<i<n € Mimxn(K)

mit dem Eintrag a;; and der Stelle (4, j). Dies ist die Spiegelung von A an der Hauptdiagonale
entlang der Eintrage ai1, a2, ..., ag, - - ..

Beispiel 9.2. (1) Die Abmessungen der Matrix vertauschen sich!
(1 2 3)7* 3 ; g
4 5 6 3 6

(2) 1'=1¢€ M,(K).
(3) Fiir alle A € My, (K) gilt: (A)! = A.

Fiir das Transponieren von Matrizen gelten die folgenden Regeln.

Proposition 9.3. Transponieren ist eine lineare Abbildung

My (K) = M (K)

A AL
(i)  Fir A,B € Myxm(K) gilt
(A+B)'= A"+ B
(i)  Fir A € Myxm(K) und \ € K gilt
(M) = \A",

Beweis. Das ist trivial. U

Proposition 9.4. Transponieren vertauscht die Reihenfolge bei Matrixmultiplikation:
fir A € Myxm(K) und B € My, x,(K) gilt

(AB)! = B'A".
Beweis. Sei A = (a;;) und B = (b;)), dann ist der ki-Eintrag von (AB)' gerade
(AB); = (AB)i = Y aijbjr = Y bjrag; = > (B")ij(A")ji = (B'A)j. O
j=1 j=1 j=1

Korollar 9.5. Fir A € M, (K) gilt
A€ GL,(K) «— A' € GL,(K).
Wenn A € GL,(K), dann ist
(At)—l — (A_l)t.
Beweis. Da (A!)! = A, reicht es zu zeigen, dafk A € GL,(K) = A! € GL,(K).
Wir nehmen also an, dak A invertierbar ist, und setzen B = A~!. Dann ist
B'A'=(AB)!=1"=1
und genauso A'B' = (BA)! = 1! = 1. Das zeigt bereits alles. O
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9.2. Zeilenrang und Spaltenrang.

Definition 9.6. Seien K ein Korper und A € My, x., (K) eine Matrix.

(1) Der Rang von A, oder voriibergehend zur Unterscheidung der Spaltenrang von A, ist
rg(A) = maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A.

(2) Der Zeilenrang von A ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen (als Zeilen-
vektoren in My, (K)). Das ist offensichtlich nichts anderes als

rg(A") = maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A.

Bemerkung 9.7. Wir betrachten die Matrix A € M, x, (K) als Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems AX = 0. Der Zeilenrang von A gibt an, wieviele linear unabhéngige Glei-
chungen sich in den n Gleichungen von A verbergen. Intuitiv geht die Dimension von U C K™
mit jeder weiteren, unabhéingig von den anderen zu erfiillenden Gleichung fiir x € U C K™ um
1 runter. Wir erwarten also

rg(A") = m — dim(ker(A)).
Andererseits folgt aus der Kern—Bild-Dimensionsformel, Satz 6.18,

m — dim(ker(A4)) = rg(A).

Unsere Intuition von Gleichungen und Dimension besagt somit rg(A) = rg(A!). Und das bewei-
sen wir nun.

Satz 9.8 (Zeilenrang gleich Spaltenrang). Sei K ein Korper und sei A € My xm(K) eine Matriz.
Dann gilt

rg(A) = rg(A").

Beweis. Sei S das Produkt von Elementarmatrizen aus dem Gauft-Eliminationsverfahren fiir A,
also SA = R hat Zeilenstufenform. Dann gilt nach Proposition 9.4

R! = A'St.

Die Transponierte zur Matrix R in Zeilenstufenform hat nur r = rg(A)-viele von 0 verschiedene
Spalten. Daher ist offensichtlich
rg(R) = r > rg(R").

Nun gilt nach Propositon 8.6, weil auch S? nach Korollar 9.5 invertierbar ist,

rg(A) =rg(SA) = rg(R) > rg(R') = rg(A'S") = rg(4"). (9.1)

Dies wenden wir auf A an und erhalten, weil (A?)! = A,
rg(A") > rg((A")") = rg(A). (9-2)
Aus (9.1) und (9.2) zusammen folgt die Behauptung. O

Die Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang ist im Sinne dieser Vorlesung eine nichttriviale
Aussage und vielleicht auf den ersten Blick verbliiffend, weil Zeilen und Spalten einer Matrix
nur beinahe zufillig etwas miteinander zu tun haben. Nun, so zufillig ist der Zusammenhang
nicht.

Der eben gefiihrte Beweis von Satz 9.8 basiert auf einem Algorithmus, der A in Zeilenstufen-
form R transformiert. Einen zweiten konzeptionellen Beweis von Satz 9.8 mittels Dualitéat liefern
wir am Ende von Kapitel 9.
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9.3. Der Dualraum. Dem Dualraum sind wir bereits begegnet. Dies ist ein Spezialfall des
Vektorraums der linearen Abbildungen

Homy (V, W).

Definition 9.9. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

(1) Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung
f:V—-K.

Hier bezeichnen wir den Vektorraum K! mit K.
(2)  Der Dualraum von V ist der Vektorraum aller Linearformen auf V:

V* =Homg(V,K)={f:V — K ; linear}.
Beispiel 9.10. Eine Linearform auf dem R3 hat die Gestalt f : R? — R mit zum Beispiel

x

f(l vy |)=2z+3y+5z.
z

Die Formel hat eine ,,Form“, in der die Koordinaten ausschlieflich ,linear” kombiniert vorkommen.

Sei # = (by,...,by) eine Basis von V. Eine Linearform f : V — K ist nach Satz 6.9 eindeutig
durch das Tupel der Werte

f(bl)a"'7f<bn)eK

festgelegt, und jede Wahl von Werten aus K gehort zu einer Linearform, nach Satz 6.10. Das
1-Tupel & = (1) ist die Standardbasis des K! = K. Dann ist

MZ(f) = (f(b1), ..., f(bn)) € Mixn(K)

die Koordinatenbeschreibung der Linearform. Wir haben einen Isomorphismus aus Satz 7.15
MZ :V* 55 My (K).
Das Inverse dieses Isomorphismus transportiert die Standardbasis der

ej = (0,...,0,%',0,...,0) € Mixn(K)
J

zu einer Basis von V*, die durch ihre Werte auf %4 beschrieben wird:
Definition 9.11. Die zugehorige Basis des Dualraums V* ist die zu 4 duale Basis
B = (b],...,b)).
Explizit ist b : V — K die Linearform, die durch die Werte
bj(bj) =d;; furallej=1,...,n
auf der Basis Z festgelegt ist.
Korollar 9.12. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt
dim(V*) = dim(V).
Beweis. Sei Z eine Basis von V und #* die dazu duale Basis von V*. Dann
dim(V*) = |B*| = | 8| = dim(V).
Alternativ nutzen wir V* = Homg (V, K) und Korollar 7.17. O
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Es gilt fiir f € V* die Darstellung als Linearkombination in der dualen Basis

f=FO0br+ ...+ f(bn)by,

wie man durch Auswerten in b; fiir alle j = 1,...,n bestétigt:
(FO0)bT + ..+ f(0a)bL) (b)) =D Fbi)bi(b;) = > f(bi)dij = f(by). (9:3)
i=1 i=1

Bemerkung 9.13. Die duale Basis dualisiert nicht einzelne Vektoren! Die Linearform b € V*
hangt nicht nur von b; ab, sondern bendtigt auch die b; fiir j # i.

Die duale Basis #* beschreibt die Koordinatenabbildung beziiglich %:
Proposition 9.14. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis = (bi,...,by). Dann gilt fir alle
zeV:
b1 (x)

by, ()

Kp(T) =

Beweis. Zu zeigen ist fiir alle x € V
x =by(x)by + ..., (x)by.

Beide Seiten sind linear in x, daher reicht es, sie fiir z aus den Vektoren einer Basis zu vergleichen.
Wir nehmen x = b; fiir j = 1,...,n. Dann ist

by (bj)b1 + ... b ()b = Y U5 (b)bi = Y 8ijbi = b;. a
i=1 =1

9.4. Dualisieren von Abbildungen. Nachdem wir den dualen Vektorraum besprochen haben,
mochten wir auch lineare Abbildungen dualisieren.

Definition 9.15. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Die Abbildung
ffowr—=vr
T fY(m)=mo f
heift die zu f duale (lineare) Abbildung.
Proposition 9.16. Die duale Abbildung ist wohldefiniert und linear.

Beweis. Wir nutzen die Notation aus der Definition. Die Abbildung f*(7) =mwo f: V — K ist
als Komposition linearer Abbildungen wieder linear, also in V*.

Wir miissen zeigen, dafs f* linear ist. Seien dazu m,p € W* und A € K. Dann ist fiir alle
zeV

O+ p) (@) = (A + p)(f(2)) = Ar(f(2)) + p(f (@) = A(f*(m))(2) + (f*(p)) (),
also
1O+ p) = Af* (1) + 1*(p)- 0
Proposition 9.17. Dualisieren ist ein kontravarianter Funktor, das heif§t:
(1)  Komposition: seien f:V — W und g : U =V lineare Abbildungen. Dann gilt
(fog)=g"of"

als lineare Abbildungen W* — V* — U*.
(2) Identitdt: die duale Abbildung zur Identitit auf V ist die Identitat auf V*.
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Beweis. (1) Fiir m € W* gilt

(feg)(m)=mo(fog)=(moflog=(f(m)og=g"(f'm)=(g"cf)(m)
(2) Fiir alle m € V* gilt
(idy)*(m) = woidy = . O

Satz 9.18. Seien V, W zwei endlichdimensionale K - Vektorrdume mit Basis B von V und Basis
& von W. Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

o7z * ﬁ t
M%-(f*) = (MZ(f))
Beweis. Sei # = (b1,...,by) die Basis von V und ¢ = (ci,...,c,) die Basis von W. Sei
A = MZ(f) die Darstellungsmatrix von f. Die j-te Spalte von A ist #(f(b;)) und nach Pro-
position 9.14 ist der i-te Eintrag dieser Spalte
c; (f(b7))-
Es gilt also A = (cf(f(b;))). Damit ist die i-te Spalte von A’ gerade
c; (f(b1))
: e K™
¢; (f(bm))

Diese i-te Spalte miissen wir mit der Koordinatendarstellung beziiglich #* von f*(cf) verglei-
chen. Zu zeigen ist also

FH(eq) = G (F(o)b1 + - 4 ¢ (f (bm)) by

Beide Seiten sind lineare Abbildungen V' — K und koénnen demnach durch Vergleich auf der
Basis Z als gleich erkannt werden, vergleiche (9.3). Wir rechnen

(D2 (@b ) o) = D2 e (P05 () = D e (F(0))03k = e (f (b)) = (F(eD) (br). T
j=1 j=1 j=1
Satz 9.19. Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler K -Vektorraume.
(1)  Wenn f surjektiv ist, dann ist f* injektiv.
(2) Wenn f injektiv ist, dann ist f* surjektiv.
Beweis. (1) Sei m € W* im Kern von f*. Das heifst, daf fiir alle x € V' gilt

0= f"(m)(z) = n(f(z)).
Weil f surjektiv ist, nimmt f(z) jeden Wert in W an. Daher folgt m = 0. Dies zeigt ker(f*) = 0,
und f* ist injektiv.
(2) Sei # = (v1,...,v,) eine Basis von V. Weil f injektiv ist, sind die f(v1),..., f(v,) linear
unabhéngig in W. Wir ergénzen mittels des Basiserginzungssatzes zu einer Basis

(f(vl)v o ')f(vn)vwla e aws)
von W. Sei nun 7 € V* beliebig. Wir definieren eine Linearform p € W* durch
p(f(vl)):ﬂ—(vz) ﬁiri:la"wna
p(wj) =0 firj=1,...,s.
Dann gilt f*(p) = 7, wie man durch Vergleich der Werte auf der Basis 2 sofort sieht. Also ist
f* surjektiv. O

Satz 9.20. Sei f: V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler K -Vektorrdume. Dann
15t

dim(im(f)) = dim(im(f*)).
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Beweis. Sei i :im(f) — W die Inklusion des Bildes. Per Definition nimmt f Werte in im(f) an.
Man kann f daher als lineare Abbildung
F:V —im(f)

durch F(z) = f(x) fiir alle z € V ansehen. Dabei fithren wir eine neue Notation F' versus f ein,
um die aufgrund verschiedener Zielvektorrdume verschiedenen Abbildungen zu unterscheiden.
Per Konstruktion ist F' surjektiv und ¢ injektiv und

f=ioF :V —im(f)— W.
Nach Satz 9.19 ist F™* injektiv und #* surjektiv. Jetzt betrachten wir die duale Abbildung
[f=>GoF) =Foi":W"—im(f)" — V¥,
insbesondere ist
im(f*) = im(f)".

Aus Korollar 9.12 folgt sofort

dim(im(f*)) = dim(im(f)*) = dim(im(f)). O
Zweiter Beweis von Satz 9.8. Es ist A die Darstellungsmatrix von (L4)* beziiglich der dualen

Basis, also nach Satz 9.20 und zweimal Proposition 8.4
rg(A") = dim(im(L4)*) = dim(im(L4)) = rg(A). O

UBUNGSAUFGABEN ZU §9

Ubungsaufgabe 9.1 (Bidualraum). Sei V ein Vektorraum. Zeigen Sie, daf
oy V= (VH*
x = (m—w(z))
eine lineare Abbildung definiert. Zeigen Sie weiter:
dim(V') < co = ¢y ist Isomorphismus.
Ubungsaufgabe 9.2 (Natiirlichkeit). Zeigen Sie, daf die Abbildung ¢y aus Aufgabe 9.1 natiir-

lich ist. Das bedeutet: fiir alle linearen Abbildungen f : V' — W ist das folgende Diagramm

kommutativ:

174 PV, (V*)*

fl l(f*)*

ew

Das bedeutet: fiir alle x € V' gilt
(f)*(pv (@) = ew(f(2)).

Ubungsaufgabe 9.3. Sei A € My xm(K) eine Matrix vom Rang rg(A) = 1. Zeigen Sie, daR es
Vektoren v € K™ und w € K™ gibt mit

A=v-uw
Ubungsaufgabe 9.4. Sei A € M, 5 (K). Zeigen Sie, da
AtA
eine symmetrische Matrix ist.

Bemerkung: Eine (notwendigerweise) quadratische Matrix B heifit symmetrisch, wenn B =
Bt gilt.
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10. QUOTIENTENSTRUKTUREN
10.1. Aquivalenzrelationen.

Definition 10.1. Eine (binére) Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge

RCX x X.

Bemerkung 10.2. Eine Relation R hebt eine Teilmenge der Tupel (a,b) mit a,b € X hervor.
Dies sind die Paare, die beziiglich R ,zueinander in Relation stehen‘.

Beispiel 10.3. X = {Schere, Stein, Papier} und
R ={(a,b) ; a gewinnt gegen b beim Spiel ,Schere, Stein, Papier}.

Definition 10.4. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine Relation R auf X mit
den folgenden Eigenschaften. Zunéchst fiihren wir die suggestive Notation ~ fiir die Relation
ein durch:

a~b:<= (a,b)€R.
Dann formulieren wir erneut: Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine Relation ~
auf X mit den folgenden Eigenschaften:
(i)  reflexiv: fir alle x € X gilt z ~ 2.
(i)  symmetrisch: fir alle z,y € X gilt: c ~y <= y ~ z.
(ili) transitiv: fiir alle z,y,2z € X gilt:  ~ y und y ~ z, dann auch x ~ z.

Notation 10.5. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, welche gewisse Eigenschaften der
Gleichheit formalisiert. Die Schreibweise a ~ b anstelle von (a,b) € R erinnert daran. Ande-
re libliche Symbole fiir eine Aquivalenzrelation sind =, ~, =

e e

Beispiel 10.6. (1) Die Relation ,Schere, Stein, Papier” aus Beispiel 10.3 ist weder reflexiv noch
symmetrisch noch transitiv.
(2)  Gleichheit von Elementen von X ist eine Aquivalenzrelation. Diese Relation wird durch
die Diagonale A C X x X dargestellt und a = b <= (a,b) € A geschrieben.
(3)  Sein € Z. Eine wichtige Aquivalenzrelation auf Z ist die Relation kongruent modulo n
definiert durch
a=b (modn):<= Jx€Z:a—b=n-zx.

o Reflexivia —a=n-0.
e Symmetrisch: wenn a = b (mod n), dann gibt es € Z mit a — b = nx, somit auch
b—a =n(—x) und damit b = a (mod n).
e Transitiv: wenn a = b (mod n) und b = ¢ (mod n), dann gibt es z,y € Z mit a —b =
nz und b — ¢ = ny. Daraus folgt
a—c=(a—">b)+ (b—c)=nz+ny=n(z+y),
und weil z +y € Z, folgt a = ¢ (mod n).

Definition 10.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Die Aquivalenzklasse zu
einem a € X beziiglich ~ ist die Teilmenge

[a] ={be X ; a~b} CX.
Proposition 10.8. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X . Dann gilt:

(1) Fir alle a € X ist a € [a].
(2) Zwei Aquivalenzklassen sind gleich oder disjunkt: Fir alle a,b € X gilt

[a] = [b] oder [a]N[b] = 0.
(3) Fir alle a,b € X gilt: b € [a] < [a] = [b].
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Beweis. (1) folgt, weil ~ reflexiv ist.
(2) Wir miissen zeigen, wenn es ein ¢ € [a]N[b] gibt, dann ist = € [a] <= =z € [b]. Ein solches
c ist per Definition
a~c undb~ec.

Aufgrund der Symmetrie folgt dann auch ¢ ~ a.

Sein nun z € [a], also a ~ z. Dann folgt aus ¢ ~ a und Transitivitét auch ¢ ~ z. Das wiederum
mit b ~ ¢ zeigt aufgrund der Transitivitiat b ~ x, also x € [b].

Die umgekehrte Folgerung x € [b] = x € [a] folgt analog.

(3) Wenn [a] = [b], dann ist nach (1) b € [b] = [a]. Umgekehrt, wenn b € [a] ist, dann folgt
mit (1) auch b € [a] N [b], woraus (2) das behauptete [a] = [b] macht. O

Definition 10.9. Sei X eine Menge mit einer Aquivalenzrelation ~. Wir bezeichnen mit
X/ ~:={ACX; Ja€X mit A=la]}
die Menge der Aquivalenzklassen von ~. Dies ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X.
Die Quotientenabbildung der Relation ist die Abbildung
[]: X=X/~
a— [al,
die jedem Element seine Aquivalenzklasse zuordnet.
Beispiel 10.10. Wir konstruieren nun die ganzen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen.
(1)  Wir definieren auf der Menge Ny x Ny die Relation
(a,b) ~ (¢,d) : <= a+d=b+c.
Dies ist eine Aquivalenzrelation:
o Reflexiv: (a,b) ~ (a,b) weil a +b =0+ a.
e Symmetrisch: wenn (a,b) ~ (¢,d), dann a +d = b + ¢, also auch ¢+ b = d + a und
das bedeutet (c,d) ~ (a,b).
e Transitiv: wenn (a,b) ~ (¢,d) und (¢,d) ~ (e, f), dann gilt a +d = b+ ¢ und
c+ f =d+ e. Addieren wir diese Gleichungen, so erhalten wir
a+(d+c)+f=b+(c+d) +e.
Da auf Ny die Nachfolgerfunktion injektiv ist, zeigt man per Induktion, daft Addition
von (¢ + d) als Abbildung Ny — Ny, also  — = + (¢ + d) injektiv ist. Wir schliefen
so auf
a+ f=0b+e,
und das bedeutet (a,b) ~ (e, f).
(2) Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Z. Die Zuordnung
No — 7
n— [(n,0)]
ist injektiv (wenn (n,0) ~ (m,0), dann ist n =n + 0 = m + 0 = m). Wir nehmen uns die
Freiheit und bezeichnen [(n,0)] wieder wie gewohnt mit n. Die Zuordnung
No — 7
n— [(0,n)]
ist injektiv (wenn (0,n) ~ (0,m), dann ist m = 0 +m = 0+ n = n). Wir bezeichnen
[(0,n)] wie gewohnt mit —n. Dann gilt fiir n,m € Ny
n=-m=—= (n,0)~(0,m)=n+m=0+0=0,
und das geht nur fiir n = m = 0, weil 0 kein Nachfolger in Ny ist. Es gilt also 0 = —0, aber
n # —m in allen anderen Féllen.
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Jedes Element von Z ist von der Form n oder —n fiir ein eindeutiges n € Ny, wie man
leicht sieht. Wir identifizieren Ny mit einer Teilmenge von Z durch n +— n.
Auf Z definieren wir durch

[(a,b)] + [(e:d)] i= [(a + ¢, b+ d)]
eine Addition. )
e Diese Addition ist wohldefiniert: Ubung!
e Fiir alle n,m € Ny gilt
n+m=[(n,0)] + [(m,0)] = [(n +m,0)] = n+m.

Die Addition in Z setzt also die Addition von Ny fort.

Die 0 = [(0,0)] ist das neutrale Element beziiglich der Addition. Das ist klar.
Die Addition ist assoziativ. Das ist auch klar.

Die Addition ist kommutativ. Das ist ebenso klar, weil es in Ny gilt.

Jedes [(a,b)] € Z hat ein Inverses beziiglich der Addition, ndmlich [(b,a)]:

[(a,0)] + [(b, )] = [(a+b,b+a)] = [(0,0)] =0.

Damit haben wir Z mit der Addition als kommutative Gruppe erkannt.
Damit gibt es in Z auch Subtraktion als Additon mit dem Inversen. Wir rechnen

a—b={(a,0)] —[(b,0)] = [(a,0)] + [(0,6)] = [(a, b)].
Wir schliefsen daraus, dafs die Quotientenabbildung die folgende Gestalt hat:
No x Ng - Z
(a,b) — a—b.

Auf ahnliche Weise setzt man durch
[(a,b)] - [(e,d)] = [(ac + bd, be + ad)]

die Multiplikation von Ny auf Z fort und zeigt, daf man einen Ring Z erhilt, den Ring
der ganzen Zahlen.

Zum Schlufs setzen wir wieder die naive Brille auf und tun so, als ob man Ny C Z langst
aus der Schule kennt. Mit diesem Verstandnis definiert man auf Ny x Ny die Relation

(a,b) ~ (c,d): <= a—b=c—d.

Hier basiert die Aquivalenzrelation auf Gleichheit der Differenz. Da ist es offensichtlich,
daf wir eine Aquivalenzrelation haben und Ny x Ng — Z gegeben durch (a,b) — a — b im
Prinzip die Quotientenabbildung ist (bis auf Identifikation der Aquivalenzklassen [(a,b)]
mit dem gemeinsamen Wert a — b). Dies soll zeigen, daft die formale Definition nichts
anderes als die bekannten ganzen Zahlen definiert und mit diesem Wissen die Konstruktion
auch transparent wird.

Beispiel 10.11. Nun skizzieren wir die Konstruktion der rationalen Zahlen.

(1)

(2)

Auf der Menge Z x (Z \ {0}) definieren wir die Relation
(a,s) ~ (byt) : <= at —bs=0.

Uberzeugen Sie sich, daf dies eine Aquivalenzrelation ist. Fiir die Aquivalenzklasse von

(a, s) schreiben wir
a

% = [(a,5)]

Dann gilt zum Beispiel fir jedes n,a,s € Z, n,s # 0,
na a
E - [(TLCL,W,S)] - [(CL, S)] - g



Lineare Algebra 109

(3)  Mit den aus der Schule fiir die rationalen Zahlen bekannten Formeln definiert man Additon

a b at-+bs

s t st

und Multiplikation
a b ab
ST st

Ubel.r.zeugen Sie sich, daf diese Verkniipfungen wohldefiniert sind! Wir nennen die Menge
der Aquivalenzklassen rationale Zahlen und bezeichnen sie mit

Q.
(4)  Man zeigt leicht, dal Q ein Korper ist. Ubung]

10.2. Endliche Kérper von Primzahlordnung. In diesem Abschnitt studieren wir zu einem
n € Ny die Relation kongruent modulo n auf Z.

Notation 10.12. Die Menge der Aquivalenzklassen von = (mod n) auf Z bezeichnen wir mit
Z/nZ
(Gelesen: Z modulo nZ.)
Definition 10.13. Auf Z/nZ definieren wir eine Addition durch
[a] +[b] := [a + 0]
und eine Multiplikation durch
[a] - [b] := [ad]
fiir alle a,b € Z.

Bemerkung 10.14. Addition und Multiplikation in Z/nZ geschieht durch Addition und Multi-
plikation in Z von Vertretern der Aquivalenzklassen.

Satz 10.15 (Modulare Arithmetik). Sei n € Ny.
Addition und Multiplikation in Z/nZ sind wohldefiniert und machen aus Z/nZ einen kommu-
tativen Ring.

Beweis. Seien a,a’,b,b € Z mit [a] = [¢/] und [b] = [I/]. Dann gibt es x,y € Z mit a — a’ = nx
und b — V' = ny.
e Addition: Dann gilt [a+b] = [a'+ V], weil (a+b) —(a'+V) = (a—d')+(b—V") = n(z+y).
e Multiplikation: Dann gilt [ab] = [a/V/], weil
ab—ad'tl =ab—ab+adb—adV =(a—ad)b+d(b—-b)=nzb+any=n(xb+dy).
Die 0 im Ring Z/nZ ist [0] und die Eins [1]. Die Ringaxiome erbt Z/nZ von Z, weil man
per Definition jegliche Rechnung auf Vertretern in Z durchfiihrt. Die Details iiberlassen wir zur

Ubung. ]
Bemerkung 10.16. Sei n € N. Wir betonen ausdriicklich, daf Z/nZ aus den n-vielen Restklassen
[0],[1],...,[n—1]

und nicht aus den Elementen
0,1,...,n—-1

besteht. Letztere nennt man ein vollstdndiges Reprasentatensystem: jede Restklasse enthélt ge-
nau einen dieser Elemente. Rechnungen in Z/nZ lassen sich zwar mittels dieser Reprasentanten
in Z durchfiihren, trotzdem sind die Elemente von Z/nZ nicht gleich diesen Vertretern, sondern
deren Klassen!
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Definition 10.17. (1) Seien a,n € Z. Man sagt, a ist durch n teilbar und schreibt
n| a,
wenn es ein z € Z gibt mit
a=nx.

(2) Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p € N, p # 1, die nur durch 1 und sich selbst teilbar
ist, d.h. wenn

p=ab
mit a,b € N, dann gilt a = 1 oder b= 1.

In der Vorlesung Grundlagen der Algebra werden wir die folgende Aussage iiber Primzahlen
beweisen.

Satz 10.18. Sei p € N eine Primzahl und a,b € Z. Dann gilt
plab = pl|a oderp]|b.
Satz 10.19. Sein € N. Der Ring Z/nZ ist ein Kérper genau dann, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Wenn n keine Primzahl ist, dann gibt es 1 < a,b < n mit ab = n. Insbesondere ist
[a] # 0 # [0], aber

[a] - [b] = [ab] = 0.
Das geht in einem Ko&rper nicht.

Es bleibt zu zeigen, daf fiir eine Primzahl p = n tatséchlich Z/pZ ein Korper ist. Weil p > 1,
ist 0 # 1 in Z/pZ. Somit fehlt zu [a] # 0 noch ein Inverses. Die Abbildung

Ao : Z/pZ — 7/ pZ
[z] = [a][z] = [az]
ist injektiv. Denn aus [ax] = [ay] und [a] # 0 folgt
p | ax — ay = a(x — y) und nicht p | a,

woraus nach Satz 10.18 dann p | z — y folgt. Das bedeutet [z] = [y].
Als injektive Abbildung zwischen endlichen Mengen der gleichen Méchtigkeit p = |Z/pZ| muf
die Abbildung A, automatisch surjektiv sein. Es gibt also ein [b] € Z/pZ mit

1= [1] = Aq([b]) = [a] - [B].
Aufgrund der Kommutativitat gilt auch [b] - [a] = 1 und [b] ist das gesuchte Inverse. O

Wir haben nun schlagartig unseren Beispielvorrat an Koérpern um ein Beispiel zu jeder Prim-
zahl p erweitert.

Notation 10.20. Sei p eine Primzahl. Den Korper Z/pZ mit p Elementen bezeichnen wir mit
F, =Z/pZ.
Bemerkung 10.21. Der schon frither eingefiithrte Korper Fo stimmt mit diesem Fy iiberein.

10.3. Faktorraum und Homomorphiesatz. Seien K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum.
Zu einem Unterraum U C V definieren wir eine Aquivalenzrelation auf V wie folgt. Zu z,y € V
setzen wir
T~y x—yel
e Reflexiv: x ~y z, weilz —x=0€ U.
e Symmetrisch: Wenn « ~y y, dann ¢ —y = w € U. Somit auch —u = y —x € U und
damit y ~p x.
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e Transitiv: Wenn z ~y y und y ~y 2, dann ist x — y = v,y — 2 = w € U. Somit auch
r—z=@—-y)+y—2)=v+wel,
und damit x ~g z.

Notation 10.22. Die Menge der Aquivalenzklassen fiir ~ bezeichnen wir mit

V/U,
und die Quotientenabbildung mit

qu : V = V/U.
Lemma 10.23. Die Aquivalenzklasse beziiglich ~y von v € V ist
v+U={v+u; ueclU}CV
Beweis. Das ist klar aus der Definition. (]
Definition 10.24. Auf V/U definieren wir eine Addition durch
[v] + [w] = [v + w]
und eine Skalarmultiplikation mit A € K durch
A~ [v] = [Av]

fiir alle v,w € V.

Proposition 10.25. Seien V ein K-Vektorraum und U C 'V ein Unterraum. Dann sind Additi-
on und Skalarmultiplikation auf V/U wohldefiniert und machen aus V/U einen K -Vektorraum,
den Quotientenvektorraum (oder Faktorraum) von V nach U.

Beweis. Seien a,a’,b,b’ € V mit [a] = [¢/] und [b] = [V/]. Dann gibt es z,y € U mit a —a’ =«
und b — V' = .
e Addition: Dann gilt [a + b] = [a' + V'], weil
(a+b)—(d+b)=(a—-d)+O-V)=x+yel.
e Skalarmultiplikation: Sei A € K. Dann gilt [Aa] = [Ad/], weil
Ao —Ad' = Na—ad)= Xz eU.
Damit sind Addition und Skalarmultiplikation auf V/U wohldefiniert. Da beide Verkniipfungen

durch Repréasentanten im Vektorraum V berechnet werden, kann man die Vektorraumaxiome
fiir V/U in V nachrechnen, wo sie gelten. (]

Proposition 10.26. Die Quotientenabbildung quy : V — V/U ist eine surjektive lineare Abbil-
dung mit Kern U = ker(qp).

Beweis. Surjektivitdt von gy ist klar per Definition. Seien v,w € V und A € K. Dann gilt
qu(Av +w) = [Av 4+ w] = [M] + [w] = Av] + [w] = Aqu (v) + qu(w),

also ist gy linear.
Der Kern von gy bestimmt sich wie folgt:

x€ker(qu) <= qu(z)=0 <= [2]=[0] <= 2-0€U <= z€cU. O

Korollar 10.27 (Dimension des Faktorraums). Sei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum
mit Unterraum U C V. Dann gilt

dim(V) = dim(U) + dim(V/U).
Beweis. Die Quotientenabbildung gy : V' — V/U ist surjektiv mit Kern U. Nach der Dimensi-
onsformel fiir Kern und Bild, Satz 6.18, folgt

dim(V/U) = dim(im(gqy)) = dim(V') — dim(ker(qy)) = dim(V') — dim(U). O
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Satz 10.28 (Quotienteneigenschaft). Sei V' ein K-Vektorraum mit Unterraum U C V. Sei
f:V = W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent.

(a) U C ker(f).
(b)  Es gibt eine lineare Abbildung g : V/U — W mit f = g o qu, also ein kommutatives
Diagramm

V w

qu g

V/U

Beweis. (b) = (a): Wenn f = goqy und z € U, dann ist f(z) = g(qu(z)) = g(0) = 0. Also
ist U C ker(f).

(a) = (b): Wir definieren g : V/U — W durch

Wenn [z] = [y], dann ist v =z —y € U und

f@)=f((x—y)+y)=fla—y)+ fly) =0+ f(y) = f(y),

weil f(U) = 0. Damit ist g : V/U — W wohldefiniert. Diese Abbildung ¢ ist linear: zu z,y € V'
und A\ € K gilt

g(A\[z] + [y]) = g(Az +y]) = fAz +y) = Af(2) + f(y) = Ag([z]) + 9([y])-
Die Eigenschaft f = g o qp ist offensichtlich. O

Satz 10.29 (Homomorphiesatz). Sei f : V. — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriumen.
Dann induziert f einen Isomorphismus

g:V/ker(f) = im(f)
[] = f(z).

Beweis. Nach Satz 10.28 angewandt auf U = ker(f) finden wir eine lineare Abbildung
g:V/ker(f) =W
mit §([z]) = f(x) fir alle z € V. Dann gilt offensichtlich
im(f) = im(g)

und wir koénnen g als eine lineare Abbildung ¢ : V/U — im(f) auffassen. Diese Abbildung ist
offensichtlich surjektiv, denn auch hier gilt

9([z]) = f(=).
Um zu zeigen, dak g injektiv ist, miissen wir ker(g) = 0 zeigen. Sei
9([z]) = 0.

Dann ist f(x) = g([z]) =0, also = € ker(f). Damit ist aber [z] = 0.
Als bijektive lineare Abbildung ist g ein Isomorphismus wie behauptet. U
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10.4. Affine Raume. Es gibt eine abstrakte Definition affiner Rdume iiber einem Korper K.
Wir beschreiben nur affine Unterrdume eines K-Vektorraums.

Definition 10.30. Sei K ein Koérper und V ein K-Vektorraum.
(1)  Zu einer Teilmenge A C V setzen wir
UA) =@w—-—w; v,we Ak

fiir den von den Differenzen aus Vektoren aus A erzeugten Unterraum.
(2) Eine Teilmenge A C V eines K-Vektorraums V ist ein affiner Unterraum, wenn A = ()
oder
A=ap+U(A)={ap+v; veU(A)}
fiir ein (dquivalent dazu alle) ag € A. In diesem Fall nennen wir U(A) den Translations-
raum von A.
(3) Als Dimension eines nichtleeren affinen Unterraums A C V' bezeichnen wir

dim(A) :=dimU(A).
Beispiel 10.31. Sei V ein K-Vektorraum mit Unterraum U. Die affinen Unterrdume A C V mit
U(A) = U sind gerade die Urbilder der Quotientenabbildung
qu 'V = V/U.
In der Tat gilt fiir ein Urbild a € V von a := qp(a) € V/U, daf
'@ ={reV;a~yr}=a+U.

Dies zeigt auch die in der Definition implizit enthaltene Behauptung, daft A = ag+ U(A) fir ein
ag € A dieselbe Aussage fiir alle ag € A impliziert. Fiir die Aquivalenzklassen von ~ ist das
namlich offensichtlich.

Beispiel 10.32. (1)  Im R-Vektorraum R? sind die affinen Unterriume:
e Punkte: {P} fiir P € R3. Die Dimension ist 0 und U(P) = (0).
e Ceraden: Zu a € R3 und 0 # v € R? die Geraden

L=a+ Kv.

Die Dimension ist 1 und U(L) = (v)g.
e Ebenen: Zu a € R? und linear unabhingigen Vektoren v,w € R? die Ebene

F=a+ Kv+ Kuw.

Die Dimension ist 2 und U(E) = (v, w)g.
e Der ganze R3: als einziger affiner Unterraum der Dimension 3. Es gilt U(R?) = R3.
(2) Sei A€ Myxm(K) und b € K". Dann ist der Losungsraum

L=%(AX =b)

des inhomogenen linearen Gleichungssystems AX = b, falls er nicht leer ist, ein affiner
Unterraum von K™ der Dimension dimker(A) = m — rg(A) und U(L) = ker(A).
(3) Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann sind die Urbildmengen f~(y) zuy € W

affine Unterrdume von V. Der Translationsraum ist ker(f), sofern f~!(y) nicht leer ist.
Definition 10.33. Eine Translation eines Vektorraums V' ist eine Abbildung
T:V =V,
so dafs mit a = T'(0) fiir alle v € V' gilt
T(v) =v+a.

Man sagt genauer, T ist die Translation um den Vektor a. Wir verwenden die Notation Ty (v) =
v+ a.
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Bemerkung 10.34. Die einzige Translation, die eine lineare Abbildung ist, ist die Translation um
den Vektor 0.
Proposition 10.35. Se: V ein K-Vektorraum.

(1)  Die Komposition von Translationen von V ist wieder eine Translation von V. Genauer:
zu a,b eV gilt
TooTy=Tus
(2)  Translationen sind bijektiv, und die inverse Abbildung ist die Translation mit dem negati-
ven Vektor: fir alle a € V' gilt
T,oT o=idy =T 40T,
(8) Die Menge der Translationen von V bildet mit Komposition eine Gruppe, die vermdge
a— T,
isomorph zur additiven Gruppe (V,+) des Vektorraums ist.

Beweis. Das folgt alles sofort aus den Definitionen. O

Bemerkung 10.36.

(1)  Jeder affine Unterraum A C V ist das Bild des Translationsraums U(A) unter der Trans-
lation um einen (jeden) Vektor a € A.

(2) Die Translation T, : V' — V mit « € V bildet einen affinen Unterraum A C V in sich (und
dann automatisch bijektiv auf sich) ab genau dann, wenn x € U(A).

UBUNGSAUFGABEN zU §10

U bungsaufgabe 10.1. Zeigen Sie dak auf einer Menge von K-Vektorrdumen der Isomorphiebegriff
eine Aquivalenzrelation definiert, d.h., fiir K-Vektorrdume U, V, W gilt:

(i) VoV,

(i) UxV=VxU.

(i) Wenn U ~V und V ~ W, dann auch U ~ W.

Ubungsaufgabe 10.2. Eine Partition einer Menge X ist eine Zerlegung X = U, Ui mit paarweise
disjunkten Teilmengen U; C X: fiir ¢ # j gilt U; N U; = 0.

(a)  Zeigen Sie, da durch

el

a~b:<= Jimita,bel;

eine Aquivalenzrelation auf X definiert wird.
(b)  Zeigen Sie, dafs jede Aquivalenzrelation in dieser Form durch eine Partition definiert wer-
den kann. Die Partition ist im iibrigen eindeutig. Welche ist es?

Ubungsaufgabe 10.3. Sei f : X — Y eine Abbildung.
(a)  Zeigen Sie, da durch
a~b:< f(a) = f(b)
eine Aquivalenzrelatiop auf X definiert wird.
(b)  Zeigen Sie, da jede Aquivalenzrelation in dieser Form durch eine surjektive Abbildung
X — Y fiir ein geeignetes Y definiert werden kann.
Ubungsaufgabe 10.4. Sei R C X x X eine Relation auf X.

(a)  Beschreiben Sie, was die Eigenschaften reflexiv und transitiv fiir die Teilmenge R bedeu-
ten.
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(b)  Zu Abbildungen f; : Aj — B und fs : A9 — B bezeichnen wir mit
Ay xp Ag = Ay X g, B f, A2 = {(a1,a2) ; fi(a1) = faa2)}

das Faserprodukt der Mengen Ai, A via f1, fo iiber B.
Die Projektion pr; : X x X — X auf den ¢ = 1, 2-ten Faktor liefert ebenso bezeichnete
Abbildungen pr; : R — X. Es gibt dann eine Abbildung

¢: R Xpry xpr, R—> X XX

durch
o((z,9), (y,2)) = (2, 2).
Beschreiben Sie, was die Eigenschaften transitiv fiir die Teilmenge R mittels der Ab-
bildung ¢ bedeutet.

Ubungsaufgabe 10.5. Sei R C X x X eine Aquivalenzrelation auf X, und sei f : X — Y die
Quotientenabbildung. Zeigen Sie, dafs

R=XxpysX
gilt.

Ubungsaufgabe 10.6. Die Quotientenabbildung Z — Z/nZ ist ein Ringhomomorphismus, und
die definierte Addition und Multiplikation ist die einzige Addition und Multiplikation auf Z/nZ,
fir die das gilt.

Ubungsaufgabe 10.7. Sei V ein K-Vektorraum mit Unterraum U. Sei W ein Komplement von
U. Zeigen Sie, dak die Einschrankung der Quotientenabbildung ¢y : V' — V/U auf W einen
Isomorphismus

qU]W W l> V/ U
z— qu(z) = [z]
definiert.
Ubungsaufgabe 10.8. Sei V ein K-Vektorraum mit Unterraum U. Zeigen Sie, daf
qr: (VU - V*
injektiv ist und die durch Einschrinkung auf U induzierte Abbildung
V= U* 7me7ly
einen Isomorphismus
V* g (VIUY) S Ut
(] = 7y
induziert.
Ubungsaufgabe 10.9. Beweisen Sie die Behauptungen von Bemerkung 10.36.

Ubungsaufgabe 10.10. Zeigen Sie, da der Schnitt affiner Unterrdume wieder ein affiner Unter-
raum ist.
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Teil 3. Determinanten, Eigenwerte und Normalformen
11. DETERMINANTEN

11.1. Das Vorzeichen einer Permutation.

Definition 11.1. Sei n € N. Ein Element 7 von .S, heifst Transposition, wenn 7 genau zwei
Elemente von {1,...,n} vertauscht und den Rest fest laft. Es gibt also zu 1 < a,b < n mit
a # b die Transposition 7 = (a,b) € Sy, mit

a 1=20,
(1) =< b i=a,
i i#a,b.

Satz 11.2. Jedes Element von Sy ist ein Produkt von Transpositionen.
Beweis. Sei o € S, beliebig. Wir beweisen dies durch fallende Induktion iiber
ro =max{r; o(i) =1 firalle 1 <i<r}uU{0}.

Fallende Induktion bedeutet, dafs wir bei r = n starten, und aus der Aussage fiir r + 1 auf die
flir r schliefsen, solange r > 0.

Wenn r, = n, dann ist ¢ = id und dies ist das leere Produkt von Transpositionen. Der Fall
ro = n — 1 ist ausgeschlossen, denn wenn die ersten n — 1 Elemente fix bleiben, dann ist fiir n
nur noch der Wert n iibrig. Fiir r, = n — 2 haben wir

o= (n-1,n)

und hier ist alles klar.
Sei nun die Aussage richtig fiir alle 7 mit 7 > r =r,. Esist a := o(r+1) > r+ 1. Wir setzen

7= (a,r+1)o.
Die Permutation macht auf 1 < s < r dasselbe wie o, und
T(r+1)=(a,r+Do(r+1)=r+1.

Daher ist 7 > r + 1 > r,. Nach Voraussetztung gilt der Satz also fiir 7 und demnach auch fiir
o wegen

(a,r + 1)1 = (a,r + 1)((a,r + 1)o) = ((a,r + 1)(a,7 + 1))o = 0. O

Definition 11.3. Sei n € Ny. Das Vorzeichen (oder Signum) einer Permutation o € S, ist
definiert als

)

sign(o) = -

1<i<j<n

Beispiel 11.4. Sei n > 2. Wir berechnen das Signum der Transposition
12 3 - n—1 n
(1’2)_<2 13 -+ n—-1 n)’
die nur 1 und 2 vertauscht. Es gilt
i 2—1 2—j 1—3j
1,2) = —— - - 2. I A——
3<j<n 3<j<n

Proposition 11.5. Das Signum einer Permutation ist 1 oder —1.
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Beweis. In der Formel fiir sign(o) tritt keine 0 im Nenner auf, also sign(c) € R. Um sign(o) €
{£1} zu erkennen, berechnen wir das Quadrat:
. o) —o(g o) —o(j))(o(g) —aole
o= T (PO [ o0 o0)lot) et
1<i<j<n J A%
H o(i) —o(j) Hi;ﬁj<o—(i) —o(j))
= — = — =L
= Hi;éj(Z - J)

1<i<j<n

i#]
Zéhler und Nenner im letzten Bruch unterscheiden sich nur in der Reihenfolge der Faktoren. [
Definition 11.6. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus von G nach H
ist eine Abbildung

v:G— H,
so dafs fiir alle x,y € G gilt
p(ry) = o(x)e(y)-
Beispiel 11.7. Die Gruppe
1} = {1,-1)

mit Multiplikation wie in {£1} C R* ist eine Gruppe mit 2 Elementen.

Satz 11.8. Das Signum definiert einen Gruppenhomomorphismus
sign : S, — {£1}.
Das Signum ist fir n > 2 surjektiv.

Beweis. Per Definition ist das Signum ein Produkt iiber alle 1 < i < 7 < n. Weil

o(i) — o) _ oj) - oli)
i—7 j—i

kommt es nicht auf ¢ < j oder j < ¢ an, sondern nur, dak jede zweielementige Teilmenge

{i,7} € {1,...,n} nur einmal einen Faktor beitragt. Weil fiir jedes 7 € S,, auch {7(i),7(j)}

durch alle zweielementigen Teilmengen lauft, ist klar dafs

sign(o) = H M: H U(T(i)):U(f(j))'

i~

)

1<i<j<n

Nun rechnen wir fiir o, 7 € Sy:

danor = [ T =oC0)

1<i<j<n L=

_ o(r(i)) —o(r(j)) 7(i) —7(j)

R S R

_ o(7(i)) — o(r(j)) (i) = ()
1gggn (1) = 7(j) 1<E<n —J

_ H UUZ:‘;(J) H T(i:;(])
1<i<j<n 1<i<j<n

Nach Beispiel 11.4 ist sign((1,2)) = —1. Demnach ist das Signum fiir n > 2 surjektiv. O

Definition 11.9. Eine Permutation o € S,, heift gerade, wenn sign(c) = 1, und ungerade,
wenn sign(o) = —1.

Lemma 11.10. Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Es bezeichne 1 das neutrale
Element sowohl von G als auch (Notationsmif$brauch!) von H. Dann gilt:
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(1) (1) =1
(2) Fir alle x € G:

p(ah) = p(a) "
Beweis. (1) Wir setzen a = (1) und b = a~!. Dann gilt

1=ba=0bp(l) =bp(l-1)=>b(e(l)p(l)) =blaa) = (ba)a=1-a = a.
(2) Aus 27 'z =1 und (1) folgt
1=p(1) = pa™'2) = ez p(z),

und das bedeutet gerade ¢(z)~! = p(z71). O
Korollar 11.11. Jede Transposition ist eine ungerade Permutation.
Beweis. Sei T = (a,b) und ¢ € S,, mit (1) = @ und ¢(2) = b. Dann gilt

o(1,2)07! = (a,b)
und daher mittels Lemma 11.10 und Beispiel 11.4

sign(7) = sign(o(1,2)0 1) = sign(o)sign((1,2))sign(c) ! = sign((1,2)) = —1. O

11.2. Orientierter Fliacheninhalt. Wir betrachten n Vektoren vq,...,v, im R”. Die Linear-

kombinationen mit Koeffizienten aus 0 <t < 1 spannen ein Parallelotop auf

Pv,...,vp) i={x=tiv1+...+tpv,; 0<t; <1firallei=1,...,n} CR".

—

ABBILDUNG 3. Drei Vektoren im R? spannen ein Parallelotop auf.

In diesem Abschnitt geht es darum, die Determinante einer Matrix anhand des Volumens eines
Parallelotops zu motivieren. Das Volumen von P(vy,...,v,) wird durch den Absolutbetrag der
Determinante der Matrix mit Spalten v; gegeben:

vol P(v1,...,v,) = |det([v1,...,vn])|

Bemerkung 11.12. Metrische Begriffe in R-Vektorrdumen wie Lange, Abstand, Winkel, or-
thogonal, Volumen etc. werden in der Vorlesung Geometrie behandelt.

Der Einfachheit halber betrachten wir nun den R?. Das Volumen wird so zum Flicheninhalt.
Zur Komplikation betrachten wir das gerichtete Volumen (also den gerichteten Flécheninhalt)
wie folgt. Zu zwei linear unabhéingigen Vektoren v, w € R? gibt es eindeutig einen Winkel ¢ mit
0 < |p| <7 und ein r > 0, so dafs

w =rD(p)v,

wobei D(p) : R?> — R? die Drehung um den Ursprung um den Winkel ¢ im mathematisch
positiven Drehsinn (gegen den Uhrzeigersinn) ist. Wir sagen (v, w) ist positiv orientiert, wenn
> 0, und negativ orientiert, wenn ¢ < 0.



Lineare Algebra 119

Das gerichtete Volumen ist dann definiert als

. vol P(v,w) (v,w) positiv orientiert,
vol P(v,w) = ¢ —vol P(v,w) (v,w) negativ orientiert,
0 (v,w) linear abhéngig.

Mit diesem feineren Volumenbegriff, der im Vorzeichen die Orientierung der aufspannenden
Vektoren notiert, gelten bessere Eigenschaften:

(i)  Fiir alle v, w € R? gilt
vol P(v,w) = — vol P(w, v).
(ii)  Fiir alle v, wy, wy € R? gilt
\:EIP(v,wl + woy) = \:SIP(v,wl) + \:\OJIP(’U,’LUQ).

(iii) Fiir alle v,w € R? und \ € R gilt
vol P(v, Aw) = Avol P(v, w).

6 6 | 6
4 W 4
\ \
2 2\\‘77 2\
-2 2 4 6 —2 2 4 6 —2 2 4 6

ABBILDUNG 4. Additivitéit des Volumen im R2.

Durch Anwendung von (i) folgt aus (ii) und (iii) auch

(iv)  Fiir alle vy, ve,w € R?
vol P(vy 4 vy, w) = — vol P(w, vy + v3)
= —vol P(w,v1) — vol P(w, v3) = vol P(v1, w) + vol P(va, w).
(v)  Fiir alle v,w € R? und X € R gilt
vol P(\v,w) = — vol P(w, Av) = —Avol P(w,v) = Avol P(v, w).
Wir betrachten nun eine Abbildung
A:R*xR* >R
mit den Eigenschaften (i)-(v). Dann gilt
A(v,v) = =A(v,v),

also A(v,v) =0, und fiir v = < Ccl ) und w = (Z)

A(v,w) = aA(e1,w) + cA(ez, w)

abA(e1,e1) + adA(er, ez) + cbA(ez, e1) + cdA(es, e)
adA(eq, e2) + beA(ez, eq)

= (ad — bc)A(eq, e32).
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Das Parallelotop P(ej,e2) ist das Einheitsquadrat und hat Flidcheninhalt 1. Die Rechnung

zeigt also
v~01P(< Z )( 2)):ad—bc.

Die Eigenschaften (i)-(v) abstrahieren wir nun zu Determinantenfunktionen fiir beliebige K™.
Die Rechnung illustriert im Fall n = 2, daf der Raum der Determinantenfunktionen eindimen-
sional ist (jedes A ist ein Vielfaches von ad —bc mit dem Faktor A(ey, e2)), und auferdem haben
wir bereits die Formel fiir die Determinante einer 2 x 2-Matrix:

a b
det( . d)-ad—bc.

11.3. Determinantenfunktionen. Auch in der linearen Algebra treten nichtlineare Funktio-
nen auf. Die Determinante ist ein erstes Beispiel.

Definition 11.13. Sei K ein Korper. Eine Determinantenfunktion auf einem K-Vektorraum
der Dimension n € Ny ist eine Abbildung

d:Vx...xV =K,
—_———

n-mal
mit den folgenden Eigenschaften.
(1) d ist multilinear: fiir alle j = 1,...,n und v1,...,0j-1,Vj41,...,v, € V wird durch
f(w) = d(Ul, e ,vjfl,w,vjﬂ, e ,’Un)

fir w € V eine lineare Abbildung f : V' — K definiert (d ist linear im j-ten Argument
bei fixierten restlichen Argumenten).
(ii)  dist alternierend: fiir alle 1 <i < j <n und vy,...,v, € V mit v; = v; gilt

d(’Ul, ce ,Un> =0.
Bemerkung 11.14. Seien K ein Korper und n € Np. Eine Determinantenfunktion auf K™ darf
man als eine Abbildung
d:M,(K)— K,
interpretieren, indem man die n-vielen Spaltenvektoren zu einer n x n Matrix zusammenfafst:
d([vi,...,vn]) = d(vi, ..., v).

Aus den definierenden Eigenschaften werden dann in Bezug auf Matrizen die folgenden Eigen-
schaften:

(i) multilinear in den Spalten: fiir alle j = 1,...,nund v1,...,vj—1,Vj41,. .., v, wird durch
f(w) = d([Ul, e ,vj_l,w,vj+1, e ,’Un])
fiir w € V eine lineare Abbildung f : V' — K definiert (d ist linear in der j-ten Spalte der

Matrix, wenn gleichzeitig die restlichen Spalten fixiert sind.)
(ii)  alternierend: fiir alle Matrizen A € M,,(K) mit zwei identischen Spalten gilt

d(A) = 0.
Beispiel 11.15. (1) Fiir K = R und V = R? haben wir gesehen, da das orientierte Volumen
d(v,w) = vol(P(v, w))

eine Determinantenfunktion ist.
(2) Die Formel fiir das orientierte Volumen liefert auch fiir allgemeine Kérper K die 2 x 2-
Determinante

det : My(K) — K, det<z Z)zad—bc,

und dies ist eine Determinantenfunktion auf K2.
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Bemerkung 11.16. Sei d eine Determinantenfunktion auf dem K-Vektorraum V. Wenn ein Ar-
gument v; = 0 ist, dann gilt

d(Ul, ey vj_l,O,vj+1, e ,’Un) =0.
Das folgt sofort, weil d als Funktion des j-ten Eintrags linear ist und lineare Abbildungen immer
0 auf 0 abbilden.

Allgemeiner gilt: wenn vy, ..., v, linear abhéngig sind, dann gilt d(vy,...,v,) = 0. Dann gibt
es ndmlich ein j und z; € K fiir ¢ # j mit
’U] = Z Z;U;
i#]

und dann gilt
d(vi,...,v,) =d(vi,...,vj-1, szvz, Vj1s.oe,Up) = ind(vl, U1, U, Vg, - -, Up) = 0,

i#] i#]
weil in jedem Summanden der Vektor v; zweimal als Argument in d auftritt.

Satz 11.17. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n.
Determinantenfunktionen d auf V' sind alternierend: fir alle o € S, und vy,...,vy, € V gilt

d(Vg(1)s -+ + s Vo(n)) = sign(o) - d(vi, ..., vn).
Beweis. Der Beweis hat drei Schritte.
Schritt 1: Wir beweisen den Satz zunéchst fiir eine Transposition 7 = (a,b) mit a # b. Fiir
feste v; € V fiir © # a, b kiirzen wir ab: fiir v,w € V sei
fo,w) =d(v1, ..., Va—1,0, Vggly -y Up—1, Wy Vpitly -« - Un).
Dann gilt wegen multilinear und alternierend
0=flv+wv+w)= f(v,v+w)+ f(w,v+w)
= f(v,v) + f(v,w) + f(w,v) + f(w,w)
= fv,w) + f(w,v),
also wie behauptet:
fv,w) = = f(w,v) = sign(7) f (w, v).
Schritt 2: Jetzt nehmen wir an, daf der Satz bereits fiir Permutationen o und 7 € S, und

alle vy,...,v, € V bewiesen ist, und zeigen dann die Giiltigkeit auch fiir die Komposition o7.
Dazu setzen wir w; = vy fir i = 1,...,n und rechnen:

A(Vgr(1)s -+ s Vor(n)) = AVa(r(1))s - - + > Vo (r(n)))
= d(wT(l)J cee 7wT(n))
= sign(7) - d(wi, . .., wy) = sign(7) - d(Vo(1)s - -+, Vo(n))
= sign(7) - sign(o)d(vy, ..., v,) = sign(o) - sign(7r)d(vy, ..., vy,)
=sign(o7) - d(vi,...,vp).

Schritt 3: Nun sei o € S, beliebig. Nach Satz 11.2 ist ¢ ein Produkt von Transpositionen,
sagen wir mit r Faktoren. Wir zeigen nun per Induktion nach der Anzahl r der bendtigten
Transpositionen die Aussage des Satzes fiir . Wenn man r = 0 Transpositionen braucht, dann
ist 0 = id und der Satz trivial. Wenn o selbst eine Transposition ist, dann gilt der Satz nach
Schritt 1. Wenn man r > 2 Transpositionen braucht, dann kann man diese so aufteilen, daff o
ein Produkt

g =TT
von Permutationen 7y, mo wird, die jeweils mit weniger Transpositionen auskommen. Fiir 71, mo
gilt der Satz dann per Induktionsannahme und wegen Schritt 2 dann auch fiir o. U
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Bemerkung 11.18. Zu A = [vy,...,v,] € M, (K) und o € S, soll o(A) die Matrix sein, die die

Spalten von A entsprechend zu o permutiert: die j-te Spalte von A wird zur o(j)-ten Spalte von
o(A). Das ist nicht die Matrix aus Satz 11.17, sondern

0(A) = [Vo=101)s - -+ Vg=1(n))-
Aber weil sign(o~!) = sign(o) ™! = sign(c), ist Satz 11.17 dquivalent zur gewiinschten Relation
d(o(A)) =sign(o) - d(A).
Beispiel 11.19. Man kann nun die folgende Determinantenfunktion auf K" raten. Wir setzen

det : M,(K) = K

det((ai)) = 3 sign(o) [ ity (11.1)
=1

oESy

Die Abbildung det ist multilinear in den Spalten: in der Tat, wenn wir die Spalten # j fixieren
und fiir jedes k =1,...,n setzen

n

cp = Z sign(o) H Qo (i)

c€Sy mit o(k)=j =1, i#£k
alj
dann héngt ci nicht von der j-ten Spalte : ab und als Funktion der j-ten Spalte ist
Qnj
n n
det((as)) = Z sign(o) Haw(») = chakj
o€Sn i=1 k=1

offensichlich linear.
Wir zeigen nun, daf die durch (11.1) definierte Abbildung auch alternierend ist. Seien die
Spalten mit den Indizes o # 3 identisch, also mit der Transposition 7 = («a, 8) gilt fiir alle 4, j

Ai5 = ai.,.(j). (11.2)

Wir betrachten auf S,, die folgende Aquivalenzrelation
o~0 <= o=0 oderoc=r10.
Dies ist offensichtlich reflexiv und wegen 77 = id und dem daraus resultierenden
o =10 &= o=10

auch symmetrisch. Ebenso durch Fallunterscheidung zeigt man leicht die Transitivitét. Die Aqui-
valenzklassen bestehen jeweils aus 2 Elementen o und 7o, die nicht gleich sind(!). Wir sortieren
die Summe iiber alle ¢ € S, in der Formel (11.1) nun so, daf wir zunéchst tiber die Permuta-

tionen einer Aquivalenzklasse summieren. Wir bringen also den Term fiir ¢ und den Term fiir
7o zusammen. Das Konzept der Aquivalenzklassen hilft einzusehen, dafl bei diesem Umsortieren
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jeder Summand nur einmal benétigt wird (das ist die paarweise Disjunktheit der Aquivalenz-

klassen). Also

Z sign(m Ha“f(% = sign(o )

) + Slgn TO H Qiro(i)

:1: l:h

wef{o, o} i=1
= sign(o) | | aio;) + sign(ro H Qio (i) (11.2)
i=1 i=1
= (sign(o) + sign(r)sign(o Ham =0, (Satz 11.8)
weil sign(7) = —1.

Damit ist gezeigt, dak durch (11.1) eine Determinantenfunktion auf K™ definiert ist.

Sei V ein K-Vektorraum. Wie (lineare) Abbildungen kann man Determinantenfunktionen auf
V' werteweise addieren und mit einem Skalar multiplizieren. Die definierenden Eigenschaften
multilinear und alternierend bleiben dabei erhalten. Dies definiert eine Addition und eine Sk-
alarmultiplikation auf der Menge der Determinantenfunktionen auf V', so daf diese Menge ein
K-Vektorraum wird (einfaches Nachrechnen).

Notation 11.20. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Den K-Vektorraum der Deter-
minantenfunktionen auf V bezeichnen? wir mit

det(V™).
Satz 11.21. Sei K ein Korper. Set V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Dann hat der
Raum der Determinantenfunktionen auf V die Dimension 1:

dim(det(V™)) =
Beweis. Sei & = (bi,...,b,) eine Basis von V und d eine Determinantenfunktion. Wir zeigen
zunéchst, dafs der Wert
d(b17 SRR bn)
die Determinantenfunktion d eindeutig festlegt. Wenn alle v; € {b1,...,b,}, dann gibt es entwe-

der eine Permutation o mit v; = b,(;), und dann gilt:

d('l}l, N ,Un) = d(ba(1)7 ey ba(n)) = sign(a) . d(bl, ey bn)
Oder aber zwei der v; sind gleich, woraus d(vy,...,v,) = 0 folgt. Damit ist d auf Tupeln aus
Basisvektoren von A eindeutig durch d(by, ..., b,) festgelegt.
Fiir allgemeine Tupel vy, ..., v, arbeiten wir per Induktion iiber die Anzahl der Vektoren, die

nicht aus 4 sind:
r=i; vi &€ {b1,....0n}}
Den Induktionsanfang r = 0 haben wir bereits erledigt, denn dann sind alle v; Basisvektoren
der Basis #8. Wenn r > 1, dann gibt es ein j mit v; ist kein Basisvektor der Basis #. Dieses v;
1aft sich aber als Linearkombination .
= Z xibi
i=1

fiir gewisse z; € K ausdriicken. Dann gilt

d(vy,...,vp) :Zmi-d(vl,...,bi,...,vn)
=1

17

2Die Notation fiir den Raum der Determinantenfunktionen ist so gewahlt, weil das in das allgemeine Bezeich-
nungsschema paft. Das ist nur ein Name und, dafs darin die Notation fiir den Dualraum vorkommt, soll uns nicht
storen.
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und weil auf der rechten Seite v; durch b; als Argument von d ersetzt wurde, sind die Werte von
d auf der rechten Seite bereits per Induktionsannahme bekannt.

Damit ist gezeigt, daf die Auswertung
det(V*) —» K, d—d(b,...,byn)

injektiv ist. Per Definition der Vektorraumstruktur auf dem Raum der Determinantenfunktionen
handelt es sich um eine lineare Abbildung. Damit ist

dim(det(V*)) < dim(K) = 1.

Es bleibt nun zu zeigen, dal es eine von 0 verschiedene Determinantenfunktion gibt. Dafiir
reicht der Fall V' = K™ (der uns im Grunde hauptséchlich interessiert), denn mittels eines

Isomorphismus f : V =% K" und einer Determinantenfunktion d # 0 auf K™ bekommt man
durch

(frd)(vr, -y vn) = d(f(v1), -, f(vn))
eine Determinantenfunktion f*d auf V.
Beispiel 11.19 liefert eine Determinantenfunktion auf K™. Es bleibt nur zu zeigen, daf dies
eine nichttriviale Determinantenfunktion ist. Dazu werten wir (11.1) auf der Einheitsmatrix aus,

also fiir a;; = ¢;;. Dann bleibt einzig der Summand zu o = id bestehen, alle anderen Produkte
enthalten einen Faktor 0. Somit ist

n
det(1) = sign(id) [ [ 6: = 1. O
=1

Definition 11.22. Sei K ein Kérper und n € N. Wir definieren die Determinante
det : M, (K) —» K

als die eindeutige Determinantenfunktion auf K™, die auf der Standardbasis (e1,...,e,) den
Wert 1 annimmt, also

det(eq,...,e,) =det(1) = 1.

Bemerkung 11.23. Satz 11.21 und genauer der Beweis zeigt, daf Definition 11.22 wohldefiniert
ist. Wenn eine Basis # = (by, ..., b,) eines Vektorraums V' gegeben ist, dann gibt es genau eine
Determinantenfunktion d auf V' mit dem Wert d(by,...,b,) = 1.

Wir betonen nochmals, daf dies im Fall V' = K™ und beziiglich der Standardbasis gerade die
durch die Formel (11.1) definierte Determinante

det(A) = Z sign(a)ﬁ%(i)
=1

UESn

ist. Diese Formel fiir die Determinante wird Leibniz—Formel gennant.

Beispiel 11.24. Im Fall n = 2 liefert die Leibniz—Formel (11.1) die schon bekannte Formel fiir
die Determinanten

det ( i Z > = sign(id)ad + sign((1,2))bc = ad — bc.
Im Fall n = 3 liefert die Leibniz—Formel (11.1) eine als Sarrus’sche Regel bekannte Formel.
Dazu schreibt man die Spalten 1 und 2 als vierte und fiinfte Spalte erneut aufbauend

a1l a2 a3 a1 a2
G21 Q22 a23 a1 G22
aszy a32 G33 31 (32
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In der entstandenenen 3 x 5-Matrix gibt es drei nach rechts unten gerichtete Diagonalen,

ail ai12 ai3 ai a2
a1 a2 a3 a1 a2
as1 as2 ass asi as2

die man jeweils aufmultipliziert und mit dem Vorzeichen + versieht, sowie drei nach links unten
gerichtete Diagonalen,

die jeweils aufmultipliziert und mit dem Vorzeichen — versehen werden. Die Summe dieser Terme
ergibt die Determinante der Matrix (a;;) nach der Leibniz-Formel.

11.4. Eigenschaften der Determinante. Wir illustrieren die Macht von Satz 11.21 durch
den folgenden eleganten Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes, der mit der expliziten
Formel (11.1) nur mit einer Index-Schlacht zu haben ist.

Satz 11.25 (Determinanten-Multiplikationssatz). Seien K ein Kérper und n € N. Dann gilt
fir alle A, B € M,,(K)

det(AB) = det(A) - det(B).
Beweis. Die Abbildung 6 : M,,(K) — K gegeben durch
O(X) :=det(AX)

ist eine Determinantenfunktion. In der Tat, wenn in Spaltenschreibweise X = [z1, ..., z,], dann
ist

0(X) = det([Azy, ..., Axy)).

Weil Multiplikation mit A linear ist, ist 6(X) multilinear in den Spalten. Und alternierend ist
d(X) offensichtlich auch. Damit gibt es nach Satz 11.21 ein ¢ € K, so dak fiir alle X € M, (K):

§(X) = cdet(X).

Auswertung bei der Einheitsmatrix X = 1,, berechnet ¢ zu
¢ = cdet(1,) = 0(1,) = det(Al,) = det(A).
Ausgewertet in B erhalten wir
det(AB) = 0(B) = cdet(B) = det(A) - det(B). O

Proposition 11.26. Fir alle A € M,,(K) gilt

det(A") = det(A).
Beweis. Wir nutzen, daft das Signum nur Werte +1 annimmt und somit
1

sign(o ') = sign(o) ! = sign(o)

I eine Bijektion auf S,,, so

I summieren kann.

fiir alle ¢ € S,,. AuRerdem ist der Ubergang zum Inversen o +— o~
daf man statt {iber o € S, auch iiber die entsprechenden Inversen o~
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Damit folgt dann fiir A = (a;;) und (A?%);; = aj; nach der Leibniz—Formel (11.1)

det(A") = Z sign(o H oF o(j)

ocE€Sh j=1
Z Slgl’l ﬁ(At) —1(4)
oESh j=1
= ZS Slgn H A5—1 ])] ZS Slgn H CLZ‘]‘
o€ o€ ,j~ i=o—1(j)
= Z sign(o) H ajj = Z sign(o Haw(i) = det(A). O
oESh i,j5: o(i)=j oESh =1

Korollar 11.27. Sei K ein Kérper und n € N.

(1)  Die Determinante det auf M, (K) ist multilinear und alternierend als Funktion in den
Zeilen.

(2) Wenn A € M,,(K) linear abhdngige Zeilen hat, dann ist det(A) = 0.

(8) Wenn A € M,,(K) eine Nullzeile hat, dann ist det(A) = 0.

Beweis. Dies folgt alles sofort aus det(A) = det(A') nach Proposition 11.26 und den entspre-
chende Aussagen beziiglich der Spalten, denn das Transponieren macht Spalten zu Zeilen und
umgekehrt. U

Beispiel 11.28. Wir berechnen einige niitzliche Determinanten.

(1) Sei A = (ai;) € M,(K) eine Matrix, deren Eintrdge unterhalb der Diagonalen, also mit
1 > j samtlich 0 sind. So eine Matrix nennt man eine obere Dreiecksmatrix.
Seien a;; = «; die Diagonaleintriage. Dann ist

I
det 0 ' o :Hai.

ST T % i=1

0 -+ 0 ap

In der Tat fallen in der Leibniz—Formel alle Terme zu Permutationen ¢ weg, in denen fiir

ein 7 gilt ¢ > o (i), denn solche sorgen fiir einen Faktor 0. Die verbleibenden Permutationen

o haben fir alle ¢« = 1,...,n die Eigenschaft o(i) > 4. Das erfiillt nur ¢ = id. Der

entsprechende Summand in der Leibniz—Formel ist das Produkt iiber die Diagonalterme.
(2) Fir alle « # g und X\ € K gilt fiir die entsprechende Elementarmatrix

det (Eaﬁ()\)) = 1.
Wenn a < 8, dann sind wir im Fall einer oberen Dreiecksmatrix und dort speziell mit
nur 1 auf der Diagonalen. Im Fall « > 8 kann man analog schliefsen, oder man kann sich
Proposition 11.26 zu Nutze machen und das offensichtliche

Eap(N) = Ega(N)".
(3) Firl<a<nund pe€ K* gilt
det(Eaa(p) = p.

Das ist nur ein Spezialfall von (1).
(4) Fir alle a # 3 gilt

det (Pag) = det <Eﬁﬁ( )Eaﬁ(l)Eﬁa(—l)Eaﬁ<1)> =—1-1-1-1=-1

mit Hilfe von (2) und (3) und dem Determinantenmultiplikationssatz, Satz 11.25.



Lineare Algebra 127

Im allgemeinen Fall ist die Leibniz—Formel nicht geeignet, die Determinante einer Matrix zu
berechnen. Gerade wenn man sowieso mit dem Gaufsschen Eliminationsverfahren eine Zeilenstu-
fenform berechnet hat, dann kommt man mit dem folgenden Satz viel besser an die Determinante.

Proposition 11.29. Sei A € M,,(K) eine quadratische Matriz, sei R die aus dem Gaujfischen
Eliminationsverfahren berechnete Zeilenstufenform. Sei t die Anzahl der im Verfahren ndétigen
Zeilenvertauschungen und seien «; bei 1 < i <r =rg(A) die auftretenden Fintrage in der i-ten
Zeile und i-ten Pivotspalte. Dann ist

—1t-TI? . —
det(A4) = { (=)' 1[0 wennr=n
0 wenn r < n.
Beweis. Aus dem Gaufschen Eliminationsverfahren bekommt man eine Matrix S, die ein Pro-

dukt von ¢ Matrizen der Form P,g und ansonsten der Form E,g(\) mit o # 3 ist. Ferner gilt
R = SA. Nach dem Determinantenmultiplikationssatz, Satz 11.25, und Beispiel 11.28 folgt

det(R) = det(S) - det(A) = (—1)" det(A).
Wenn r = rg(A) < n, dann hat R eine Nullzeile und det(R) = 0 nach Korollar 11.27. Wenn
r = n, dann ist R eine obere Dreiecksmatrix wie in Beispiel 11.28 (1) und det(R) = [, o.
Daraus folgt die Behauptung. O
Bemerkung 11.30. Man merke sich:

e Elementare Zeilenumformungen, bei denen man das Vielfache einer Zeile zu einer anderen
Zeile addiert, dndern die Determinante nicht.

e Eine Zeilenvertauschung multipliziert die Determinante mit —1.

e Das Skalieren einer Zeile mit einem Faktor p multipliziert die Determinante entsprechend
um denselben Faktor pu.

Durch Transponieren erhélt man die entsprechenden elementaren Spaltenoperationen, beziiglich
derer die Determinante sich dann genauso verhélt.

11.5. Determinante und Invertierbarkeit. Die Cramersche Regel 16st lineare Gleichungs-
systeme durch eine explizite Formel, sofern die Voraussetzungen erfiillt sind.

Proposition 11.31 (Cramersche Regel). Seien K ein Korper, A = [vi,...,v,] € My (K) und
be K".
Wenn det(A) # 0, dann hat AX = b nur eine Lésung, und zwar fir alle 1 < j < n durch

€Tj = det(A)il . det([vl, e ,Uj_l,Tbj, Vj41y--- ,Un]).

(Man ersetzt den Fintrag in der j-ten Spalte von A durch die Inhomogenitat b.)

T
Beweis. Angenommen x = ist eine Losung von AX = b. Dann bedeutet das nichts
Tn
anderes als
b=1z1v1+ ...+ 2,0,
Einsetzen liefert
n
det([vl, e 7Uj_171§)‘7vj+1’ e ,Un]) = det([vl, ceey U1, Zmivi,vj_H, RN Un])
J ;
=1

n
= Zl’l det([vl, . ,Ujfl, ’Ui,vj+1, e ,Un])
=1

=Ty det([vl, ey Uj—1,V5, V541, - - - ,Un]) =Ty det(A),
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weil in allen anderen Summanden zwei identische Spalten mit Wert v; im Argument von det
stehen. Wenn nun det(A) # 0, dann kann man dies nach z; auflosen.

Dies zeigt allerdings nur, daf die Formel der Cramerschen Regel die Losung beschreibt, sofern
es {iberhaupt eine Losung gibt! Uber die Existenz einer Losung sagt diese Rechnung erst einmal
nichts aus.

Nun kommt die lineare Algebra ins Spiel. Aus der Rechnung folgt, dal AX = b unter der
Voraussetzung der Proposition fiir jedes b hochstens eine Losung hat. Das gilt dann auch fiir
b = 0. Somit ist ker(A) = {0} der Nullraum. Aus der Kern-Bild-Dimensionsformel folgt dann

rg(A) = dim(im(Ly)) = n — dim(ker(A)) = n.

Also ist fiir jedes b € K"
n=rg(A) <rg([4,b]) <n,

somit Gleichheit rg(A) = rg([A4, b]). Dies ist genau das Kriterium fiir die Existenz einer Losung
von AX = b aus Satz 8.28. Nachdem die Existenz einer Losung gesichert ist, folgt nun endgiiltig,
daf die Losung durch die angegebene Formel der Cramerschen Regel gegeben ist. (]

Bemerkung 11.32. Die Cramersche Regel liefert eine Losungsformel fiir ein lineares Gleichungs-
system. Insbesondere kann man jede Variable unabhéngig von den anderen Variablen bestimmen.
Das ist niitzlich, wenn man nur an dem Wert einer der Variablen interessiert ist.

Andererseits ist die Berechnung von Determinanten aufwendig. Billiger ist es, vor allem wenn
bei selber Matrix A beziiglich mehrerer Inhomogenitéten b das lineare Gleichungssystem AX = b
gelost werden soll, wenn man ein fiir alle Mal eine Zeilenstufenform R = S A bestimmt und dann
mit der transformierten Inhomogenitit ¢ = Sb durch Riickwértseinsetzen RX = ¢ 10st.

Definition 11.33. Eine quadratische Matrix A € M,,(K) heift regulér, wenn rg(A) = n. Das
ist der maximal mogliche Wert fiir den Rang einer n x n-Matrix.

Der folgende Satz hat mehrere Aufgaben. Er illustriert, dafs wir iiber die Invertierbarkeit
einer Matrix aus vielen verschiedenen Perspektiven sprechen kénnen: iiber die Spaltenvektoren,
das zugehorige lineare Gleichungssystem, die zugehorige lineare Abbildung, algorithmisch mit
der Zeilenstufenform und algebraisch mittels der Determinante. Dabei wiederholen wir ganz
nebenbei einige der wichtigen Sétze und sehen so, was unser Verstdndnis der linearen Algebra
bereits zu leisten in der Lage ist. Einige der Aquivalenzen sind uns bereits bekannt.

Satz 11.34. Sei A = [v1,...,v,] € My (K) eine quadratische Matriz. Dann sind dquivalent:

a)  (vi,...,vy) ist Basis des K™.
a1) (vi,...,vn) ist linear unabhdangig.
az) (vi,...,vy) ist Erzeugendensystem des K™.

AX = b hat fiir olle b € K™ eine eindeutige Lisung.
AX =0 hat nur die Lésung x = 0.
AX = b hat fiir alle b € K™ eine Lisung.

Die lineare Abbildung Ly : K™ — K™ ist bijektiv.
Die lineare Abbildung L : K™ — K" ist injektiv.
Die lineare Abbildung Ly : K™ — K™ ist surjektiv.

S S S
N = ~—
~— —

QO
S~—mo [
~— ~— —

Die lineare Abbildung L4 : K™ — K™ ist invertierbar.
A ist invertierbar: A € GL,(K), d.h. es gibt B € M,,(K) mit AB=1= BA.

det([vy,...,vn]) #0.

Das Gaufische Eliminationsverfahren liefert als Zeilenstufenform eine obere Dreiecksma-
triz mit Diagonaleintrigen aus K*.

AN N NN NN NN N S S
(@) (@}
~ ISHRSH

—~
<
S~—

A ist reguldr: rg(A) = n.
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Beweis. Aus dem Basissatz Theorem 5.25, Basisauswahlsatz Korollar 5.21 und Basisergénzungs-
satz Satz 5.24 folgt

(a) <= (a1) <= (a2).
In Satz 6.19 haben wir bereits als Konsequenz der Kern-Bild-Dimensionsformel Satz 6.18

(¢) <= (1) <= (c2).
gesehen. Die folgenden drei Aquivalenzen sind einfach nur explizite Umformulierungen der Be-
griffe injektiv, surjektiv, bijektiv:

() <= (), (1) <= (a1), (b2) <= (c2).

Proposition 6.23 besagt

(¢) <= (d)
und Korollar 7.49 besagt
(d) < (d).
Die Matrix A ist per Definition regulér, wenn dim(vq,...,v,)x = dim(K™), also nach Korol-
lar 5.32 genau dann, wenn (v1,...,v,)x = K™. Dies zeigt

(a2) <= (9).
Wir zeigen nun noch
(d) = (e) = (f) = (9) = (2)
und damit ist dann alles gezeigt.

(d') = (e): Sei B ein Inverses zu A. Aus dem Determinanten-Multiplikationssatz, Satz 11.25,
folgt
1 =det(1,) = det(AB) = det(A) - det(B),
also det(A) # 0, weil ein Korper keine Nullteiler hat, Satz 3.30.

(e) = (f): Die Zeilenstufenform R von A aus dem Gaufschen Eliminationsverfahren endet
in einer oberen Dreiecksmatrix genau dann, wenn in R keine Nullzeile vorkommt. Eine Nullzeile
macht det(R) = 0. Weil R = SA, wobei S ein Produkt von Elementarmatrizen ist, ist det(S) =
+1 und dann det(A) = 0 im Widerspruch zu (e).

(f) = (9): Aus der Zeilenstufenform liest man den Rang als Anzahl der Pivotspalten ab.
Als obere Dreiecksmatrix mit Eintrdgen aus K> auf der Diagonalen ist der Rang = n.

(9) = (c2): Weil rg(A) = dim(im(Ly)), folgt aus A regulér, daf dim(im(L4)) = dim(K™).
Korollar 5.32 zeigt dann im(L4) = K™, und das bedeutet, L4 ist surjektiv. O
Korollar 11.35. Sei K ein Kdorper und n € N. Dann ist
GL,(K) ={A e M,(K) ; det(A) € K*}.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 11.34. O
Korollar 11.36. Sei K ein Kdrper und n € N. Dann ist

det : GL,(K) = K~
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Aus Satz 11.34 folgt, dak det(A) fir A € GL,(K) Werte in K* annimmt, also det im
Sinne des Korollars wohldefiniert ist. Die Gruppenhomomorphismuseigenschaft folgt aus dem
Determinantenmultiplikationssatz, Satz 11.25. U

Korollar 11.37. Sei A € GL,,(K). Dann ist
det(A™1) = det(A)~L.

Beweis. Weil det nach Korollar 11.36 ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt die Aussage sofort
aus dem allgemeineren Lemma 11.10. O
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Bemerkenswerterweise kann man mittels der Determinante eine Formel fiir die inverse Matrix
angeben, sofern die Matrix invertierbar ist. Dazu brauchen wir zunéchst den Laplace’schen
Entwicklungssatz, der ein rekursives Verfahren zur Berechnung der Determinante angibt. Dieses
ist fiir manche diinn besetzte Matrizen (viele Eintrage sind 0) geeignet.

Notation 11.38. Seien A = (a;j) € Mpxm(K) und 1 < r < n, 1 < s < m. Zu Zeilenindizes
1 <i; < ... < i < nund Spaltenindizes 1 < j; < ... < js < m, oder Teilmengen [ =
{it,...,i,} CA{1,...,n}und J = {j1,...,7s} € {1,...,m}, sei

G ISP >

die Matrix mit r Zeilen und s Spalten, die aus A entsteht, wenn man nur die Zeilen mit Index
aus I und nur Spalten mit Index aus J beriicksichtigt.
Wenn I ={i=1,...,n;i#a}lund J={j=1,...,m; j # [}, dann kiirzen wir ab:

A&B = A[’J.

Satz 11.39 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Sei A = (ai;) € My, (K). Dann gilt:
(1)  Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n
det(A) =Y "(—1)"a;, det(Ag),
k=1
(2)  Entwicklung nach der j-ten Spalte:
n
det(A) =Y (=1)"ay; det(Ap).
k=1
Beweis. Wegen det(A) = det(A?) sind die Aussagen (1) und (2) zueinander dquivalent. Wir
beweisen daher nur (1). Der Plan des Beweises ist einfach. Wir weisen nach, daf es sich bei der
rechten Seite um eine Determinantenfunktion handelt und vergleichen dann fiir die Einheitsma-
trix.
Die rechte Seite der Formel in (1) ist multilinear in den Spalten.
e Additiv in der s-ten Spalte: Sei B = (b;j) € M,,(K) mit b;; = a;; fiir alle  und alle j # s.
Ferner sei C' = (c¢;;) € M,,(K) mit
o — aij J#s
Y aij +biy j=s.
Dann ist Cg = Ag = By, falls k = s. Und fiir k # s unterscheiden sich Az und B
nur in der ehemals (vor Streichen der k-ten Spalte) s-ten Spalte und C, entsteht durch
Addition dieser entsprechenden Spalten (und sonst wie A5 und Bg ). Somit gilt

Z(—l)”kcik det(Cy) = (—1) ¢ det(Cy,) + (=1)*Fey, det(C3.)
k=1 k=1,k#s
= (=1 (ais + bis) det(C) + > (=) e (det(Ag) + det(Bg))
k=1,k#s
= (=D Fagdet(Ag) + Y (=1)" by det(Bg,).
k=1 k=1
e Homogen in der s-ten Spalte: Sei A € K und B = (b;;) entstehe aus A durch Multipli-
kation der s-ten Spalte mit A. Gleiches gilt fiir alle k # s dann fiir B, in Bezug auf A .
Fiir £ = s hingegen haben wir A~ = B,

15"
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Dann gilt

n

> (=1)** b det(Bg) = (—1)"" by det(Bg,) + Zn: (—1)"* by, det(By)

k=1 k=1 k#s
= (=1)"*Xazs det(A-) + (—1)"*Faz (X - det(A5))
k=1,k#s
=\ (Z(—l)“‘kaik det(AﬁC)).
k=1

Auferdem ist die rechte Seite der Formel in (1) alternierend in den Spalten. Seien die Spalten
von A mit den Indizes r # s gleich. Dann hat fiir alle k ¢ {r, s} die Matrix A5 auch zwei gleiche
Spalten, somit verschwindende Determinante. Sei ohne Einschriankung r < s. Dann entsteht

A=~ aus A=
wr 18
durch Vertauschen der Spalten mit der Permutation
(1 - r=1 T r+1 -+~ s—2 s—1 s -+ n—1
7 \1 - r—=1 s-1 1 - §-3 s-2 s - n—1)°

das ist das Produkt der Transpositionen
oc=(s—2,s—1)o...0o(j—1,5)0...0(r,r +1),

(die r-te Spalte wandert jedesmal einen Index nach hinten, bis sie bei der Position s—1 angelangt
ist; das ist das richtige Ziel, denn in A fehlt ja die r-te Spalte, so daf die ehemals s-te Spalte
von A nun die s — 1-te Spalte ist). Das Vorzeichen dieser Permutation ist

sign(o) = (=1)57177.

Daraus ergibt sich nun
n

3 (— 1) Fag det(Ag) = (—1)" a; det(Az) + (~1)7*ags det(Az)

i s
k=1

(—1)""a;s - sign(o) - det(Az) + (—1)" det(Az)
= ((—1)"* -sign(o) + 1) - (—1)""*a;s det(Ay)
= ((-1)"7* - (=1)* """+ 1) - (1) Pa;s det(As) = 0.

Es bleibt, die Formel fiir die Einheitsmatrix A = 1 nachzuweisen. Wenn gestrichener Zei-
lenindex 4 nicht mit dem gestrichenen Spaltenindex j {ibereinstimmt, entsteht eine Matrix mit
einer 0-Spalte in der i-ten Spalte. Diese hat Determinante 0. Damit ist der Nachweis im Fall der
Einheitsmatrix eine leichte Ubung. U

Beispiel 11.40. Wir berechnen

2 3 7
det{1 1 O
0 30

durch Entwicklung nach der ersten Zeile:

2 3 7
det|1 1 0] =2-det 1o — 3 -det 10 + 7 - det L1
03 0 30 00 0 3

=2-0-3-04+7-3=21.
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Bei genauerer Betrachtung wére aufgrund der vielen Nullen in der letzten Spalte eine Entwick-
lung nach dieser geschickter (die Summanden £0 - det( ) lassen wir gleich weg):

2 37 11
det |1 1 0] =7-det (0 3> =7-3=21.
0 30
Definition 11.41. Sei A = (a;;) € My, (K). Dann definieren wir den i, j-ten Cofaktor als
(—1)"t det(Afj)
und die Adjunkte zu A als die Matrix
(A%)ij = (=177 det(A),
also die transponierte Matrix zur Matrix der Cofaktoren.
Satz 11.42. Sei A = (ai;) € My, (K). Dann gilt
A- A% =det(A) -1 = A% . A.

Insbesondere ist fiir invertierbare A

1
ATl = - A%, 11.3
det(A) (113)
Beweis. Wenn wir die j-te Zeile von A mit einer Kopie der i-ten Zeile iiberschreiben und das
Resultat B nennen, dann folgt aus Laplace-Entwicklung nach der j-ten Zeile
n
det(A) - §ij = det(B) = Y au(—1)"* det(A=) = (A- A%)y;.
k=1
Daraus folgt A - A# = det(A) - 1. Die andere Formel folgt entsprechend durch Uberschreiben

der i-ten Spalte mit einer Kopie der j-ten Spalte und Entwicklung nach der i-ten Spalte (oder
durch Anwendung auf A? der ersten Gleichung und anschlieRendem Transponieren). O

Bemerkung 11.43. (1) Es ist besonders zu betonen, daf die Eintrige der inversen Matrix A~
bis auf den gemeinsamen Nenner det(A) polynomial in den Eintrdgen von A sind. Der
Nenner det(A) ist iiberdies auch polynomial.

(2)  Speziell erhélt man fiir 2 x 2-Matrizen:

a b\ ' 1 d —b
c d ad—bc\ —¢ a )’

Definition 11.44. Sei 1 < r < min{n,m} und A € My, xn(K). Ein r x r-Minor der Matrix A
ist

det A[,J

fiir eine Wahl von Teilmengen I C {1,...,n} von r = |I|-vielen Zeilen und J C {1,...,m} von
r = |J|-vielen Spalten.
Eine Matrix hat also in der Regel mehr als einen r x r-Minor.

Beispiel 11.45. Die Eintrage der Adjunkten zu A € M, (K) sind (n — 1) x (n — 1)-Minoren der
Matrix A.

Satz 11.46. Sei A € My« (K) eine Matriz. Dann gilt
rg(A) = max{r ; A hat einen r x r-Minor # 0}
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Beweis. Schritt 1: Der Rang ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten. Daher wird
der Rang hochstens kleiner, wenn wir aus einer Matrix Spalten entfernen.

Transponieren &ndert den Rang nicht. Wir kénnen nun transponieren, Spalten entfernen und
wieder transponieren. Dabei wird der Rang also wieder hochstens kleiner. Diese Operation ent-
spricht dem Entfernen von Zeilen.

Daher gilt fir alle I = {i1 < ... <.} C{l,...,n}und J ={j1 <... <4} C{1,...,m}

rg(Arg) <rg(A).

Schritt 2: Wenn A einen r x r-Minor # 0 hat, dann gibt es I und J wie oben mit det(A;, ;) # 0.
Nach Satz 11.34 ist Ay ; ist regulér: rg(Ay ) = r. Dies zeigt

rg(A) > max{r ; A hat einen r x r-Minor # 0}.

Schritt 3: Jetzt wiahlen wir die Spalten und Zeilen sorgfiltig aus. Sei rg(A) = s. Dann gibt es
Spalten J = {j1 < ... < js} C{l,...,m} von A, die linear unabhéngig sind. Sei B die Matrix
dieser Spalten mit Indizes j € J. Dann ist rg(B?) = rg(B) = rg(A) = s. In B! wiihlen wir wieder
Spalten I = {i; < ... < is}, die linear unabhéngig sind. Der Rang bleibt wieder s und erneutes
Transponieren liefert wie oben A7 ;. Damit ist

s =1g(A) =rg(Ar.).

Somit ist A s regulér, und nach Satz 11.34 gilt det(A; ;) # 0. Damit hat A einen s x s-Minor
# 0, wobei s = rg(A). Dies zeigt die umgekehrte Ungleichung. O

11.6. Die Determinante eines Endomorphismus. Der Begriff der Determinante iibertragt
sich von Matrizen {iber die Darstellungsmatrix auf Endomorphismen.

Definition 11.47. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums.
Die Determinante von f ist

det(f) = det (M%(f)) € K.
Dabei ist Z eine Basis von V' und det(f) ist unabhéngig von der Wahl der Basis %.
Beweis. Wir miissen zeigen, daf det(f) nicht von der Wahl der Basis 2 abhéngt. Sei

A=M5(f)
eine Darstellungsmatrix und beziiglich der Basis %’
A =MZ(f)

eine weitere. Mit der Basiswechselmatrix
S = 8%, =M% (idy)
und der umgekehrten Basiswechselmatrix, sieche Proposition 7.45,
S = 8% = M7 (idy)
gilt, sieche Proposition 7.42,
A= SAS™L.
Daraus folgt mit dem Determinantenmultiplikationssatz, Satz 11.25,
det(A") = det(SAS™1) = det(S) det(A) det(S™1) = det(S) det(A) det(S) ™! = det(A)
die Unabhéngigkeit der Definition von det(f) von der Wahl der Basis. O

Bemerkung 11.48. Fiir die Berechnung der Determinante eines Endomorphismus f : V — V
als Determinante der Darstellungsmatrix ist es essentiell, dafs man in Definitionsbereich und
Wertebereich, beides V', die gleiche Basis benutzt.
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UBUNGSAUFGABEN ZU §11

Ubungsaufgabe 11.1. Zeigen Sie, daf fiir einen Korper K die Zuordnung
K — GLy(K)

'_>195
v 01

einen Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (K, +) nach GLy(K) beschreibt.

Ubungsaufgabe 11.2. Sei K ein Koérper. Mit komponentenweiser Multiplikation ist
K* x K*
eine Gruppe. Zeigen Sie, daf fiir einen Koérper K die Zuordnung

K* x K* = GLy(K)

(l‘,y)H<w y>

einen Gruppenhomomorphismus beschreibt.

Ubungsaufgabe 11.3. Zeigen Sie: Wenn o € S,, ein Produkt von n-vielen Transpositionen ist,
dann gilt
n =sign(o) (mod 2).

Ubungsaufgabe 11.4. Zwei Gruppen G und H heifien isomorph, wenn es einen Gruppenisomor-
phismus G — H gibt, d.h. einen bijektiven Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie: Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Gruppe mit zwei Elementen.

Ubungsaufgabe 11.5. Sei n € Ny. Zeigen Sie, dak die Menge der geraden Permutationen
Ay :={o €S, ; o gerade}

eine Gruppe beziiglich der Komposition von Permutationen in S, ist. Zeigen Sie weiter, dak A,
genau n!/2-viele Elemente hat.
Bemerkung: Diese Gruppe heift die alternierende Gruppe (auf n Elementen).

Ubungsaufgabe 11.6. Zur Permutation o € S,, betrachten wir die Matrix
Py = (0i(j)) € Mn(K),

also mit einer 1 als Eintrag, wenn ¢ = o(j), und 0 sonst.

Zeigen Sie:
(a) P, hat in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1.
(b)  Es bezeichne e; den j-ten Standardbasisvektor. Dann ist fiir alle j =1,...,n
Po'ej = eg(j).
Die zu P, gehérige lineare Abbildung permutiert also die Standardbasisvektoren so wie
o die Elemente 1,...,n.

(¢)  Esgilt fiir alle 0,7 € S,
P,P.=P,,.
(d) P, ist invertierbar und
det(P,) = sign(o).
Ubungsaufgabe 11.7. Die spezielle lineare Gruppe der Dimension n iiber dem Korper K ist
SL,(K) ={A € GL,(K) ; det(A) =1}.
Zeigen Sie, daf SL, (K) mit Matrixmultiplikation eine Gruppe ist.
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Ubungsaufgabe 11.8. Suchen Sie sich Paare von Aussagen aus den #quivalenten Aussagen von
Satz 11.34 und versuchen Sie einen moglichst direkten Beweis der Aquivalenz zu geben.

Ubungsaufgabe 11.9. Betrachten Sie die Abbildung ¢ : My (F9) — Fo definiert durch
a b
q((c d)):ab—i—cd.

Zeigen Sie, dafs ¢ multilinear in den Spalten und antisymmetrisch ist. Zeigen Sie weiter, dal ¢
keine Determinantenfunktion auf (F3)? ist.

Ubungsaufgabe 11.10 (Vandermonde Determinante). Seien ay,...,a, € K. Zeigen Sie

1 o a% ... agn_l)
1 ay a3 ... agn_l)
det = H(aj —a;).
: : . 1<J
1 a, a2 ... al" v

Ubungsaufgabe 11.11 (Alternative Definition der Determinante eines Endomorphismus). Sei V'
ein K-Vektorraum mit dim(V) = n und sei f : V' — V ein Endomorphismus. Sei § # 0 eine
Determinantenfunktion auf V. Dann ist f*(0) definiert auf vy,...,v, € V durch

@) (v1, .- vn) = 0(f(v1),. -, f(vn))
eine Determinantenfunktion. Wir definieren nun det(f) € K als dasjenige Element, fiir das
f(0) =det(f) - d € det(V™) (11.4)

gilt. Zeigen Sie, dafs diese Definition wohldefiniert ist (es existiert ein eindeutiger solcher Skalar
und dieser Skalar ist unabhéngig von der Wahl von § # 0).
Zeigen Sie fiir einen weiteren Endomorphismus g : V' — V, dafs

det(f o g) = det(f) - det(g),

indem Sie die Definition der Determinante mittels (11.4) nutzen.

12. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

12.1. Das Spektrum. Im Allgemeinen ist es nicht leicht, sich eine lineare Abbildung geome-
trisch zu veranschaulichen. Ein besonders einfaches Beispiel ist jedoch die Streckung. Seien V'
ein K-Vektorraum und A € K. Dann ist die Streckung von V um den Faktor A die lineare
Abbildung
Adidy 1 V =V,

die jedes v € V auf v € V abbildet. Bei K = R und V = R? interpretiert als Ebene kommt
hier die Streckung um den Faktor A mit Streckzentrum im Ursprung 0 € R? heraus.

Wir versuchen nun fiir einen beliebigen Endomorphismus f : V' — V Teile von V' zu isolieren,
auf denen sich f wie eine Streckung benimmt.

Definition 12.1. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.
(1) Ein Eigenvektor von f ist ein Vektor v € V, v # 0, so daf es ein A € K gibt mit

flv)=X-v.
(2) Ein Eigenwert von f ist ein Element A € K, so dafs es einen Eigenvektor v € V' von f
gibt mit
flv)=X-v.

(3) Das Spektrum von f ist die Menge seiner Eigenwerte.
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Bemerkung 12.2. (1) Zu einem Eigenvektor gehort immer ein eindeutiger Eigenwert. In der
Tat, wenn v € V ein Eigenvektor ist und p, A € K mit

po = f(v) = Av,

dann folgt (A — p)v = 0, und weil v # 0, folgt dann A = p.

(2) Die Eigenwertgleichung f(v) = Av wird auch von v = 0 und dann jedem beliebigen X € K
gelost. Diese triviale Losung v = 0 ist per Definition kein Eigenvektor und fiihrt auch
nicht dazu, dafl jedes A € K ein Eigenwert ist.

(3) Die Begriffe Eigenvektor und Eigenwert eines Endomorphismus machen keine Vorausset-
zungen an die Dimension des Vektorraums. Diese Dimension darf auch unendlich sein.

Lineare Abbildungen lassen sich durch Matrizen und Vektoren durch Spaltenvektoren darstel-
len. Die Begriffe Eigenvektor und Eigenwert haben entsprechend passende Bedeutungen.

Definition 12.3. Sei A € M,,(K) eine quadratische Matrix.
(1) Ein Eigenvektor von A ist ein Vektor x € K™, x # 0, so dak es ein A € K gibt mit

Ax =\ - z.
(2) Ein Eigenwert von A ist ein Element A € K, so dafs es einen Eigenvektor z € K™ von A
gibt mit
Ax = \-z.

(3) Das Spektrum von A ist die Menge seiner Eigenwerte.

Bemerkung 12.4. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V mit Basis % und
Dimension n. Sei A die Darstellungsmatrix beziiglich % sowohl in Definitions- wie Wertebereich
von f, also

A= M),
Mit der Koordinatenabbildung xg : V = K™ gilt fiir v € V und = = kg(v) € K™
v#0 <= x#0
und fiir A € K auch, siehe Proposition 7.34,
fv) =M <= Az = \zx.

Daher ist v ein Eigenvektor von f genau dann, wenn x ein Eigenvektor von A ist. Die Figenwerte
sind dann die gleichen.

Beispiel 12.5. (1)  Sei K ein Korper. Bezeichnen wir kurzzeitig die Eins aus K mit 1x. Eine
ganze Zahl n fassen wir durch

n=1lg+1g+...+1g

n—mal

als Element in K auf, wobei damit wieder 1x zu 1 wird.

1 0 --- 0
A=Y 2 eMu(k)
)
0 --- 0 n
hat offensichtlich Eigenvektoren e; € K™ fiir ¢ = 1,...n, denn
Aei =1- €;.
Somit sind 1,2,...,n schon einmal Eigenwerte von A. Wir sehen gleich, dafs dies alle

Eigenwerte von A sind.
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(2) Betrachten wir dazu nun den Spezialfall K = R und n = 3. Dann vermittelt die Matrix
1 00

A=10 2 0

00 3

eine lineare Abbildung R? — R3, und zwar

T T
Al gy = 2y
z 3z

Die Koordinaten werden also mit einem individuellen Streckfaktor gestreckt. Das ent-
spricht den drei Richtungen der Eigenvektoren und den entsprechenden Eigenwerten als
Streckfaktor.

Beispiel 12.6. Sei V ein K-Vektorraum # 0.

(1) Die Identitdt idy : V' — V hat nur den Eigenwert 1 und jeder Vektor v € V, v # 0 ist
Eigenvektor.

(2) Die Nullabbildung 0 : V' — V hat nur den Eigenwert 0 und jeder Vektor v € V', v # 0 ist
Eigenvektor.

Wir kommen nun zur fundamentalen Eigenschaft von Eigenwerten, iiber die sie letztlich be-
rechenbar werden.

Satz 12.7. Sei A € M, (K). Dann ist A € K ein Eigenwert von A <= det(A-1—A) =0.

Beweis. Das Element A € K ist Eigenwert zu A per Definition, wenn es x € K™, x # 0 gibt mit
Az = Az. Dies ist dquivalent zu

Az =Xz < Az =X-1z <= 0=(\-1—A)x =0,

somit dazu, daf die Matrix A -1 — A einen nichttrivialen Kern (Nullraum) hat. Das wiederum
ist dquivalent nach Satz 11.34 zu

A -1 — A ist nicht invertierbar
und dies wiederum nach Satz 11.34 zu det(A-1 — A) = 0. O

Um die analoge Aussage fiir Eigenwerte von Endomorphismen aufstellen zu kénnen, nutzen
wir den Begriff der Determinante eines Endomorphismus aus Abschnitt 11.6.

Korollar 12.8. Sei K ein Kérper. Sei f : V. — V' ein Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen K-Vektorraums. Dann sind dquivalent:

(a) € K ist Eigenwert von f.

(b)  det(A-idy —f) =0.

Beweis. Sei % eine Basis von V und A = Mg( f) die Darstellungsmatrix von f beziliglich A.
Dann ist A Eigenwert von f genau dann, wenn A\ Eigenwert von A ist. Und geméf Satz 12.7 ist
dies dquivalent zu det(\ -1 — A) = 0. Nun folgt alles aus der Rechnung;:

det(X -idy —f) = det (MZ(\ -idy —f)) = det (A - M (idy) — MZ(f)) = det(A-1 — A). O
Definition 12.9. Seien K ein Korper und A € K.
(1) Sei f:V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Wir setzen
Vy\ = ker(\ - idy —f).

Wenn ) ein Eigenwert von f ist, dann nennen wir V) den Eigenraum von f zum Figenwert

A
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(2) Sei A € M, (K) eine quadratische Matrix. Wir setzen
Vy=ker(A-1— A).

Wenn A ein Eigenwert von A ist, dann nennen wir V) den Eigenraum von A zum Eigen-
wert A.

Proposition 12.10. Seien K ein Kéorper und A € K.

(a) Sei f:V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V.
(1) V) ist ein Unterraum von V.
(2) Vy#0 < )\ ist Figenwert von f.
(8) Wenn X\ ein Eigenwert von f ist, dann gilt

Vi ={0}U{v € V ; v ist Figenvektor von f zum Eigenwert \}.

(b)  Sei A€ My (K) eine quadratische Matriz.
(1) 'V, ist ein Unterraum von K.
(2) VyN#0 <= X\ ist Eigenwert von A.
(3) Wenn X\ ein Eigenwert von A ist, dann gilt

Vi ={0}U{z € K" ; x ist Eigenvektor von A zum Eigenwert \}.

Beweis. (1) Ein Kern ist ein Unterraum. (2) haben wir im Beweis von Satz 12.7 und seinem
Analogon Korollar 12.8 bereits behandelt: A ist genau dann Eigenwert, wenn A -1 — A (bzw.
A -idy —f) einen nicht-trivialen Kern hat.

(3) v € V ist Eigenvektor zum Eigenwert A genau dann, wenn v # 0 und

(A-1=f)(v) =0,
also genau wenn wenn v € V) \ {0}. Die Variante fiir die Matrix A geht genauso. O

Bemerkung 12.11. (1)  Sei A ein Eigenwert des Endomorphismus f : V' — V. Der Eigenraum
V) C V ist genau der Teil von V', auf dem f wie die Streckung um den Faktor A wirkt.

(2)  Wenn A ein Eigenwert von A € M,,(K) ist, dann bestimmt man einen zugehoérigen Eigen-
vektor, indem man V) als Kern/Nullraum von A1 — A bestimmt.

(3) Fir Eigenvektoren zu Endomorphismen f : V' — V geht man analog vor: zuerst bestimmt
man eine Darstellungsmatrix A beziiglich einer Basis Z von V| bestimmt dafiir den ent-
sprechenden Eigenraum und transformiert zum Schluf wieder mittels der Inversen der
Koordinatenabbildung k4 : V' — K™ zum entsprechenden Unterraum von V zuriick.

Wenn wir A als Unbestimmte, als Variable X betrachten, dann miissen wir zur Bestimmung
der Eigenwerte von A € M, (K) die Gleichung

det(X-1—-A4)=0
16sen. Aber was bedeutet das und was kann man tiber moégliche Losungen sagen?

12.2. Der Polynomring. Fiir ein Element z € K eines Korpers und n € Ny kiirzen wir ab:

t=x-...-x,
——
n-mal
wobei 2V = 1 sein soll. Es gelten dann die {iblichen Potenzgesetze.
Definition 12.12. Eine Polynomfunktion auf einem Korper K ist eine Abbildung f : K — K,
so dak es n € Ny und ag, aq,...,a, € K gibt mit
f(x) =ag + a1z + asr® + ...+ apz”

fiir alle z € K. Die Reihenfolge der Quantoren ist wichtig! Die Koeffizienten a; h&ingen nicht von
x ab.
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Ein Polynom (in einer Variablen) ist ein formaler Ausdruck in einer Variablen X, der einer
Polynomfunktion zugrunde liegt.

Definition 12.13. Ein Polynom mit Koeffizienten im Kérper K ist eine Folge (a;)ien, von
Elementen a; € K, so daf es ein n € Ny gibt mit

a; = 0 fir alle ¢ > n.

Die angegebene Definition fiir ein Polynom ist nicht intuitiv. Wir verstehen ein Polynom als
eine formale Blaupause fiir eine Polynomfunktion, und als solche sollte sie mit einer Variablen
X notiert werden.

Notation 12.14. Wir schreiben ein Polynom P = (a;)en, als formalen Ausdruck
n .
P=P(X)=ao+amX +aX’+... +a, X" =) a; X",
=0

wobei n so grofs gewéhlt wird, dafs a; = 0 fiir alle ¢ > n. Insbesondere ist fiir m > n mit dieser
Eigenschaft

n m
E aiXZ = E aiXZ,
=0 1=0

weil beide dasselbe Polynom (a;);en, beschreiben.
Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus K bezeichnen wir mit K[X].

Definition 12.15. Sei K ein Kérper und sei x € K. Die Auswertungsabbildung in = € K ist
die Abbildung

K[X] > K
P~ P(x) :=ag+ a1z + asx® + ... + apz”.

Wir wollen nun K[X] mit einer Addition und einer Multiplikation ausstatten, so daf alle
Auswertungsabbildungen Ringhomomorphismen werden: fiir alle P,@Q € K[X] und z € K gilt

(P +Q)(z) = P(z) + Q(z)
(P-Q)(z) = P(x) - Q(x).
Definition 12.16. Sei K ein Korper. Seien P(X) = > " ja; X" und Q(X) = > 1", b; X" Poly-

nome mit Koeffizienten aus K. Per Definition setzen wir a; fiir ¢ > n und b; fiir ¢ > m durch 0
fort.

(1) Addition: Wir setzen

max{n,m}

P+QEX) = > (a+b)X'.

i=0
(2) Multiplikation: Wir setzen
n+m k
(P-QX) = 3 (> aibei) X~
k=0 =0

(3) Zua € K setzen wir
a(X)=a+0-X'+0-X%2+...

und nennen dies das konstante Polynom mit Wert a.
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Bemerkung 12.17. Zum Nachweis der Eigenschaften der Multiplikation ist es giinstig, wenn man
den Koeffizienten vor X* symmetrischer schreibt als

k

Zaibk,i = Z aibj.

i=0 i+j=k
Dabei benutzen wir die Konvention, daft unter der Summe eine Bedingung geschrieben wird
und iiber alle Werte der im Summanden auftretenden Variablen zu summieren ist, welche den
Bedingungen geniigen. Hier sind das ¢ und j, die von Natur aus > 0 sind, und die Bedingung
ist, daf beide zu k summieren. Das sind offensichtlich dieselben Paare (i, 5) wie (i, k — i), wenn
i = 0,...,k lauft. Die Notation ist etwas suggestiv, aber hilfreich und soll deshalb verwendet
werden.

Proposition 12.18. Sei K ein Korper. Die Menge der Polynome K[X] bildet mit der angege-
benen Addition und Multiplikation einen Ring. Die Fins ist das Polynom 1 = 1(X).

Beweis. Summe und Produkt von Polynomen sind wieder Polynome und Addition und Multi-
plikation sind wohldefiniert. Hier mufs man sich klarmachen, dafs die Definition von Summe und
Produkt nicht davon abhéngt, bei welcher (hinreichend grofsen) Potenz X™ man die Darstellung
der Polynome abgebrochen hat! Da die fraglichen Koeffizienten nur 0 sind, folgt diese Unabhén-
gigkeit sofort. Man kann dies umgehen, wenn man sich traut mit scheinbar unendlichen formalen

Summen® zu arbeiten: Wir schreiben

P(X) = i ;X" und Q(X)= i b X"
=0 =0

und haben dann

(P+Q)(X) =) (ai+b)X
=0
(P-Q(X) =D (Y ab)x*.
k=0 i+j=k

Man kriegt aber nichts umsonst: nun muf jeweils nachgewiesen werden, daf fiir Polynome die
auftretenden unendlichen Summen nur endliche Summen sind. Dies ist aber klar, weil alle bis
auf endlich viele Summanden a; + b; bzw. a;b; gleich 0 sind.

Wir weisen nun die Ringaxiome nach.

e K[X] ist mit der Addition eine abelsche Gruppe. Das ist einfach, wenn wir uns klarma-
chen, daf K[X] eine Teilmenge des K-Vektorraums K> der Folgen (a;);en, ist und die
Addition in K[X] genau die Addition in K> ist. Ferner kénnen wir fiir P = Y%, a; X" €
K[X] und A € K eine Skalarmultiplikation

[e.9]
AP =XX)-P(X) =) (ha)X’
i=0
definieren. Dies ist nichts anderes als die Einschréankung der Skalarmultiplikation von K™
auf die Teilmenge K[X]. Damit ist K[X] C K* ein K-Untervektorraum, insbesondere
also (K[X],+) eine abelsche Gruppe.

e 1 = 1(X) ist die Eins der Multiplikation. Wir kénnen 1(X') mittels Kronecker-§ schreiben

als

1(X) = i Si0X".
=0

3Dies ist eine verpafte Chance, gleich ohne extra Kosten den formalen Potenzreihenring K[[X]] einzufiihren.
Das verschieben wir auf die Vorlesung Grundlagen der Algebra.
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Sei P=3",a;X* € K[X]. Dann ist

(X Z > aidjoX* —Zaka X).

k=0i+j=k

e Die Multiplikation ist kommutativ. Seien P(X) = >"2° a; X’ und Q(X) = > 72, b:; X"

Dann ist
P(X)-QX)=> (> aby) Z > bia) XF = Q(X) - P(X).
k=0 it+j=k k=0 itj=k

e Die Multiplikation ist assoziativ. Sei weiter R(X) = > o, ¢; X*. Dann ist

P-(Q-R=P-> () bje)X

o
¥
M
Il

E

Z a; - (bjck))X”

n=0 i+l=n jH+k=¢ n=0 i+j+k=n
S 00
=2 (X (b)) X =30 (30 (X aiby) ) X7
n=0 i+j+k=n n=0 {+k=n it+j=¢L
=> (> abj)X'" R=(P-Q) R
(=0 i+j=¢

P-(Q+R)=P- Z bj +¢j) X
7=0
- Z Z ai(b; +CJ))X :Z( Z (aibj+aicj))Xn
n=0 i+j=n n=0 i+j=n
:Z(Zal X"+Z Zazcj "=P-Q+P-R. 0
n=0 1i+j=n n=0 i+j=n

Korollar 12.19. Der Polynomring K[X] ist ein K-Vektorraum und ein Untervektorraum des
K-Vektorraums der Folgen.

Beweis. Das haben wir im Verlauf des Beweises der Ringaxiome nachgewiesen. U

Proposition 12.20. Seien K ein Korper und x € K. Die Auswertung in x ist ein Ringhomo-
morphismus

K[X] - K, Pw— P(z).
Fiir alle a € K hat das konstante Polynom a(X) den Wert a(x) = a.

Beweis. Die Auswertung der Konstanten ist offensichtlich. Zu zeigen ist noch Vertréglichkeit mit
Addition und Multiplikation.
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Seien P(X) =" qa; X" und Q(X) =3 b; X"

max{n,m} max{n,m}
(P+Q)(x) = ( G bi)Xi)(x) = Y (gt b
=0 =0
max{n,m} ' max{n,m} '
= Z a;z' + Z bixz' = P(x) + Q(x).
1=0 1=0
n+m n+m
(P-Q)@) = (X (Y ab)x*)@) =3 (Y aiby)a*
k=0 itj—k k=0  itj=k
= (Zaiaji> . <ijxj) = P(z) - Q(x). O
i—0 =0

Bemerkung 12.21. Jedes Polynom P € K[X] definiert eine Polynomfunktion KX — K durch
x +— P(x) mittels Auswertung von Polynomen. Die resultierende Abbildung

K[X] — Abb(K, K)
ist eine K-lineare Abbildung und das Bild ist genau der Unterraum der Polynomfunktionen.

Definition 12.22. Sei K ein Kérper. Der Grad eines Polynoms P = Y% ja; X" € K[X] ist

d mit ag # 0 und a; =0 fiir alle ¢ >d P # 0,
deg(P) = —00 P=0

Der Grad ist also der Index des hochsten auftretenden nichttrivialen Koeflfizienten. Fir alle
P # 0 gibt es einen solchen. Dieser Koeffizient wird auch Leitkoeffizient oder fiihrender
Koeffizient genannt.

Beispiel 12.23. (1)  Ein Polynom P(X) € K[X] ist genau dann ein konstantes Polynom, wenn
deg(P) < 1.
(2) Firalle a € K gilt
deg(X —a) = 1.

Proposition 12.24. Fir alle P,Q € K[X] gelten die folgenden Aussagen.
(1)  Mit der Konvention —oo +d = —oo fiir alle d € {—oo} UNy gilt
deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q).
(2)  Mit der Konvention, daff —oo < n fir alle n € Ny :
deg(P + @) < max{deg(P), deg(Q)}.
Wenn deg(P) # deg(Q), dann gilt sogar
deg(P + Q) = max{deg(P),deg(Q)}.
Beweis. (1) Wenn P = 0 oder @ = 0, dann ist PQ = 0, und beide Seiten der Grad-Gleichung

sind —oo.

Wir nehmen daher jetzt an, daf P # 0 # Q. Seien n = deg(P), m = deg(Q) und
P(X)=> aX" und QX)=> bX
i=0 j=0

mit a, # 0 # by,. Wir berechnen die Koeffizienten ¢ von PQ mit Index k& > n + m. Diese sind
Summen von a;b; mit ¢ + j = k. Summanden # 0 erfordern 7 < n und j < m. Diese treten
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nur fiir kK = i+ 5 < n + m auf. Bei Gleichheit kK = n + m miissen auch die Abschitzungen
Gleichheiten sein: also nur fiir ¢ = n und 7 = m. Daher gilt:

o= 3 an={ 0" i
i+j=k
Weil K ein Korper ist, folgt aus a,, # 0 # b, auch a,b,, # 0. Daraus folgt deg(PQ) = n + m.
(2) Das ist offensichtlich. O
Korollar 12.25. Seien P,Q € K[X]. Wenn P -Q =0, dann gilt P =0 oder @ = 0. O
Korollar 12.26. Seien P, P»,Q € K[X], Q # 0. Dann gilt
QP,=QP, — P =P

Beweis. Aus QP, = QP folgt Q(P1 — P2) = 0. Weil Q # 0 muf laut Korollar 12.25 dann
P, — P, =0 gelten. Aber das ist P = P5. O

Satz 12.27 (Polynomdivision, Division mit Rest). Sei K ein Korper. Der Polynomring K[X]
hat Division mit Rest beziiglich der Grad-Funktion, d.h. zu allen P,D € K[X], D # 0 gibt es
Q, R € K[X] mit

(i) P=Q -D+R

(i)  deg(R) < deg(D).

Zusatz: die Polynome @ und R sind eindeutig durch P, D bestimmit.

Beweis. Der Nachweis der Division mit Rest basiert auf dem Algorithmus der Polynomdivision.
Wir zeigen zunéchst die Existenz von @, R.

Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach deg(P). Falls deg(P) < deg(D), so wihlen
wir @ = 0 und R = P, fertig. Dieser Fall ist nicht leer: fiir P = 0 gilt deg(P) = —oo < deg(D)
(per Konvention). Dies liefert den Induktionsanfang.

Wenn n = deg(P) > d = deg(D), so schreiben wir

P(X)=apX" + ... Terme kleineren Grades
D(X) = bgX?+ ... Terme kleineren Grades
mit a,, # 0 # bg. Dann ist
p=p-22x"p
ba

a
=a, X" —

b—nX"*d - bg X%+ ... Terme vom Grad < n = Terme vom Grad < n,
d

also (Nieg(]-:’) < deg(P). Per Induktionsannahme gibt es Polynome Q, R mit P = QD + R und
deg(R) < deg(D). Wir setzen

4n yrn—d +0
ad

=R

Q
R
und rechnen
P=P+ Z—"X”_dD —OD+ R+ 2 x"4p = (G + X" YD+ R=QD + R.
d Qq aq
Weiterhin erfiillt der Rest R die geforderte Eigenschaft.

Jetzt kiitmmern wir uns um die Eindeutigkeit. Angenommen es gidbe auch @', R’ mit denselben
Eigenschaften. Dann ist

Q-Q)YD=(P-R)—(P-R)=(R -R). (12.1)
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Wenn @ # @', dann folgt aus Proposition 12.24 (mit deg(R’) = deg(—R'))
deg(D) > max{deg(R),deg(—R')} > deg(R' — R)
= deg((Q — Q')D) = deg(Q — Q') + deg(D) > deg(D),

ein Widerspruch. Also ist @ eindeutig: @ = @’. Aber dann ist R = R’ wegen (12.1). Dies zeigt
die Eindeutigkeit der Polynome @ und R. (]

Bemerkung 12.28. Die Induktion im Beweis von Satz 12.27 liefert den Quotienten @ als
Q=X+ Q.
aq
Aus Proposition 12.24 folgt leicht
deg(Q) = deg(P) — deg(D) = n —d,

und ebenso deg(Q)) = deg(P)—d < n—d. Demnach berechnet der Induktionsschritt den Koeffizi-
enten in Q(X) von X"~ ¢, Polynomdivision berechnet man also mit dem folgenden Algorithmus
(Notation wie oben):

Schritt 1: Solange deg(P) > deg(D) bestimmt man den Quotienten ¢,,—q = a,/bq der Leitko-
effizienten von P und D, notiert

+Cn—an_da

und dann geht es weiter mit Schritt 2.

Wenn deg(P) < deg(D), dann ist R = P der Rest, und @ ist die Summe der notierten Terme.
Der Algorithmus endet dann.

Schritt 2: Man bestimme P = P — Cn—aX™ ?D. Nun starte man wieder bei Schritt 1 mit P
anstelle von P.

Beispiel 12.29. Wir berechnen in Q[X] die Division mit Rest von P(X) = 2X% + 1 durch
D(X)=X%+1.
e Der Quotient der Leitkoeffizienten ist 2/1 = 2, also notieren wir 2X? und berechnen
(2X*+1) —2X%(X? +1) = —2X% + 1.
e Der Quotient der Leitkoeffizienten ist —2/1 = —2, also notieren wir —2X° = —2 und
berechnen
(—2X2+1) — (-2)(X%*+1) = 3.
o deg(3) =0 < 2 =deg(X?+1), also ist R =3 und Q = 2X? — 2 und der Algorithmus
stoppt. Es gilt
P(X) = (2X? - 2)D(X) + 3.
Definition 12.30. Eine Nullstelle eines Polynoms P € K[X] ist ein z € K mit P(z) = 0.

Beispiel 12.31. Das Polynom X2+ 1 hat als Polynom in R[X] keine Nullstellen. Fiir jedes = € R
ist
2% +1> 0.

Aber als Polynom in C[X| kann man schreiben
X241 = (X +4)(X —i).

Hieraus folgt sofort (auch sonst klar), daf # = i und = —i Nullstellen von X2+ 1 in C sind. Es
folgt aber auch, dak dies die einzigen Nullstellen sind, denn fiir jedes z # +i sind die Faktoren
z=xiin

(X244 1D)(2)=224+1=(241i)(z—1)
von 0 verschieden. Da C ein Korper ist, kann dann das Produkt nicht 0 werden.

Proposition 12.32 (Nullstellen versus Linearfaktoren). Sei K ein Korper und P # 0 ein
Polynom aus K[X]. Sei a € K. Dann sind dquivalent:
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(a)  a ist Nullstelle: P(a) = 0.
(b) X —a ist ein Faktor von P: es gibt ein Q € K[X]| mit

P(X) = (X — a)Q(X).

Beweis. (b) = (a): Hier miissen wir nur einsetzen und benutzen, daf die Auswertung ein
Ringhomomorphismus ist:

P(a) = (X = a)Q(X))(a) = (a — a)Q(a) = 0.

(a) (b): Sei nun a eine Nullstelle von P. Wir berechnen Polynomdivison von P(X) durch
D(X) = (X — a) nach Satz 12.27. Das liefert Polynome @, R mit

P(X) = (X —a)Q(X) + R(X)

und deg(R) < deg(X — a) = 1. Folglich ist R(X) ein konstantes Polynom. Seinen Wert bestim-
men wir durch Auswerten als

R(a) = (P - (X = a)Q)(a) = P(a) — (a — a)Q(a) = P(a).
Aber weil a eine Nullstelle von P ist, handelt es sich bei R(X) um das Nullpolynom. Aus R = 0

folgt aber
P(X)=(X —a)Q(X). O

Satz 12.33. Sei P € K[X], P # 0 ein Polynom.
(1) Das Polynom P hat eine Darstellung

P(X)= (X —a1)® ... (X —a,)° - Q(X) (12.2)

mit r € Ny, paarweise verschiedenen aq,...,o, € K, Exponenten eq,...,e, € N und
einem Polynom @ € K|[X]| ohne Nullstellen.

(2)  Die Nullstellen von P sind genau o, ..., o.

(3)  Die Darstellung (12.2) ist eindeutig bis auf Permutation der Faktoren (X — o).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer solchen Darstellung per Induktion iiber deg(P).
Wenn P keine Nullstelle in K hat, dann ist » = 0 und P = Q. Dieser Fall schliefst den Indukti-
onsanfang ein, wenn deg(P) = 0.

Nehmen wir nun an, daf alle Polynome vom Grad kleiner als deg(P) bereits eine Darstellung
(12.2) besitzen. Auferdem diirfen wir annechmen, daf P eine Nullstelle & € K hat, denn der Fall
ohne Nullstellen ist ja bereits abgehandelt. Nach Proposition 12.32 gibt es dann ein Polynom
P(X) mit

P(X) = (X —a)P(X).
Es gilt nach Proposition 12.24
deg(P) = deg(P) — deg(X — o) = deg(P) — 1 < deg(P).

Daher besitzt nach Induktionsannahme P(X) eine Darstellung wie behauptet. Die gesuchte
Darstellung (12.2) von P ergibt sich nun durch Multiplikation mit dem Faktor X — a. Dies zeigt
die Existenz.

Als néchstes zeigen wir, daf die in (12.2) vorkommenden «j,...,a, genau die Menge der
Nullstellen von P sind. Nun, P(x) = 0 ist fiir x € K, weil Auswerten ein Ringhomomorphismus
ist, dquivalent zu

0=Px)=(r—a)...(z — ) Q(x).
In einem Korper ist ein Produkt genau dann 0, wenn es einen Faktor gibt, der 0 ist. Der Faktor
Q(z) ist nach Voraussetzung stets # 0, also kommt nur einer der Faktoren (x — ;) in Frage. Jede
Nullstelle von P findet sich also unter den ayq, ..., a,. Umgekehrt ist auch jedes i, i =1,...,7
eine Nullstelle wegen e; > 1 und Proposition 12.32.

Nun zur Eindeutigkeit. Dies zeigen wir wieder per Induktion tiber deg(P). Der Induktionsan-
fang wird wieder durch den Fall der Polynome ohne Nullstellen gegeben. Weil wir gerade gesehen
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haben, daf die ag,...,a, genau die Nullstellen von P sind, kommen diese hier nicht vor und
notwendigerweise P = (). Das ist eindeutig.

Nehmen wir nun an, daf die Darstellung (12.2) fiir alle Polynome mit Grad kleiner deg(P)
bereits als eindeutig bewiesen ist. Und nehmen wir an, dafs

PX)=(X—-—a1) ...- (X —a)" - Q(X)
eine weitere Darstellung
P(X)=(X - B)" ... (X - B)"  R(X)

besitzt. Da P eine Nullstelle hat, ist » > 1. Die Nullstelle vy kommt dann unter den 3; vor.
Nach Anwendung einer Permutation der §; diirfen wir annehmen, daf a; = p;. Wir kiirzen
einen Faktor, schlieffen mit Korollar 12.26 auf

(X —a)? (X =) - Q(X) = (X =)L (X = Bo) - R(X)

und dies ist ein Polynom vom Grad deg(P) — 1. Aus der Induktionsannahme folgt nun die
Eindeutigkeit fiir dieses Polynom (bis auf Permuation der Faktoren) und damit die Eindeutigkeit
fir P. ([

Korollar 12.34. Ein Polynom P € K[X]|, P # 0 hat hichstens deg(P)-viele verschiedene
Nullstellen.

Beweis. Nach Satz 12.33 und mit dessen Notation hat P genau r Nullstellen und
deg(P) = deg(Q +Zez>0+21—r O

Definition 12.35. Mit der Notation von Satz 12.33 bezeichnen wir den Exponenten e; als die
Multiplizitat (Vielfachheit) der Nullstelle «;.

Korollar 12.36. Ein Polynom P € K[X]|, P # 0 hat hichstens deg(P)-viele verschiedene
Nullstellen, wenn man jede mit ihrer Multiplizitdt gewichtet zdhlt.

Beweis. Nach Satz 12.33 und mit dessen Notation gilt

deg(P) = deg(Q) + Z e; > Z €;. O

Satz 12.37. Sei K ein Kérper. Die Abbildung
K[X] — Abb(K, K),
welche einem Polynom seine zugehorige Polynomfunktion zuordnet, ist

(1) injektiv <= K ist ein unendlicher Korper,
(2) surjektiv <= K ist ein endlicher Korper.

Beweis. Sei zundchst K ein unendlicher Korper. Wenn die Polynomfunktion zu P € K[X] die
Nullfunktion ist, dann hat P unendlich viele Nullstellen. Also folgt aus Korollar 12.34, dafs
P = 0. Die Abbildung hat daher in diesem Fall trivialen Kern und ist injektiv.

Betrachten wir weiter die charakteristische Abbildung 1, von a € K, also 1,(z) = 0 fir
a # x und 14(a) = 1. Dann hat 1, unendlich viele Nullstellen und dasselbe Argument zeigt, daf
nur das Nullpolynom 1, darstellen kénnte. Aber 1, # 0 ist nicht die Nullfunktion, also ist die
Abbildung K[X] — Abb(K, K) in diesem Fall nicht surjektiv.

Sei nun K ein endlicher Kérper. Das Polynom

PX)=[][(X -«

acK
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hat Grad
deg(P) :deg< H(X—a)) = Z deg(X —a) = Z 1=|K]|,
acK acK acK
und daher ist P # 0. Andererseits hat P in jedem o € K eine Nullstelle. Daher ist die zugehorige
Polynomfunktion die Nullfunktion, obwohl P # 0. Die Abbildung des Satzes ist somit hier nicht

injektiv.
Lagrange-Interpolation, wie sie in Aufgabe 28 behandelt wurde, zeigt, daf es fiir paarweise
verschiedene x, ...,z4 € K und beliebige by,...,bs € K (genau) ein Polynom P € K[X] vom

Grad < d gibt mit P(z;) = b; fir alle : =0, ...,d:

d
P(X):Zbi-HX_xj

T — 1
i=0 G " J

16st diese Interpolationsaufgabe, wie man durch Einsetzen sofort nachrechnet.
Sei nun K ein endlicher Koérper und f : K — K eine beliebige Abbildung f € Abb(K, K).
Dann gibt uns Lagrange-Interpolation ein P € K[X] vom Grad < |K| — 1 mit

P(a) = f(«a) Va € K.
Die Polynomfunktion zu P ist nichts anderes als f. Somit folgt fiir endliche Korper K, daf die
Abbildung K[X] — Abb(K, K) surjektiv ist. O
12.3. Das charakteristische Polynom.

Definition 12.38. Sei K ein Korper. Unter der Determinante einer Matrix
A(X) = (ag(X)) € Ma(K[X])
mit Eintragen a;;(X) € K[X] im Polynomring verstehen wir das Polynom
det(A(X)) € K[X],

das sich aus der Leibniz-Formel ergibt:

det(A(X)) = 3 sign(o) [ [ aings (X).
oc€Sn =1
Seien A(X) = (a;;(X)) € My (K[X]) und A € K. Mit A(X) = (a;5(N)) € M, (K) bezeichnen
wir die Auswertung von A(X), genauer die Matrix der Auswertungen der Matrixeintrige von
A(X) in A
Lemma 12.39. Es gilt: det(A(N)) = det(A(X))(A).

Beweis.

det(AN) = 3 sign(o) [ aioi () = ( 3 sign(U)Haw(i)(X)>()\) — det(A(X))(\). O
=1 =1

aESn G'GSn

Definition 12.40. Sei K ein Korper. Sei A € M,,(K) eine quadratische Matrix. Das charak-
teristische Polynom von A ist

XA(X)=det(X -1-A) € K[X].

Wir wollen auch fiir einen Endomorphismus f : V' — V das charakteristische Polynom de-
finieren. In die Definition wird die Wahl einer Basis eingehen und die damit gebildete Darstel-
lungsmatrix von f. Wir studieren daher zunéchst, wie die Wahl der Basis die Darstellungsmatrix
beeinflufst.

Wechselt man von der Basis % zur Basis %’, dann braucht man die Basiswechselmatrix

S =5% =M%, (idy) € GL,(K)
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und ersetzt damit die Darstellungsmatrix A = Mg( f) durch die neue Darstellungsmatrix
A= SAST.
Dies fiihrt zu folgender Definition.

Definition 12.41. Sei K ein Korper. Zwei Matrizen A, B € M,,(K) heiffen &hnlich,
A~ B,

wenn es ein S € GL,(K) gibt mit
B=SAS™.

Proposition 12.42. Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

Beweis. Seien A, B,C € M,,(K) beliebig.

Reflexiv: Das folgt mit S =1 aus A = 141" wegen 17! = 1.

Symmetrisch: Wenn A ~ B, dann gibt es S € GL,,(K) mit B = SAS~!. Setzen wir T = S,
dann ist 7-! = S und T € GL,(K). Dann folgt B ~ A aus

TBT ' =T(SAS™H)T7! = 571545715 = A.

Transitiv: Wenn A ~ B und B ~ C, dann gibt es S,T € GL,(K) mit B = SAS~! und
C = TBT~!. Setzen wir U = T'S, dann ist U"! = S7!T~! und U € GL,(K). Dann folgt A ~ C
aus

C=TBT'=T(SAS HT ' =vAU". O

Proposition 12.43. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und f:V — V ein Endomor-

phismus.

(1) Sind A und A" Darstellungsmatrizen von f beziiglich der Basen % und %' von V, dann
sind A und A" dhnlich.

(2) Sei A=M%(f) die Darstellungsmatriz von f beziglich der Basis 8. Wenn A’ dhnlich ist
2u A, dann ist A" Darstellungsmatriz von f beziiglich einer Basis von V.

Damit sind die Darstellungsmatrizen von f genau die Matrizen aus einer Aquivalenzklasse der
Matrizen beziiglich Ahnlichkeit.

Beweis. (1) Die Darstellungsmatrix A = M%(f) &ndert sich bei Basiswechsel nach der Basis-
wechselformel Proposition 7.42 zu A’ = SAS™! mit S = 5%, € GL,(K).

(2) Man muf nur zeigen, dak bei gegebener Basis 4 und S € GL,,(K), eine zweite Basis %’
existiert, so daf S die entsprechende Basiswechselmatrix Sgg/ ist.

Sei # = (b1,...,by). Nach Proposition 7.13 gibt es einen Automorphismus ¢ : V' — V mit

S =MZ()
und folglich
S =MZ(e ).

Wir setzen &' = (p(b1),...,¢(bn)), das ist ebenfalls eine Basis, weil ¢ ein Automorphismus ist.
Per Definition ist die Matrix von ¢ beziiglich 2 und %’ einfach

M7 (¢) = 1.
Die Basiswechselmatrix berechnet sich mittels Satz 7.36 zu
SZ, =M% (idy) =M% (pop ) =MZ () ME(p ) =1-5 = 5. O

Proposition 12.44. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom: fir alle
AeM,(K) und S € GL,(K) ist

Xsas-1(X) = xa(X).
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Beweis. Der Determinantenmultiplikationssatz® gilt auch fiir Matrizen mit Eintréigen in Poly-
nomen. Daher folgt:
Xsas-1(X) =det(X -1 - SAS™)

= det(S(X -1 — A)S™) = det(S) det(X - 1 — A)det(S) ™ = xa(X). O
Definition 12.45. Das charakteristische Polynom eines Endomorphismusi f : V' — V eines
endlichdimensionalen K-Vektorraums V' ist

xr(X) = xa(X) € K[X]

fiir eine (jede) Darstellungsmatrix A = M%(f) von f.

Bemerkung 12.46. Nach der Vorrede ist die Wohldefiniertheit von x ;(X) klar: die Darstellungs-
matrizen zu zwei Basen sind dhnlich (Proposition 12.43) und haben daher dasselbe charakteris-
tische Polynom, siehe Proposition 12.44.

Satz 12.47. Seien K ein Kéorper, A € M, (K) eine quadratische Matriz und f : V. — V ein
Endomorphismus des endlichdimensionalen K -Vektorraums V.

(1)  Die Figenwerte von A sind genau die Nullstellen von x4(X) aus K.

(2)  Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von x (X)) aus K.

Beweis. Weil nach Lemma 12.39 das Auswerten mit Determinante vertauscht, folgt die Behaup-
tung sofort aus Satz 12.7 und Korollar 12.8. O

Beispiel 12.48. Sei A eine obere Dreiecksmatrix

o ke %
a=|"
S
0 0 oap
Dann ist
X -0 * *
0 t. t. . n
xa(X) = det _ o ' =[x - a)
: * i=1
0 e 0 X —an
und die Menge der Eigenwerte ist {aq, ..., a,}. Einen Eigenvektor zum Eigenwert a; kann man

sehen: das ist e;. Wenn die *-Eintrage von A alle verschieden von 0 sind, dann sind fiir ¢ > 1
die Vektoren e; keine Eigenvektoren zum Eigenwert «;. Trotzdem wissen wir bereits, daf die
entsprechenden Eigenrdume V,,, # 0 sind.

Beispiel 12.49. Sei ¢ € R und

_ [ cos(yp) —sin(p)
Do) = ((SF) o)) )

4Das ist etwas aufwendiger. Entweder beweist man den Determinantenmultiplikationssatz det(A)det(B) =
det(AB) nochmals durch eine wenig erhellende Indexschlacht mit der Leibniz-Formel fir die jeweiligen De-
terminanten. Daraus folgt dann, daf det(A)det(B) = det(AB) sogar fiir Determinanten mit Eintrdgen in
einem beliebigen Ring. Oder man iiberlegt sich, dak es ausreicht, det(A)det(B) = det(AB) zu zeigen fiir
universelle Matrizen, deren Eintrége a;; und b;; unabhéngige Variablen sind. Man arbeitet dann im Polynomring
R = Z[ai;,bij ; i,§ = 1,...,n] mit n*-vielen Variablen. Dieser Polynomring R ist in einem Korper K enthal-
ten. Damit wird der Determinantenmultiplikationssatz det(A) det(B) = det(AB) fiir die universellen A und B
zu einem Spezialfall des Determinantenmultiplikationssatzes fiir Matrizen mit Eintrdgen aus K. Dieser Fall mit
Koeffizienten aus einem Korper K ist aber schon bewiesen!
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Die durch Matrixmultiplikation mit D(¢) vermittelte lineare Abbildung nennen wir D,,. Dies
ist die Drehung um den Ursprung 0 € R? im mathematisch positiven Drehsinn um den Winkel
. Dazu beschreiben wir einen Vektor z € R? durch Polarkoordinaten als

_ [ cos(¥)
=7 sin(v))
und rechnen dann

- cos(y) cos(p) —sin(yp) cos(v)
D@(x) = D(‘P) ( sm(cp) ) < siﬂ((p) cos(ap) ) < Sln("tb )
B cos(p) cos(¢) — sm p)sin(y) | cos <p + )
=" sin(p) cos(¢)) + cos(p) sin(yp) ) "\ sin (o + )
Hier haben wir die Additionstheoreme fir Sinus und Cosinus verwendet. Dafiir verweisen wir

auf Analysis.

Wir berechnen nun die Eigenwerte von D(y). Das charakteristische Polynom ist
XD()(X) = (X — cos()) (X — cos(p)) — sin(p)(—sin(p)) = X* — 2cos(p) X + 1.
(Dies braucht die Formel cos?(y) + sin?(yp) = 1, wieder Analysis.) Die Nullstellen sind (in C)
A1/2 = cos(p) T isin(ep).

Also hat D(¢) nur dann Eigenwerte, wenn ¢ = kr mit k € Z, und zwar A = 1, wenn k gerade
ist, oder A = —1, wenn k ungerade ist. Die entsprechenden Abbildungen D, sind die Identit&t
als Drehung um ¢ = 0 und die Punktspiegelung als Drehung D, = —id.

Eine Drehung mit ¢ ¢ 7 - Z hat keine Eigenvektoren! Das erwarten wir auch geometrisch.

Nun betrachten wir D(¢) durch R C C als Matrix in Ms(C) mit komplexen Eintrégen. In
diesem Fall hat das charakteristische Polynom stets Losungen, und wenn ¢ ¢ 7 - Z sogar zwei
verschiedene. Als lineare Abbildung

D, : Cc? —» C?
gibt es also stets Eigenwerte und entsprechend Eigenvektoren.
Definition 12.50. Sei K ein Korper.
(1) Die Spur einer quadratischen Matrix A = (a;;) € My, (K) ist
tr(A) = a1 +age+ ...+ apy

die Summe der Diagonalelemente.
(2) Die Spur eines Endomorphismus f : V' — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraums
V ist
tr(f) = tr(M%(/))

fiir jede Darstellungsmatrix von f.

Wir zeigen, daf die Spur eines Endomorphismus nicht von der Wahl der Basis fiir die Darstel-
lungsmatrix abhéngt. Dazu identifizieren wir Spur und Determinante (bis auf ein Vorzeichen)
mit gewissen Koeffizienten des charakteristischen Polynoms.

Proposition 12.51. Das charakteristische Polynom hat die folgende Form.:
(1) Sei A= (aij) € Mp(K). Das charakteristische Polynom hat Grad

deg(xa(X)) =n

und die Form

xa(X) = X" —tr(A) - X" 4 . 4 (=1)"det(A).
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(2) Sei f:V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums. Dann
gilt
deg(xy) = dim(V)
und, wenn dim(V') = n, dann hat das charakteristische Polynom die Form
Xf(X) = X" —tr(f) X4 (=D det(f).

Beweis. (2) folgt sofort aus (1) angewandt auf eine Darstellungsmatrix von f. Fiir (1) analysieren
wir den Grad der Summanden in der Leibniz-Formel zu det(X -1 — A). Jeder Summand ist ein
Produkt von n-Faktoren der Form (X — a;;) oder —a;; mit ¢ # j. Der Grad eines Summanden
ist damit nach Proposition 12.24

Anzahl der Faktoren (X — ay;) = [{i ; o(i) = i}|

die Anzahl der Fixpunkte von o (das gilt nur, wenn kein Faktor —a;; = 0 ist, denn dann ist der
Grad per Konvention —o0). Das Maximum wird von der Identitit o = id erreicht. Der Summand

mit dem hochsten Grad ist also
n

H(X —a;)=X"—(a11 +ax+...+ ann)X”_1 + Terme kleineren Grades.

i=1
Alle anderen o # id haben hochstens n — 2 Fixpunkte, somit die entsprechenden Summanden
Grad < n — 2. Daher gilt

xa(X) = X" —tr(A) - X" ! + Terme kleineren Grades.

Es fehlt noch der konstante Term (mit X) in x 4(X). Diesen bekommt man durch Auswertung
in X = 0, siche Lemma 12.39:

xA(0) =det(0-1— A) =det(—A) = (—1)" det(A). O

Korollar 12.52. Sei K ein Kérper.

(1)  Eine quadratische Matriz A € M,,(K) hat hichstens n verschiedene Eigenwerte.
(2)  Ein Endomorphismus f : V — V eines endlichdimensionalen K - Vektorraums V' hat hochs-
tens dim(V')-viele verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 12.51 zusammen mit Korollar 12.34. U

Korollar 12.53. Sei K ein Kdrper.
(1) Ahnliche Matrizen haben gleiche Spur: sei A € My, (K) und S € GL,,(K). Dann gilt

tr(A) = tr(SAS™).

(2) Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Die Spur tr(f) eines Endomorphismus
f:V =V ist wohldefiniert.

Beweis. Da —tr(A) der Koeffizient von X" ! in x4 (X) ist, folgt (1) aus Proposition 12.44.
(2) Basiswechsel #ndert die Darstellungsmatrix A zu einem SAS~!, siche Proposition 12.43.
Damit folgt (2) sofort aus (1). O

Zum Schlufs des Abschnitts beschreiben wir noch die algebraischen Eigenschaften der Spur.

Proposition 12.54. Die Spur ist linear.
(1) Seien A,B € M, (K) und p € K. Dann gilt
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
tr(AA) = X - tr(A4)
Damit ist die Spur eine lineare Abbildung
tr: M, (K) — K.
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(2) SeienV ein endlichdimensionaler K - Vektorraum, f, g Endomorphismen vonV und \ € K.
Dann gilt

tr(f +g) = tr(f) + tr(g)
tr(Af) = A+ tr(f)
Damit ist die Spur eine lineare Abbildung
tr : Homg (V, V) — K.

Beweis. (2) folgt sofort aus (1), weil M% : Homg (V, V) — M, (K) linear ist. Und (1) folgt sofort
aus der Definition der Spur und der K-linearen Struktur von M, (K). O

12.4. Invariante Unterrdume. Eigenrdume sind Spezialfille von invarianten Unterrdumen.

Definition 12.55. Sei f : X — Y eine Abbildung von Mengen. Die Einschrankung von f auf
die Teilmenge U C X ist die Abbildung

f‘U U =Y
mit fly(u) = f(u) fir alle u € U.

Bemerkung 12.56. (1) Die Einschrinkung von f : X — Y auf U C X ist mit der Inklusion
1 : U — X nichts anderes als die Komposition

flu s foi.

(2) Die Einschrankung einer linearen Abbildung f : V' — W auf einen Unterraum U C V
ist wieder eine lineare Abbildung. Die Inklusion ¢ : U — V ist linear und daher auch die
Komposition f|y : f oi.

Definition 12.57. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein f-
invarianter Unterraum von V ist ein Unterraum U C V, so dak f(U) C U.

Bemerkung 12.58. Wenn U C V ein f-invarianter Unterraum ist, dann bezeichnen wir die durch
Einschrankung auf U in Definitionsbereich und(!) Wertebreich entstehende Abbildung ebenfalls
mit

f’U U = U.

Es ergibt sich dann ein kommutatives Diagramm

U —V

W

U —V

Beispiel 12.59. (1) Ein Eigenraum zu f : V — V ist ein f-invarianter Unterraum.
(2) Ein f-invarianter Unterraum U C V mit dim(U) = 1 ist nichts anderes als der von einem
Eigenvektor v € V' aufgespannte Unterraum (v)g = K - v.

Proposition 12.60. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines K -Vektorraums, und ses U C'V
ein f-invarianter Unterraum, und sei pr : V — V/U die Quotientenabbildung. Dann gibt es eine
eindeutige lineare Abbildung

f:V/U - V/U,
so daf$ fiir allev € V gilt: f(pr(v)) = pr(f(v)).
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Beweis. Die Bedingung f(pr(v)) = pr(f(v)) legt f eindeutig fest, weil jeder Vektor in V/U von
der Form pr(v) fiir ein v € V ist. Zur Existenz betrachten wir

vLvEE v

WEeil U ein f-invarianter Unterraum ist, gilt
pr(f(U)) € pr(U) =0.
Nach der Quotienteneigenschaft von pr : V' — V/U folgt eine eindeutige Faktorisierung f wie

im Diagramm:
f

|4 Vv (]

prl 7 |

viu - v

Ein invarianter Unterraum bedeutet, daf wir in einer der Situation angepafsten Basis eine
obere Blockdreiecksmatrix haben:

Satz 12.61. Se: f : V. — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums mit dim(V) = n.
Sei U C V' ein Unterraum der Dimension r. Sei B = (b1,...,b,) eine Basis von V, so daf
U= (by,...,b.)k. Dann sind dquivalent:

(a) U ist ein f-invarianter Unterraum von V.

(b)  Die Darstellungsmatriz von f beziiglich 9B ist eine obere Blockdreiecksmatriz:

wzn=(5 5 )
mit A € M, (K), B € M,y (n—y)(K) und D € My, _.(K).
In diesem Fall ist A die Darstellungsmatriz zu f|y beziglich der Basis (b1,...,by) und D die
Darstellungsmatriz zu B
f:v/jU—-V/U
beziiglich der Basis % = (byy1,...,by) wobei b; € V/U das Bild von b; unter der Quotientenab-
bildung V- — V/U ist.

Beweis. (a) = (b): Fiir j = 1,...,rist f(b;) € f(U) C U. Damit ist f(b;) eine Linearkombina-
tion der by, ..., b,. Also hat die j-te Spalte der Darstellungsmatrix, das ist f(b;) in Koordinaten
beziiglich A, Eintrdage # 0 hochstens fiir die Zeilen ¢ < 7. Dies zeigt bereits die 0 im linken
unteren Block der Darstellungsmatrix.

(b) = (a): Fiir alle j = 1,...,r gilt f(b;) ist Linearkombination der by,...,b,, folglich
f(bj) € U. Da U von den by, ..., b, aufgespannt wird, folgt f(U) C U.

Der Beweis zeigt bereits, dak A die Darstellungsmatrix zu f|y beziiglich der Basis (b1,. .., b;)
ist. Um die Darstellungsmatrix zu f zu bestimmen, muf man f(b.4;) fir j = 1,...,n —r
bestimmen. Das berechnet man auf Urbildern b,,; als f(b,4;), in Koordinaten die r + j-te

Spalte von M%(f). Wenn B = (8;;) und D = (d;;), dann gilt

Fbrig) = Bibi+ Y dijbrsi
i=1 i=1

Das anschliefende Projizieren auf V/U vergift die Koordinaten beziiglich by, ..., b, und behélt
die entsprechenden Spalten von D als Koordinatenvektor:

fbryj) = Z dijbryi. O
=1
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Bemerkung 12.62. Ein invarianter Unterraum hat nicht notwendigerweise ein invariantes Kom-
plement. Nehmen wir V = K2 und f : K? — K? die Multiplikation mit

11
=(o1)

dann ist U = (e1) k = K-e; ein invarianter Unterraum, aber es gibt kein invariantes Komplement.
Ein solches ware eindimensional und fiir ein x € K von einem Vektor

V= eg + xe]

=5 1) (7)=("T") ¢t

Daher ist keines der moglichen Komplemente (v) g invariant unter f.

Alternativ kann man argumentieren, daff ein invariantes Komplement als invarianter eindi-
mensionaler Unterraum von einem Eigenvektor aufgespannt wére. Das charakteristische Polynom
ist

aufgespannt. Aber

xa(X) = (X —1)%
und somit 1 der einzige Eigenwert. Der zugehorige Eigenraum ist

ker(l-l—A):ker((g o )):K-el.

Alle Eigenvektoren liegen bereits in U: es gibt kein invariantes Komplement.

Proposition 12.63. Fir eine quadratische Matriz in oberer Blockdiagonalform
A B
v-(45)
mit quadratischen Diagonalen A und D gilt

det(M) = det(A) - det(D).

Beweis. Das kann man aus der Leibniz-Formel ableiten: nur die Permutationen o tragen bei,
welche die Spaltenindizes aus dem Bereich der Spalten von A nicht mit denen aus dem Bereich
der Spalten von B und D mischen. Solche fithren némlich zu einem Faktor 0 aufgrund eines
Faktors aus dem links-unteren Block. Die Leibniz-Formel wird dann zu einem Produkt der
Leibnizformeln fiir A und fiir D. Etwas genauer:

Sei A € M,(K), D € My(K) und M = (a;;) € M,(K) mit n = r + s. Zu jedem Paar von
o1 € S, und o9 € S betrachten wir die Permutation o € S,, definiert durch

N o1(7) i<r
U(Z)_{ ag(i—lr)—i—r >,

welche o1 auf {1,...,7} mit oy auf {r+1,...,r+ s} (bis auf Translation mit ) zusammensetzt.
Die so beschriebene Abbildung

Sp xSy = Sy

ist injektiv, und das Bild sind genau die Permutationen, welche die ersten r Indizes nicht mit
den hinteren s Indizes mischen. Es gilt mit dieser Notation

sign(o) = sign(01) - sign(o2),
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wie man durch Abzdhlen der notigen Transpositionen in einer Produktdarstellung sieht. Dann
gilt

det(A) - det(D) = ( Z Sign(UI)Haial(i)> . ( Z sign(o) H aig2(i,T)+T>
01ESy i=1 02€ S i=r+1

- Z Sign(01>Sign(02) Hai0'1 () ° H Qigy(i—1)+r

(01,02)ESr xS 1=1 i=r+1
n

= Z sign(o) Haw(i) = det(M),
o€Sy,, nicht mischend =1

weil die anderen Summanden in der Leibniz-Formel fiir det(M) jeweils einen Faktor im linken
unteren Block haben.

Alternativ kann man auch mit elementaren Zeilenoperationen A zur oberen Driecksmatrix A’
und D zur oberen Dreiecksmatrix D’ machen. Dabei seien fiir A (bzw. D) a (bzw. d Vertau-
schungen vorgenommen worden. Dann gilt

det(A) = (=1)%det(4’) und  det(D) = (—1)%det(D").
Wenn man dieselben Zeilenoperationen auf M anwendet, dann wird mit a + d-vielen Vertau-

schungen aus M die Matrix
A B
r_
w5 )

wobei wir iiber B’ nichts sagen miissen. Nach dem Beispiel der Determinante einer oberen
Dreiecksmatrix folgt nun

det(M) = (—1)2 ¢ det M = (—1)**? det(A’) - det(D’) = det(A) - det(D). O
Korollar 12.64. Fir eine quadratische Matriz in oberer Blockdiagonalform
v=(35)
mit quadratischen Diagonalen A und D gilt
xar(X) = xa(X) - xp(X).

Beweis. Es gilt nach Proposition 12.63 angewandt auf X -1 — M:

xm(X)=det(X -1 —-M)=det(X -1—-A) -det(X-1—D)=xa(X) xp(X). O
Korollar 12.65. Seien V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endo-

morphismus. Sei U C 'V ein f-invarianter Unterraum und f : V/U — V/U der von f induzierte
Endomorphismus. Dann gilt

X1 (X) = xp1p (X) - xf(X).
Beweis. Das folgt sofort aus Satz 12.61 und Korollar 12.64. O

12.5. Fahnen und obere Dreiecksmatrizen. Wir zeigen in diesem Abschnitt, welchen pro-

funden Einfluf die arithmetischen Eigenschaften des charakteristischen Polynoms auf die mog-

liche Gestalt der Darstellungsmatrix haben.

Definition 12.66. Eine Fahne eines K-Vektorraums V ist eine aufsteigende Folge
WoCWiCTWrC...CW,

von Unterrdumen von V.
Eine vollstidndige Fahne ist eine Fahne

O=WogcWicWecC...CW,=V
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mit dim(W;) =i fir alle i =0,...,n.

Beispiel 12.67. Sei # = (b1, ...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V. Dann beschreiben die
Unterrdume
Wi = <b11"'7bi>K
eine vollstdndige Fahne von V.
Aufgrund des Basisergdnzungssatzes ist jede vollstdndige Fahne 0 = Wy C Wy C Wy C
... C W, =V von dieser Form: by,...,b; sei konstruiert als Basis von W;. Dann wihlt man
bi+1 € Wiy1 \ W; und erhélt mit by, ..., b;41 eine Basis von W;;1. Und weiter per Induktion ...

Definition 12.68. Ein Polynom P(X) € K[X]|, P(X) # 0, zerfillt vollstindig (in Linear-
faktoren), wenn es a,aq,...,a, € K und ey,...,e, € N gibt mit

PX)=a-(X—a1)® ...- (X —ap).

Proposition 12.69. Sei P(X) = Pi(X) - Po(X) fir Polynome P,P;, P, € K[X]|. Wenn P
vollstandig in Linearfaktoren zerfdllt, dann auch Py und Ps.

Beweis. Seien @), 1 und @5 die Polynome ohne Nullstellen in K aus den Faktorisierungen von
P, P, und P, wie in Satz 12.33. Dann hat Q;(X) - Q2(X) auch keine Nullstellen in K, denn fiir
jede solche av € K wére bereits einer der Faktoren in Q;(«) - Q2(c) Null.

Daher erhélt man durch Multiplizieren der Darstellungen fiir P, mit der von P» eine Darstel-
lung fiir P. Die Eindeutigkeit in Satz 12.33 zeigt

Q(X) = Qu(X) - Q2(X).

Nach Voraussetzung ist deg(Q) = 0, also 0 = deg(Q) = deg(Q1) + deg(Q2). Daher sind Q1(X)
und Q2(X) konstant. O

Satz 12.70 (Fahnensatz). Sei f : V. — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen

K-Vektorraums V. Dann sind dquivalent:

(a) 'V hat eine vollstindige Fahne 0 = Wy C Wy, C Wy C ... CW,, =V aus f-invarianten
Unterrdumen W;.

(b)  Es gibt eine Basis # = (b1,...,by), beziglich derer f eine obere Dreiecksmatriz als Dar-
stellungsmatriz hat.

(c)  xp(X) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.

Beweis. (a) = (b): Wir konstruieren wie in Beispiel 12.67 eine Basis (b1, ..., b,) mit
Wi = (b1, ..., b)) k.

Weil f(b;) € f(W;) € W; gilt, kann man f(b;) als Linearkombination der b; mit ¢ < j schreiben.
Die Darstellungsmatrix beziiglich 2 hat als j-te Spalte gerade f(b;) in Koordinaten beziiglich 4,
also nur Eintrage # 0 in Zeilen mit ¢ < j. Diese Darstellungsmatrix ist eine obere Dreiecksmatrix.

(b) = (c): Das charakteristische Polynom kann man beziiglich jeder Darstellungsmatrix
berechnen. Also wihlen wir eine Basis %, so dak A = M%(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.
In diesem Fall haben wir in Beispiel 12.48 bereits x (X) = xa(X) berechnet: ein Produkt von
Linearfaktoren.

(c) = (a): Dies zeigen wir per Induktion tiber dim(V'). Wenn dim(V') = 0, dann ist nichts zu
tun. Wenn deg(x (X)) = dim(V') > 0, dann hat x 7(X) einen Linearfaktor X — X und daher eine
Nullstelle A € K. Nullstellen von x¢(X) sind Eigenwerte von f. Es gibt daher ein 0 # v € V).
Sei

Wi = (v)k.
Da v ein Eigenvektor ist, ist Wj ein f-invarianter Unterraum. Sei fi; = f|w,. Es induziert f auf
V = V/Wj einen Endomorphismus f : V — V. Es gilt nach Korollar 12.65

Xf(X) = xp(X) - xp(X).
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Nach Proposition 12.69 zerfallt auch y f(X ) vollstandig in Linearfaktoren. Per Induktionsvor-
aussetzung gibt es eine f-invariante vollstindige Fahne
0=WoCW;C...CW,_1=V.

Sei pr: V — V = V/W; die Quotientenabbildung. Dann ist mit W; = pr—!(W;_1)

0CWi CWoC...C Wy 1 CW,=V. (12.3)
Wegen

Wi = ker(pr|w, : Wy = W;_1)

folgt aus dem Kern/Bild-Dimensionssatz, Satz 6.18,

Auferdem ist fiir alle w € W; auch f(w) € W;:
pr(f(w)) = f(pr(w)) € f(Wi-1) € Wi_1.
Dies zeigt, daf (12.3) eine f-invariante vollstandige Fahne in V' ist. O

Bemerkung 12.71. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt jedes Polynom P € C[X]
vollstdndig in Linearfaktoren. Daher erfiillt jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen
C-Vektorraums die dquivalenten Eigenschaften des Fahnensatzes.

Beispiel 12.72. Sei K =R und f : V — V habe die Darstellungsmatrix

0 -1
1 0 )
Dann besitzt V' keine vollstdndige f-invariante Fahne. Das charakteristische Polynom ist

xf(X)=X%2+1

und dies zerféllt in R[X] nicht in Linearfaktoren.

UBUNGSAUFGABEN ZU §12

Ubungsaufgabe 12.1. Zeigen Sie: die Menge der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen ist eine
Untergruppe von GL,(K). So eine Gruppe in GL, (K) heifst Borelsche Untergruppe.

Bemerkung: Der Begriff einer Untergruppe ist analog zum Begriff des Unterraums eines Vek-
torraums. Das ist eine Teilmenge H C G einer Gruppe G, so daf die Verkniipfung von G eine
Verkniipfung H x H — H definiert, so daf damit H selbst eine Gruppe ist.

Ubungsaufgabe 12.2 (LR-Zerlegung). Sei A € M, (K). Analysieren Sie das Gauf-Eliminations-
verfahren und zeigen Sie damit, daf es eine Permutationsmatrix P, (0 € S,), eine untere
Dreiecksmatrix L € M, (K) und eine obere Dreiecksmatrix R € M,,(K) gibt mit

PA=LR.

Ubungsaufgabe 12.3. Sei A € M, (K). Zeigen Sie, dak A und A? die gleichen Eigenwerte haben,
indem Sie

xa(X) = xar(X)
beweisen.
Ubungsaufgabe 12.4. Sei A € M,,(K). Zeigen Sie:
(1) AeGL,(K) <= 0 ist kein Eigenwert von A.
(2) Sei A€ GL,(K) und A € K ein Eigenwert. Dann ist A™! ein Eigenwert von A~!.

Ubungsaufgabe 12.5. Sei A € GL,(K). Driicken Sie das charakteristische Polynom von A~!
durch das charakteristische Polynom von A aus.
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Ubungsaufgabe 12.6. Sei A € My xn(K) und B € My, xm(K). Zeigen Sie
tr(AB) = tr(BA).
(Beachten Sie, dalt AB und BA bei n # m gar nicht dieselben Abmessungen haben!)
Ubungsaufgabe 12.7. Sei A € My(K). Zeigen Sie
tr(A) = det(1+ A) — 1 — det(A).
Gilt dies auch allgemein fiir A € M,,(K) und beliebiges n?

13. DIAGONALISIERBARKEIT

13.1. Die Eigenraumzerlegung. Wir verallgemeinern die innere direkte Summe von Defini-
tion 6.30 auf mehr als zwei Summanden.

Definition 13.1. Sei V ein K-Vektorraum. Die Summe
Ui+...+ U,

von r-vielen Unterrdumen Uy, ..., U, von V ist direkt, genauer eine innere direkte Summe
mit der Notation

,
he. oU=@QUucy,
i=1
wenn fir jeden Vektor x € Uy + ... + U, die Darstellung als z = y1 + ... + y mit y; € U; fiir
i=1,...,r eindeutig ist.
Man sagt, daft V die direkte Summe der Uy, ..., U, ist, wenn

V=U1€B...@Ur:é9Ui.
=1

Beispiel 13.2. Sei V ein K-Vektorraum. Sei (by, ..., b,) ein linear unabhéngiges Tupel von Vek-
toren aus V. Die Summe der Unterrdume

Ui = (bi)x = K - b;

ist eine innere direkte Summe aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der by, ..., b,.
Wenn B = (by,...,b,) sogar eine Basis ist, dann gilt

V:éK‘bi.
i=1

Proposition 13.3 (Kriterium fiir direkte Summe). Seien V' ein K-Vektorraum und Uy, ..., U,
Unterrdume von V. Dann sind dquivalent:

(a)  Die Summe ist direkt: Uy @ ... U, C V.

(b) Firallei=1,...,r gilt

U;N i Uj :{0}.

=1, j#i
Beweis. (a) == (b): Ein Vektor x € U;N>_"_; ,; U; hat zwei Darstellungen z = y1+. . .4y, mit
y; € Ui fiir e = 1,...,r: die eine mit y; = x und y; = 0 fiir j # ¢ und die andere x = z1 +... + 2,

mit z; = 0. Die Eindeutigkeit erzwingt x = y; = 2; = 0.
(b) = (a): Angenommen, es gibt x € Uy + ...+ U, mit zwei Darstellungen
Y+t =r=y oty
und y.,y/ € U;. Mit der Differenz z; =y, — y!/ € U; gilt dann
O=214+...4 2.
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Umgestellt erhalten wir

2 = Z(—Zj) elU;N ZUj = {0}

J#i J#i
Daher ist z; = 0 und damit y, = y/ fiir alle ¢ = 1,...,r. Die Darstellung ist also eindeutig und
die Summe direkt. O
Proposition 13.4. Sei V' ein K-Vektorraum und Un, ..., U, seien Unterrdume von V, deren

Summe in V' direkt ist. Dann ist
dm(Uy @ ... ®U,) = dim(U;).
i=1

Beweis. Das folgt analog wie der Fall mit zwei Summanden aus Korollar 6.32. Wenn %; eine
Basis von Uj; ist, dann ist das Tupel von Vektoren von V', das durch Hintereinanderhéngen der
Tupel &; entsteht, eine Basis der direkten Summe. O

Satz 13.5 (Eigenraumzerlegung). Seien Ai,...,\, paarweise verschiedene FEigenwerte einer
Matriz A (oder eines Endomorphismus f : V. — V). Dann ist die Summe der Eigenrdume V),
miti=1,...,r direkt:

Pwcv (13.1)
=1

(mit V.= K" im Fall der Eigenrdume der Matriz A).

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion {iber die Anzahl r der A;. Fiir r = 0 und r = 1 ist
nichts zu beweisen.

Sei nun die Aussage richtig fiir Anzahlen < r. Nehmen wir an, daf die Summe der Eigenrdume
nicht direkt ist. Dann gibt es nach Proposition 13.3 ein v; € V), ...v, € V), und ein ¢ mit

v = E v; # 0.
J#i
Diese Gleichung multiplizieren wir zum einen mit A\; und zum anderen wenden wir f darauf an.

Dies zeigt

> awp = M0 ) = v = o) = FO ) =D fu) =D Aoy

J#i J#i J#i J#i J#
Ohne den Index ¢ haben wir nur r — 1 Eigenwerte. Per Induktionsannahme ist die Summe der
Vy, mit j # ¢ daher direkt, und weil A\jvj, Ajv; € V), folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung
bereits

Aivj = Ajvj Vi=1,...,t—1,2+1,...,r.

Weil die Eigenwerte Aq,. .., A\, paarweise verschieden sind, folgt v; = 0 fiir alle j # ¢. Aber dann
ist auch v; = >, ,; v; = 0, ein Widerspruch. O

Bemerkung 13.6. Satz 13.5 besagt informell, daf Eigenrdume zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten zueinander maximal linear unabhéngig sind.

Als naheliegende Frage dréngt sich nun auf: Wann gilt in (13.1) Gleichheit? Fir welche En-
domorphismen beschreibt die Summe der Eigenrdume alles?

Beispiel 13.7. Wir schauen uns zunédchst ein Beispiel an, das zeigt, daf in (13.1) nicht immer
Gleicheit herrschen muf, und zwar die lineare Abbildung L4 : K? — K? zur Matrix

(3 1)

xa(X) = (X -1)%

mit charakteristischem Polynom
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Es gibt also nur den Eigenwert A\ = 1. Der zugehétrige Eigenraum enthélt e;, ist aber nicht

2-dimensional, weil sonst L4 = id die Identitét wéire im Widerspruch zu A # 1. Also ist
Vi=K-e ={e1)k

und in (13.1) gilt nicht Gleichheit.

Definition 13.8. (1) Die algebraische Multiplizitit (Vielfachheit) eines Eigenwerts A
der Matrix A (bzw. des Endomorphismus f) ist die Multiplizitdt von A als Nullstelle
des charakteristischen Polynoms x4(X) (bzw. x#(X)). Wir bezeichnen die algebraische

Multiplizitdt von A mit
amy(A) (bzw. amg(N)).

(2) Die geometrische Multiplizitdt (Vielfachheit) eines Eigenwerts A der Matrix A (bzw.
des Endomorphismus f) ist die Dimension
dim(V))
des zugehorigen Eigenraums. Wir bezeichnen die geometrische Multiplizitat von A mit

gmy(A)  (bzw. gmg(A)).

Satz 13.9. Die geometrische Multiplizitdt eines Eigenwerts ist stets kleiner oder gleich der
algebraischen Multiplizitdt:
gm(A) < am(\).

Beweis. Es reicht, dies fiir einen Endomorphismus f : V' — V mit dim(V') = n zu beweisen. Sei
A ein Eigenwert von f und V) der zugehérige Eigenraum. Sei m = dim(V)) die geometrische
Multiplizitat.

Als Eigenraum ist V) ein f-invarianter Unterraum. Zur Berechnung des charakteristischen
Polynoms benutzen wir eine Basis wie in Satz 12.61 und erhalten

Mz = (5 5 ).

wobei A die Darstellungsmatrix von f|y, ist. Weil fly, = X -idy,, ergibt sich A = X-1 und aus
Korollar 12.64 mit Beispiel 12.48 dann

XF(X) = xa(X) - xp(X) = (X = )Py p(X).
Aus dieser Produktzerlegung lesen wir die Behauptung ab. O

13.2. Basen von Eigenvektoren. Gegeben sei ein Endomorphismus f : V — V eines K-
Vektorraums mit dim(V') = n. Beziiglich einer Basis % sei

A =MZ(f)

die Darstellungsmatrix. Wie findet man eine zu f passende Basis, in der die Darstellungsmatrix
eine moglichst einfache Gestalt hat?

Basiswechsel dndert die Darstellungsmatrix A zu einem SAS~! mit S € GL,(K) und jedes
S ist moglich, siehe Proposition 12.43. Wir fragen also nach einer zu A &hnlichen Matrix mit
besonders guten Eigenschaften.
Definition 13.10. Sei K ein Korper.
(1) Eine Diagonalmatrix in M, (K) ist eine Matrix D = (d;;) mit d;; = 0 fiir alle 7 # j:

a; 0 - 0
D = 0

0

0 0 ap

Hier ist d;; = «;.
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(2) Eine Matrix A € M, (K) heift diagonalisierbar, wenn es ein S € GL,(K) und eine
Diagonalmatrix D gibt mit
A=SDS™.
(3) Ein Endomorphismus f : V' — V eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V' heift
diagonalisierbar, wenn es eine Darstellungsmatrix von f gibt, die eine Diagonalmatrix
ist.

Bemerkung 13.11. Die Gleichung A = SDS~! aus der Definition der Diagonalisierbarkeit kann
man auch ,umdrehen®. Es ist T = S~ € GL,(K) und

TAT™' =T(SDS™H)T™' = (TS)D(TS)™* = D.

In dieser Betrachtung wird die diagonalisierbare Matrix A durch Konjugation mit T zur Dia-
gonalmatrix D = TAT~!. Wenn wir geometrisch denken, dann entspricht A einem Endomor-
phismus, den wir durch Ubergang zur dazu dhnlichen Matrix TAT~! in einer anderen Basis
ausgedriickt haben, nun mit einer Diagonalmatrix und damit viel einfacher.

Proposition 13.12. Diagonalisierbarkeit ist eine Eigenschaft einer Ahnlichkeitsklasse von qua-
dratischen Matrizen: sind A, B € M,,(K) dhnlich, dann gilt

A diagonalisierbar <= B diagonalisierbar.

Beweis. Wegen A ~ B gibt es T € GL,,(K) mit B = TAT~!. Wenn A diagonalisierbar ist, dann
gibt es eine Diagonalmatrix D und S € GL,(K) mit A = SDS~!. Es folgt

B=TAT ' =T(SDS YT~ ! = (TS)D(TS)™!,

weshalb wegen U = T'S € GL,,(K) auch B diagonalisierbar ist. Die umgekehrte Richtung folgt
per Symmetrie mit demselben Beweis. (]

Proposition 13.13. Sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-
Vektorraums. Es sind dquivalent:

(a)  f ist diagonalisierbar.

(b)  Es gibt eine Basis # von V', so daf$ die Darstellungsmatriz Mg(f) diagonalisierbar ist.
(¢c)  Fiir jede Basis % von 'V ist die Darstellungsmatriz M%(f) diagonalisierbar.

Beweis. (a) = (b): Per Definition gibt es sogar eine Basis, beziiglich der die Darstellungsmatrix
eine Diagonalmatrix ist. Diagonalmatrizen sind diagonalisierbar.

(b) = (c): Nach Proposition 12.43 bilden die Darstellungsmatrizen von f beziiglich allen
moglichen Wahlen einer Basis von V' genau eine Ahnlichkeitsklasse. Nach Proposition 13.12 ist
jede Matrix in der Ahnlichkeitsklasse diagonalisierbar, wenn eine davon diagonalisierbar ist.

(c) = (a): In der Ahnlichkeitsklasse einer diagonalisierbaren Matrix befindet sich auch eine
Diagonalmatrix. Nach Proposition 12.43 ist diese Diagonalmatrix dann auch Darstellungsmatrix
flir eine geeignete Basis. U

Notation 13.14. Wir fiihren die folgende Kurznotation fiir eine Diagonalmatrix D mit Diagonal-
eintragen aq,...,a, € K ein:

a; 0 -~ 0
. 0 :

D = diag(ai,...,an) =
: o0
0 - 0 ap

Proposition 13.15. Sei A = SDS™! € M, (K) mit S € GL,,(K) und einer Diagonalmatriz D.
Dann bilden die Spalten von S eine Basis aus Eigenvektoren von A. Dabei ist der Figenwert
des Eigenvektors in der j-ten Spalte von S der j-te Diagonaleintrag von D.
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Beweis. Die Spalten einer invertierbaren Matrix bilden immer eine Basis, siehe Satz 11.34.
Sei D = diag(a1, ..., o). Die j-te Spalte von S ist v; = Se;. Dann zeigt
Avj = (SDS™1)(Se;) = SD(S™'S)e; = SDe; = S(aje;) = aj(Se;) = a;v;
die Behauptung. O
Proposition 13.16. Sei A € M, (K) und S € M,,(K) eine Matriz, deren Spalten eine Basis

aus Eigenvektoren von A bilden.
Dann ist S € GL,(K), und die Matriz D = S~1AS ist eine Diagonalmatriz, fir die

A=SDS™!
gilt. Dabet ist der der j-te Diagonaleintrag von D der Eigenwert des Figenvektors gegeben durch
die j-te Spalte von S.

Beweis. Bilden die Spalten einer Matrix S eine Basis, dann ist S € GL,(K), siehe Satz 11.34.
Sei A; der Eigenwert der j-ten Spalte v; = Se; von S. Dann ist die j-te Spalte von D
De; = (S7'AS)e; = ST1A(Sej) = S~ A,
= S_l()\jl}j) = )\jS_l(Sej) = /\j(S_lS)ej = )\jlej = )\jej.
Damit ist
D = diag(A1, ..., \n)
eine Diagonalmatrix, und es gilt
SDS™1 =8(571A8)S ! = (SS™HA(S71S) =141 = A. O
Bemerkung 13.17. Propositon 13.16 beschreibt, wie man zu diagonalisierbarem A € M,,(K) ein
S € GL,(K) und eine Diagonalmatrix D finden kann mit A = SDS~!:
Es wird eine Basis aus Eigenvektoren gesucht.
Proposition 13.15 besagt, daft man das auch genauso machen mufk.
Theorem 13.18 (Diagonalisierbarkeit). Sei A € M, (K), und seien Ai,..., A\ die paarweise
verschiedenen FEigenwerte von A. Dann sind dquivalent:
(a) A ist diagonalisierbar.
(b) K™ hat eine Basis aus Eigenvektoren von A.
(c) Vy@...0&V\ =K"
(d)  Fir jeden Eigenwert A € K von A ist
ama(A) = gmy(A)
und x A(X) zerfallt vollstandig in Linearfaktoren.
Beweis. (a) = (b): Proposition 13.15.
(b) = (a): Proposition 13.16.
(d) = (c): Weil xa(X) vollstédndig in Linearfaktoren zerfillt und Nullstellen von ya(X)
dasselbe wie Eigenwerte von A sind, folgt

n=degla(X) = 3 ama()

A Eigenwert
= Y emy= Y dim(13)=dim ( D VA) < dim K™ = n,
A Eigenwert A Eigenwert A Eigenwert

letzteres nach Proposition 13.4 und Satz 13.5. Also gilt Gleichheit und daher (c) mittels Korol-
lar 5.33.

(¢) = (b): Wir wéahlen als Basis # von K" eine Basis, die aus der Aneinanderreihung von
Basen der Eigenrdume V), besteht, siehe der Beweis von Proposition 13.4.
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(b) = (d): Sei & = (b1,...,b,) eine Basis aus Eigenvektoren. Sei \; fiir ¢ = 1,...,n der
Eigenwert des Eigenvektors b;, also Ab; = A;b;. Beziiglich der Basis % sieht L4 nach Propositi-
on 13.16 aus wie

D =M%(L4) = diag(A1,..., \n).
Damit gilt (wie in (a) ist A = SDS™! fiir ein S € GL,(K))

Xa(X) = xr,(X) = :ﬁX Ai)

Damit zerfallt x 4(X) vollstandig in Linearfaktoren. Auféerdem ist fiir jeden Eigenwert A
amug(A) = [{i ; A =AY =dim ((b; ; i mit A\; = A\)g) < dim(V)) = gmy(A) < ama(N),
letzteres nach Satz 13.9. Damit gilt am4(\) = gm 4(A\) wie behauptet. O

Korollar 13.19. Sei A = SDS™! mit D = diag(\1,...,\,) und S € GL,(K). Dann ist fiir
alle A € K der Eigenraum V) von A zum Figenwert \ genau

V,\ = <S€j ) j mat )\j = )\>K
und diese Spalten Se; von S bilden eine Basis von V.
Beweis. Das folgt aus dem Beweisteil (b) = (d) des Beweises von Theorem 13.18. O

Korollar 13.20 (Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen). Sei f : V' — V ein Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums V', und seien A1,..., A, die paarweise ver-
schiedenen Eigenwerte von A. Dann sind dquivalent:

(a) [ ist diagonalisierbar.
(b) V hat eine Basis aus Figenvektoren von f.
(C) V>\1@"'®V)\r:V'
(d)  Fiir jeden Eigenwert X\ € K von f ist
amf(X) = gm(})

und x 5(X) zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.
Beweis. Das ist die Ubersetzung von Theorem 13.18 fiir Endomorphismen. U

13.3. Matrixpotenzen. Wir wollen nun Polynome P € K[X] in Matrizen aus M,,(K) auswer-
ten. Zunéchst erkliaren wir Matrixpotenzen.

Definition 13.21. Sei A € M,,(K) und m € N, dann definieren wir
AmM=A.... - A
—_—

m-mal

AuRerdem setzen wir A% = 1.

Lemma 13.22. Es gelten die folgenden iiblichen Potenzgesetze:
(1) ATts = AT . AS,
() (A=A,

Beweis. Das ist nur Abzahlen der Faktoren A. O

Bemerkung 13.23. Wenn A, B € M,,(K) nicht miteinander kommutieren, also AB # BA, dann
ist in der Regel
(AB)™ # A™B™.
Proposition 13.24. Seien A € M,,(K) und S € GL,(K). Dann gilt fir alle m € Ny:
(SAS—Hym = 54Ams—L,
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Beweis. Allgemein gilt fiir eine weitere Matrix B € M,,(K)
(SAS™H(SBS™') = SA(S™'S)BS™' =SA-1-BS™' = S(AB)S™!,
so dafs die Behauptung leicht per Induktion nach m folgt. O

Als Korollar halten wir fest, dafs sich Potenzen von diagonalisierbaren Matrizen besonders
leicht berechnen lassen.

Korollar 13.25. Sei A = SDS~! € M,,(K) eine diagonalisierbare Matriz mit seiner Diagona-
lisierung D = diag(A1,...,\p) und S € GL,,(K). Dann ist

A™ = S - diag((A)™,...,(A)™) - S7L.
Beweis. Das folgt aus D™ = diag((A)™, ..., (A\)™), siche Beispiel 7.25 fir den Falln =2. O

Beispiel 13.26. Wir erhalten eine Formel fiir die Fibonacci-Folge, die rekursiv durch

ag = 0
ayp = 1
Ont2 = Gpt1 + Gy fir allen >0

definiert ist. Die Folge beginnt mit
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, . . .

1 1
= (1)
A<an+1>_<an+1+an>_<an+2>
Gn an+1 Gn+41
ot )= ()=o)
an aq 0

Das charakteristische Polynom von A ist

xa(X) = X? —tr(A)X +det(A) = X? - X — 1,

Mit der Matrix

gilt dann

also fiir allen >1

mit Nullstellen

1 5 1—-
+\fund1—g0:
2 2

Somit ist A diagonalisierbar mit den beiden Eigenwerten ¢ und 1 — ¢ als Diagonaleintrégen der

Diagonalmatrix. Konkret
_ 4 0 -1
A=S ( 01— > S

mit (die Spalten sind Wahlen von Eigenvektoren zu den Eigenwerten)

sz(f 1I¢>€GL2(R).

Nach der Formel fiir die inverse Matrix bei 2 x 2-Matrizen folgt

T (407w )

15
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Daraus berechnet sich

-w(1 )

und folglich die geschlossene Formel fiir die Fibonacci—Folge

1/, A1 (15" 1 (1=
an:ﬁ<§0 —(1—90))—\/5<2) _\/5<2)

13.4. Cayley—Hamilton. Die m-te Potenz einer Matrix A ist die Auswertung des Polynoms
X"™ in der Matrix A. Wir definieren nun allgemeiner die Auswertung eines Polynoms.

Definition 13.27. Die Auswertung eines Polynoms
P(X)=ap+ a1 X + ...+ aX? € K[X]
in der Matrix A € M,,(K) ist die Matrix
P(A)=ap-14a1-A+...+aq- A% € M, (K).

Beispiel 13.28. Wenn D = diag(ai,...,q,) eine Diagonalmatrix ist, dann ist fir P(X) =
Z?:o a; X'

d d
P(D)=> a;-D'=) a;-diag((a1)’,...,(an)") = diag(P(a1),.. ., P(on)).
i=0 =0

Bemerkung 13.29. Matrixmultiplikation macht aus R = M,,(K) einen nichtkommutativen® Ring,
den Matrizenring der n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus K. Das ist eine Menge mit Addition
und Multiplikation, bei der alle Axiome eines Rings erfiillt sind mit Ausnahme der Kommutati-
vitdt der Multiplikation.

Genauer ist M,,(K) sogar eine nichtkommutative K-Algebra. Das ist ein nichtkommutativer
Ring R, der K als Teilmenge enthélt, so dafs Addition und Multiplikation von R auf K C R zu
Addition und Multiplikation von K werden, und fiir alle x € R und a € K gilt

ar = Ta.

Die Multiplikation mit Elementen von K C R macht R automatisch zu einem K-Vektorraum,
so daf man R mit Mitteln der linearen Algebra studieren kann.
Allgemeiner kann man ein Polynom

P(X)=ao+ a1 X +...+asX? € K[X]

in einem Element = € R einer (nicht-kommutativen) K-Algebra R durch

P(z) =ag + a1z + ... + agz?

auswerten.
Genauso wie M,,(K) ist fiir einen K-Vektorraum V'

EndK(V) = HOHlK(Vv, V)

eine K-Algebra. Die Multiplikation ist Komposition und K C Endg (V') kommt von der Iden-
tifikation von a € K mit der Streckung a - idy. Wir kénnen demnach Polynome auch in Endo-
morphismen auswerten.

SNur falls n > 2, der Fall n =1 ist isomorph zu K und daher kommutativ.
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Proposition 13.30. Die Auswertung von Polynomen in einer Matriz A € M,,(K) ist ein Ring-
homomorphismus

K[X] — M,(K),
das heifst, fir alle P,Q € K[X] gilt
(P +Q)(4) = P(4) + Q(A),

(P-Q)(A) = P(A) - Q(A).
Beweis. Das folgt aus denselben Rechnungen wie beim Einsetzen von « € K. O
Lemma 13.31. Seien P € K[X], A€ M, (K) und S € GL,(K). Dann gilt

P(SAS™!) = SP(A)S~L.
Beweis. Beide Seiten sind linear in P. Es bleibt also nur der Fall P(X) = X™. Das ist Proposi-
tion 13.24. U

Lemma 13.32. Seien P € K[X]|, und

M—(Sl g>eMn(K).

Dann gilt

Wenn B = 0, dann gilt sogar

Beweis. Beide Seiten sind linear in P. Es bleibt also nur der Fall P(X) = X™. Das folgt aus
<A B)‘(A’ B’)_(AA’ AB’+BD'>
0 D 0 D ) 0 DD’ ’
was nach kurzer Rechnung aus der Definition der Matrixmultiplikation folgt. O
Theorem 13.33 (Cayley-Hamilton). Sei A € M,,(K) eine quadratische Matriz. Dann gilt

xa(A) =0.

Beweis. Schritt 1: Sind A und B € M,,(K) #éhnlich, dann ist das Theorem fiir A richtig genau
dann, wenn es fir B richtig ist:

Weil Ahnlichkeit symmetrisch ist, reicht es von A auf B = SAS™! mit S € GL,(K) zu
schliefsen. Das folgt mittels Lemma 13.31 aus der Rechnung

XB(B) = xa(SAS™') = Sxa(4)S™'=5-0-57! =0.
Schritt 2: Das Theorem ist dquivalent zu: fiir alle z € K™ gilt
xa(A)z =0,
weil die Matrix y4(A) genau dann 0 ist, wenn die zugehérige Matrixmultiplikationsabbildung
K" — K", x> xa(A)z
die Nullabbildung ist.
Schritt 8: Wir fixieren nun wegen Schritt 2 ein x € K™ und betrachten den Unterraum

U= (z,Ax,A%z,...,A™z,.. ) C K"
Weil fiir beliebige y; € K

A(Zm:yiAia:) - iyiAHlx ev,
1=0 =0
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ist U ein A-invarianter Unterraum.
Nach einem Basiswechsel, den wir nach Schritt 1 machen diirfen, nehmen wir an, dafs A eine

Blockdreiecksmatrix
B C

ist und B die Darstellungsmatrix der Multiplikation mit A auf U beziiglich einer geeigneten,
noch zu bestimmenden Basis von U ist.

Schritt 4: Wir bestimmen nun eine geeignete Basis von U. Sei d € N minimal mit
Ay e (x, Ax, A%z, ... A% z) g
Dann gibt es ag,...,aq-1 € K mit
A% = apx + a1 Az + as A%z + ...+ ag 1 AT 'z (13.2)
und
B = (v, Ax,. .. ,Adilx)

ist eine Basis von U:

e linear unabhéngig: angenommen es gibt eine nichttriviale Linearkombination
bo:E —+ blAI 4+ ...+ bd_lAd_IIE =0.

Sei § = max{i ; b; # 0}. Dann kann man die Linearkombination nach A%z auflésen und
erhalt

Az e (z, Az, A%z, ... ,A5_1x>K

im Widerspruch zur Minimalitdt von d.

e Erzeugendensystem: Per Induktion nach m zeigen wir A"z € (x, Az, A%z,..., A% ') k.
Fiir m < d ist nichts zu zeigen. Wenn m > d, dann multiplizieren wir A™~¢ mit (13.2)
und erhalten mit der Induktionsannahme

ATgp = Am 4. Ady = gmd . (aoaz + a1 Az + as A%z + ...+ ad_lAd_lsc)
=A™ 2+ . a1 A" e e U

Schritt 5: In der Basis % ist B die Matrix

0 0 -+ 0 a
)
B=1o 0 € My(K)
oo .0 :
0O --- 0 1 ag—

Das folgt sofort aus der definierenden Eigenschaft der Darstellungsmatrix.

Schritt 6: Nach Korollar 12.64 gilt (der Polynomring K[X] ist kommutativ!)

xa(X) =xB(X) xp(X) = xp(X) - xB(X).
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Man bestimmt leicht per Induktion und Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile

xB(X)=det(X-1-B) =

X 0 0 —a
—1 —ai
. . X —Qq—2
0O -~ 0 -1 X—ag
X —al -1 X
—X.det |1 : + (1) (—ag) - det
X _ad—Q X
1 X —ay1 ~1
=X- (Xd_l - ad_le_Q i S CLQX - al) —agp - (—1)d+1 . (—1)d_1
=X4_ ad_leil —...—mn X — ao,

siehe auch Ubungsaufgabe 45. Daraus folgt nun mittels (13.2)
xa(A)z = (xp(4) - x5(A)z = xp(4) - (x5(4)z)
=xp(A) - ((Ad —ag 1 AT - —aA—ap- 1):17)
=xp(4)- (Ad:L‘ —ag AT — . —a Az — apz) = xp(A)-0=0. O
Bemerkung 13.34. (1) Der Satz von Cayley-Hamilton hat einen einzeiligen falschen(!) Beweis:
XA(A) =det(A-1— A) =det(A— A) = det(0) = 0.

Das Problem ist, daf das fiir die Variable substituierte A in X -1 — A nicht mit dem zweiten

A identisch ist. Das substituierte A lebt nur in der Diagonale und die Substitution gelingt
nur im Ring M,,(M,,(K)).
(2) Betrachten wir eine Variante mit der Spur anstelle der Determinante: fiir A € M,,(K)

tr(X-1—A)=tr(1)- X —tr(A) =n-X —tr(A)
Ein analoger falscher(!) Beweis zeigt
tr(X -1 —A)(A) =tr(A—A) =tr(0) =0.
Aber korrekt lautet die Auswertung bei A
nA—tr(A)-1

und das ist genau fiir Vielfache der Einheitsmatrix gleich 0.
(3) Es gibt viele A, B € M,,(K) mit

det(B— A) =0,
obwohl x 4(B) # 0. Wahlen wir zum Beispiel

1 a 1 =z
AZ(Ob) und B:<Oy>’

0 z—a
B_A_(O y—b>

dann ist
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mit det(B — A) = 0. Aber
xA(B) = det(X -id —A)|x=p = (X* = (1 + b)X +b)|x=5B

:<(1]a:(1y—2|-y)>_(1+b)(é§>+b<(1)[1)>
:<0 z(y —b) >
0 (y=by—-1)

und das ist nur 0, wenn y = b oder (z =0 und y = 1).

Bemerkung 13.35. Der Satz von Cayley—Hamilton ist eine polynomiale Identitét fiir die Eintrége
einer n X n-Matrix. Wenn K unendlich ist, kann man zeigen, daf eine solche Polynomidentitét
genau dann gilt, wenn sie fiir alle Matrizen A gilt, deren x 4(X) in paarweise verschiedene Linear-
faktoren zerfillt.® Fiir solche A gibt es n verschiedene Eigenwerte und somit ist A diagonalisier-
bar. Der Satz von Cayley-Hamilton ist leicht fiir diagonalisierbare Matrizen (Ubungsaufgabe)
und folgt daher fiir alle Matrizen aus dem allgemeinen Prinzip.

UBUNGSAUFGABEN ZU §13

Ubungsaufgabe 13.1. Seien K ein Korper und a,z,b € K. Zeigen Sie, daff die Matrix

=5 7)

genau dann diagonalisierbar ist, wenn a # b oder z = 0 gilt.

Ubungsaufgabe 13.2. Seien K ein Korper, a,z,b € K und
a
A= < o > |

Ubungsaufgabe 13.3. Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton mittels Beispiel 13.28 direkt
flir diagonalisierbare Matrizen.

Bestimmen Sie eine Formel fiir A™.

Ubungsaufgabe 13.4. Rechnen Sie den Satz von CayleyHamilton fiir eine beliebige 2 x 2-Matrix
nach.

Ubungsaufgabe 13.5. Finden Sie Beispiele von Matrizen A, B € M, (K) mit
det(B — A) =0,
obwohl
xa(B) # 0.

Ubungsaufgabe 13.6. Sei A € M,,(K) eine diagonalisierbare Matrix.
(a)  Beschreiben Sie alle Diagonalmatrizen D, fiir die es ein S € GL,,(K) gibt mit

A=8DS 1.

(b)  Beantworten Sie diesselbe Frage fiir die méglichen S € GL,,(K), welche A diagonalisieren.

6Man sagt, diese Menge von Matrizen ist Zariski-dicht.
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14. DIE JORDANNORMALFORM
14.1. Das Minimalpolynom.
Definition 14.1. Ein Ideal in einem Ring R ist eine Teilmenge I C R, I # () mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) firalex,yelista+yel,
(ii) firallex € I und a € R gilt ax € 1.

Beispiel 14.2. (1) Seien R ein Ring und x € R ein beliebiges Element. Dann ist
() = Rx ={az ; a € R}
ein Ideal. In der Tat gibt es fiir alle y1,y2 € (x) Elemente aj,as € R mit y; = a;x und
1o = agx. Dann gilt
Y1+ y2 = a1 + azx = (a1 + az)r € (x),
und fiir alle b € R
b(y1) = b(arz) = (bar)x € (z).

Ideale dieser Art heifen Hauptideale von R.
(2) In jedem Ring R gibt es die folgenden Ideale:

R=(1) wund (0)={0}.

Definition 14.3. Ein Hauptidealring ist ein Ring R, in dem

(i)  jedes Ideal von R ein Hauptideal ist,
(i) 01,

(iii) und die Kiirzungsregel gilt: fir alle a,z,y € R, a # 0, folgt aus ax = ay bereits x = y.
Satz 14.4. Sei K ein Korper. Der Polynomring K|[X] ist ein Hauptidealring.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, daf jedes Ideal I von K[X] ein Hauptideal ist. Das Ideal {0} =
(0) ist ein Hauptideal. Wir diirfen daher davon ausgehen, daf es P € I gibt mit deg(P) > 0.
Damit ist

d = min{deg(P); PeI, P#0}>0

wohldefiniert.
Sei P € I mit deg(P) =d und F € I ein beliebiges Element. Division mit Rest fiir Polynome
liefert @, R € K[X] mit FF = QP + R und

deg(R) < deg(P).
Weil
R=F-QP¢el,
folgt aus der Minimalitidt des Grades von P unter den Elementen von I\ {0}, daf
R=0.
Dies zeigt F' = QP, also F' € (P). Weil F beliebig war, ist I = (P) ein Hauptideal. O

Definition 14.5. Der Leitkoeffizient eines Polynoms 0 # P € K[X] vom Grad d = deg(P)
ist der Koeffizient vor X¢. Ein Polynom heift normiert (oder normiertes Polynom), wenn der
Leitkoeffizient 1 ist.

Korollar 14.6. Fir jedes Ideal 0 # I C K[X]| gibt es ein eindeutiges normiertes 0 # P € K[X]
mit I = (P). Dies ist das eindeutige normierte Polynom P € I mit

deg(P) = min{deg(F) ; F €I, F # 0}.
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Beweis. Indem wir mit dem Inversen des Leitkoeffizienten multiplizieren (damit bleibt man im
Ideal!), konnen wir annehmen, daf das P im Beweis von Satz 14.4 ein normiertes Polynom mit
dem angegebenen Grad ist. Dies zeigt die Existenz. Angenommen ) # P wére ein weiteres
solches Polynom. Dann ist auch P — @ € I, und deg(P — Q) < deg(P), ein Widerspruch. O

Wir kommen nun zu dem Beispiel eines Ideals in K[X], das den Anlaf dafiir gibt, den Begriff
an dieser Stelle einzufiihren.

Proposition 14.7. Sei A € M,,(K). Dann ist die Menge der Polynome, die A als ,Nullstelle“
haben

{P e K[X]; P(A) =0},
ein Ideal in K[X].

Beweis. Aus P(A)

0, Q(A) = 0 und R € K[X] beliebig, folgt
(P+Q)(A) = P(A) +Q(4) =0
(RP)(A) = R(A)P(A) =0. O
Definition 14.8. Das Minimalpolynom einer Matrix A € M,,(K) ist das eindeutige normierte
Polynom m4(X) mit
(ma(X)) = {P e K[X]; P(A) = 0}.
Das Minimalpolynom eines Endomorphismus f : V — V ist das eindeutige normierte
Polynom m(X) mit
(my(X)) = {P e K[X]; P(f) = 0}.
Definition 14.9. Ein Teiler eines Polynoms P € K[X] ist ein Polynom @ € K[X], so daf
P(X) = Q(X) - R(X)
fiir ein Polynom R € K[X] gilt.

Satz 14.10. Seien A € M,,(K) (bzw. f: V =V ein Endomorphismus eines endlichdimensino-
nalen K -Vektorraums).
Dann ist das Minimalpolynom ma(X) (bzw. my(X)) ein Teiler des charakteristischen Poly-

noms xA(X) (bzw. x5(X)).

Beweis. Das ist per Definition des Minimalpolynoms dquivalent zum Satz von Cayley—Hamilton
XA(A) =0 (bzw. der analogen Version fiir Endomorphismen). O

Lemma 14.11. Die Minimalpolynome dhnlicher Matrizen sind gleich.
Beweis. Das folgt sofort aus der Definition und
P(A)=0 < SP(A)S™'=0 < P(SAS™H) =0
nach Lemma 13.31. U

Proposition 14.12. Sei x € K™ ein Eigenvektor der Matriz A € M, (K) zum FEigenwert \.
Dann ist fir jedes Polynom P € K[X]
P(A)z = P(\) - x.

Mit anderen Worten ist P(\) ein Eigenwert von P(A), und x ist ein zugehdriger Eigenvektor.
Beweis. Die Aussage ist linear in P. Es reicht daher, sie fiir P(X) = X™ fiir alle m > 0 zu
beweisen. Wegen Ax = Ax folgt per Induktion

AMr = "z O
Satz 14.13. Seien A € M,(K) und f : V — V ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
K -Vektorraums.

Dann hat das Minimalpolynom ma(X) (bzw. my(X)) dieselben Nullstellen wie das charakte-
ristische Polynom x a(X) (bzw. xf(X)).
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Beweis. Wir behandeln nur die Variante mit der quadratischen Matrix A. Weil das Minimalpoly-
nom ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist, sind Nullstellen von m4(X) auch Nullstellen
von xA(X).

Fiir die umgekehrte Richtung betrachten wir eine Nullstelle y 4(\) = 0. Dann ist A ein Eigen-
wert von A. Sei 0 # z € K" ein Eigenvektor zum Eigenwert \. Dann folgt

0=mu(A)x =my(N)x
und somit m(A) = 0. O

Beispiel 14.14. Nehmen wir an mit paarweise verschiedenen A\1,...A\s € K und e1,...,e; € N
sei fur die Matrix A € M,,(K)

xa(X) = ﬁ(X — A
Dann gibt es 1 < f; <e; firi=1,...,s, so d;:fél
ma(X) = f[(x — )i
i=1
Die f; bestimmt man durch Zusatzinformation oder durch Ausprobieren der endlich vielen M&g-
lichkeiten.

Beispiel 14.15. Eine Involution ist ein Automorphismus, der sein eigenes Inverses ist. Im Kontext
von linearen Abbildungen bedeutet das fiir die Darstellungsmatrix A € M, (K) einer linearen
Involution:

A?=1.

Dies bedeutet, daf das Polynom X2 —1 in A ausgewertet 0 ergibt. Folglich ist m 4 (X) ein Teiler
von
X2 1=(X-1)(X+1).

Dann gilt

1 falls A = leere 0 x 0-Matrix
X—-1 fallsA=1
X+1 falls A=-1
X2 -1 sonst.

Der letzte Fall tritt zum Beispiel bei einer Spiegelung auf.

ma(X) =

Beispiel 14.16. Jedes normierte Polynom 0 # P € K[X] ist Minimalpolynom. Dazu betrachten
wir das Ideal
(P):=im(P-: K[ X] - K[X])={Q-P; Q € K[X]} C K[X]
als Unterraum und den zugehorigen Quotientenvektorraum
V = K[X]/(P).

Aus dem Satz iiber Division mit Rest, Satz 12.27, folgt, daf jede Restklasse einen eindeutigen
Vertreter R € K[X]| mit deg(R) < deg(P) =: n hat. Daher ist

n—1

P x x5 KX]/(P)

i=0

R+— R+ (P)

ein Isomorphismus. Mit andern Worten kénnen wir modulo (P) jedes Polynom eindeutig durch
ein Polynom vom Grad < deg(P) darstellen.
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Auf V betrachten wir nun den Effekt der Multiplikation mit X:
f:V->Vv
Q+(P) = f(Q+(P) =X -Q+(P).
Dieser Endomorphismus hat Minimalpolynom P(X). Zuerst ist fiir jedes Polynom R(X)
R(f) = Multiplikation mit R(X).
Damit ist P(f) = 0, denn fiir alle Q@ + (P) € V ist P-Q € (P), also P(f)(Q) =0 € V. Das

Minimalpolynom teilt also P(X). Andererseits kann das Minimalpolynom nicht kleineren Grad

haben, denn auf 1 + (P) € V hat Multiplikation mit R(X) bei deg(R) < deg(P) das Bild
R(X)-(1+(P))=R(X)+(P)#0¢eV.

14.2. Jordanblocke im zerfallenden Fall. Eine Normalform fiir eine Matrix A beschreibt
diese bis auf erlaubte Operationen

A~ SAT mit S, T invertierbar

durch eine einfache Gestalt, die dabei bis auf kontrollierte Mehrdeutigkeit — meist nur Permu-
tationen — eindeutig ist.

Denkt man bei einer Matrix an die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung, so entspricht
dies dem Ubergang zur Darstellungsmatrix in einer geeigneten Basis. Diese Sichtweise hat den
Vorteil, daf sich das zugrundeliegende Objekt, die lineare Abbildung, nicht verdndert: nur die
Koordinatenbeschreibung durch eine Matrix veréndert sich. Eine der Abbildung angepafite Ba-
siswahl fiihrt zu einer moglichst einfachen Matrix.

Bemerkung 14.17. Hier sind ein paar Beispiele von Normalformen, die wir bereits kennen.

(1) Beispiel 7.19: aus dem Beweis der Kern-Bild-Dimensionsformel in Satz 6.18 entstammt
fiir eine lineare Abbildung f : V' — W vom Rang s eine Darstellungsmatrix in besonders
einfacher Form als Blockmatrix mit Zeilenaufteilung n = s 4+ ¢ und Spaltenaufteilung
m=r-+s:

MZ = (0 ) € Maen(),

Hier sind Definitionsbereich V' und der Wertebereich W unabhéngig, und damit auch
die Basiswahl in diesen Vektorrdumen unabhéngig. Entsprechend findet man fiir A €
M, 5m (K) vom Rang s invertierbare Matrizen S € GL,,(K) und T' € GL,,,(K) mit

(0 1,
sar= (0 %),
Die Darstellungsmatrix in einfacher Form héngt nur von s = rg(A) ab und ist als solche
eindeutig.

(2) Das Gaufb-Eliminationsverfahren liefert eine zweite Normalform fiir A € M, xm,(K). Es
gibt ein Produkt S aus Elementarmatrizen und eine Matrix R in Zeilenstufenform mit

SA=R.

In Aufgabe 12.2 soll man fiir ein quadratisches A konsequent mit Elementarmatrizen wei-
terarbeiten und findet dann die LR-Zerlegung;:

PA=LR

mit einer Permutationsmatrix P, einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Drei-
ecksmatrix R.
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(3)  Wenn das charakteristische Polynom von f : V' — V vollsténdig in Linearfaktoren zerfallt,
dann gibt es nach dem Fahnensatz, Satz 12.70, eine Basis %, so daf

MZ(f) obere Dreiecksmatrix ist.

Nun sind Definitionsbereich und Wertebereich identisch und sollen auch durch die gleiche
Basis mit Koordinaten beschrieben werden. Dies schrankt die Moglichkeiten, die Darstel-
lungsmatrix zu wéahlen, betrachtlich ein.

Auflerdem gibt es im allgemeinen eine grofse Freiheit fiir diese Darstellung als obere
Dreiecksmatrix. Insbesondere kann man iiber die Eintrage oberhalb der Diagonalen nicht
viel sagen. Das dndert der Satz iiber die Jordannormalform.

(4)  Wenn das charakteristische Polynom nicht vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, gibt es
ebenfalls eine Jordannormalform, siehe die Vorlesung Grundlagen der Algebra.

Definition 14.18. Seien K ein Koérper, A € K und d € N. Der Jordanblock der Linge d
zum Eigenwert )\ ist die Matrix

Ja(A) = € My(K).
Al
A
Alle fehlenden Eintréage von Jy(\) sind wie tiblich mit 0 aufzufiillen.

(0 1)

als Beispiel herangezogen. Dies ist ein Jordanblock der Lange 2 zum Eigenwert 1.

Beispiel 14.19. Oft haben wir die Matrix

Bemerkung 14.20. Ein Jordanblock J;(A) gehort als Darstellungsmatrix zu einer linearen Ab-
bildung f : V' — V mit dim(V') = d und einer Basis # = (v1,...,vq) mit

f(vl-):)\vi—l—vi,l Vi=2,...,d
und f(vy) = Avy. Damit ist das charakteristische Polynom
XJg(\) = (X — )\)d

und X der einzige Eigenwert. Zur Bestimmung des Eigenraums betrachten wir

0 1
0 1
Jag(A)—A-1=
0 1
0
mit der einfachen Interpretation, daf die Koordinaten z = (z1,...,74)! um eins verschoben

werden:
(Jd()‘) —A- 1)(]]) = (x27 cee xd70)t‘
Der Eigenraum zu A ist damit offensichtlich
Vy = (v)k

und so

amy(f) =d,  gmy(f) =1
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Auferdem kann man so auch das Minimalpolynom ablesen: als Teiler von x y,(x)(X) ist m z,(\) =
(X —XN)firein 1 <e<d. Weil fir m <d
(X =N x—suva = (Ja(A) = A1) "vg = J4(0)"vg = vg—m,
brauchen wir e = d, also
My, = (X - )\)d = XJg(\)-
Theorem 14.21 (Jordannormalform, zerfallender Fall). Sei K ein Kérper und sei A € My, (K)

eine Matriz, so dafl
XA(X) wvollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.

Dann gibt es S € GL,(K) und \y,..., A\, € K und dy,...,d, € N mit

Ja; (A1)

SAS™! =

Jdr(AT)

Dabei gelten die folgenden Beziehungen fir alle A € K.
(1)  Die algebraische Multiplizitat von X ist die Summe der Lingen der Jordanblocke zum Ei-

genwert \:
ama(A\) = > d.
i mit \j=\
(2)  Die geometrische Multiplizitdt von X ist die Anzahl der Jordanblicke zum FEigenwert \:
gmA(N) = [{i : A = A}
(3)  Die Multiplizitit von X\ als Nullstelle von m4(X) ist die mazimale Linge eines Jordanblocks

zum Figenwert \:
max{di N )\i = )\}

Beispiel 14.22. Sei A € M3(K) mit x4(X) = (X —a)?(X —b) fiir a # b € K. Dann ist
ma(X) = (X —a)(X —b)
mit e =1 oder e = 2.
e Falls e =1, so ist A diagonalisierbar mit Jordannormalform

a
a

b

e Falls e = 2, so hat A die Jordannormalform
a 1
a

b

Den Beweis der Existenz der Jordannormalform erbringen wir nach einigen Vorarbeiten.

Beweis der Formeln fir die Multiplizititen. Die betrachteten numerischen Werte stimmen fiir
A und SAS™! iiberein. Wir diirfen daher ohne Einschrinkung S = 1 annchmen, d.h., A hat
bereits die Gestalt der Jordannormalform.

(1) Die Jordannormalform ist eine Matrix in oberer Dreiecksgestalt, so daf wir direkt ablesen

kénnen
T

xa(X) =[x = x)™.

i=1
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Die Formel fiir die algebraische Multiplizitat am4(A) ergibt sich durch Zusammensortieren der
Faktoren X — A.

(2) Den Eigenraum V) bestimmen wir am besten in der Basis, in der A die Gestalt der
Jordannormalform annimmt. Dann entkoppeln in

AN1—-Awp=0

die Gleichungen fiir die einzelnen Jordanblécke. Das bedeutet, daf V) direkte Summe der ent-
sprechenden Eigenrdume der einzelnen Jordanblocke ist. Diese haben wir in Bemerkung 14.20
diskutiert. Nur die Jordanblocke Jg, (A\;) mit A\; = X\ tragen bei, und jeder davon mit einem ein-
dimensionalen Eigenraum. Damit hat V) eine Basis, die aus den Vektoren, welche zu den jeweils
ersten Spalten der Jordanblocke mit \; = A gehoren, gebildet wird. Folglich ist dim(V}) wie in
(2) behauptet.

(3) Sei W; € K™ der Unterraum, auf dem A mit dem Jordanblock Jg, (A;) wirkt. Das Mini-
malpolynom m4(X) muf W; nach Einsetzen von A annullieren. Aber auf Wj ist

0 =ma(A)lw, = ma(Jg;,(N)).

(Hier vermischen wir die Notation fiir die Einschriankung einer linearen Abbildung mit der Ma-
trixnotation!) Nach Bemerkung 14.20 und der definierenden Eigenschaft des Minimalpolynoms
(zu Jg,(\i)) ist damit (X — ;)% als Minimalpolynom von Jg, (\;) ein Teiler von m4(X).
Wenden wir dies fiir alle 7 an, so ergibt sich wegen Satz 12.33
ex :=max{d; ; \; = A}

als untere Schranke fiir die Vielfachheit von X in m4(X).
Andererseits gilt fiir

P(X) =[x = 0=

per Induktion nach Lemma 13.32

Fir \; = A ist

P(Jq,(N)) = ( H (Ja; (Ni) — - 1)6”) (Ja,(Ni) = A - 1) =0,
HFEN;

denn es ist ja d; < ey und bereits
(Jg,(\) = A - D)% =0.

Folglich ist P(X) ein Vielfaches von m4(X). Aber wenn zwei normierte Polynome gegenseitig
Vielfaches voneinander sind, dann miissen sie gleich sein, und das beweist (3). g

Der Satz iiber die Jordannormalform hat eine analoge Version fiir Endomorphismen.

Korollar 14.23 (Jordannormalform fiir Endomorphismen, zerfallender Fall). Seien V' ein end-
lichdimensionaler K-Vektorraum und f : V — V' ein Endomorphismus, so dajs

X #(X) wollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.
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Dann gibt es eine Basis 2 von' V und Ai,...,\r € K und dy,...,d, € N mit

Ja, (M)

M7 (f) =

Jd, ()‘r)

Dabei gelten die folgenden Beziehungen fir alle A € K.
(1)  Die Multiplizitit von X als Nullstelle von m¢(X) ist die mazimale Linge eines Jordanblocks
zum Figenwert \:
max{d; ; \; = A}
(2)  Die geometrische Multiplizitat von X ist die Anzahl der Jordanblicke zum FEigenwert \:
gmp(A) = [{i; A=A}

(8)  Die algebraische Multiplizitdt von X ist die Summe der Lingen der Jordanblicke zum FEi-

genwert A:
amr(A\) = > d

i mit Aj=\

14.3. Verallgemeinerte Eigenrdume und Kernzerlegung. Sei A € M,,(K) eine Matrix. Zu
r € Ng und A € K betrachten wir

Var=ker (A=X-1)") C K™
Fiir 7 = 0 ist per Konvention (A — X-1)? = 1, also

Vo = (0).
Fiir r =1 ist
Va1 =Wy
der Eigenraum von f zum Eigenwert A. Allgemein gilt
Var € Vs,

denn fiir x € V), folgt
(A-X-1)" (@) =(A-X-1)((A-X1)"(z)) = (A—AX-1)(0) = 0.
Zu festem A bekommen wir so eine Fahne von Unterrdumen
0)=WoCWV1C...CV,,C...CV:=K"
WEeil dies eine aufsteigende Folge von Unterrdumen ist, handelt es sich bei
V)= Vas
>0
um einen Unterraum von V. Wegen
0 =dim(Vyo) <dim(Vy;) < ... <dim(Vy,) < dim(Vy,41) < ... < dim(V) = n.

kann die Dimension dim(V) ;) nicht beliebig grof werden. Die Fahne wird damit fiir hinreichend
grofse (spatestens mit r > dim(V'); aber das muf man zeigen!) konstant, siehe Korollar 5.33, und

V(A) =V, fiir alle hinreichend grofsen 7.

Fiir einen Endomorphismus f : V' — V betrachten wir entsprechend die analog konstruierten
Unterrdume V) , = ker(f — A -idy).

Lemma 14.24. Wenn X kein Eigenwert von A ist, dann gilt V), = 0 fir alle r > 0.
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Beweis. Wenn A kein Eigenwert ist, dann ist det(A-1 — A) # 0 und A - 1 — A ist invertierbar,
siehe Satz 11.34. Dann ist aber auch (A — X -1)" fiir alle » > 0 invertierbar. Somit folgt

Var =ker((A—X-1)") =0. O

Definition 14.25. Die Unterrdaume V) , wie oben heifsen verallgemeinerte Eigenrdume der
Stufe r zum Eigenwert A. Der Unterraum

V()
heift verallgemeinerter Eigenraum (oder Hauptraum) zum Eigenwert \.

Beispiel 14.26. Betrachten wir einen Jordanblock Jg(A). Weil J3(0) = Jg(A\) — A - 1 die Koordi-
naten um eins nach oben verschiebt, folgt sofort fiir alle 1 < r <d

Var=(e1,...,e)K.
Die verallgemeinerten Eigenrdume bilden daher eine vollstindige Fahne von K.
Proposition 14.27. FEin verallgemeinerter Eigenraum von A ist ein A-invarianter Unterraum.

Beweis. Wenn v € V) ., dann ist
(A= X 1)"(Av) = ((X - /\)’"X) ‘ v

X=A
= (x|,
also auch Av € V) ;.. O

Die Zerlegung als innere direkte Summe im folgenden Satz heift Kernzerlegung, weil der
Hauptraum als Kern geschrieben werden kann.

Satz 14.28 (Kernzerlegung, zerfallender Fall). Sei A € M,,(K) und seien A1,...,\s die paar-
weise verschiedenen Eigenwerte von A. Wenn x 4(X) vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt, dann

ist (mit V.=K")
V=V
=1

Beweis. Schritt 1: Nach Voraussetzung ist

S

xa(X) = TLOX = A,
i=1
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton bzw. genauer nach Satz 14.10 ist das Minimalpolynom
ma(X) ein Teiler von x4(X). Somit gibt es aufgrund des Beweises von Proposition 12.69 Ex-
ponenten m; € N mit m; < amy();), so dak gilt:

S

ma(X) = (X = x)™.

i=1

Wir setzen nun
S

PX)= J] (x-a)m™,
=1, j#i
sodak firallei=1,...,s
ma(X) = (X =)™ - P(X).
Wir betrachten nun das Ideal aller K[X]-Linearkombinationen

[
(PLX), .., Ps(X)) k1x) € K[X],
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das ist die Menge
(P(X),... X]—{Zh . hye K[X] firi=1,...,s}.

Die Idealeigenschaft ist offensichtlich.

Schritt 2: Weil K[X] ein Hauptidealring ist, gibt es ein normiertes F' € K[X] mit

<P1(X)7 s 7PS<X)>K[X] - (F)7

d.h., alle P;(X) sind Vielfache von F(X). Aufgrund der Eindeutigkeit der Linearfaktorzerlegung,
Satz 12.33, ist F'(X) ein Produkt aus Linearfaktoren (X — A;). Aber weil gerade dieser Faktor
in P;(X) nicht auftritt, mufs F' =1 sein.

Insbesondere ist 1 € (P1(X),..., Ps(X))kx]- Wir schliefen so auf die Existenz von Polyno-
men Q,...,Qs € K[X]| mit

L= QX)Pi(X) + ...+ Qs(X)Ps(X). (14.1)
Wir wollen nun zeigen dafs
T = LQZ‘(A)PL'(A) V-V

ein Projektor auf den direkten Summanden V' ();) ist. Dies zeigen wir nicht explizit, aber es folgt
aus den Rechnungen, die wir fiir den Beweis anstellen, und diese Vorstellung soll einen roten
Faden fiir das Folgende bieten.

Schritt 3: Flir allet=1,...,s und alle v € V ist
v; == mi(v) = Qi(A)Fi(A)v € V(N),
denn
(A= A)™(03) = (A= A)™ (@(A)B(A) ) = (A= A)™Qu(A) P (A))v
= (X = 2)™ - Qi(X)Pi(X))|x_pv
= (Qi(X)ma(X )\X:Av = Qi(A) (ma(A)v) = Qi(A)0 = 0.

Bedenkt man, daf die Einheitsmatrix 1 die Auswertung von 1 € K[X] in der Matrix A ist,
so folgt weiter aus (14.1)

v=1-v=1x-4v = (QuX)P1(X) + ...+ Qs(X)Ps(X))|_ AU—ZQ, U—Zvl

Dies bedeutet, daft die Hauptrdume schon einmal V' erzeugen, genauer:
V=WVaimi +Vaoms + oo+ Vi, m,-
Schritt 4: Sei 1 <1i# j <sund v € V), ,. Setzen wir
Rij(X) = Q;(x)- [T (X =)™
ki)
(R wie Rest). Dann folgt

Qi(A)P;(A)w = (Q;(X) JT(X = 2)™)| o= (Riy(X)(X = )™)[ v
k£
= Ri;(A)((A — X)™v) = Ri;(A)0 = 0. (14.2)

Mit (14.1) bewirkt (14.2) aber auch, daf

QAP (Ao = (3 QAP0 = (QUX)PUX) + ..+ Q) P(X)) v =Tv =,
j=1
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Schritt 5: Bei jeder Darstellung
V=v1+...+ vg
mit v; € V), p, fiir alle i =1,..., s gilt dann

Qi(A)Pi(Av =) Qi(A)Pi(Ay; = v;,
=1

woraus die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung folgt. Somit haben wir eine innere direkte

Summe
S
V= Vam:
i=1

Schritt 6: Es fehlt nun nur noch die Aussage V(\;) = V), m, fir alle i = 1,...,s. Das Mini-
malpolynom von A auf V), ,,,. ist ein Teiler von (sogar gleich) (X — ;)™ . Folglich hat auch das
charakteristische Polynom diese Gestalt (mit einem anderen Exponenten). Auf dem Komplement
von V), m,, dem Unterraum

S
Wi = @ Vasim;
=1, j#i
haben wir als charakteristisches Polynom demnach ein Produkt von Potenzen von (X — A;) mit
j # 1. Folglich ist \; keine Nullstelle von

Dabher ist eingeschrénkt auf W; die Abbildung A—\; invertierbar. Das gilt dann auch fiir (A—\;)"
und alle » > 0. Damit ist W; im Bild von (A — ;)" enthalten fiir alle r und somit
dim(Vy, ») = dim(V) — dimim(A4A — A;)") < dim(V) — dim(W;) = dim(Vy, m, )-
Daraus schlieften wir, daft die Fahne der verallgemeinerten Eigenrdume zum Eigenwert A; sich
ab V), ;n, nicht mehr dndert, demnach
V() = Viam, O

Satz 14.29. Sei A € M,,(K). Dann sind dquivalent:
(a) A ist diagonalisierbar.
(b)  ma(X) zerfallt in Linearfaktoren und alle Nullstellen von ma(X) haben Multiplizitit 1.

Fiir Endomorphismen von endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt die analoge Aussage.

Beweis. (a) = (b): Sei A diagonalisierbar. Die Aussage von (b) héngt von A nur bis auf
Ahnlichkeit ab, so daf wir ohne Einschrinkung annehemen diirfen, dak A = diag(A1,...,\,)
bereits eine Diagonalmatrix ist.

Sei P(X) € K[X] beliebig. Dann ist
so dafs P(A) = 0 genau dann, wenn alle A, ..., \, Nullstellen von P sind. Das Minimalpolynom

hat dann jeden Linearfaktor X — X fir A € {\1,..., A\, } genau einmal (sind zwei der \; gleich,
dann kommt der entsprechende Faktor nur einmal vor). Das ist (b).

(b) = (a): Nach dem Beweis der Kernzerlegung, Satz 14.28, ist unter der Voraussetzung (b)
fiir alle A € K
VA =V =V,

V= P W

A Eigenwert
Damit ist A diagonalisierbar nach Theorem 13.18. U

und
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Beweis der Ezistenz der Jordannormalform. Schritt 1: Wir setzen V = K". Weil x4(X) voll-
standig in Linearfaktoren zerféllt, haben wir nach Satz 14.28 die Kernzerlegung

V= P v

A Eigenwert
als innere direkte Summe von A-invarianten Unterrdumen, siehe Proposition 14.27. Damit nimmt
A in einer angepafsten Basis Blockdiagonalgestalt an. Wir dirfen daher V und A durch V()
und die Einschréankung von A, genauer der Linksmultiplikation mit A, auf V(\) ersetzen. Da-
bei ist wesentlich, daf die Voraussetzungen erhalten bleiben: nach Korollar 12.65 ist das cha-
rakteristische Polynom der Einschrinkung ein Faktor von x4(X), und daher zerfillt es nach
Proposition 12.69 auch vollstdndig in Linearfaktoren.

Schritt 2: Weil V- = V(\), ist das Minimalpolynom von A nun von der Form (X — \)”. Wir
wollen zeigen, daf wir in einer geeigneten Basis eine Blockdiagonalmatrix aus Jordanblocken
Ja;(A) fiir i = 1,..., s haben. Dabei kommt nur noch ein Eigenwert vor.

Wir verschieben nun A um A -1 zu

B=A-\-1.
Weil fiir alle P(X) € K[X] gilt
P(X)|x=a=0 <= P(X+\)|x==0,
folgt fiir das Minimalpolynom von B
mp(X) =ma(X +X) = ((X+X)—-N)"=X"

Durch diese Verschiebung haben wir eine Matrix B bekommen, die nur noch den Eigenwert 0
hat. Es reicht, die Aussage fiir B zu beweisen, wie man sofort aus der Rechnung

SAST'=8S\-1+B)S'=8\-1)S'+SBS'=)-1+SBS™!
sieht: Die Jordannormalform zu B wird durch Addition von A -1 zur Jordannormalform von A.
Anstatt mit der Notation B weiterzuarbeiten, nehmen wir an, daff von Anfang an A\ = 0 war,
und arbeiten mit A weiter.

Schritt 3: Nun arbeiten wir per Induktion nach n = dim(V'). Fiir n = 0 oder n = 1 ist nichts
zu tun. Betrachten wir nun

W =im(A) C V.
Dies ist ein A-invarianter Unterraum: fiir w € W ist Aw € im(A) = W.
Wenn m4(X) = X™, dann ist

A™TH W) = A™THA(V)) = A™(V) = 0.

Das Minimalpolynom der Multiplikation mit A auf W ist also hochstens X™~!. Dies zeigt W #
V', und daher dim(W) < dim(V'). Es ist W = im(A) ein A-invarianter Unterraum, und x 4, (X)
ist als Faktor von x4(X) ebenfalls vollstdndig in Linearfaktoren zerfallend. Wir kénnen daher
nach Darstellungsmatrixwahl auf die Einschrankung von L4 auf W die Induktionsvoraussetzung
anwenden. Ubersetzen wir die Existenz der Jordannormalform in eine Basis, so erhalten wir
wi, ..., w, € W, so dalt fiir gewisse d; € N, d; > 1

By = (Adl*lwl, oo Awgwr, e AT T , Awy, wy)
eine Basis von W ist. Dabei gehort der Teil
(A% g, ., Awg, w;)

zu einem Jordanblock der Lange d;.
Weil W =im(A) ist, gibt esv; € V, i =1,...,r mit

wi:AUi iZl,...,’l”.
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In dieser Notation wird
By = (A, ..., A%, Ay, .. A%, A%, Aoy,

Auferdem kennen wir bereits eine Baisis von ker(A), den Eigenraum zum Eigenwert 0, einge-
schrankt auf W, ndmlich nach Bemerkung 14.20 und dem Beweis von Theorem 14.21(2)

(A%, ... A%, € ker(A) NW.
Nach dem Basisergéinzungssatz kann dies zu einer Basis von ker(A)
(Adlvl, o Ay, Upgly- -y Upts)
erganzt werden.
Schritt 4: Wir behaupten nun, daf
B = (Adlvl, o A% Av o, A%y A A U, Ut - Urts)

eine Basis von V ist. In dieser Basis nimmt A die Gestalt einer Jordannormalform ein. Das ist
klar, denn mit d; =0 flr ¢ =7+ 1,...,r + s sorgt der Teil

(Adi’Ui, PPN A’Ui, Ui)
fiir einen Jordanblock der Léange d; + 1.
Zahlen wir zunéchst, so finden wir nach Satz 6.18

|B| = [{v1,...,0 | + | Bw]| + {vr41,- -+, Vr+s}| = dim(im(A)) + dim(ker(A)) = dim(V).

Es reicht also nun zu zeigen, daf % linear unabhéngig ist. Dazu notieren wir eine Linear-
kombination mittels Polynome P;(X) € K[X] vom Grad deg(F;) < d; (dabei ist d; = 0 fiir
i=r+1,...,7+s) als

r+s

0="> Pi(A)u. (14.3)
=1

Multiplizieren wir zunéchst mit A, so gilt wegen AP;(A)v; = P;(A)Av; = P;(A)w; auch

,
0=> Pi(A)w;. (14.4)
i=1
Dabei verschwinden die Indizes > r wegen Av,;; = 0. Nach Voraussetzung an den Grad gibt es
firi =1,...,r Elemente a; € K und Q; € K[X] mit deg(Q;) < d; — 1 und
Pi(X) = a; X% 4+ Qi(X).
Wegen A%w; = 0 folgt Pj(A)w; = a; A%w; + Q;(A)w; = Q;(A)w;, somit wird (14.4) zu

i=1

Dies ist eine Linearkombination in W der Vektoren aus Ay . Weil By eine Basis ist, sind
alle Koeffizienten von Q;(X) gleich 0, d.h. P;(X) = a;X%. Es bleibt von der urspriinglichen

Linearkombination (14.3) nur
r+s

0= Z aiAdivi
i=1

iibrig (bei den Indizes ¢ > 0 ist d; = 0, also a;A%iy; = a;v;). Dies ist eine Linearkombination
der gewéhlten Basis von ker(A). Also sind auch die verbliebenen Koeffizienten a; = 0 fiir alle
i=1,...,r + s. Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit. Nach Korollar 5.30 ist # eine Basis und
das Theorem tiiber die Jordannormalform im zerfallenden Fall bewiesen. O

UBUNGSAUFGABEN ZzU §14
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Ubungsaufgabe 14.1. Zeigen Sie: die Summe von verallgemeinerten Eigenriumen zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten ist direkt.

Ubungsaufgabe 14.2. Sei f : V — V ein diagonalisierbarer Endomorphismus, und sei U C V ein
f-invarianter Unterraum. Zeigen Sie, dak f|y ebenfalls diagonalisierbar ist.

Ubungsaufgabe 14.3. Sei K ein Korper und seien A, B € M,,(K). Zeigen Sie, daf die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(a)  Die Matrizen A und B sind simultan diagonalisierbar: Es gibt S € GL,,(K) und Diago-
nalmatrizen D und E mit
A=SDS™! und ~ B=SES
(b)  Es gibt eine Basis von K™, deren Vektoren gleichzeitig Eigenvektoren von A und B sind.
(¢) A und B sind diagonalisierbar und

AB = BA.

Ubungsaufgabe 14.4. Seien \, u € K. Zeigen Sie
Ja(N) + 1= Jy\ + ).

Ubungsaufgabe 14.5. Sei A € M,,(K) eine Matrix mit vollstéindig zerfallendem charakteristischen
Polynom. Zeigen Sie, daf es eine diagonalisierbare Matrix D und eine nilpotente Matrix N gibt
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) A=D+N.
(i))  Die Matrizen A, D und N kommutieren miteinander:
AD=DA, AN=NA, DN =ND.

Bemerkung: Eine Matrix N heifit nilpotent, wenn es ein r > 0 gibt mit N = 0.
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Teil 4. Appendix
ANHANG A. DAS ZORNSCHE LEMMA

Um zu beweisen, dafs jeder Vektorraum eine Basis hat, brauchen wir das Lemma von Zorn.

A.1. Das Auswahlaxiom. Zu einer Menge M bezeichnen wir mit
LM ={SCM; S#0}

die Menge aller nichtleeren Teilmengen von M, also die Potenzmenge von M ohne die leere
Menge.

Definition A.1. Eine Auswahlfunktion auf einer Menge M ist eine Abbildung
f:P2M) =M
mit der Eigenschaft, dafs
f(A)e A
fir alle A € Z(M)*. Die Funktion f stellt also fiir jede nichtleere Teilmenge A von M ein
Element aus A bereit.

Auswahlfunktionen sind nichts anderes als Elemente des kartesischen Produkts von Mengen

II A

0£ACM
Axiom 1 (Auswahlaxiom). Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion.

Mittels der Interpretation als Elemente des kartesischen Produkts besagt das Auswahlaxiom
also letztlich nur, daft das Produkt nichtleerer Mengen wieder nichtleer ist.

Dies klingt plausibel, muf aber im Rahmen der Mengenlehre axiomatisch gefordert werden.
Wir verweisen auf mathematische Logik zur Klarung der logischen Zusammenhénge und be-
schrinken uns hier darauf, aus dem Auswahlaxiom das niitzliche Lemma von Zorn zu beweisen.

A.2. Partielle, induktive Ordnungen.

Definition A.2. (1) Eine (partielle) Ordnung auf einer Menge M ist eine Relation < auf
der Menge M, so dak fiir alle x,y,z € M gilt:
(i)  transitiv: Wenn z < y und y < z, dann gilt = < z.
(ii)  antisymmetrisch: Wenn x < y und y < x, dann gilt = y.
(i) reflexiv: x < x.

(2) Eine totale Ordnung auf einer Menge M ist eine partielle Ordnung auf M, so dafs
zusétzlich
(iv) z =y oder y = x gilt.

Beispiel A.3. (1) Die Potenzmenge einer Menge M hat eine partielle Ordnung: die Inklusion
C. Diese partielle Ordnung ist im Allgemeinen nicht total geordnet.
(2) Die Menge Z ist beziiglich der iiblichen <-Relation total geordnet.

Definition A.4. (1) Sei M beziiglich < partiell geordnet. Ein Element € M heillt obere
Schranke fiir die Teilmenge S C M, wenn y < z fiir alle y € S gilt.

(2) Die Menge M heifst beziiglich der Ordnung < induktiv geordnet, wenn jede total ge-
ordnete Teilmenge S C M eine obere Schranke in M besitzt.

(3) Ein Element x € M einer beziiglich < partiell geordneten Menge M heifst maximales
Element, wenn fiir alle y € M mit x <y schon x = y gilt.

Beispiel A.5. (1) Sei M eine Menge. Die Menge der Teilmengen von M ist beziiglich der
Inklusion induktiv geordnet. Eine obere Schranke ergibt sich als Vereinigung.
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(2) Sei M eine Menge. Die Menge der echten Teilmengen U C M, also U # M, ist beztiglich
Inklusion partiell geordnet. Fir jedes a € M ist U, = M \ {a} ein maximales Element.
Axiom 2 (Lemma von Zorn). Sei M eine

(i) nicht-leere,
(i)  beziiglich < induktiv geordnete Menge.

Dann hat M beziiglich < ein maximales Element.
Notation A.6. Sei M eine beziiglich < partiell geordnete Menge, z,y € M und S C M eine
Teilmenge.
(1) Mit z < y bezeichnen wir ‘z < y und = # y’.
(2) Weiter setzen wir
S<y={se€S; s=x}
Szz={s€S; s<x}.
Man kann nun zeigen, dafs das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom folgt. In Wahrheit

sind die beiden sogar logisch dquivalent (und auch noch dquivalent zum Wohlordnungssatz, auf
den wir hier nicht weiter eingehen).

Theorem A.7. Aus dem Auswahlaxiom folgt das Lemma von Zorn.

A.3. Existenz einer Basis fiir allgemeine Vektorrdume. Wir benutzten nun das Lemma
von Zorn, um auch in unendlichdimensionalen Vektorrdumen die Existenz einer Basis sicherzu-
stellen.

Theorem A.8. Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum. Dann betrachten wir die Menge bestehend
aus allen linear unabhéngigen Teilmengen von Vektoren aus V:

M ={ACV ; Aistlinear unabhéngig}.

Es ist .# nicht leer, weil () als Element in .# enthalten ist, denn die leere Menge ist ja linear
unabhéngig. Auferdem ist .# beziiglich Inklusion C partiell geordnet. Diese Ordnung ist sogar
induktiv, denn bei einer totalgeordneten Teilmenge von A; € .# fiir i € I und eine Indexmange

I ist auch
A=]J4A
el
in .# enthalten. Dies zeigen wir durch Widerspruch. Wire A plotzlich linear abhéngig, dann

gibt es eine nichttriviale Linearkombination ajv; + ...+ anv, = 0, die das bezeugt. Die endlich
vielen Vektoren vy, ..., v, liegen in irgendwelchen der A;, sagen wir 4, € [ fir r =1,...,n und

Ur € Air-

Da aber dieA;’s beziiglich C total geordnet sind, gibt es unter den A4;,,..., A;, eine beziiglich
Inklusion grofite Menge, in der dann alle v, enthalten sind. Die Linearkombination kann also
schon mit Vektoren von dort gebildet werden, und das ist ein Widerspruch dazu, daf alle A;
linear unabhéngig sind.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es also in .# maximale Elemente. Jedes solche ist eine Basis,
wie man Satz 5.22 entnimmt. Damit ist die Existenz einer Basis bewiesen. O
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ANHANG B. PAGERANK

Der Erfolg der Suchmaschine Google basiert auf der Berechnung eines Eigenvektors. Der
zugehdrige Algorithmus heifft PageRank. Das Internet ist ein gerichteter Graph, das ist eine
kombinatorische Struktur mit Ecken

W = Menge der Webseiten im Internet

und mit gerichteten Kanten von j € W nach ¢ € W, wenn die Seite j auf die Seite ¢ verlinkt.

ABBILDUNG 5. Bild eines gerichteten Graphen.

Sei n = |W| die Anzahl der Webseiten. Wir definieren die Nachbarschaftsmatrix (adja-
cency matrix) des Graphen als A = (a;j) € M, (R) mit
) 1 jverlinkt auf 4
%=1 0 j verlinkt nicht auf 7.

Dabei haben wir stillschweigend die Webseiten mit einer Nummerierung der Webseiten gleich-
gesetzt. Im obigen Graphen ist A die Matrix

0111000
1000000
01 010O0O0
A=10 0 1 0 1 0 0
0100O0T1FQO0
000O0O0OO 0O O
1000000

Die Spaltensummen von A sind

N; = Zai]- = |{Links, die von j ausgehen}|.
i

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf es keine toten Enden gibt: alle N; > 0.

Wir wollen nun die Webseiten bewerten, und zwar soll die Wertung w; der Seite ¢ € W pro-
portional sein zu den Wertungen der Webseiten j, die auf i verlinken. Dabei soll die Reputation
w; der Webseite j aber nur mit dem Gewicht 1/N; eingehen. Die Reputation wird somit gleich-
méafig auf die gelinkten Webseiten verteilt. Wir fordern also einen Proportionalitatsfaktor A € R,

so dal fir allez €¢ W ws
C— ). A
w; = A Ej:a” N, (B.1)



Lineare Algebra 187

Die Wertungen sollen w; > 0 und durch Skalieren normiert sein auf
Z w; = 1.
i

Sei w € R™ der Spaltenvektor der Bewertungen. Dann kénnen wir (B.1) mit

1 1
Yy — A diag(——, ..., ~—,...) € Ma(R)
N;j

P=
( Nl’ ’Nj

als
w=\-Pw.
Die Matrix P hat eine besondere Eigenschaft: sie ist eine stochastische Matrix.

Definition B.1. Eine stochastische Matrix ist eine quadratische Matrix mit Eintrdgen aus
R, die nicht negativ sind und die sich in jeder Spalte zu 1 addieren.

Lemma B.2. Die Matriz P ist eine stochastische Matriz.
Beweis. Dazu rechnet man fiir alle j € W
B /. .
SR =3 = St 0
(2 1 (2
Lemma B.3. Fir jedes x € R™ stimmen die Summen der Koordinaten von x und Pz dberein.
Beweis. Seien z; die Koordinaten von x und (Px); die Koordinaten von Pz. Dann ist
DPR)i= > Pyrj=) ) Py=) uj 0
i g J i J
Korollar B.4. Der Proportionalititsfaktor in (B.1) muf8 A =1 sein.

Beweis. Nach Annahme ist
1= wi=Y A (Pw)i=Xx-> (Pw)i =AY wi=A\ O

Der gesuchte Bewertungsvektor w ist also nichts anderes als ein (auf Summe der Koordinaten
gleich 1 normierter) Eigenvektor von P zum Eigenwert 1:

w = Pw.

Wir iiberlegen uns zuerst, daft 1 tatséchlich ein Eigenwert von P ist. Da wir das Internet
nicht als gerichteten Graphen und damit auch P nicht explizit kennen, mufs das aus anderen
allgemeinen Griinden folgen.

Proposition B.5. Sei K ein Korper und sei B € M,,(K) eine beliebige Matriz. Dann haben B
und Bt die gleichen Eigenwerte.

Beweis. Weil transponierte Matrizen die gleiche Determinante haben, ist
xpt(X) =det(X -1 — B") =det((X -1 — B)") =det(X -1 — B) = xg(X).
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. U

Proposition B.6. Jede stochastische Matriz Q hat den Figenwert 1. Jeder andere kompleze
Figenwert A von Q hat |A\| < 1.

Beweis. Nach Proposition B.5 reicht es zu zeigen, dak Q' den Eigenwert 1 hat. Sei e der Spal-
tenvektor, der in jeder Koordinate den Eintrag 1 hat. Dann ist

(Q'e)i =) QL= Qj=1,
J J

weil () stochastisch ist. Damit ist Q'e = e und e # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
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Sei nun A ein beliebiger komplexer Eigenwert von Q! und € C" ein zugehériger Eigenvektor.
Wir wéhlen einen Index ¢, so daf die Koordinate z; betragsméfig maximal ist: |z;| < |z, fir
alle j =1,...,n. Dann ist

A il = Iai] = Q] = 1> Qs < 30 Qilarsl < (D2 Q4 il = (3 Qi )il = Jai.
J J J J
Weil z; # 0, folgt sofort |A| < 1, also mit Proposition B.5 die Behauptung. O

Es bleibt das praktische Problem, wie man den Eigenvektor einer so groften Matrix P denn
berechnet (n =~ 10?, Stand Februar 2016). Das zugehdrige Gleichungssystem zu 1sen kann man
vergessen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf P als Matrix in M, (C) diagonalisierbar
ist und v1, ..., v, eine Basis von C" aus Eigenvektoren von P zu den Eigenwerten 1 = A, ..., A\,
ist. Wir nehmen weiter vereinfachend an, daf |\;| < 1 fiir alle ¢ > 2.

Wir wahlen nun einen Startvektor yg, entwickeln in der Basis aus Eigenvektoren zu

Yo = 2101 + ...+ 2pUp
und konnen fast sicher annehmen, daf die Koordinate z; nicht verschwindet. Dann gilt
ye = Pryo = 2100) %01 + ..+ 2. (On) o (B.2)
Die Koordinate von vy bleibt 21 )\’f = 21, wahrend fiir alle 7 > 2 wegen
Zzi(A)F =0 fir k — oo
die iibrigen Koordinaten schnell gegen 0 konvergieren. Damit ist
Yk =~ 2101

fiir grofse k, etwa k = 100 liest man, eine gute Approximation an den gesuchten Eigenvektor v.

Wir interpretieren diese Rechnung als Beschreibung einer zufélligen Irrfahrt auf dem gerichte-
ten Graphen des Internets. Ein Vektor y € R™ beschreibe eine Liste der Wahrscheinlichkeiten y;,
mit der wir uns auf der Webseite i € W aufhalten. (Es gilt dann 0 < y; < 1und ),y =1, denn
irgendwo halten wir uns ja auf.) In jedem Schritt der Irrfahrt entscheiden wir uns ausgehend
von der Seite j mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir einen der Links auf der Seite j. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit im n#chsten Schritt auf der Seite ¢ zu landen

> Pijyj = (Py)i.
j

Die neue Verteilung der Wahrscheinlichkeiten ist somit nichts anderes als
Py.

Wenden wir das wiederholt an, so beschreibt der Vektor P*y die Verteilung der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten nach k angeklickten Links. Die Folge

y,Py,P2y,...,Pky,...

beschreibt also die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei zufélliger Irrfahrt (so heift das wirklich)
im Internet. Aus obiger Rechnung folgt unter unseren Annahmen, dafs diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung gegen den auf Summe geich 1 (die Gesamtwahrscheinlichkeit ist 1) normierten
Eigenvektor w zum Eigenwert 1 konvergiert. Dies ist der Fixpunkt der Iteration und wird sta-
tionédre Verteilung genannt.

Wir erhalten so eine neue Konzeption fiir die Bewertung von Webseiten: die Bewertung einer
Webseite ¢ soll die Aufenthaltswahrscheinlichkeit w; auf der Seite ¢ im Limes fiir eine lange
zuféallige Irrfahrt auf dem Internet sein.
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Die Interpretation der Irrfahrt fiihrt zu einer Variation. Das typische Surfverhalten startet mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit (man liest 15%) bei jedem Schritt zuféllig auf einer beliebigen
Seite des Internets. Das fithrt zur folgenden modifizierten Transformationsmatrix

1
T=(1-d)—E +dP,
n

wobei d € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit ist, {iber einen Link weiterzuwandern, und E die Matrix
ist, die an jeder Stelle eine 1 hat. Der Summand dP beschreibt das bisherige Modell des Surfens
ohne Neuanfang, und der Summand (1 — d)%E beschreibt den zufilligen Neuanfang auf einer
beliebigen Seite.

Die Matrix T ist weiter stochastisch und hat tiberdies ausschliefslich positive Eintrage, wenn
0 < d < 1. Dann interessieren wir uns wieder fiir den Eigenvektor w zum Eigenwert 1 und
bestimmen diesen mit Hilfe des Interationsverfahrens. Als Startwert benutzt man zum Beispiel
den Eigenvektor des gestrigen Tages. Der Parameter d sorgt dafiir, daf nun der Satz von Perron
und Frobenius unsere Annahmen rechtfertigt.

Satz B.7 (Frobenius—Perron; einfache Version von Perron). Sei T' € M, (R) mit lauter positi-

ven Eintragen T;; > 0. Dann hat T' einen reellen Eigenwert Apax > 0 und einen zugehorigen

Eigenvektor w, so daf gilt:

(1)  Die geometrische Vielfachheit von Amax ist 1 und man kann w so wdhlen, daf alle Koor-
dinaten positiv sind und die Summe der Koordinaten 1 ist.

(2)  Jeder andere kompleze Eigenwert X von T hat |\| < Amax-

Die Annahme der Diagonalisierbarkeit brauchen wir nicht, wenn wir die Rechnung (B.2) zur
Iteration
y,Ty,T2y,...,Tky,...
durch eine Rechnung in der Jordannormalform der Matrix T ersetzen. Wesentlich ist, daft der
dominante Eigenwert, also der betragsmébig grofite Eigenwert, nur mit Multiplizitdt 1 auftritt.
Der Beitrag der anderen Jordankéstchen konvergiert gegen 0, und zwar umso schneller je grofser
die spektrale Liicke

Amax — max{|A| ; A Eigenwert , |A\| < Apax}
ist.
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