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2. Übungsblatt

Aufgabe 1 (Satz von Lax-Milgram)

Es sei X ein Hilbertraum und
b : X ×X → R,

eine stetige, symmetrische, koerzive Bilinearform, d.h.

b(u, v) = b(v, u) ∀u, v ∈ X (Symmetrie)

∃C > 0 : |b(u, v)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ X (Stetigkeit)

∃β > 0 : b(u, u) ≥ β ‖u‖2 ∀u ∈ X (Koerzivität)

und b ist in beiden Komponenten linear. Weiterhin sei l ∈ X ′.

Zeigen Sie, dass dann genau ein u ∈ X existiert mit

b(u, v) = l(v) für alle v ∈ X, (1)

dass u stetig und linear von l abhängt,

‖u‖X ≤
1

β
‖l‖X′ ,

und dass u das eindeutige Minimum ist von

J : X → R, J(v) :=
1

2
b(v, v)− 〈l, v〉.

Gehen Sie zum Beweis der Existenz wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie zunächst, dass J nach unten beschränkt ist.

(b) Zeigen Sie, dass ein Minimum u ∈ H dieses Funktionals existiert, indem Sie beweisen,
dass jede J minimierende Folge (uk)k∈N ⊂ H eine Cauchyfolge ist. Verwenden Sie dazu

b(uk − ul, uk − ul) = 4J(uk) + 4J(ul)− 8J(
uk + ul

2
).

(c) Zeigen Sie, dass das Minimum von J die Gleichung (1) löst, indem Sie neben dem
Minimum u auch Elemente u+ cv mit c ∈ R, v ∈ H betrachten.
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Aufgabe 2 (Der Hilbertraum l2)

Betrachten Sie den Raum aller quadratisch summierbaren Folgen

l2(N) := {x := (xn)n∈N ⊂ R :
∑
n∈N

|xn|2 <∞}

Zeigen Sie, dass l2(N) mit dem Skalarprodukt

〈x, y〉 :=
∑
n∈N

xnyn x, y ∈ l2(N)

ein unendlich-dimensionaler (reeller) Hilbertraum ist.

Ausgabe: Mittwoch, 21.10.15.
Besprechung: Donnerstag, 05.11.15.

Schriftliche Abgaben zu Aufgabe 1 können am Donnerstag, den 05.11.2015 vor der
Übung abgegeben werden.
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