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Auf diesem Blatt bezeichne stets K einen Korper.
Aufgabe 21. (Endomorphismen auf dem Folgenraum, 14142 Punkte)
Auf dem Vektorraum V := Abb(N, K') der Folgen iiber K definieren wir folgende Abbildungen:
GV =V, x:=(x1,22,23,...) = ¢(x) = (x2,23,24,...), und
OV =V, xi=(x1,22,238,...) — ¢r(x) := (0,21, 29, ...).
(a) Zeigen Sie, dass ¢; und ¢, jeweils einen K-Endomorphismus auf V' definieren.
(b) Zeigen Sie: ¢ o ¢ = idy, aber ¢, o ¢ # idy.
(¢) Untersuchen Sie ¢; und ¢, auf Injektivitat und Surjektivitét, und bestimmen Sie deren Kern

und Bild.

Aufgabe 22. (Inklusionsketten von Kernen und Bildern, 1+2+1 Punkte)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endomorphismus. Fiir n € Ny
kiirzen wir die n-fache Verkettung von f mit sich selbst durch

fr=fo-of
—_——

n-mal
ab. Dabei ist per Konvention f° = idy . Zeigen Sie:

(a) Es gelten folgende Inklusionsketten:

(b) Es gibt ein ng € Ny derart, dass ker(f™) = ker(f™*!) und im(f") = im(fm*!), und fiir
ng € Ng mit dieser Eigenschaft gelten sogar

ker(f™) = ker(f™*) und im(f™) =im(f™*") fiir alle r € N.

(c) Fiir ng wie in (b) gilt: V' = ker(f™°) @ im(f™).

—— bitte wenden ——



Aufgabe 23. (Darstellungsmatrizen, 4 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir C als R-Vektorraum mit Basis % := (1,¢). Bestimmen Sie im
folgenden fiir j = 1,2,3,4 die Darstellungsmatrix M‘ig( fj) der gegebenen R-linearen Abbildung
fj : € — C bzgl. %:

) f1:C—C, z+— R(2) (der Realteil von z).

) f2:C—C, 2z J(2) (der Imaginarteil von z).
(¢) f3:C—C, z—Z
(d) f41:C—=C, z— (3+2)- 2.

Aufgabe 24. (Fibonacci-Folge I, 0,54+141,5+1 Punkte)
Im reellen Vektorraum Abb(N,R) der reellen Folgen definieren wir
U:={(zn)nen | VR € Nt Zpjo = Tny1 + an}
(a) Zeigen Sie, dass U ein Unterraum von Abb(N, R) ist.
(b) Wir definieren zwei reelle Folgen a := (ay)nen und b := (by,)nen durch folgende Rekursionen:

a1 =1, ao=0 und api2 = an41+a, firalleneN,
by =0, bo=1 und byio =0bpy1+0b, firalleneN.

Zeigen Sie, dass & := (a,b) eine Basis von U ist.

(c) Es sei
¢l U — U) €T = (l’l,l’Q,l‘;},- : ) = ¢l($) = (ZI:2,$'3,.’L‘4, .. )

Zeigen Sie, dass ¢; ein (wohldefinierter) Automorphismus auf dem reellen Vektorraum U ist.

(d) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M7%(¢;).
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