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5. Übungsblatt

Aufgabe 1 (Unendlich dimensionale Matrizen)
Gegeben sei eine unendlich dimensionale Matrix

(mij)i,j∈N ∈ l2(N× N)

wobei l2(N× N) analog l2(N) definiert ist, also

l2(N× N) := {(mij)i,j∈N,
∞∑

i,j=1

|mij|2 <∞}, ‖(mij)i,j∈N‖l2(N×N) :=

(
∞∑

i,j=1

|mij|2
)1/2

.

Wir definieren damit den Operator M : l2(N)→ l2(N) gemäß der Vorschrift

Mv :=

(
∞∑
j=1

mijvj

)
i∈N

.

(a) Zeigen Sie, dass M ∈ L(l2(N)) und dass

‖M‖L(l2(N)) ≤ ‖(mij)i,j∈N‖l2(N×N).

Berechnen Sie außerdem die Adjungierte M∗.

(b) Sei (mij)i,j∈N ∈ l2(N × N) eine Diagonalmatrix, also mij = 0 für i 6= j. Zeigen Sie,
dass dann (mii)i∈N eine Nullfolge ist und dass M kompakt ist.

Aufgabe 2
Betrachten Sie den Operator

A : L2(0, 1)→ L2(0, 1), (Af)(x) :=

∫ x

0

f(y) dy.

(a) Geben Sie den adjungierten Operator A∗ an.

(b) Zeigen Sie, dass für alle j ∈ N gilt:

Avj(x) = σjuj(x) und A∗uj(x) = σjvj(x) (1)

mit σj :=
((
j − 1

2

)
π
)−1

,

vj(x) :=
√

2 cos

((
j − 1

2

)
πx

)
und uj(x) :=

√
2 sin

((
j − 1

2

)
πx

)
.

(c) Zeigen Sie, dass (uj)j∈N und (vj)j∈N Orthonormalsysteme in L2(0, 1) sind.
(Tipp: Sie können dies aus (1) ohne partielle Integration folgern.)

Ausgabe: Donnerstag, 03.12.15.
Besprechung: Donnerstag, 17.12.15.

Schriftliche Abgaben zu Aufgabe 1 können am Donnerstag, den 17.12.2015 vor der
Übung abgegeben werden.
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