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Aufgabe 33. (Konstruktion von Q aus Z, 1+1+2 Punkte)

Diese Aufgabe beschéftigt sich mit der in der Vorlesung vorgestellten Konstruktion der rationalen
Zahlen aus den ganzen Zahlen. Zeigen Sie:

(a) Auf der Menge Z x (Z\ {0}) ist die Relation
) (a,s) ~ (b,t) <= at—bs=0
eine Aquivalenzrelation.
Bemerkung — Sie diirfen folgendes verwenden: Fir x,y € Z gilt xy = 0 genau dann, wenn
=0 odery=0.
Eine rationale Zahl ist dann eine Aquivalenzklasse von (a, s) € Zx(Z\{0}). Diese bezeichnen

wir im folgenden mit der suggestiven Schreibweise ¢, d.h.
a

%= [(a,s)
Ferner bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen mit Q.
(b) Die auf Q definierte Addition

t
+:QxQ—Q, <a=b)’_>a+b‘:a -
s’ t S t st
und Multiplikation b b b
1QxQ—q (57)— %72
st s st

sind wohldefiniert.

(c) Die Menge Q mit der soeben definierten Addition und Multiplikation bildet einen Kérper.

Aufgabe 34. (Matrizenrechnungen tiber F,, 4 Punkte)

Fiir eine Primzahl p bezeichnen wir im folgenden mit einer ganzen Zahl n die zugehorige Restklasse
[n] € F), = Z/pZ. Wir betrachten folgendes Zahlenschema:

2 -1 5 0 -1
4 3 =5 2 1
A= 6 2 0 -5 5
-4 2 -4 5 1

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von p den Rang von A, aufgefasst als Matrix iiber F,, sowie eine
Basis von im(L4) C Fj, bestehend aus den Spalten von A.

Hinweis: Rechnen Sie zundchst iiber Q. Uberlegen sie sich dann, inwiefern sich Ihre Rechnungen
auf Matrizen tiber F), tibertragen lassen.

—— bitte wenden ——



Aufgabe 35. (Quotientenvektorraum und Komplement des Unterraums, 1+1+40,541,5 Punkte)

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und seien U,W C V Unterrdume. Wir betrachten die
Abbildung
qulw W —V/U, v— [v] =v+U.

Zeigen Sie:
(a) qu|w ist eine lineare Abbildung mit ker(qy|w) = U N W.
(b) qu|w ist genau dann surjektiv, wenn V = U + W.
(¢) qu|w ist genau dann ein Isomorphismus, wenn V =U & W.
)

(d) Sei nun K := R und V := R3. Ferner seien

1 0 1
U:< 2,1 > und W::< -1 >
3 2 3 )"
1
Zeigen Sie, dass V = U @ W, und finden Sie das Urbild von | [ =3 | | € V/U unter qu|w.
6

Aufgabe 36. (Dualraum und Quotientenvektorraum, 14+1,54+1,5 Punkte)

Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Zeigen Sie:
(a) Die zur Quotientenabbildung duale Abbildung ¢; : (V/U)* — V* ist injektiv.

(b) im(qf;) = {m € V* | n|y = 0}. Hierbei bezeichnet n|yy : U — K die Einschrankung von
m:V = Kauf U, d.h. 7ly(u) := 7(u) fir alle uw € U.

(c) Ist dim V < oo, so liefert
Ay :V*/im(q;) — U*, 7] — 7|u

einen wohldefinierten Isomorphismus.
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