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Aufgabe 13. (4 Punkte)

Seien N; C G; fir i = 1,...,n ein Normalteiler. Zeigen Sie, dafl

n n
H N; C H G
i—1 i—1

ein Normalteiler ist, und zeigen Sie einen Isomorphismus
n

i=1 i=1

i=1

Aufgabe 14. (PGLg, 4 Punkte)

Sei F, ein (der) Koper mit g Elementen.
(a) Zeigen Sie:
[PGLy(Fy)| = (¢ = 1)glg + 1),
(b) Finden Sie Isomorphismen:
(i) PGLy(F2) ~ Ss.
(ii) PGLQ(F?)) ~ S4.

Tipp: Lassen Sie die Gruppen GLg(F,) auf P*(F,) durch Mébiustransformationen
operieren. Dabei ist F, ein (der) Kérper mit ¢ Elementen. Stéren Sie sich nicht
daran, dafl wir F4 noch nicht konstruiert haben.

Aufgabe 15. (Elementarmatrizen, 4 Punkte)
Sei K ein Korperund n > 1. Zu e K und 1 < o, 8 < n, a # [ sei

Eag(A) =14 X - (diadjp)1<ij<n

die Elementarmatrix, und die von allen Elementarmatrizen in GL,,(K) erzeugte Unter-
gruppe sei

U= (Eup(N); V1<a,f<n, a#pund X € K).
(a) Zeigen Sie U C SL,(K).



(b) Berechnen Sie

b3 ()6 )

Folgern Sie, dafl U alle Zeilenvertauschungsmatrizen (mit Vorzeichen, so daf die
Determinante 1 ist) enthélt: das sind zu a #  Matrizen P,g mit

€i 17& OJ,B
P.ge; = eg 1=«
—eq 1=0.

wobei eq, ..., e, die Standardbasis ist.

(c) Berechnen Sie zu a € K*

b ) )6 ) ()

Folgern Sie, dafl U alle Diagonalmatrizen mit Determinante 1 enthélt.

(d) Uberlegen Sie sich, da8 man mit elementaren Zeilenumformungen jede Matrix aus
GL,,(K) in Diagonalform bringen kann.

(e) Beweisen Sie
SLp(K) = (Eag(A) ; V1<, <n, a# fund X € K).

Aufgabe 16. (4 Punkte)

Seien n > 1 und K ein Korper mit 2 # 0. Sei D die Gruppe der Diagonalmatrizen
Al 0
D=<(A= i A, A € KX 3 C GL,(K).
0 An
(a) Zeigen Sie: Matrizen aus GL, (K) mit der gleichen Jordannormalform haben das-

selbe Bild in der Kommutatorfaktorgruppe.

(b) Zeigen Sie: Fiir alle unipotenten oberen Dreiecksmatrizen A, d.h. obere Dreiecks-
matrizen mit nur 1 auf der Diagonale, haben A und A? dieselbe Jordannormalform.
Folgern Sie, dafl

D/(D N [GLy(K),GLy(K)]) ~ GL,(K)/[GL,(K), GL,(K)].
(c) Zeigen Sie, dafl die Determinante einen Isomorphismus liefert:
GL,(K)/[GLp(K),GL,(K)] = K*, A det(A).
Tipp: Benutzen Sie das Resultat aus der Linearen Algebra, dafl jede Matrix A € GL,,(K)
geschrieben werden kann als LSR mit L untere unipotente Dreiecksmatrix, S € D

Diagonalmatrix, R obere unipotente Dreiecksmatrix. Verwenden Sie (a) fiir L und R,
sowie fiir Diagonalmatrizen mit nur einem \; # 1.
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