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1 Die Kategorien der Pragarben und Garben

1.1 Schnitte, Halme und Exaktheit

Die Kategorie der Pragarben bzw. Garben iiber einem topologischen Raum X sind
abelsch.

Fur U C X offen definiert
['(U,e): F— F(U)
einen Funktor PSh — Ab und insb. Sh — PSh — Ab. Man nennt F'(U) die Schnitte tiber
U und I" eben den Schnitte-Funktor.
Fur v € X definiert
Pl FO)

ebenfalls Funktoren PSh — Ab, bzw. Sh — Ab (Ab ist kovollsténdig). Diese heiflen
Halm-Funktoren. Es sind gewissermaflen die Schnitte iiber dem Punkt u. Analog lassen
sich dann auch ,,Schnitte® iber abgeschlossenen Mengen konstruieren.

Aufgabe 1. All diese Funktoren sind offensichtlich additiv. Aber wie sieht es mit Exakt-
heit aus? Gib Gegenbeispiele an oder versuche Beweise zu finden.

Aufgabe 2. Fiir Garben haben wir gelernt, dass Exaktheit dquivalent dazu ist, dass alle
Halme (einer Sequenz von Garben) exakt sind. Kénnen wir hier die Halme durch Schnitte
oder/und Garben durch Pragarben ersetzen?

Die Rechtsableitung von additiven kovarianten Funktoren ist iiber injektive Auflésungen
definiert. In der Kategorie der Garben gibt es geniigend Injektive: Wir haben das in
Vorlesung mithilfe der Halme gesehen.

Aufgabe 3. Wie verhalten sich die Eigenschaften monomorph und injektiv (also dual zu
epimorph bzw. projektiv) bei der Inklusion Sh — PSh?

1.2 Welke Garben

Fiir die folgenden zwei Aufgaben seien (F,) ein gerichtetes System in Sh(X) und X
noethersch!

Aufgabe 4. ([Har77, Kapitel 3, Lemma 2.8]) Sind die F,, welk, so auch der direkte Limes
liga F,.
Aufgabe 5. ([Har77, Kapitel 3, Lemma 2.9]) Die natiirlichen Morphismen

ling H'(X,F,) — H'(X, lig F,)



sind Isomorphismen fiir ¢ > 0.

Aufgabe 6. ([Har77, Kapitel 3, Lemma 2.10]) Sei nun j : ¥ — X die Inklusion einer
abgeschlossenen Menge Y C X und X nicht notwenig noethersch. Es gilt

HY(Y,F)=H(X,j.F),

wobei j,F die Fortsetzung von F' durch Null auflerhalb von Y bezeichnet.
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