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1 Riemann-Roch fiir Kurven

Dieses mal wollen wir versuchen, den Satz von Riemann-Roch zu verstehen. Als Quelle
ist zum Beispiel [Har77, p. 295] geeignet. Oder Abschnitte 1 bis 3 in [Vak00].

Wir arbeiten in der Kategorie der Schemata tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper
k:
Sch /k = Sch / Spec(k).

Theorem 1.1 (Riemann-Roch). Seien X eine Kurve von Geschlecht g und L ein Gera-
denbiindel auf X von Grad d. Dann gilt

WX, L)~ hO(X,w@ L) =d—g+1.

Zunéchst zu den Begriffen:
Eine Kurve (iiber k) ist

(i) irreduzibel (~ generischer Punkt ~~ rationale Funktionen)

(ii) reduziert

)
)

(iii) eindimensional (~ w = Q)

(iv) eigentlich (iiber k) (~ projektiv ~» Serre-Dualitdt)
)

(v) und hat regulére lokale Ringe (~ Serre-Dualitdt).

Fiir k£ = C ist eine solche Kurve eine sogenannte Riemannsche Fldche hat eine Invariante:
die Anzahl der ,Henkel“, welche als das Geschlecht g von X bezeichnet wird. Allgemeiner
definiert man das Geschlecht von X als die Dimension des k-Vektorraums der globalen
1-Formen auf X

g=h"(X, QY =dim H°(X, Q).

(,Dimension“ macht Sinn, da Q' ein O-Modul ist, H°(X,Q'), also ein H'(X,0) =
O(X) = k-Modul)

Ein Geradenbiindel L iiber X ist nach Definition eine lokal freier O-Modul von Rang 1.
Der Grad d eines Geradenbitindels ist tiber die Korrespondenz zwischen Geradenbiindeln
(modulo Isomorphie) und Divisoren (modulo linearer Aquivalenz)

Pic(X) = Cl(X)
(wohl)definiert. Ist etwa £ assoziiert zu [D] mit Divisor D = Y ;n;P;, so ist deg L =

>; ni. Die Zuordnung D +— O(D) = L ist tibrigens wie folgt gegeben: O(—P) ist die
Garbe der rationalen Funktionen f, die bei P verschwinden, d.h. wo valp(f)+ (—1) >0

1



gilt. Allgemeiner wird dann O(D) fir D = Y, n;P; als eben die Garbe der rationalen
Funktionen f mit (f) + D > 0 definiert. Dabei ist (f) der Null-/Polstellendivisor und
>iniP; >0 < Vi:n; > 0 (effektiver Divisor). Man beachte, dass wir hier die Eigenschaft
von X brauchen, irreduzibel zu sein - sonst macht es erst mal keinen Sinn von rationalen
Funktionen zu sprechen.

SchlieBlich noch zu w ® LY: w ist das sogenannte kanonische Geradenbiindel und
stimmt fiir Kurven X mit Q!, der Garbe der 1-Formen iiberein. £V ist das zu £ duale
Geradenbiindel, definiert tiber die ,,Hom-Garbe*:

LY = Hom(L, O)

und erfiillt (kanonisch)
L& LY ~O.
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