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—— Blatt 5 ——

Diesmal werden wir uns nochmal mit Divisoren und Geradenbiindeln auseinandersetzen.

1 Weil-Divisoren

In [Werl6, Definition 6.12] werden die Weil-Divisoren Div(X) auf X eingefithrt. Dabei
werden einige Eigenschaften an X gefordert:

(i) noethersch

)
(ii) integer
(iii) separiert
)

(iv) reguldr in Kodimension eins.

Dass X integer, also insb. irreduzibel ist hat als Konsequenz die Existenz eines generischen
Punktes und somit eines rationalen Funktionenkorpers:

K(X).

Wichtig ist zunéchst nur die Eigenschaft, dass wir jedem Primdivisor Y (abgeschl. irred.
Unterschema) eine diskrete Bewertung vy zuordnen konnen mit der man dann die Null-
und Polstellenordnung eines f € K(X) entlang Y definieren kann. Dies folgt daraus, dass
X regular in Kodimension eins, also der lokale Ring Ox ,, mit

Y ={n}

(Y ist selbst irreduzibel!) ein regulérer lokaler Ring mit dim Ox, = 1 ist. Nach [Wer16),
Satz 6.8] ist dann Ox, ein diskreter Bewertungsring. Die Separiertheit kann man dazu
nutzen, um Y aus Oy, zuriickzugewinnen ([Har77, Ex. 4.5]).

Schliellich wird der Gruppenhomomrphismus div

K(X)* = Div(X)
f=>w(f) Y

definiert, wobei die Summe tiber alle Primdivisoren in X indiziert. Die Wohldefiniertheit
folgt aus [Werl6, Lemma 6.13]. Hierfiir geht entscheidend die Noetherschheit von X ein.

Wir erhalten insb. die k.e.S. abelscher Gruppen
K(X)* — Div(X) — CH'(X) — 0
mit der ersten Chow-Gruppe CH'(X) von X.
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2 Cartier-Divisoren

Kommen wir nun zu Cartier-Divisoren. Ist X wieder eine integres Schema mit ratio-
nalen Funktionenkérper K(X) = Ox,. Da X insb. zusammenhéngend ist, definiert die
Pragarbe

Uw— K(X)

sogar eine Garbe K. Ein Cartier-Divisor ist dann einfach ein globaler Schnitt von K£*/O*.
Sei D ein solcher Cartier-Divisor. Dann kénnen wir D als globalen Schnitt darstellen durch
kompatible lokale Schnitte f, € K(X)*/O(U;)* (iiber U;). Kompatibilitdt bedeutet, dass
iber dem Schnitt Uij = Uz N Uj gllt
fiw, = fi,, € K(X)*/OUy)",
d. h. fiir Lifts
fiw;/ Fiy,, € OWi5)"

Ein Cartier-Divisor ist also durch das Datum einer offenen Uberdeckung {U;} und ratio-
nalen Funktionen f; € K(X)* mit f;/f; € O(U;;)* gegeben.

3 Geradenbiindel

Schlieflich definieren wir noch Geradenbiindel als lokal freie Ox-Moduln von Rang eins.
Das Tensorprodukt £ ® £’ definiert dann eine Gruppenstruktur auf Pic(X), der Menge
der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf X. Das neutrale Element ist [Ox] und
[£V] = [Hom(L, Ox)] das Inverse zu [L£]. Ublicherweise lisst man die Isomorphieklassen-
Klammern [] in den Notationen aus.

4 Korrespondenzen

Versuchen wir nun diese drei Konzepte miteinander in Beziehung zu bringen! Also muss
X schonmal wieder noethersch, integer, separiert und regulér in Kodimension eins sein
(sieche Weil-Divisoren).

Sei D ein Cartier-Divisor, reprasentiert durch (U;, f;);.

D definiert einen Weil-Divisor wie folgt: Fur einen Weil-Primdivisor Y (mit Bewertung
vy ) ist

vy (D) = vy (fi)
wohldefiniert, denn fiir Y NU; # 0 ist f;/f; € OU;;)* € K(X)*, also vy (fi/f;) = 0.

Und wir erhalten den Weil-Divisor
> vy (D) Y.
Y
Diese Zuordnung definiert einen injektiven Gruppenhomomorphismus
(X, K*/O*) — Div(X),
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der fir regulire X (d.h. alle lokalen Ringe sind regulér) sogar ein Isomorphismus ist
([Werl6, Prop. 6.18]).

Andererseits konnen wir aus D auch ein Geradenbiindel konstruieren: Dazu betrachten
wir ganz einfach die lange exakte Kohomologiesequenz zu

0—-0" =K"= K*/O* —=0.
Diese liefert uns namlich
= (XK - T(X, KX /O0F) — Hl(X,(’)X) — Hl(X,ICX) =0—---,

wobei ,,= 0“ aus der Tatsache folgt, dass K* eine konstante, also welke Garbe ist. Jetzt
muss man nur noch wissen, dass Elemente in H'(X,O*) nichts anderes als Isomorphie-
klassen von Geradenbiindeln sind!

5 Hauptdivisoren
Die zu Hauptdivisoren assoziierten Geradenbiindel sind die zum trivialen isomorphen.
Folglich sollten die Hauptdivisoren im Sinne von Cartier gerade das Bild von

(X, L") - (X, K*/O)

sein. Diese Abbildung nennt man ebenfalls div. Gliicklicherweise ist das aber mit der oben
genannten Isomorphie zwischen Weil- und Cartier-Divisoren vertréglich:

r(x, ) —IY 1, pix o 0%)

I

K (X)* ————— Div(X)

6 Beispiel

Was ist Pic(P') = H'(P', Op1)? Ist auf P' jeder Divisor eine Hauptdivisor? Schneiden f
und ¢ (Funktionen auf P) zwei Primdivisoren Y = {f = 0} und Y’ = {g = 0} aus und
haben beide den selben Grad, dann ist f/g € K = K(P') eine rationale Funktion mit
Nullstellen {f = 0} und Polstellen {g = 0}, also

div(f/g) =Y — Y".

Das zeigt, dass je zwei Primdivisoren von selben Grad linear dquivalent sind (d.h. sich
nur um einen Hauptdivisor unterscheiden, bzw. die selbe Isomorphieklasse in Pic(P!)
reprasentieren). In der Tat induziert die Gradabbildung

Div(P') — Z
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einen Isomorphismus

Pic(P') = CH(P!) — Z.

Man sollte sich iiberlegen, was das fir Elemente in H' (P!, O}, ) bedeutet, indem man mit
Cech-Kohomologie arbeitet. Hinweis: P* hat eine ziemlich tibersichtliche Uberdeckung aus
offen affinen.
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