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Aufgabe 1. (Gruppenhomomorphismen, 4 Punkte)

Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen G und G’. Untersuchen
Sie, welche der folgenden Aussagen allgemein gelten und welche gelten, wenn ¢ injektiv
bzw. surjektiv ist.
(a) Ist S C G ein Erzeugendensystem von G, so ist ¢(.5) eines von G'.
(b) Fiir g € G gilt: ord(g) = ord(p(g)).
(¢) Ist G abelsch bzw. zyklisch, so ist es auch G'.

)

(d) Liegt g € G im Zentrum von G, so liegt ¢(g) im Zentrum von G.

Aufgabe 2. (Die alternierende Gruppe, 4 Punkte)

Sei n > 4 eine natirliche Zahl und A,, C S,, die alternierende Gruppe.

(a) Zeigen Sie: A, operiert (n — 2)-fach transitiv auf der Menge {1,...,n}, d.h. zu je
zwei (n—2)-Tupeln (i1, ...,i,—2) und (j1,. .., jn—2) mit jeweils paarweise verschie-
denen Eintrdagen aus {1,...,n} gibt es genau ein o € A, mit o(iy) = ji fiir alle
k=1,....,n—2.

(b) Folgern Sie aus Teil (a): Sind i # j € {1,...,n}, dann gibt es ein k € {1,...,n}\
{i,j}, so dass die Zykel (1,2,3) und (¢, 7, k) in A,, konjugiert sind.

Bemerkung: Auch wenn die Zykel (1,2,3) und (i,7,k) nach dem Kochtopflemma
aus der Vorlesung Grundlagen der Algebra in S, konjugiert sind, bedeutet das
nicht, dass sie auch in A, konjugiert sind!

(¢) Zeigen Sie: Sind i, j, k,l € {1,...,n} paarweise verschieden, so sind (1,2)(3,4) und
(i,7)(k,1) in A, konjugiert.

estimmen Sie die Konjutationsklassen in A4 und die Zentralisatoren der Elemente
d) Besti Sie die Konj ionskl in A d die Z li der El
(1,2,3) und (1,2)(3,4)

—— bitte wenden ——



Aufgabe 3. (Polynome, 4 Punkte)

Sei K ein Korper und sei f € K[X].

(a) Sei deg(f) > 2. Zeigen Sie: Ist f irreduzibel, so hat f keine Nullstelle. Die Umkeh-
rung gilt, wenn deg(f) < 3.

(b) Finden Sie einen Koérper K und ein Polynom f € K[X] vom Grad 4, fir das die
Umkehrung im Teil (a) nicht gilt.

(¢c) Was kann man tiber die Primfaktorzerlegung von f in den Féllen deg(f) = 0 und
deg(f) = 1 sagen?

Aufgabe 4. (Q[v/2] als Faktorring, 4 Punkte)
(a) Zeigen Sie: Es gibt eindeutig bestimmte Ringhomomorphismen
f9:QX]=C

mit f(a) = g(a) = a fiir alle a € Q C C und f(X) = v/2, g(X) = —V/2, wobei
V2 € R C C die positive Quadratwurzel von 2 bezeichnet.

(b) Finden Sie ein normiertes Polynom P € Q[X], welches das Ideal ker(f) erzeugt.
(c) Zeigen Sie, dass

im(f) = im(g) = Q[v2) = {a+bv2 | a,b € Q} CC.
und folgern Sie mithilfe des Homomorphiesatzes, dass Q[v/2] ein Korper ist.
(d) Zeigen Sie: Ist o : Q[v/2] — Q[v/2] ein Kérperautomorphismus, so ist
o(V2) € {V2,-V2}.

In beiden Féllen gibt es jeweils genau einen solchen Automorphismus.

Tipp: Zeigen Sie zundchst, dass o(a) = a fir alle a € Q gilt.
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