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Abgabe bis 09. Januar 2017, 10 Uhr im Fach zum Tutorium.

Wir wollen Hensel’s Lemma verstehen: Ein Polynom
f=a, X"+ +a X" +ay € Z,[X]

hat eine Reduktion 7
f=a@ X"+ - +@ X' +a € F,[X].

Das Lemma von Hensel besagt: Hat f eine einfache Nullstelle (d.h. f(z) = 0 und f’(T) +
0), so gibt es einen Lift © € Z, mit f(z) = 0.

Den Beweis finden Sie im Skript (cf. Beweis zu Satz 8.1). Es wird eine Folge z, € Z,
konstruiert mit
Ty —> .

Wir starten mit einem Lift x; € Z C Z,,, d.h. 77 = z. Damit gilt

flx) = f(z1) = f(@) =0, (1)

also
f(xl) € plzp-

Wir haben also zwar evtl. noch nicht f(z;) = 0, aber immerhin schon |f(z;) — 0] < p~'.
Klar, dass wir nun versuchen wollen induktiv z,, zu konstruieren, sodass (x,,) konvergiert
und f(z,) — 0 gilt. Unsere Induktionsannahmen kénnen wir also wie folgt wahlen: Fiir
bereits konstruierte xy, ..., zy gelte

i) |f(z,) —0|<pmfirn<N
(ii) ’xn+1 - fn‘ <pmfirn+1<N

Die erste Bedingung ist fir unser z; und N = 1 erfillt; die zweite auch (trivialerweise).

Nehmen wir an, wir haben x1, ..., xy konstruiert, dann machen wir den Ansatz

TN+1 =2IN + pN?/ (2)

mit y € Z,, sodass Bedingung weiterhin erfiillt wird. Wir wollen nun y so wéhlen,
dass auch (i)| gilt. Dafiir machen wir Taylor-Entwicklung um xzy

flan +e) = flzn) + f(an)e + O(?)

und setzen € = p"y ein: Dann ist modulo p™¥*+!

flang) = flan) + f(an)p"y. (3)



Wegen [(i)| gilt f(zn) = p™ 2y fiir 2y € Z, und die Gleichung
0=2zy+ ['(zn)y (4)

hat wegen f'(Z) # 0 modulo p eine (eindeutige) Losung. Sei y € Z, ein (beliebiger) Lift
von dieser. Dann gilt modulo p™¥ !

fl@ns1) = flan) + f'(an)py
=p" (zv + f'(zn)y)
c pN+1Zp-

Das ist gerade der Nachweis fiir Bedingung

Aufgabe 1. (8 Punkte)

e Gleichung kann in @@, umgeformt werden zu
Py = —p"(f'(xn)) 2w
Eingesetzt in erhalten wir

— o — flzn)
IN+1 = TN f/(xN)‘ (5)

(Recherchieren Sie an dieser Stelle doch mal das Newton- Verfahren.) Beweisen Sie
Hensel’'s Lemma selbst, indem Sie

(i) Taylorentwicklung von f bei z machen ...
(ii) und mithilfe von (f)) den Betrag |f(zy.1)| berechnen.

(iii) Benutzen Sie |f(z1)| < p~! und |f'(z1)| = 1, um induktiv |f(zy)] < p¥,
|f(zn)| =1 und |zny 1 — 2n] < p~™ zu zeigen.

(iv) Zeigen Sie, dass x = limzy und f(z) = 0 gilt.

Bemerkung. So sieht man sehr schon, wo |f(z1)| < 1, bzw. f(Z) = 0 eingeht und
dass die Konstruktion von x sogar eindeutig ist; gegeben einen Lift x; von T.

Nun zu einer Anwendung des Lemmas (bzw. dessen Beweis):
o Esgilt 32=2 mod 7, also ist f = (X —3)(X +3) = X2 -2 € F,[X] die Reduktion

von etwa f; = X? —9 € Zy, aber auch von f, = X? — 2 € Z;. Finden Sie die
Nullstellen von f; und fs iber Z;.

Was passiert, wenn T keine einfache Nullstelle ist, d. h. wenn f'(x) = 0 gilt? Nehmen wir
an, dass f”(Z) # 0 noch erfiillt ist. Finden Sie Beispiele (falls moglich):

e Fiir = gibt es keinen Lift  mit f(z) = 0.

e Fiir  gibt es trotzdem noch einen Lift x mit f(z) = 0.



