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Aufgabe 41. (Kreisteilungskörper, 4 Punkte)

Für n ∈ N sei ζn ∈ C eine primitive n-te Einheitswurzel.

(a) Bestimmen Sie für eine Primzahl p und m ∈ N das Kreisteilungspolynom Φpm(T ).
(b) Berechnen Sie trQ(ζn)/Q(ζn) für n ∈ N.
(c) Zeigen Sie für n ≥ 2:

NQ(ζn)/Q(1− ζn) =
{
p, falls n = pm eine Primpotenz,
1, sonst.

Aufgabe 42. (Galoisgruppe des Polynoms Tn − p, 4 Punkte)

Sei n ∈ N und p eine Primzahl. Ferner sei f(T ) := Tn − p ∈ Q[T ].

(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist, und bestimmen Sie den Zerfällungskörper von f
über Q.

(b) Sei ζn ∈ C eine primitive n-te Einheitswurzel. Zeigen Sie:
(i) Zu jedem σ ∈ Gal(f) gibt es ein eindeutig bestimmtes a(σ) ∈ Z/nZ mit

σ( n
√
p) = n

√
p · ζa(σ)

n .

(ii) Die Abbildung
Gal(f) −→ (Z/nZ) oϕ (Z/nZ)×,

σ 7−→ (a(σ), χn(σ|Q(ζn)))

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Dabei ist die Struktur des semi-
direkten Produkts ist gegeben durch ϕ : (Z/nZ)× ∼−→ Aut(Z/nZ) wie in der
Aufgabe 40(d). Ferner bezeichnet χn : Gal(Q(ζn)/Q) → (Z/nZ)× den in der
Vorlesung definierten zyklotomischen Charakter.

(c) Zeigen Sie, dass der Gruppenhomomorphismus aus Teil (b) sogar ein Isomorphis-
mus ist, falls n eine Primzahl ist.
Tipp: Welche Ordnung hat in diesem Fall Gal(f)?

—– bitte wenden —–



Aufgabe 43. (Sylowgruppen von GL2(F3), 4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Menge

U :=
{(

1 a
0 1

) ∣∣∣∣∣ a ∈ F3

}

eine 3-Sylowgruppe von GL2(F3) ist, und bestimmen Sie deren Normalisator in
GL2(F3).

(b) Zeigen Sie, dass die Menge

U :=
{
A ∈ GL2(F3)

∣∣∣AAt = ±12
}

eine 2-Sylowgruppe von GL2(F3) ist.
(c) Bestimmen Sie zu jedem Primteiler p von # GL2(F3) die Anzahl ap(GL2(F3)) der

p-Sylowgruppen.

Aufgabe 44. (Anwendung der Sylowsätze, 4 Punkte)

Zeigen Sie, dass es genau zwei Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 21 ist,
nämlich eine abelsche Gruppe und eine nicht-abelsche Gruppe. Zeigen Sie ferner, dass
es sich im nicht-abelschen Fall um ein semidirektes Produkt von zwei Sylowgruppen
handelt.

Abgabe: Am kommenden Dienstag, den 17. Januar 2017, bis zur Vorlesung in den Kasten im
3. Stock, Institut für Mathematik, Robert-Mayer-Straße 6-8. Downloads von Übungsblättern und
Informationen zur Vorlesung unter

https://www.uni-frankfurt.de/63137772/17_16_WS_Algebra


