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Aufgabe 17. (IMO 1967, Aufgabe 3)

Seien k, m,n natiirliche Zahlen, so dal p = m + k + 1 eine Primzahl gréfer als n + 1 ist.

Wir setzen ¢, = xz(z + 1) fiir alle z € N und betrachten das Produkt

N = (¢my1 — ck)(Cmi2 —Ck) oo (Crngn — Ck)-
Zeigen Sie, dafl N durch [}, ¢; teilbar ist.

Tipp: (1) Faktorisieren Sie fiir allgemeine x,y € Z den Ausdruck c; — x, in zwei Faktoren, die
linear in z und y sind. (2) Wozu ist es niitzlich/nétig, dafl p eine Primzahl ist?

Aufgabe 18. (IMO 1972, Aufgabe 3)

(a) Zeigen Sie, daf fiir alle z,y € R gilt:

[22] + [2y] = [z] + ly] + [z +y].
(b) Zeigen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n,m € N der Bruch

(2n)!1(2m)!
- nlm!(n + m)!

eine natiirliche Zahl ist.

Tipp: Was haben die beiden Aufgabenteile miteinander zu tun?

Aufgabe 19. (Umkehrung des Satzes von Wilson)

(a) Sein € Z eine ganze Zahl, n > 1. Zeigen Sie:
(n—=1)'=-1 (mod n) <= n ist Primzahl.

(b) Zeigen Sie, dafi es eine endliche Menge S C Z gibt, so daB fir allen € Z, n > 0 es eina € S
gibt mit (n — 1)! = a (mod n).

(¢c) Kann man S C N wéihlen?

(d) Finden Sie ein S wie in (b) mit der kleinsten moglichen Anzahl von Elementen.
Tipp: Zeigen Sie 0,—1 € S.

Aufgabe 20.
(a) Sei £ ein Primfaktor von 2P — 1. Zeigen Sie, daf £ > p.

(b) Beweisen Sie mittels (a), daf es unendlich viele Primzahlen gibt.

Aufgabe 21. (Summe zweier Quadrate)

Zeigen Sie:



(a) Ist eine natiirliche Zahl n als Summe zweier Quadrate rationaler Zahlen darstellbar (Beispiel:

13 = (4)2+(£)?), so 14Bt sie sich auch als Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen darstellen.

(b) Sind I,m € N, so gilt:
l
Jz,yeQ: —=2249y?> <<= FJuveZ:lm=u>+%
m

(¢) Sind I, m € N teilerfremd, so 148t sich I/m genau dann als Summe zweier Quadrate rationaler
Zahlen darstellen, wenn ! und m Summen zweier Quadrate ganzer Zahlen sind.

Abgabe: Am kommenden Montag, den 22. Mai 2017, bis zur Vorlesung in den Kasten im 3. Stock, Institut
fiir Mathematik, Robert-Mayer-Strafie 6-8. Downloads von Ubungsblittern und Informationen zur Vorlesung
unter

http://www.uni-frankfurt.de/65113368/17_SS_Elementare-Zahlentheorie




