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Aufgabe 44. (Der Ring Z[\/—2])
Wir betrachten den Ring Z[v/—2] := {a + b\/=2 | a,b € Z} C C.
(a) Zeigen Sie, dafl Z[/—2| ein euklidischer Ring ist, und zwar beziiglich der Normabbildung
N : Z[V=2] = No, N(a+bv/=2) :=a®>+2b* fiir alle a,b € Z

als euklidische Normfunktion.

(b) Bestimmen Sie in Z[y/—2] einen gréfiten gemeinsamten Teiler d von z := 5 — 2¢/—2 und
yi=1+4y/-2.

(¢) Vergleichen Sie N(d) mit ggT(N(z), N(y)) in Teilaufgabe (b). Warum stimmen sie nicht
iiberein, obwohl die Normabbildung N multiplikativ ist?

Aufgabe 45. (Diophantische Gleichung)
Finden Sie die ganzzahligen Losungen der Diophantischen Gleichung
2 +2 ="
Hinweis: Aus Aufgabe 44 folgt, da8 der Ring Z[/—2] euklidisch und somit faktoriell ist.

Aufgabe 46. (Gitter im quadratischen Zahlkorper)

Sei d € Z kein Quadrat und K := Q(\/(i) ein quadratischer Zahlkorper. Fiir y € K \ Q definieren
wir das Gitter
My, =Z+Zy={a+by|abeZ} CK,
und die Menge
R,={zx € K |xM, C M,}.

Zeigen Sie, dal R, ein Unterring in ox (dem Ganzzahlring von K) ist.

Aufgabe 47. (Einheiten in Z[v/2])
Wir betrachten den Ring Z[v2] := {a + bv2 | a,b € Z} CR.

(a) Zeigen Sie, dafl € = 1 + /2 eine Einheit in Z[/2] ist.

(b) Zeigen Sie, daB8 z = a + by/2 € Z[v/2] genau dann Einheit ist, wenn a? — 2b?> = 1 oder —1
gilt.

(c) Zeigen Sie, dafl alle Einheiten des Rings Z[/2] von der Form +¢" fiir ein n € Z sind.

Hinweis: Ist z = a+by/2 eine Einheit, dann zeigen Sie, daf beziiglich der Koordinaten (a, b)
in Z? die Elemente €z oder e 'z eine kleinere Maximumsnorm als z haben. Wie hilft die
Auswahl eines geeigneten Elements unter z, —z, 2 = a —bv/2, —% bei der Fallunterscheidung?
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