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Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien K ein Korper und V := K|[T|3 der K -Vektorraum
aller Polynome von Grad < 3, d.h.

K[T)s = {P = iam’ €EK[T):n< 3}.

Betrachten Sie die Abbildung f :V — K2, die durch

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f linear ist.

definiert ist.

(b) Bestimmen Sie die Koordinatenmatriz A(f)B von f beziiglich der Basis B =
(1,7, 7?,T3) von V und der kanonischen Basis C' = (ey,e3) von K2.

(¢) Bestimmen Sie den Rang von f.
Lésung. (a) Seien P =>"" jaT",Q =>"  bT" € K[T]3, dann ist

3

f(P+Q)= (Z(ai+bi)7al+bl> = f(P)+ f(Q).

=0

Analog haben wir, dass fiir alle a € K und alle P € K[T]; gilt:

f(aP) = <Z aai,aa1> =af(P).

1=0

D.h. f ist linear.

Abgabe bis 12 Uhr am Donnerstag, den 13. Juli in die entsprechenden
Késten im 3. Stock der Robert-Mayer-Strafle 6.



f)=(1,0), AT)=(11), f(T*)=(10), f(T°) =(10),

s (1111
A(f)C_ (0 1 0 0)
(c) Da f(1) und f(T') linear unabhéngig sind, ist rang(f) = 2.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Seien Vi, V5, V3 endlich-dimensionale K -Vektorrdaume
und

fVi=aVa g:Va—= Vs
lineare Abbildungen. Zeigen Sie, dass
vang(f) + rang(g) — dim(Va) < rang(g o f) < min{rang(f), rang(g)}.
Losung. Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen, haben wir:
dim(Vy) = dim(Kern(g)) + rang(g),

d.h.
dim(V3) 4 rang(f) = dim(Kern(g)) + rang(g) + rang(f).

Nun betrachten wir den Untervektorraum W := Bild(f) C V5 und die lineare
Abbildung g, : W — Vi, w + g}, (w) := g(w). Dann ist

dim(W) = rang(f) = dim(Kern(g,,)) + rang(gy,,, )-
Da Kern(g),,) = Kern(g) N W und Bild(gy,, ) = Bild(g o f), erhalten wir
rang(f) = dim(Kern(g,, )) + rang(g o f) < dim(Kern(g)) + rang(g o f).
Daraus folgt, dass

rang(f) 4+ rang(g) — dim(V3) = rang(f) — dim(Kern(g))
< rang(go f).

Da Bild(go f) C Bild(g) ist, ist rang(go f) < rang(g). Offenbar ist rang(go f) <
rang(f) und daher kriegen wir, dass

rang(g o f) < min{rang(f), rang(g)}.



Aufgabe 3. (4 Punkte) Betrachten Sie die lineare Abbildung Aa : R? — R?,
wobet

A:

NN
o N O
N = =

a) Zeigen Sie, dass
B =((1,-1, —1)t, (—1,2, 1), (1, -1, O)t), C=((2,-3, O)t, (—1,2, O)t, (—1,2, l)t)
Basen von R? sind.
b) Bestimmen Sie die Koordinatenmatrizen A(Aa)B, A(Xa)E, A(X)G.
Léosung. (a) Da
a(l,—1,-1)" + 5(-1,2,1)" +~(1,-1,0)" =0

nur die Lésung @ = 3 = v = 0 hat, ist B linear unabhiingig. Da (B) = R?,
folgt dass B eine Basis ist. Analog fiir C'.

(b) Da

)\A(( 7_17_1)t) = (17_17_1)t7
M((—=1,2,1) = (=1,3,1) = (1,-1,-1)" +2(~1,2, 1),
M((1L,-1,09 = (2,0,1) = (1,-1,-1)" +2(-1,2,1)" + 3(1, —1,0)".

Haben wir, dass

111
A NE=10 2 2
00 3

Da

(1, -1,-1) = (1,-1,-1)" =(2,-3,0)" +2(-1,2,0)" — (—1,2,1)",
Aal(— 121)t) = (=1,3,1)" =(2,-3,0)" + 2(-1,2,0)" + (-1,2,1)",
M((1,=1,00) = (2,0,1)" =4(2,-3,0)" +5(—1,2,0)" + (—=1,2,1)".

Haben wir, dass



Da

M((2,-3,00) = (4,-2,2)" =6(2,-3,0)" +6(—1,2,0)" +2(—1,2, 1),
M((=1,2,00) = (=2,2,—-1)" = -2(2,-3,0)" — (-1,2,0)" — (—1,2,1)",
M((=1,2,1) = (=1,3,1) = (2,-3,0)" +2(—1,2,0)" + (-1,2,1)".

Haben wir, dass

6 —2 1
AMDE =6 —1 2
2 -1 1

Aufgabe 4. Betrachten Sie die folgende Matrizen tiber R

46 5 4
t=(s) e Ga)

I 2 2 12 2
00 2 1

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrizen A, B, C, D und die entsprechen-
den FEigenvektoren.

(b) Bestimmen Sie eine Matriz Sc, so dass
ScCS;!
eine Diagonalmatrix ist.
Lésung. (a) Die Eigenwerte sind:

At =10, Ago = —3.
Api=1 Apa=T.
Ae1=2 Aca=4, Aos=6.
Api=1 Apa=1 Ap3=0, Aps=13.

und die entsprechende Eigenvektoren sind:

vaq = (1, 1)t7 vap = (—6,7)".

UBJ = (—1, 1)t, UB,2 = (2, 1)t
ver = (0, —1, 1), vea = (1,1,0) ves = (—1,0, 1)
)

UD,l — (_]-7 07071 t7 UD,Z — (_17 17070)t7 UD,3 - (27 27 _]-72>t UD,4 - (17 ]-767 1)t

4



(b) Die Matrix S;' ist



