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Syllabus fur Elementarmathematik 2

Goethe—Universitat Frankfurt — Sommersemester 2018

flir L2 und L5

JAKOB STIX

Dies ist eine Ubersicht iiber den Lehrstoff der Vorlesung Elementarmathematik 2, welche den
(geplanten) Verlauf der Vorlesung im Sommersemester 2018 wiedergibt. Bitte beachten Sie, dafs
sich im Laufe des Semesters Verschiebungen ergeben kénnen.

Die Vorlesung setzt die Elementarmathematik 1, gehalten von Prof. Werner im Wintersemester
2017/18 fort. Daher halten wir uns an das Skript [EIMa2| und setzen den Inhalt des Skripts
[EIMal| zum Teil 1 voraus.

LITERATUR

[EIMal] A. Werner, Elementarmathematik 1, Skript zur Vorlesung, Wintersemester 2015/16.
[EIMa2] A. Werner, Elementarmathematik 2, Skript zur Vorlesung, Sommersemester 2016.
[Wol3]  J. Wolfart, Notizen zur Elementarmathematik II, Skript zur Vorlesung, Sommersemester 2013.

1. VORLESUNGSINHALTE

1. VORLESUNG 10.APRIL 2018
QUELLE: |[EIMal]

Sneak preview Elementarmathematik 2

Eigenschaften von R.

Funktionen auf R.

Stetigkeit: lokale Eigenschaft mit Konsequenzen im Grofien.

Ableitung, Differenzierbarkeit: im Kleinen praktisch eine Gerade, lokale Approximier-
barkeit, suggestive Notation % nach Leibniz fiir (Newton) f'(z).

Integral als Limes von Summen infinitesimal breiter Rechtecke, Flachen, Volumen.
Komplexe Zahlen: i2 = —1.

Was ist 007
Wiederholung aus Elementarmathematik 1

e Die vollstandige Induktion.

e Binomischer Lehrsatz .
(a+b)" = Z <Z> akpnk,

k=0
2. VORLESUNG 17.APRIL 2018

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 14
Die reellen Zahlen 1
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e Frinnerung: Grenzwert einer Folge.

e Erinnerung Aquivalenzrelationen: (Z aus N, und Q aus Z) R als Cauchyfolgen modulo
Nullfolgen.

R als angeordneter Korper, Verhalten von <, <, > und < unter Grenzwerten von Folgen.
Definition: Intervalle (intuitiv: die zusammenhéngenden Teilmengen von R).

Definition: Intervallschachtelung.

Lemma: Sei ([an, by])nen eine Intervallschachtelung und sei (x,,) eine Folge reeller Zahlen
mit &, € [an, by]. Dann ist (x,) eine Cauchyfolge.

e Satz: fiir jede Intervallschachtelung gibt es genau eine reelle Zahl, die in allen Intervallen
liegt; dies ist der gemeinsame Grenzwert der Folge der unteren/oberen Invervallgrenzen,
und auch jeder Folge wie im Lemma.

e Definition: Teilfolge.

e Beschranktheit: beschrinkt, nach oben/unten.

e Satz (Bolzano—Weierstraf): jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergente
Teilfolge. Beweis mittels Intervallschachtelung: iteriertes Halbieren des Intervalls und
Wabhl einer Hilfte mit unendlich vielen Folgengleidern. Intervalllinge geht gegen 0, weil
lim,,,00(1/2)" = 0.

3. VORLESUNG 24.APrIL 2018

QUELLE: |[EIMa2| SEITEN 1, 3, 5

Die reellen Zahlen 2

e Monotonie: (streng) monoton wachsend/fallend.

e monoton wachsend und nach oben beschrankt = konvergent.
(analog: monton fallend und nach unten beschrénkt = konvergent).

e Sei M C R eine Teilmenge reeller Zahlen. Supremum (kleinste obere Schranke von M,
wenn M nach oben beschriankt) versus Maximum von M (groftes Element; sofern es
existiert!); analog: Infimum (grofte untere Schranke von M, wenn M nach unten be-
schriankt) versus Minimum von M (kleinstes Element; sofern es existiert!).

e Erinnerung: Summenschreibweise, konvergente Reihe.

e Geometrische Reihe (das wichtigste Beispiel einer Reihe iiberhaupt)

- 1
Zq” =— (falls |g| < 1).
n=0 1 —q

4. VORLESUNG 8.Mar 2018
QUELLE: [EIMa2| SEITEN 6-10

Die reellen Zahlen 3
e Dezimalzahl fiir x = 2o, x122,23... > 0 mit 29 € No und z; € {0,1,...,9} fiir i > 1.
Dann ist © = g + > ;o 2;/10" als Intervallschachtelung iiber die Partialsummen

n:—xo+Z—<x $0+Zr01+ﬁ:bn

sieht man die Konvergenz. Fiir z < 0 bekommt man die Dezimaldarstellung aus der von
—ax > 0 durch Vorzeichenwechsel.

e (Un-)Eindeutigkeit der Dezimalzahldarstellung: nur fiir z € [0, 1] diskutieren.

e Cantor: abzéhlbare Mengen, iiberabzéhlbare Mengen, Diagonalverfahren.

Funktionen

e Der Funktionsbegriff, Definitionsbereich, Wertebereich.
e Frinnerung: injektiv, surjektiv, bijektiv.
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e Reellwertige Funktionen (Werten in R, Beispiel: Polynomfunktion, Gauf-Klammer).
e Reellwertige Funktionen kann man Addieren und Multiplizieren: ein Ring. Verkniipfung
(Hintereinanderausfithren von Funktionen).

5. VORLESUNG 15.Ma1 2018

QUELLE: ABSCHNITT 3.1 DES SYLLABUS

Funktionen

e Vom Wert der Vollstdndigkeit (geht nicht mit Q anstelle von R): Definition kontrahie-
rende Funktion f: R — R, d.h., es gibt ein ¢ < 1 so daf fiir alle x,y € R gilt:

[f@) = fW)l < q-lx—yl
Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts. Anwendung: Iterationsverfahren zur nume-
rischen Losung von Gleichungen, zum Beispiel die Flugbahn von Appollo 11 auf dem
Weg zum Mond.

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 11

Stetigkeit 1

e Definition: Stetigkeit in einem Punkt: mittels £/d-Definition; intuitive Definition.

e Definition: Stetigkeit = stetig in jedem Punkt des Definitionsbereichs.

e Beispiele und Gegenbeispiele.

e Unterring der stetigen Funktionen: erhalten unter Addition, Multiplikation und Kompo-
sition. Anwendung: Polynome sind stetig.

e Stetigkeit mittels Folgen als Test (Anwendung: Rekursion mit z,+1 = f(z,) und f
stetig. Wenn Limes, dann Fixpunkt von f; graphisch, wie unterscheidet man attrative
von repellenden Fixpunkten).

6. VORLESUNG 22.MAI1 2018
QUELLE: [EIMa2| SEITEN 12-15

Stetigkeit 2

e Zwischenwertsatz (Bilder von Intervallen sind Intervalle, Anwendung: drehen eines kip-
pelnden vierbeinigen Tisches, vgl. Prof. Kreck auf youtube: Fix a Wobbly Table (with
Math)).

e Satz: stetig auf abgeschlossenem Intervall = beschrankt mit Maximum und Minimum.
Bildmenge wieder abgeschlossenes Intervall.

e Definition (streng) monotone Funktion, Definition der Umkehrfunktion. Unter welchen
Voraussetzungen auch stetig? Satz: eine stetige Funktion auf einem Intervall hat ge-
nau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie entweder streng monoton wachsen oder streng
monoton fallend ist. Die Umkehrfunktion hat dann ebenfalls diese Eigenschaften. Ge-
genbeispiel, wenn Definitionsbereich nicht zusammenhéngend.

Potenzfunktionen
QUELLE: [EIMa2| SEITE 12, 15-17
e Potenzfunktion f(x) = 2™ fiir m € N, und dann m € Z.
e Wurzelfunktion 3/z fiir m € N als Umkehrfunktion von f(x) = x™.
e Potenzfunktion f(x) = 2" fiir rationale Exponenten, Potenzgesetze fiir ganze, dann fiir
rationale Exponenten. Wohldefiniert!
7. VORLESUNG 29.MA1 2018
Reelle Exponenten, Exponentialfunktionen und Logarithmus
QUELLE: [EIMa2| SEITE 17-20, SIEHE AUCH 39-41 FUR exp


https://www.youtube.com/watch?v=OuF-WB7mD6k
https://www.youtube.com/watch?v=OuF-WB7mD6k
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e Potenzfunktion fiir reelle Exponenten, wohldefiniert (Bernoulli-Ungleichung). Stetigkeit
und Monotonie. Potenzgesetze.

e Eulersche Zahl e := 2,71828... = exp(1) = >_,° ;,1/n!, Exponentialfunktion e*, auch
als Potenzreihe und Limes

n

oo
x x
exp(x) := Z i nlLr&(l + g)n = ¢

n=0
(Zinseszins, was ist mehr: 100%, +10% und dann -10%, -10% und dann +10%; was ist
mehr: einmal im Jahr % Zins oder n-mal im Jahr z/n% Zins fir n — oco. Antwort
e’ > 14z fir x > 0.)

e Logarithmus log,(z) als Umkehrfunktion zu f(x) = a® bei a > 0, speziell fir e*: natiir-

licher Logarithmus In(z) := log(z) := log,(z).
Anwendung: schnelle Definition der Potenzfunktionen fiir ¢ > 0 und x € R:

a® = ea;‘log(a) )

Logarithmische Skala (Erdbebenskala; Schallstiarke dB).

e Diskussion von 0V (als Limes von f(z) = 2% fiir z — 0, die Funktion z% ist auf z > 0
definiert und dort z* = €*1°8(*) stetig als Verkettung, Produkt, Umkehrfunktion, ...,
der Limes  — 0 ist zu bestimmen).

8. VORLESUNG 5.JUNI 2018

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 21-26

Trigonometrie 1

Strahlensétze, Winkel.

7 via Kreisumfang, Fliche der Kreisscheibe, Bogenmafs.

Geometrische Definition: Sinus und Cosinus als Winkelfunktionen, Tangens, Cotangens.
Definition: sin(x) und cos(z) als Funktionen auf R. Potenzreihen als Antwort auf die
Frage nach Berechnung.

Periode, Symmetrie, spezielle Werte.

e Trigonometrischer Pythagoras.

9. VORLESUNG 12.Junt 2018

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 27-30

Trigonometrie 2

Additionstheoreme fiir Sinus, Cosinus und Tangens.
Winkelverdopplungsformeln.

Stetigkeit trigonometrischer Funktionen.

Dreiecksgeometrie mit Sinus und Cosinus. Sinussatz, Cosinussatz.
Sinus und Cosinus als Potenzreihe.

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 42-45,48

Ableitung 1

e Tangentensteigung als Limes von Sekantensteigung (Beispiel: 1/x).
e Definition: Differenzierbarkeit.

e Ableitung der Potenzfunktionen, der konstanten Funktion.

e Ableitung von Sinus und Cosinus.

e Additionsregel.
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10. VORLESUNG 19.Junt 2018

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 46-50

Ableitung 2

e Produktregel, Kettenregel, Quotientenregel.
e Differenzierbar = stetig.
e Unterring der differenzierbaren Funktionen: erhalten unter Addition, Multiplikation und

Komposition.
Ableitung von Tangens.
Ableitung der Umkehrfunktion, Anwendung: Ableitung von arctan(z).

e Charakterisierung der Euler’schen Zahl e bzw. von e® vermdoge der Differentialgleichung

f(z) = f'(z). Ableitung des Logarithmus.

e Tangentensteigung als beste lineare Approximation.
e Taylor-Reihe.
e Newton-Approximation zur Bestimmung von Nullstellen.

11. VORLESUNG 26.JUNI 2018

QUELLE: [EIMa2| SEITEN 31-41

Komplexe Zahlen

Definition als C = R x R, Notation a + bi fiir (a,b). Rechenregeln.

geometrische Anschauung, die komplexe Ebene.

R als Unterkorper von C, Konjugation, Realteil, Imaginarteil.

Absolutbetrag (keine Anordnung, aber Abstandsbegriff), Cauchyfolgen in C, vollstandi-
ger Korper.

e Fundamentalsatz der Algebra, Einheitswurzeln (diskrete Fouriertransformation)

Polarkoordinaten, Geometrie der Addition und Multiplikation (Anwendung: geometri-
sche Beweise mit komplexen Zahlen).

e komplexe Exponentialfunktion, Funktionalgleichung.
e Euler — de Moivre, Zusammenhang von sin(x), cos(z) und exp(z).

e™ +1=0.

12. VORLESUNG 3.JuLr 2018

QUELLE: [Wo13] SEITEN 15-20

Integration

Treppenfunktionen, Obersummen, Untersummen.

Riemann-Integral.

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.

Integral und Stammfunktion.

Partielle Integration, Substitutionsregel, Anwendungen.

Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Léange einer parametrisierten Kurve, Kreisumfang als Integral, damit .
7 nicht rational.

Flachen und Volumen, insbesondere Kugelvolumen und Kugeloberflache.

13. VORLESUNG 10.JuLr 2018

Klausur
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2. ALLGEMEINWISSEN

e Fuklids Beweis fiir die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen. Variante: unendlich
viele Primzahlen mit Rest 3 bei Division durch 4.
e Teilbarkeit fiir Polynome, Division mit Rest, Nullstellen entsprechen Linearfaktoren.

3. ERGANZUNGEN ZUM SKRIPT

3.1. Kontrahierende Funktionen. In diesem Abschnitt stellen wir Material zum Thema kon-
trahierende Funktionen zusammen, das nicht in [EIMal, EIMa2, Wol3] enthalten ist.

Definition 3.1. Eine Funktion f : R — R heifst kontrahierend, wenn es ein ¢ € R mit
0<g<1
gibt, so dak fir alle z,y € R gilt:
[f@) = fW)l < q-lx—yl

Bemerkung 3.2. Eine kontrahierende Abbildung verringert Abstdnde. Wenn z,y den Abstand d
haben, dann haben f(z) und f(y) einen Abstand < ¢d, also sicher < d, weil ¢ < 1.

Bemerkung 3.3. Man kann kontrahierende Funktionen auch auf Teilmengen D C R definieren.

Beispiel 3.4. Eine (affin-)lineare Funktion f : R — R ist eine Funktion, fiir die es a,b € R
gibt, so dak fiir alle z € R

f(x) =ax+0.
Eine solche (affin-)lineare Funktion ist genau dann kontrahierend, wenn |a| < 1. Und dann kann
man ¢ = |a| nehmen:

[f(@) = f(y)| = [(ax + b) — (ay + b)| = |a(z —y)| = |a] - [z — y].
Und das ist < ¢ - |z — y| genau dann (sofern = # y), wenn |a| < g.
Proposition 3.5. Eine kontrahierende Funktion ist stetig.

Beweis. Sei f: R — R kontrahierend mit dem Faktor 0 < ¢ < 1. Wir weisen Stetigkeit in z € R
nach. Dazu sei € > 0 beliebig. Fiir 6 = ¢ gilt fiir alle y € R mit |z — y| < J, dak

|f(z) = fy) <qlz —y| < q0 =qe <e.

Das war zu zeigen. O
Definition 3.6. Ein Fixpunkt einer Funktion f: D — R fiir D C R ist ein ¢t € D mit
flt) =t

Bemerkung 3.7. Geometrisch erkennt man Fixpunkte der Funktion f durch den Schnitt des
Graphen von f(x) mit der Gerade y = z. Ein solcher Schnittpunkt hat die Koordinaten (¢, f(t)),
weil er auf dem Graphen liegt, und es gilt ¢ = f(t), weil er auf der Geraden y = z liegt.

Nicht nur von theoretischem Interesse ist der folgende Fixpunktsatz fiir kontrahierende Funk-
tionen.

Satz 3.8. Sei f: R — R eine kontrahierende Funktion. Dann hat f genau einen Fixpunkt.

Beweis. Sei f kontrahierend mit Faktor 0 < g < 1.
Schritt 1: Eindeutigkeit. Angenommen s # t sind Fixpunkte, also f(¢t) = ¢t und f(s) = s.
Dann gilt
[t —s| = f(t) = f(s)| < q- |t —s| <[t —s],
und das ist absurd. Also muf ¢t = s sein.
Schritt 2: Idee fiir die Existenz. Sei xg € R beliebig. Wir definieren rekursiv fiir alle n > 0

Tntl = f(xn)
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Damit haben wir eine Folge (x,,)nen reeller Zahlen, von der wir behaupten, daf sie (a) konvergiert
und (b) der Limes ein Fixpunkt von f ist.
Schritt 3: Wir zeigen per Induktion nach n, dafs
|Tn — 0| < |1 — 20| - (A4 q+ ... +¢"h).

Das ist klar fiir n = 0 und n = 1. Wir nehmen nun an, daf die Ungleichung fiir n — 1 gilt und
zeigen sie fiir n. Fir n > 2 schliefen wir mit

|Zn — 20| = |(zn — 21) + (21 — @0)| < |20 — 21| + |21 — 0]
= [f(zn-1) — f(zo)| + |21 — 20| < ¢ |Tn—1 — 20| + |21 — 20
<q- (lor =l (L q+...+¢") + o - o]
=z —xo|- (L+qg+...+¢").
Insbesondere folgt, dafs fiir alle n > 0 gilt

oo
N
|zn — 20| < |21 — 20| - (L +q+...+¢"") < |ap — 20 'qu = |i_0|.
i=0 q

Schritt 4: Die Folge (zp)nen ist eine Cauchy-Folge. Dazu bemerken wir zunéchst fiir alle

n,m >0
1 — o
2 — | = [(@n — 20) + (To — Tm)| < |20 — 0| + |[Tm — 20| < 2’1_q| =:c
Damit ist fiir alle n,m > ng (per Induktion):
[Tn = 2| = |f(2n-1) = f@m1)| < q-|tn1 —2m ] <.
g |xn—n0 - Jf'm—no‘ <c-q".

Geben wir nun € > 0 vor, dann wird fiir ng groft genug c - ¢"° < g, weil (¢")pen eine Nullfolge
ist. Fiir so ein ng gilt dann fiir alle n, m > ng, daf

|zn — x| < &,
und somit ist (zy,)nen eine Cauchy-Folge und hat einen Grenzwert in R. Sei ¢ der Grenzwert

t= lim z,.
n—oo

Schritt 5: Auch f(t) ist Grenzwert der Folge (25, )nen. Sei ndmlich |z, —t| < ¢ fiir alle n > no,
dann gilt fir alle n > ng + 1:

’xn - f(t)‘ = ‘f(xn—l) - f(t)‘ <gq- ‘mn—l - t’ <ge<e.
Da der Grenzwert eindeutig ist, folgt
t = lim z, = f(t),

n—oo
somit ist ¢ ein Fixpunkt. O
Bemerkung 3.9. Der Beweis von Satz 3.8 enthélt wertvolle Zusatzinformation: der Beweis erklért,
wie man den Fixpunkt findet. Man startet irgendwo in xy und wendet iteriert die Funktion f an:

ZTnt1 = f(xy). Die so entstehende Folge konvergiert automatisch zum Fixpunkt ¢ = f(¢), und
zwar mit von ¢ abhidngender Abschétzung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit: (per Induktion)

[z = t] = [f(zn-1) = FOl S glona —t[ < ... < g™ - |zo — ).
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Bemerkung 3.10. Variante: Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall und f : D — R eine kontra-
hierende Funktion mit f(D) C D. Dann zeigt der gleiche Beweis die Existenz eines Fixpunktes.
Wesentlich dabei ist, daf die auftretende Cauchy-Folge (z,)nen aus D bereits einen Limes in
D hat (Bolzano-Weierstrass: Existenz einer in D konvergenten Teilfolge, der Limes der Teilfolge
ist gleich dem Limes der ganzen Folge, also ist dieser in D).

JAKOB STIX, INSTITUT FUR MATHEMATIK, GOETHE-UNIVERSITAT FRANKFURT, ROBERT-MAYER-STR. 6-8,
60325 FRANKFURT AM MAIN, GERMANY
E-mail address: stix@math.uni-frankfurt.de
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