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Aufgabe 9. (3 Punkte)

Bestimmen Sie die Werte der folgenden Reihen:

Losungsskizze zu Aufgabe 9:

Fiir alle drei Folgen benutzen wir die geometrische Reihe Y 07 2" = ﬁ, namlich mit
1 1.
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Aufgabe 10. (3 Punkte)

Sei (ap)nen eine beschriankte Folge und (by,)nen eine Nullfolge. Zeigen Sie: (anbp)nen
ist eine Nullfolge.

Losungsskizze zu Aufgabe 10:

Sei € > 0 beliebig. Wir miissen zeigen, dass ein ng € N existiert, so dass |apb,| < € fir
alle n > ng gilt. Da (b,) beschriankt ist, existiert ein b > 0, so dass |b,| < b fir alle

n € N gilt. Da (ay) eine Nullfolge ist, existiert ng € N, so dass |a,| < ¢/(2b) fir alle
n > ng gilt. Dann gilt fir n > ng:

lanbn| = |an| - |ba] < 2/(2b) -b=e/2 < c.

Somit ist (a,by,) eine Nullfolge.

Aufgabe 11. (5 Punkte)



Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Beschranktheit. Geben Sie fiir nach oben be-
schrinkte Mengen das Supremum, fiir nach unten beschrénkte das Infimum an. Handelt
es sich jeweils um ein Maximum bzw. Minimum?

Losungsskizze zu Aufgabe 11:

b. nach unten Infimum Minimum | b. nach oben Supremum Maximum
My ja 0 nein ja 1 ja
Mo nein — — nein - -
Ms ja 2 ja ja 7 nein
My ja 0 nein nein - -
M5 ja -5 nein ja -3 nein

(a) Es gilt inf M; = 0, da alle Elemente > 0 sind und lim,,_ n%ﬂ = 0 gilt. Das

Infimum ist selbst nicht Teil der Menge, da HQLH > 0 fiir alle n € N gilt, es handelt
sich also nicht um ein Minimum. Da die Folge a,, = nQL-i-l streng monoton fallend

ist, hat die Menge der Folgenglieder das Maximum a; = 1.

(b) Es handelt sich um die Menge M = R, da jede reelle Zahl sich als 23 + 1 fiir ein
x € R darstellen ldsst. Die Menge aller reellen Zahlen ist nach oben und unten
unbeschrénkt.

(c) M3 besteht aus allen reellen Zahlen = € R, fiir die 2 < 2 < 5 oder 6 < = < 6 gilt.
Die kleinste solche Zahl ist z = 2, dies ist das Minimum. Das Supremum ist 7, es
handelt sich aber nicht um ein Maximum, da 7 nicht selbst Teil der Menge ist.

(d) Es gilt My = Ry, die Menge aller positiven reellen Zahlen. Das Infimum ist 0;
dies ist kein Minimum, da 0 selbst nicht positiv ist. Nach oben ist die Menge
unbeschrankt.

(e) Ms besteht aus den Zahlen, deren Abstand zu —4 kleiner als 1 ist, also M5 =
(=5, —3). Infimum und Supremum sind —5 und —3, diese Intervallgrenzen sind
aber selbst nicht im Intervall enthalten.

Aufgabe 12. (7 Punkte)

Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir eine Folge (a,,)nen mit der genannten Eigenschaft an
oder begriinden Sie, warum es kein solches Beispiel gibt.

(a) (an)nen ist beschrankt und nicht monoton

(b) (an)nen konvergiert gegen 5 und besitzt eine Teilfolge, die gegen 0 konvergiert

(¢) (an)nen besitzt keine konvergente Teilfolge



an)nen ist unbeschrénkt, aber besitzt eine beschrénkte Teilfolge
Jnen ist beschrankt und besitzt keine konvergente Teilfolge
apn)nen konvergent und unbeschrénkt
)

an)neN besitzt zwei konvergente Teilfolgen mit verschiedenen Grenzwerten
Losungsskizze zu Aufgabe 12:

(a) an = (—1)" oder (ay,ag,...)=1(0,1,0,0,0,...)
(b) existiert nicht: konvergiert (a,) gegen 5, dann nach Aufgabe 8 auch jede Teilfolge
(¢) (1,2,3,...)
(d) (0,1,0,2,0,3,0,4,...) mit Teilfolge (0,0,0,...)
)

(e) existiert nicht: nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt jede beschrankte
Folge eine konvergente Teilfolge

(f) existiert nicht: Konvergiert (a,) gegen a, gibt es ein ng € N, so dass |a, —a| < 1
fir alle n > ng gilt. Dann ist |a,| durch max{|a1],...,|an,—1], |a] + 1} beschrankt.

(g) (0,1,0,1,0,...) mit Teilfolgen (0,0,0,...) und (1,1,1,...)

Bonusaufgabe.

Sechsunddreiffig Steine sind in einem Quadrat angeordnet, in sechs Reihen a sechs Stei-
nen. Man entferne sechs Steine auf solche Weise, dass sich hinterher immer noch in jeder
Reihe, vertikal und horizontal, eine gerade Anzahl an Steinen befindet.

Abgabe: Am kommenden Mittwoch, den 2. Mai 2018, bis 12 Uhr in den Kasten im 3. Stock,
Institut fiir Mathematik, Robert-Mayer-StraBe 6-8. Downloads von Ubungsblittern und Informa-
tionen zur Vorlesung unter

https://www.uni-frankfurt.de/70100088/18_SS_Elementarmathematik_ II




