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Aufgabe 17. (8 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitat und Bijekti-

vitat.

(a) f:R=R, f(x) =221
(b) f:N—=N, f(n)=2n-1
(c) f:R—=R, f(z) = —22
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R0 = Ry, f(z) =2
R—Z, f(x) = |x|

1 Z—Q\ {0}, f(n) =2"
‘R — Rxo, f(z) = ||
tR>0 = [0,1), f(z) = ;35
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Losungsskizze zu Aufgabe 17:

(@) B (0 @ (o (B (9 (b
injektiv | ja ja  nein ja nein ja nein ja
surjektiv | ja nein nein ja ja  nein ja ja
bijektiv | ja nein nein ja nein nein nein ja

Eine Abbildung f : A — B ist injektiv, wenn fiir a,a’ € A gilt: aus f(a) = f(a’) folgt
a = a'. Sie ist surjektiv, wenn fiir alle b € B ein Urbild a € A mit f(a) = b existiert. Sie
ist bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

(a) injektiv: 2z —1=22"—1=2x=22" =z =1/
surjektiv: fiir y € R ist yTH ein Urbild
(b) injektiv: folgt aus der Injektivitit in (a)
Die Funktion ist nicht surjektiv, da 2n—1 fiir n € N nur ungerade Werte annimmt.
Zum Beispiel existiert kein n € N mit 2n — 1 = 2, denn % liegt nicht in N.
(¢) nicht injektiv: es gilt f(1) = —1 = f(—1), aber 1 # —1
nicht surjektiv: da 22 > 0 fiir alle z € R gilt, nimmt die Funktion nur Werte < 0

an, insbesondere existiert kein € R mit —a% = 1

(d) injektiv: aus z? = 3 folgt (1 — x2)(x1 + 72) = 2 — 23 = 0 und somit z1 = x

oder x; = —x2. Da beide Zahlen > 0 sind, gilt 1 = x2.
surjektiv: fir y > 0 ist |/y ein Urbild
(e) nicht injektiv: es gilt f(3) = [3] = 0= [0] = f(0), aber 3 # 0
surjektiv: fir jede ganze Zahl a € Z ist a selbst ein Urbild: f(a) = |a] = a



(f) injektiv: 2™ = 2"2 = 2™M17"2 = 271 /9"2 = | = n; —ng = 0, also n; = ny
nicht surjektiv: es existiert kein n € Z mit 2" = 3. Fir n > 0 ware das ein
Widerspruch zur eindeutigen Primfaktorzerlegung; fiir n < 0 wiirde 1 = 27" -3
implizieren, dass 3 ein Teiler von 1 ist.

(g) nicht injektiv: [1| =1 =|—1]|, aber 1 # —1
surjektiv: fur y > 0 ist y selbst ein Urbild: |y| =y

(h) injektiv: folrl = xjil = 1‘1($2 + 1) = 1‘2(1‘1 + 1) = X1X2 + T1 = T1X2 + T2 =
r1 = X9

surjektiv: fir y € [0,1) ist ﬁ ein Urbild:

Y
%+l y+(l-y 1

(wobei sich die erste Gleichung durch Erweitern mit 1 — y ergibt). Aus y € [0, 1)
folgt, dass der Zahler y > 0 und der Nenner 1 — y > 0 ist. Insbesondere ist der
Nenner # 0 und ﬁ € R>op. Wie kommt man auf das Urbild? Man macht den

Ansatz 77 =y und 16st nach x auf:
v = (x+1) = +
= x=vy(x r=x

T 1 Y Y yTy
> z—wy=y = x(l-y)=y
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Aufgabe 18. (3 Punkte)

Sei X = {0,1}"V die Menge aller Folgen, deren Folgenglieder alle 0 oder 1 sind. Zeigen
Sie, dass X nicht abzdhlbar ist.

Hinweis: Benutzen Sie ein Diagonalverfahren wie im Beweis der Uberabzihlbarkeit von
R (Satz 1.12 im Skript).

Losungsskizze zu Aufgabe 18:

Angenommen, wir haben eine abzéhlbare Liste von Folgen

(al,h a2, aig, -. )
(21, aga, azs, ...

(a3,17 agz2, as3s, ---)

deren Folgenglieder a; ; alle 0 oder 1 sind. Dann konstruieren wir im Diagonalverfahren
die neue Folge (by)nen, indem wir b, := 1 — ap setzen, d.h. wir &ndern in der Dia-
gonalfolge (a1,1,a2,2,a33,...) alle Nullen zu Einsen und umgekehrt. Nach Konstruktion
unterscheidet sich (by,)nen an der n-ten Stelle von der n-ten Folge in der Liste; sie ist
also nicht in der Aufzéhlung vorhanden. Somit gibt es keine vollsténdige Aufzdhlung
aller Folgen in X.

Aufgabe 19. (2 Punkte)



Seien f: A — B und g : B — C Abbildungen. Zeigen Sie:

(a) Sind f und g injektiv, dann auch go f.
(b) Sind f und g surjektiv, dann auch go f.

Losungsskizze zu Aufgabe 19:

Zur Erinnerung: Die Verkniipfung go f : A — C der beiden Abbildungen ist definiert
durch (g o f)(a) = g(f(a)).

(a) Seien a,a’ € A mit (go f)(a) = (go f)(a’). Wir miissen a = a’ zeigen.

(g f)a) = (g0 f)(a’)

= f(a') (nach Injektivitdt von g)
= a=d (nach Injektivitat von f)

(b) Sei ¢ € C beliebig. Wir miissen zeigen, dass ein a € A existiert mit (g o f)(a) = c.
Nach Surjektivitdt von g existiert ein b € B mit g(b) = c¢. Nach Surjektivitiat von
f existiert ein a € A mit f(a) = b. Dann gilt

(g0 f)a) =g(f(a)) = g(b) = c.

Aufgabe 20. (3 Punkte)

Sei (ap)nen eine monoton fallende Nullfolge. Zeigen Sie, dass die alternierende Reihe
o 1(=1)"a,, konvergiert.
Hinweis: Zeigen Sie, dass [b1,ba] D [bs,bs] 2O ... eine Intervallschachtelung ist, wobei

by = S0 1 (—=1)%a; die n-te Partialsumme bezeichnet.

Losungsskizze zu Aufgabe 20:

Wir zeigen, dass [b1,be] D [bs, bs] D ... eine Intervallschachtelung ist. Die Intervalle sind
[b2n—1, b2,] mit n € N. Die obere Intervallgrenze ist dabei stets grofler oder gleich der
unteren Intervallgrenze, denn es gilt be, = bop—1 + a2y, und agy, > 0. (Die Folgenglieder
von (an)n>0 sind alle > 0, da die Folge monoton fallend gegen 0 konvergiert.) Die
Intervallschachtelungseigenschaft [bon—1,b2,] 2 [ban+1, bant2] bedeutet, dass bojy1 >
ban—1 und boy4o < by o gilt. Dies folgt aus

bon+1 = bay, — a2ny1 = bop—1 + aop — a2n41,
bop+2 = bant1 + aont2 = bay — aop1 + a2n42

(ungerade nummerierte Folgenglieder von (a,)neny mit negativem Vorzeichen, gerade
nummerierte mit positivem Vorzeichen), und den Ungleichungen

agn — a2n+1 2 0,
—agn4+1 + agnt2 <0,
die wiederum aus der Monotonie von (ay)nen folgen. Schliefllich konvergieren die In-

tervalllingen by, — bap—1 = agy gegen 0, da (ay)nen eine Nullfolge ist. Nach dem In-
tervallschachtelungssatz (Satz 1.4 im Skript) existiert genau eine reelle Zahl z € R,



die in allen Intervallen enthalten ist. Diese Zahl ist gemeinsamer Grenzwert der Folge
(b2n—1)nen der unteren und der Folge (boy, )nen der oberen Intervallgrenzen. Man {iber-
legt sich leicht, dass x dann auch Grenzwert der Folge der Partialsummen (by,)pen ist,
so dass die Reihe Y 02 ;(—1)"a, gegen x konvergiert.

Bonusaufgabe.

Ein Mathematiker fragt seinen Kollegen nach dem Alter dessen drei Téchter. Er ant-
wortet: ,,Zusammen sind sie halb so alt wie Du, und wenn ich ihre Alter multipliziere,
erhalte ich 36 ,,Das reicht leider nicht als Antwort. Eine Information fehlt mir noch*,
erwidert der erste. ,,Die dlteste spielt Klavier”, fiigt der zweite hinzu. ,,Okay, jetzt weil3
ich die Antwort“, sagt der erste.

Wie alt sind die Tochter des Mathematikers?
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