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Aufgabe 19. (Minkowskischer Linearformensatz)

Seien fir ¢ = 1,...,n Linearformen f; : R” — R mit fi(z1,...,2,) = Z?:l a;jr; und
det(a;;) # 0 gegeben. Zeigen Sie, dak es zu positiven reellen Zahlen Ci, ..., C, mit

[1¢: > | det(a)|
=1

stets ein 0 # = = (x1,...,x,) € Z" gibt mit |f;(z)| < C; fiir alle 1,...,n.
Aufgabe 20.

Zeigen Sie, daft das Vorzeichen der Diskriminante eines algebraischen Zahlkérpers F' gleich
(—1)® ist, wobei s die Anzahl der komplexen Stellen angibt.

Tipp: Bestimmen Sie eine symmetrische Bilinearform auf
+
FR = <H (C> )
welche auf F' vermoge F' — Fy die Spurform induziert. Berechnen Sie die Diskriminante der

Spurform beziiglich einer geeigneten R-Basis von Fp.

Aufgabe 21. (Imaginir-quadratisch mit Klassenzahl 1)

Sei F'/Q ein quadratischer Zahlkérper. Zeigen Sie:

(a)  Fiir ein Primideal p < op mit p NZ = (p) gilt p = (p) oder N(p) = p.
Tipp: Vergleichen Sie mit N((p)).

Sei nun F = Q(v/—d) mit d > 0 quadratfrei mit Klassenzahl 1. Zeigen Sie:

(b)  Falls p < d/4 gilt, so folgt p = (p). Ist d # —1 (mod 4), so reicht sogar p < d.
Tipp: Nutzen Sie (a) und, daf p nach Voraussetzung ein Hauptideal ist.

(¢)  Fiir d =5, 6, oder 10 hat Q(v/—d) nicht Klassenzahl 1.

Tipp: Benutzen Sie (b) und das Zerlegungsgesetz in einem quadratischen Zahlkorper
F/Q: fiir eine Primzahl p ist (p) ein Primideal von F' genau dann, wenn p kein Teiler

der Diskriminante A ist und das Legendre-Symbol <%> = —1 ist.



Falls d > 13 gilt, so folgt d = 19 (mod 24). Und falls d > 21 gilt, so folgt d = 43,67
(mod 120).

Tipp: Benutzen Sie weiter den Tipp zu (c).

Falls 0 < d < 283, so muf d € {1,2,3,7,11,19,43,67, 163} sein, und fiir jeden dieser
Werte hat Q(v/—d) tatsdchlich Klassenzahl 1.

Tipp: Nutzen Sie die Schranke fiir die Norm eines Ideals in einer gegebenen Klasse der
Idealklassengruppe und schauen Sie sich die Ideale kleiner Norm einzeln an. Alternativ
fiir kleine d zeigen Sie, dafs fir d € {1,2,3,7,11} der Ring der ganzen Zahlen in
Q(v/—d) euklidisch beziiglich der Norm Ng/q ist.

Aufgabe 22. (Konsequenzen aus der Endlichkeit der Klassenzahl)

(a)

(b)

Sei I ein algebraischer Zahlkérper und a < op ein Ideal mit a” = (x) fiir ein n € N
und x € op. Zeigen Sie, dak aop ein Hauptideal ist in 0p, dem Ganzzahlring zum

Korper E = F({/x) fur eine (jede) Wahl von /z.

Sei F' ein algebraischer Zahlkorper. Zeigen Sie, dak es eine endliche Kérpererweiterung
E/F gibt, so dak jedes Ideal a von op in 0g ein Hauptideal wird, das heifst aog ist
Hauptideal von og fiir alle a < op.
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