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Aufgabe 29. (4 Punkte)

(a)
(b)

Zeigen Sie: Fiir alle @ > 0 in R und z,y € R gilt a®"¥ = a%aY. Sie diirfen die
Aussage fiir rationale Zahlen x und y als bewiesen annehmen.

Zeigen Sie: Fir a,b > 0 in R gilt log(ab) = log(a) + log(b).

Losungsskizze zu Aufgabe 29:

(a)

Seien (2 )neny und (yn)nen Folgen in Q mit lim, o0 z,, = = und limy, 00 yn, = y.
Nach Definition ist dann a® = lim,, o a®* und a¥ = lim,,_,, a¥". Es gilt

Jim (2 +yn) = lim 2, + lim y, =z +y,

und somit

a*¥ = lim ¢ = lim o™ e = (lim o) (lim a¥") = a”a?,

wobei wir die Aussage fiir rationale Zahlen, die wir als bewiesen annehmen, fiir die
zweite Gleichheit benutzt haben.

Der Logarithmus log : Rsg — R ist definiert als die Umkehrfunktion zur Expo-
nentialfunktion z — e®. Das heifit, log(ab) ist die eindeutige Zahl ¢ € R, fiir die
e’ = ab gilt. Nach (a) gilt

(log(a)+log(b) _ loa(a) Joa(®) — 4,

und damit log(ab) = log(a) + log(b).

Aufgabe 30. (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass es zwei irrationale positive reelle Zahlen a, b > 0 gibt, fiir die a® rational

ist.

Hinweis: Betrachten Sie (M)ﬁ

Losungsskizze zu Aufgabe 30:

Falls \/ﬁ\/5 rational ist, dann kénnen wir @ = b = /2 wihlen. Ansonsten wéhlen wir
a :\/5\/5 , was dann ja irrational ist, und b =+/2, denn es gilt

(v2)" —v Vgt s

was rational ist.



Aufgabe 31. (6 Punkte)

(a)
(b)

Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen, so dass f(z) = g(z) fur alle x € Q gilt.
Zeigen Sie: f = g.

Sei f : R — R eine stetige Funktion, nicht konstant 0, mit f(x+y) = f(z)f(y) fir
alle z,y € R. Zeigen Sie: Es gilt f(x) = a” fiir ein a > 0.

Hinweis 1: Angenommen, Sie kennen f(1), was sind dann f(2), f(3),...7
Hinweis 2: Benutzen Sie (a).

Losungsskizze zu Aufgabe 31:

(a)

Sei x € R beliebig. Sei (xy,)nen eine Folge rationaler Zahlen mit lim, o 2, = .
Nach Voraussetzung gilt f(z,) = g(x,) fir alle n € N. Im Grenzwert n — oo
erhalten wir

f(x) = f( lim xn) = lim f(xn) = I_)Holog(xn) = g(nh_{ngn) = g(a:),

n—o0 n—oo n
wobei die Stetigkeit von f fiir die zweite Gleichheit, die von g fiir die vorletzte
benutzt wird.
Sei a := f(1). Dann gilt

f2)=f1+1)=f)f(1)=a-a=a’
fB)=f2+1)=f2)f(1) =a’-a=d’,

usw., induktiv also f(n) = @™ fiir alle n € N. Fiir alle z € R gilt

T x T\2

f@) =f(5+35)=1(3)"
also f(x) > 0. Insbesondere gilt a > 0, so dass die Funktion g : R — R, g(x) = a”
wohldefiniert ist. Wir miissen zeigen, dass f(z) = g(x) fir alle x € R gilt. Wir
haben schon gezeigt, dass f und g auf allen natiirlichen Zahlen iibereinstimmen.
Fiir alle x € R gilt

f(@) = f(z +0) = f(x)f(0).

Da f nicht konstant 0 ist, existiert ein x € R mit f(z) # 0. Dann ldsst sich f(z)
kiirzen und es folgt f(0) = 1. Fiir n € N gilt nun

L= f(0) = f(n+(-n)) = f(n)f(—n),

somit f(—n) = f(n)~! = (a®)~! = =™ Damit stimmen f und g auf allen ganzen
Zahlen tiberein. Fiir rationale Zahlen p/q € Q gilt nun

P\? p »
_ = q . — = p = s
F(5) = 1(a-2) = s
somit f (g) = ¢/aP = aP/9. Damit stimmen f und ¢ auf allen rationalen Zahlen

iiberein. Die Funktionen f und g sind beide stetig, aus (a) folgt also f = g. Da f
nicht konstant 0 ist, muss auflerdem a > 0 sein.



Aufgabe 32. (5 Punkte)
(a) Sei a > 1. Zeigen Sie: Fir x = a=T und y=aaT gilt
¥ =y*.
(b) Berechnen Sie z und y im Fall a = 2.
(c¢) Seien z,y € R mit 0 < = < y, so dass ¥ = y* gilt. Zeigen Sie, dass ein a > 1

1 a
existiert, so dass z und y wie in (a) durch x = aa1 und y = as1 gegeben sind.
Hinweis: Wihlen Sie a = y/x.

Losungsskizze zu Aufgabe 32:

(a) Wir berechnen

1 yae ! 1 -
l‘y = (aafl) = aafl.aa

Y’ = (aaﬁ1)a = 'aﬁ e = et
und sehen, dass x¥ = y* gilt.
(b) FiirazQistx:%fll:21:2undy:2% =22 = 4. In der Tat gilt 24 = 42.
(¢c) Wir wahlen a = y/x > 1, so dass y = ax gilt. Nun gilt:

xam — (ax)(ﬂ

= z'=ax ((=)"* auf beiden Seiten)
= 2vl=gq (-z~! auf beiden Seiten)
= o =qiT ((—)ﬁ auf beiden Seiten)
Weiterhin folgt
1 14+ a
y=ar=a-as1 =qa ol =qgel,

Bonusaufgabe.

Fiir welche sechsstellige Zahl ABCDEF gilt:

ABCDEF -1 = ABCDEF
ABCDEF - 3 = BCDEFA
ABCDEF -2 = CDEFAB
ABCDEF - 6 = DEFABC
ABCDEF -4 = EFABCD
ABCDEF -5 = FABCDE
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