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Aufgabe 41. (4 Punkte)

Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
(a) f:R\{1} =R, f(z) = ;15
(b) f:R =R, f(x) = zcos(x
(¢) f:R =R, f(z) =e 5@
(d) f:R—=R, f(z) =V1+ e’

(Per Konvention ist a® = a®), nicht (a?)".)
Losungsskizze zu Aufgabe 41:

(a) Wir benutzen die Kettenregel fiir die Funktionen z — 1 auf R\ {0} und = — z—1.
Erstere hat Ableitung —x%, wahrend die innere Ableitung = 1 ist. Damit ist

(b) Nach Produktregel gilt
f'(z) = 1-cos(z) + x cos'(z) = cos(z) — xsin(x).
(c¢) Nach der Kettenregel und mit (%) = e® gilt
F(x) = (—sin(x))e™ @) = — cos(z)e™ @),
(d) Die Funktion z —/z = z/? auf R hat die Ableitung

1

1,1/2-1 _ 1,.-1/2
Va) =322t = g /:ﬁ‘
Mit zweifacher Anwendung der Kettenregel folgt

1

2v/1 + e7?

1
(14 er)’ N

P = it Viter

Aufgabe 42. (5 Punkte)
Sei f : R — R definiert durch

e 1/7* fiir
f(a:):{ e 720,

0 fir x = 0.

Fiir n € Ny bezeichne £ (z) die n-te Ableitung von f in z, also f(O(z) = f(x) und
f0(x) = (F*=DY(x) fiir n > 1. Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dass £ (0) =0
fiir alle n € Ny gilt.



(a) Berechnen Sie die Ableitungen f/(0) und f’(z) fiir x # 0.
(b) Zeigen Sie durch Induktion, dass fiir alle n € Ny gilt:

gy = [T fir w20,
0 fur x =0,

wobei ¢, ein Polynom ist, also von der Form g¢,(t) = ag + ait + ... + agt? mit
a; € R, d € Ng.

Hinweis: Sie dirfen benutzen, dass fir alle p € Ny gilt:

lim z Pe~1/** =,
x—0

Losungsskizze zu Aufgabe 42:

(a) Fir die Ableitung f/(0) betrachten wir den Differenzenquotienten
F0) ~FO) _FB) e

h - h
Geméif dem Hinweis konvergiert er fiir h — 0 gegen 0, also ist f/(0) = 0. Fir x # 0

berechnen wir mit der Kettenregel und der Regel (%) = ax® !

f/(x) — (—1/&?2),671/%2 — (_fo)lefl/:p2 — —(—2).%73671/12 — zefl/xQ'

3
(b) Der Induktionsanfang n = 0 ist klar; das Polynom ist einfach ¢o(t) = 1. Alternativ
kann man (a) benutzen und n = 1 als Induktionsanfang wéhlen; in diesem Fall ist
q1(t) = 2t3. Angenommen, die Aussage gilt fiir n — 1 mit dem Polynom ¢, _1(t) =
ap + - - - + agt®. Der Differenzenquotient fiir die Berechnung von f((0) ist

F=D (1) ; fo=D) f(”‘;)(h) (f®™=1(0) = 0 nach IV)

. 1 1 —1/h2
= 71 (E>e (nach IV)

= l ag + ath ™' +...+ adh_d e~/
h

d
el —1/R2
:Zaih —leml/h,

i=0

Geméfl dem Hinweis konvergieren alle Summanden und somit die ganze Summe
fiir h — 0 gegen 0, also ist f(™(0) = 0.

Fir z # 0 berechnen wir mit der Produkt- und Kettenregel und unter Wiederver-
wendung der Rechnung aus (a)

FO @) = (f77) ()
()
(e e et
S () s3] B
€

( e () + 3%1<1))6‘W-




Dies ist gleich g,,(1/2)e™/*" mit

an(t) = —t2q),_1(t) + 2t3qn_1(t),

was ein Polynom ist, da ¢,—1; und somit auch dessen Ableitung ¢/, ; Polynome
sind. Damit ist f(")(z) wieder von der behaupteten Form.

Aufgabe 43. (3 Punkte)

Die Tangensfunktion tan : (—7/2,7/2) — R ist definiert durch tan(z) = ig;((i)) Zeigen
Sie, dass fiir die Ableitung gilt:

tan’(z) = 1 + tan?(z).

Die Arkustangensfunktion arctan : R — (—7/2,7/2) ist als Umkehrfunktion des Tan-
gens definiert. Zeigen Sie, dass fir y € R gilt:

1
1+ 92

arctan’(y) =

Losungsskizze zu Aufgabe 43:

(a) Nach der Quotientenregel gilt

tan’(z) — sin’(z) cos(x) — sin(z) cos’(z)

cos?(x)
cos(z) cos(x) — sin(x) - (—sin(x))
cos?(x)

sin?(x)

cos?(x)
=1+ tan?(z).

(b) Wir begriinden kurz die Existenz der Umkehrfunktion. Aus (a) folgt, dass tan’(x) >
0 fiir alle z € (—m/2,7/2) gilt. Dies impliziert, dass der Tangens streng monoton
steigend ist, so dass die Umkehrfunktion arctan : D — (—7/2,7/2) existiert und
iberall differenzierbar ist, wobei D = tan((—n/2,7/2)) ist. Fir x — +7/2 in
(—m/2,7/2) ist cos(x) positiv und konvergiert gegen cos(£m/2) = 0, wéhrend
sin(z) gegen sin(£m/2) = £1 konvergiert. Daraus folgt lim,_, .  tan(z) = —oo,
lim,,_, /9 tan(z) = +oo und somit D = R.

Sei nun y € R und sei z = arctan(y). Es gilt tan’(z) # 0, also ist arctan in y
differenzierbar und nach der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen gilt

(1) 1 1 1
arctan’(y) = = - ,
Y tan’(x)  1+tan?(z) 14 y?

Aufgabe 44. (4 Punkte)

Sei f: Rso — R die Funktion f(z) = a”.



(a) Zeigen Sie, dass die Ableitung von f durch

f'(z) = (1 +log(x))z"

gegeben ist.

(b) Bestimmen Sie die Extrema von f.
Losungsskizze zu Aufgabe 44:

(a) Wir schreiben die Funktion als

f([]j‘) = :]jz = elog(xz) — exlOg(x)‘

Dann folgt:
f'(z) = (zlog(x)) e o8 (Kettenregel)
= (zlog'(x) + log(z))x® (Produktregel)
= (1+log(x))a". (log! () = 1/2)

(b) Wenn f bei zp ein Extremum besitzt, gilt dort f'(z¢) = 0. Wir bestimmen also
die Nullstellen von f’. Wegen z* > 0 fiir alle z > 0 ist f'(x) = 0 genau dann,
wenn 1+ log(z) = 0 gilt, also log(z) = —1, also z = e~!. Somit ist zg = 1/e die
einzige Nullstelle von f’ und somit das einzige mogliche Extremum. Der Wert von

f betrdgt dort
F(1/0) = (1fe)' Ve = 2.

Fir z < 1/e gilt log(z) < —1 und somit f'(z) < 0; fir x > 1/e gilt log(z) > —1
und somit f’(z) > 0. Daraus folgt, dass es sich tatsichlich um ein Extremum,
niamlich ein Minimum handelt.

Bonusaufgabe.

Ein Forscher entdeckt eine Inselgruppe. Auf jeder der drei Inseln leben 100 Personen.
Jeder Inselbewohner sagt entweder immer die Wahrheit oder liigt immer. Der Forscher
betritt die erste Insel und erkundigt sich nach der Anzahl der Liigner. Der erste Einwoh-
ner sagt: ,Es lebt genau ein Liigner auf dieser Insel“, der zweite sagt: ,Es leben genau
zwei Liigner auf dieser Insel” usw. bis der letzte sagt: ,Es leben genau 100 Liigner auf
dieser Insel.

Auf der zweiten Insel befragt der Forscher ebenfalls die Einwohner. Der erste sagt: , Es
lebt mindestens ein Liigner auf dieser Insel®, der zweite sagt: , Es leben mindestens zwei
Liigner auf dieser Insel“ usw. bis der letzte sagt: ,Es leben mindestens 100 Liigner auf
dieser Insel.”

Dann befragt der Forscher die Einwohner der dritten Insel. Der erste sagt: ,,Es leben
weniger als ein Liigner auf dieser Insel“, der zweite sagt: ,,Es leben weniger als zwei
Liigner auf dieser Insel“ usw. bis der letzte sagt: ,,Es leben weniger als 100 Liigner auf
dieser Insel.

Welche Schliisse zieht der Forscher iiber die Anzahl der Liigner auf den Inseln?
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