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Übungsblatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei U ⊆ Cn eine offene und zusammenhängende Teilmenge. Zeigen Sie, dass für jede nicht-
triviale holomorphe Funktion f : U → C das Komplement U\Z(f) der Nullstellenmenge
von f zusammenhängend ist und dicht in U liegt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei f : C2 → C, (z1, z2) 7→ z31z2+z1z2+z
2
1z

2
2+z

2
2+z1z

3
2 . Finden Sie eine Zerlegung f = h ·gw

wie im Weierstraß’schen Vorbereitungssatz, wobei h eine auf Bε(0) holomorphe Funktion mit
h(0) 6= 0 und gω ein Weierstraß-Polynom ist.

Aufgabe 3 (2 Punkte)

Sei U ⊆ Cn eine offene Teilmenge und sei f : U → C holomorph. Zeigen Sie, dass für
n ≥ 2 die Nullstellenmenge Z(f) nicht aus einem einzigen Punkt bestehen kann. Zeigen Sie
anschließend, dass für eine holomorphe Funktion f : Cn → C, n ≥ 2 und w ∈ Im(f) für alle
c > 0 ein z ∈ f−1(w) existiert, sodass ‖z‖ > c.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Das Ziel dieser Aufgabe ist es einen Satz von Poincaré zu beweisen, nach dem der Polydisk
B(1,1)(0) ⊂ C2 und die Einheitskreisscheibe D := {z ∈ C2 | ‖z‖ < 1} nicht biholomorph
zueinander sind. Der Riemann’sche Abbildungssatz lässt sich also nicht auf höhere Dimen-
sionen verallgemeinern!

(a) Zeigen Sie, dass die Gruppe der unitären Matrizen vom Rang 2

U(2) := {M ∈ GL(2,C) | M> ·M = I}

mit der gewöhnlichen Matrixmultiplikation als eine Untergruppe der Gruppe der biho-
lomorphen Abbildungen auf D, die den Ursprung fixieren, aufgefasst werden kann.

(b) Zeigen Sie, dass U(2) versehen mit der Teilraumtopologie U(2) ⊂ C4 zusammenhängend
ist.



(c) Fakt: Für jede biholomorphe Abbildung f : B(1,1)(0) → B(1,1)(0) existieren eine Per-
mutation σ ∈ S2, reelle Zahlen θ1, θ2 ∈ R und komplexe Zahlen α1, α2 ∈ C mit |αj | < 1,
sodass

f(z) =

(
eiθ1

zσ(1) − α1

1− α1zσ(1)
, eiθ2

zσ(2) − α2

1− α2zσ(2)

)
.

Sei G die Gruppe der biholomorphen Abbildungen auf B(1,1)(0), die den Ursprung
fixieren. Diese Gruppe versehen wir mit Hilfe des Fakts mit der Teilraumtopologie von
S2 × R2 × C2. Dabei ist S2 mit der diskreten Topologie versehen. Zeigen Sie, dass die
Zusammenhangskomponente vonG, die die Identität enthält, eine abelsche Untergruppe
ist.

(d) Zeigen Sie, dass D und B(1,1)(0) nicht biholomorph zueinander sind.

Abgabe Zu Beginn der Vorlesung um 10:00 am Montag, den 29. Oktober.


