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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass für jedes holomorphe Vektorbündel E vom Rang r ein nicht-degenerierter
bilinearer Homomorphismus von Vektorbündeln

k∧
E ⊕

r−k∧
E

B−−→ det(E)

existiert. Folgern Sie hieraus die Existenz eines Isomorphismus von holomorphen Vektorbün-
deln

∧k E ∼=
∧r−k E∗ ⊗ det(E).

Erinnerung: Eine bilineare Abbildung B : V ×W → Z von Vektorräumen heißt nicht-
degeneriert, wenn B(v, w) = 0 für alle w ∈W bereits v = 0 impliziert.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass jedes nicht-triviale homogene Polynom 0 6= s ∈ C[z0, . . . , zn]k vom Grad k
als nicht-trivialer Schnitt von O(k) auf Pn betrachtet werden kann. (Tatsächlich ist jeder
nicht-triviale Schnitt von dieser Form.)
Gibt es nicht-triviale globale Schnitte von O(−1) auf Pn?
Hinweis: Für ein holomorphes Vektorbündel E → X, das durch die folgenden Kozykel
defineirt wird

E ←→ {Ui, ψij : Ui ∩ Uj → GL(r,C)},

ist ein holomorpher Schnitt s : X → E eindeutig durch die Relationen

s←→ {Ui, si : Ui → Cr},

sodass si = ψij ◦ sj auf Ui ∩ Uj , bestimmt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien F und G Garben auf einem topologischen Raum X und ϕ : F → G ein Homomor-
phismus von Garben. Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu Zeigen, dass die Injektivität von ϕ
äquivalent zu der Injektivität aller induzierten Abbildungen ϕx auf den Halmen und äqui-
valent zur Injektivität der Abbildungen ϕU für jede offenen Teilmenge U ⊆ X ist. Bei der
Surjektivität ist die zweite Äquivalenz nicht gültig.

(a) Sei ϕx : Fx → Gx der Homomorphismus, der für x ∈ X durch ϕ auf den Halmen von F
und G induziert wird. Zeigen Sie, dass ϕ genau dann injektiv (bzw. surjektiv) ist, wenn
ϕx für alle x ∈ X injektiv (bzw. surjektiv) ist.

(b) Zeigen Sie, dass ϕ genau dann injektiv ist, wenn für alle offenen Teilmengen U ⊆ X die
Abbildung ϕU injektiv ist.



(c) Sei X nun eine komplexe Mannigfaltigkeit und O∗
X als Garbe auf X durch

O∗
X(U) := {f ∈ OX(U) : f(x) 6= 0 ∀x ∈ U}

auf offenen Teilmengen U ⊆ X definiert. Zeigen Sie, dass der Garben-Homomorphismus
α : OX → O∗

X , der durch

αU : OX(U) −→ O∗
X(U)

f 7−→ ef

definiert ist, surjektiv ist. Ist αU surjektiv für alle offenen Teilmengen U ⊆ X?

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Sei
0 −→ F α−−→ G β−−→ H −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von Garben auf einem topologischen Raum X. Dies ist äquivalent
dazu, dass für alle x ∈ X die Sequenz

0 −→ Fx
αx−−−→ Gx

βx−−−→ Hx −→ 0

exakt ist.
Das Ziel dieser Aufgabe ist es Folgerungen aus den Resultaten von Aufgabe 3 für kurze
exakte Sequenzen von Garben zu schließen.

(a) Sei S eine Garbe auf X und s ∈ S(U). Zeigen Sie, dass s = 0 genau dann, wenn sx = 0
für alle x ∈ U .

(b) Zeigen Sie, dass
0 −→ F(U)

αU−−−→ G(U)
βU−−−→ H(U)

für alle offenen Teilmengen U ⊆ X exakt ist.
Hinweis: Arbeiten Sie auf den Halmen. Zeigen Sie die Exaktheit auf G(U) mit Hilfe
von Teil (a).

(c) Geben Sie ein Beispiel an, sodass für eine passende offene Teilmenge U ⊂ X die Sequenz

0 −→ F(U)
αU−−−→ G(U)

βU−−−→ H(U) −→ 0

nicht exakt ist.
Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.

Abgabe Zu Beginn der Vorlesung um 10:00 am Montag, den 3. Dezember.


