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Aufgabe 1. (4=1+1+1+1 Punkte)

Ist die Abbildung f: R — R, z — x + 1, R-linear?
Ist die komplexe Konjugation C — C, z+— zZ, C-linear?
Ist f:R2 >R, — 22 + y2, R-linear?

Zeigen Sie: Ist K ein Korper, so hat jede K-lineare Abbildung K — K die Form
x +— Az fiir ein A € K.

Aufgabe 2. (4=1+1+1+1 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass es genau eine R-lineare Abbildung f : R? — R gibt, fiir die gilt:

((3)p-1 a(i)--=

(b) Berechnen Sie f (<_33>) Geben Sie eine Formel fiir f ( )

(c) Zeigen Sie, dass f surjektiv ist. Folgern Sie: dim(ker(f)) =

(d) Bestimmen Sie eine Basis von ker(f).

Aufgabe 3. (3=2+1 Punkte)
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(a) Sei v € V mit v # 0. Zeigen Sie, dass eine K-lineare Abbildung f : V — K mit
f(v) # 0 existiert.

(b) Seien z,y € V. Zeigen Sie: Es gilt x = y genau dann, wenn f(x) = f(y) fiir jede
K-lineare Abbildung f:V — K gilt.

—— bitte wenden ——



Aufgabe 4. (5=2+1+2 Punkte)

Seien V; und V3 zwei K-Vektorrdume. Eine (abstrakte) direkte Summe (V,i1,12) von Vi
und V5 ist ein K-Vektorraum V zusammen mit zwei linearen Abbildungen ¢1 : V4 — V
und o : Vo — V, so dass fiir jeden weiteren K-Vektorraum 7" mit linearen Abbildungen
fi: Vi — T und fo: Vo — T genau eine lineare Abbildung F': V — T existiert, so dass
fi=Fou firi=1,2 gilt.

=
)b

(a) Sei V := V) @ Va, d.h. als Menge ist
V=V x Vo ={(v1,v2) ; v1 € V1,02 € Va},
und Addition und Skalarmultiplikation sind durch

(v1,v2) + (w1, wz) = (v1 + w1, v2 + w2) fiir vy, w1 € V1, vo,w € Vo,
Av1,v2) = (Avy, Avg) fir A € K,v1 € Vi,v9 € V5,

gegeben. Wir definieren

v Vi = Vi@ Ve, u(v) = (v1,0),
tp: Vo= Vi@ Va, 1a(v2) = (0,v2).

Zeigen Sie: (V1 @ Va, 11, 12) ist eine direkte Summe von V; und V5.

(b) Zeigen Sie: Sind (V,t1,t2) und (V' i}, i) zwei direkte Summen von Vi und V5.
dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus F : V = V'] so dass ¢, = F o ; fiir
i=1,2 gilt.

(¢) Sei V ein K-Vektorraum und seien Uy, Uy C V zwei Untervektorraume. Zeigen Sie
folgende Aussagen: Es gibt genau eine lineare Abbildung ' : Uy & Uy — Uy + Us
mit F(u1,0) = u; und F(0,uz) = ug fiir uy € Uy und uy € Us. Diese ist stets
surjektiv. Sie ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die Summe U;j + Uy direkt
ist.

Abgabe: Am kommenden Dienstag, den 4. Dezember 2018, bis zur Vorlesung in den Kasten im
3. Stock, Institut fiir Mathematik, Robert-Mayer-Strafie 6-8. Downloads von Ubungsblittern und
Informationen zur Vorlesung unter

https://www.uni-frankfurt.de/73427229/19_18_WS_Lineare_Algebra




