
Goethe-Universität Frankfurt Prof. Dr. Jakob Stix
Institut für Mathematik Martin Lüdtke

Lineare Algebra
Wintersemester 2018/19

Übungsblatt 8 4. Dezember 2018

Aufgabe 1. (4=2+2 Punkte)
(a) Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1, . . . , vn). Sei f : V → V ein Endomor-

phismus mit Darstellungsmatrix A := MB
B(f) ∈ Mn(K). Zeigen Sie, dass f genau

dann ein Projektor ist, wenn A2 = A gilt.
(b) Sei die lineare Abbildung f : R3 → R3 definiert durch

f
(xy
z

) :=

3x+ y + 2z
−2x− 2z
−2x− y − z

 .
Ist f ein Projektor?

Aufgabe 2. (4=2+2 Punkte)
(a) Sei K ein Körper. Eine quadratische Matrix B ∈ Mn(K) heißt symmetrisch, wenn

Bt = B gilt. Zeigen Sie: Für alle m,n ∈ N0 und A ∈ Mn×m(K) sind AtA und AAt

symmetrisch. Berechnen Sie AtA und AAt für

A =
(

1 3 5
2 4 6

)
∈ M2×3(Q).

(b) Sei A :=
(

1 1
0 1

)
∈ M2(Q). Für n ∈ N0 sei An := AA · · ·A (n Faktoren), für n = 0

ist A0 = 12. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N0 gilt:

An =
(

1 n
0 1

)
.

Zeigen Sie, dass A invertierbar ist, indem Sie die inverse Matrix A−1 angeben.

Aufgabe 3. (4=2+2 Punkte)
(a) Für z = a + bi ∈ C sei µz : C → C die Multiplikation mit z, also µz(x) = zx für

x ∈ C. Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix A(z) := MB
B(µz) ∈ M2(R) von µz

bezüglich der Basis B = (1, i) von C als R-Vektorraum.
(b) Zeigen Sie:

(i) A(1) = 12;
(ii) ∀z, w ∈ C : A(zw) = A(z)A(w);
(iii) für z ∈ C× gilt A(z) ∈ GL2(R);
(iv) die Abbildung C× → GL2(R), z 7→ A(z) ist injektiv.

—– bitte wenden —–



Aufgabe 4. (4=1+1+1+1 Punkte)

Im R-Vektorraum der Folgen Abb(N0,R) sei U die Teilmenge

U := {(xn)n∈N0 ∈ Abb(N0,R) ; ∀n ≥ 2 : xn = 4xn−1 − 3xn−2}.

(a) Zeigen Sie, dass U ein Unterraum von Abb(N0,R) ist.
(b) Seien a := (an)n∈N0 und b := (bn)n∈N0 durch folgende Rekursionen definiert:

a0 = 1, a1 = 0 und an = 4an−1 − 3an−2 für alle n ≥ 2,
b0 = 0, b1 = 1 und bn = 4bn−1 − 3bn−2 für alle n ≥ 2.

Zeigen Sie, dass B := (a, b) eine Basis von U ist.
(c) Es sei

φl : U → U, x = (x0, x1, x2, . . .) 7→ φl(x) := (x1, x2, x3, . . .).

Zeigen Sie, dass φl ein (wohldefinierter) Automorphismus auf U ist.
(d) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix MB

B(φl).
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