Goethe-Universitat Frankfurt Elementarmathematik 2

Institut fur Mathematik Prof. Dr. Martin Ulirsch
Sommersemester 2019 Felix Rohrle
19. Juli 2019

Klausuriibungsblatt 1

Aufgabe 1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche sind falsch? Begriinden Sie Thre Behaup-
tung kurz.

(a) Jede reelle Folge (an)nen, fir die die Folge (e ),en konvergiert, konvergiert selbst.
(b) Fiir jede komplexe Zahl z € C gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit n > |z|.

(c) Fir jede reelle Folge (ay)nen, die bestimmt gegen unendlich divergiert, konvergiert die

Reihe > 1/ay,.

(d) Sei r € [0,1) in Dezimaldarstellung gegeben als (0,7172...)19. Die Reihe > 7, r,/n
konvergiert.

(e) Die Menge M = {D C N} ist abzéhlbar.

Losungsvorschlag

(a) Falsch, betrachte die divergente Folge (a,)neny mit a, = —n. Dann ist e = e™", was
fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

(b) Wahr. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es fiir jedes 7 € R ein n € N mit n > r.
Beachte nun, dass |z| € R.

(c) Falsch. (n)nen divergiert bestimmt gegen oo, aber Y 2 | 1/n ist die Harmonische Reihe,
die nach Vorlesung divergiert.

(d) Falsch. Betrachte » = (0,1111...)19 und verwende das gleiche Argument wie in (c).

(e) Falsch. Angenommen, es gibe eine Bijektion ¢ : N — M. Konstruiere die Menge S C N
durch die Regel
n € S genau dann wenn n ¢ p(n).

Dann ist S € M aber S # ¢(n) fiir alle n. Widerspruch.
Aufgabe 2
Betrachten Sie die Funktion
F:(—00,10] = R

3 exp(z + 3) x < =2
= 43r+9 x € [—2,0]
sin(z)cos (z —5) +9 z>0.

(a) Ist die Funktion stetig? Begriinden Sie Thre Antwort.
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(b) Fiir welche z ist F' differenzierbar in 7 Begriinden Sie Thre Antwort.

(c¢) Fiir welche maximalen D C (—o0, 10] ist die Einschréankung von F' auf D monoton? Ist
F auf [7/2, (37)/2] injektiv?

(d) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von F' und geben Sie jeweils an, ob es sich um ein
Maximum oder Minimum handelt.

Losungsvorschlag
Stelle fest: cos (z — ) = sin(z), d.h. fiir z > 0 ist F(z) = sin®(z) + 9.

(a) Ja. Fir x # —2 bzw. 0 ist das klar (Summe, Produkt, Verkettung stetiger Funktionen
ist stetig). Betrachte die rechts bzw. linksseitigen Grenzwerte von F' in —2 und 0 und
zeige, dass diese {ibereinstimmen. Notation:

fi(z) = 2exp(m+3)
fo(z) =3z +9
f3(x) = sin(z) cos(z — g) +9=sin’(z)+9

Damit werden rechts- bzw. linksseitige Grenzwerte von F' einfach zu Grenzwerten von
dem entsprechenden f; und das wiederum zu Einsetzungen, denn die f; sind stetig.

lim F(z)= ml_l)IEZ filx) = fi(-2) =3

z—(—2)"

i F() = lim, fofa) = fo(~2)
lim F(z) = f2(0)=3-049=9
z—0~
lim F(z) = sin?(0) +9
z—0t+ ~——

=0
Also ist F iiberall stetig.

(b) Fiir z ¢ {—2,0} ist F' differenzierbar, weil aus differenzierbaren Funktionen “zusammen
gebaut”. Fiir £ = —2 bzw. 0 tiberpriift man, ob der Differenzenquotient fiir A \, 0 und
h /0 den gleichen Wert hat. Mit den Uberlegungen aus (a) bedeutet das aber nichts
anders als zu zeigen, dass

f1(=2) = f5(=2) und £5(0) = f3(0).

Ableiten:
, 3
filz) = - exp(z + 3)
fa(z) =3
f4(z) = 2sin(x) cos(z).
Einsetzen liefert, dass F' in x = —2 differenzierbar ist, aber in z = 0 nicht.
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(c) e-Funktion und fo wachsen beide streng monoton. sin? Hat seine lokalen Extrema bei
x = mn, n € Z (Nullstellen, Minima) und = = 7n + 7/2 (Maxima). Also ist F' auf

(—oo, g} ) |:7[', T+ g} , [277, 2m + g} [37, 10] monoton wachsend und auf

[g, 77} , |:7l' + g, 277] , [277 + g, 3%} monoton fallend.

Weiterhin ist F' auf [7/2,37/2] nicht injektiv, denn F(7/2) = F(37/2) = 10.

(d) Aus der Monotonie auf (—oo, 7/2) sieht man schon, dass F' in diesem Bereich kein lokales
Extremum haben kann. Die einzigen Extrema im Inneren des Definitionsbereichs sind
also die, die in (c) bereits genannt wurden:

m, 27, 37 lokale Minima und

g, T+ g, 2T + g lokale Maxima.

Zusatzlich findet man noch am Rand aufgrund der Monotonie ein Maximum bei x = 10.

Aufgabe 3

Welche der folgenden Folgen konvergiert? Geben Sie im Falle der Konvergenz den Grenzwert
an und beweisen Sie alle Ihre Behauptungen.

() (325)
(b) (£ + icos(mr))neN

(c) Betrachte folgende geometrische Konstruktion einer stiickweise geraden Linie FE,. Im
Schritt 0 haben wir das Intervall Ey = [0,1]. Im Schritt 1 platziere auf dem mitt-
leren Drittel [1/3,2/3] des Intervalls ein gleichseitiges Dreieck und entferne dann die
Grundseite. Diese Konstruktion setzen wir iterativ fort: im n-ten Schritt platzieren wir
auf dem mittleren Drittel eines jeden Geradensegments ein gleichseitiges Dreieck und
entfernen dann die Grundseite.
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~3

i

P1
Quelle: https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik /koch-kurve /5284

Untersuchen Sie die Folge (l,)nen,, wobei I, die Lange der Linie im n-ten Schritt
beschreibt.

Losungsvorschlag
2

(a) Konvergiert gegen —=:

2n+1 2+ N

i i L i
1—ne i+ 7

(b) Eine komplexe Folge konvergiert genau dann, wenn Real- und Imaginérteilfolge konver-
gieren. Der Imaginérteil ist hier aber die Folge (—1,1,—1,1,—1,...) und somit diver-
gent. Also divergiert die ganze Folge.

(c) Zu Beginn ist Iy = 1. In jedem Schritt erhoht sich die Lange um 4/3: das mittlere Drittel
jeder Strecke wird durch zwei Strecken der gleichen Lange ersetzt. Die Folge ist also
. . 4\ . . .
eine geometrische Folge: [, = (g) . Diese divergiert.

Aufgabe 4

Finden Sie alle komplexen Nullstellen der folgenden Polynome.
(a) f(z) =28 —81i

(b) g(z) =22 -32+3+i



Klausuriibungsblatt 1

(c) h(z) =322 —z+1

Losungsvorschlag

(a) Gesucht sind die 8-ten Wurzeln von 817 = \/381', also sind die Nullstellen von f gerade
z= \/?;er, wobei (; die 8-ten Einheitswurzeln sind und r eine 8-te Wurzel aus ¢ ist, z.B.
r = exp(im/16). Alternativ kann man auch gleich alles mit der e-Funktion angeben:

4541
{ﬁexp(iﬂ jl—g )‘ij,...,?}.

(b) Z.B. kann man die abc-Formel verwenden:

1 1
a2 =5BEVO—ABH) = 5B+ (120 =1+iwmd 24

(c) Wieder verwenden wir die abc-Formel:

p=1tvI—2=1%i

Aufgabe 5
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Eine Funktion f :[0,1] — R heifit selbstihnlich, falls fiir alle x € [0, 1] gilt

f@) = f <;m> —f (;m—i-;)

Beweisen Sie, dass jede stetige selbstdhnliche Funktion konstant ist.

(b) Gegeben seien differenzierbare Funktionen ¢; : R — R,i = 1,...,n. Beweisen Sie, dass
g1 0gso---o gy differenzierbar ist.

(c) Gegeben ist die Funktion

o ={7

Beweisen Sie, dass h differenzierbar aber nicht stetig differenzierbar ist.

Losungsvorschlag

(a) Sei f selbstéhnlich und stetig. Angenommen, f wére nicht konstant. Das heift, es gibt
a,b € [0,1] mit f(a) # f(b). Setze ¢ = |f(a) — f(b)] > 0 und betrachte 6 > 0. Wir
konstruieren Folgen (ay)neny und (by,)nen:

al = a b1 =b
1 1
Qp, §an_1 b’n, ib’n—l

Wegen der Selbstahnlichkeit von f gilt fiir alle n, dass f(an) = f(a) # f(b) = f(bn).
Aber |ap, — by,| — 0 fiir n — oo, d.h. fiir hinreichend grofes n ist |a, — by| < 0. Wider-
spruch.
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(b) Induktion nach n: n = 1: es ist nichts zu zeigen. n — n + 1: Nach Annahme sind g; o
--+ogy und gy differenzierbar. Die Kettenregel sagt jetzt, dass auch die Verkniipfung,
also

g10°:°0gn O gn+1

differenzierbar ist.

(c) Auferhalb von x = 0 ist h als Verkettung und Produkt stetig differenzierbarer Funk-
tionen selbst auch stetig differenzierbar. Wir untersuchen h in x = 0 auf Differenzier-

barkeit:

1 1 1 1

~[h(0 —h(0)] = —e*sin | = | =esin (- ).

5[ (0 +¢) — h(0)] Z¢"sin <E> esin <€>
Nun ist sin(1/e) beschrénkt fiir ¢ — 0, also existiert der Grenzwert des Differenzenquo-
tient und hat Wert 0.

Aufserhalb von x = 0 berechnet man die Ableitung von h mit der Produktregel und
erhalt insgesamt

W () = 2x sin (%) — cos (%) fl}r x#0

0 fiir z = 0.
Man muss nur noch zeigen, dass cos(1/xz) 4 0 fiir z — 0. Substituiert man y = 1/x,
dann ist das dquivalent zu cos(y) /4 0 fir y — oo. Letzteres ist aber klar, da es fiir
jedes y immer ein n € N mit 2n7 > y gibt, fir das dann gilt cos(2n7) = 1. Also ist die

Ableitung A’ in 0 nicht stetig.

Aufgabe 6
Beweisen Sie die Additionstheoreme fiir die Sekans- und Kosekansfunktionen:
SEeC X CSC I SEeC Y CSC
sec(x +y) = IV nd
CSC T CSCY — SEC T SecCy
SEC T CSC T Sec Yy CSC Y
csc(x +y) =

secx cscy + cscrsecy

Losungsvorschlag

Man fiihrt die Rechnung auf die Additionstheoreme von Sinus und Kosinus zuriick.

(+) 1 1
csc(x +y) = — = — .
sin(z +y) sinxzcosy + coszsiny
1
=1 1 T 1
CSCI secy Secx Ccscy
SEC T CSC T SeC Y CSC Y
sec T cscy + cscx secy
(+) 1 1
sec(x +y) = = - -
cos(x +y) cosxcosy—sinzsiny
1
-1 1 11
secx secy CsCcx cscy

SeC & CSC X Sec Y CSC Y

CSC X CSC Y — SEeC T Secy



