Diskrete Methoden in Algebra
und Algebraischer Geometrie

Ein Bericht iiber Forschung und Lehre

Christian Haase

Dies ist ein Bericht iiber die Forschung, die ich
betrieben, iiber die Vorlesungen, die ich gehalten
und lber die Studenten und Postdocs, die ich be-
treut habe.

Mein Forschungsgebiet ist zwischen den ma-
thematischen Disziplinen Diskrete Mathematik
und Algebraische Geometrie angesiedelt. Um das
Wechselspiel zwischen Algebra und Kombinatorik
und meine Beitrdge dazu zu illustrieren, erklare
ich exemplarisch drei meiner Resultate, die ich zu-
sammen mit verschiedenen Koautoren erzielt ha-
be.

e Eine alte Vermutung von Micha Perles iiber
Facettengraphen von Polytopen konnte wi-
derlegt werden (siehe §1.1 Die Perles-Ver-
mutung).

e Ein Endlichkeitssatz von Lagarias/Ziegler
konnte entscheidend verallgemeinert wer-
den (siehe §1.2 Adjunktion und Ehrhart-
Theorie).

e Die Theorie der Linearsysteme auf algebrai-
schen Kurven konnte auf tropische Kurven
iibertragen werden (siehe §1.3 Linearsyste-
me auf tropischen Kurven).

Fiir eine detailliertere Beschreibung meiner For-
schungsaktivitdten mit umfangreichen Referenzen
mochte ich auf den Forschungsbericht 2005-2008
meiner Emmy Noether Gruppe verweisen [Haa08].

1 Forschung

Das erste eigene Ergebnis habe ich in meiner Di-
plomarbeit erzielt. Es ist dem Gebiet Algebrai-
sche Topologie zuzuordnen. Wahrend der Promo-
tion habe ich mich dann mit einem véllig ande-
ren Gebiet, der Polytoptheorie beschaftigt. Die to-
pologische Grundausbildung kam mir dann aber

nach der Promotion zugute. Wie ich weiter unten
erldutere, ermoglichte es mir ein neuer, topologi-
scher Blickwinkel, die lange offene Perles-Vermu-
tung zu widerlegen. Als Postdoc an der UC Ber-
keley und an der Duke University habe ich mich
dann mehr und mehr der Algebraischen Geometrie
zugewendet — dem Gebiet, das die Motivation fiir
viele der in meiner Dissertation erzielten Resultate
liefert.

Auch heute interessieren mich insbesondere Fra-
gestellungen, die Methoden aus mindestens zwei
mathematischen Bereichen erfordern. Dabei sind
mir die Algebra und die Diskrete Mathematik be-
sonders ans Herz gewachsen. Hier konnte ich auch
eigene Impulse setzen — mit eigenen Arbeiten, und
dadurch, dass ich Forscher aus verschiedenen Ge-
bieten auf von mir organisierten Konferenzen und
Workshops zusammengebracht habe.

Die internationale Aktualitdit der Schnittstel-
le Diskrete Mathematik/Algebraische Geometrie
wird reflektiert durch Themenjahre (etwa App-
licable Algebraic Geometry, Institute for Mathe-
matics and its Applications IMA, 2006/7) bzw.
Themensemester (etwa Tropical Geometry, MS-
RI, Fall 2009; Algebraic Geometry with a View
Towards Applications, Mittag-Leffler Institute,
Spring 2011) an fiihrenden internationalen mathe-
matischen Forschungsinstituten und auch durch
die aktuelle Ausgriindung der Activity Group Al-
gebraic Geometry der SIAM (Society for Industrial
and Applied Mathematics).

1.1 Diskrete Mathematik: Polytope

» Why study polytopes? Because they
are so beautiful, intriguing, and im-
portant, and because there are so ma-
ny interesting questions about poly-
topes waiting to be studied and sol-
ved." [Zie00]
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Konvexe Polytope haben seit der Antike nicht nur
Mathematiker fasziniert. Die platonischen Korper
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sind die prominentesten und mystifiziertesten Ver-
treter ihrer Art. Seit George Dantzigs Simplexal-
gorithmus war lineare Optimierung eine treibende
Kraft der Polyedertheorie, und dies ist sicher eine
der erfolgreichsten Anwendungen von Mathema-
tik in der wirklichen Welt. In den 1960er Jahren
hat Branko Griinbaums Buch [Grii03] Polytop-
theorie als eigenstiandigen Zweig der Mathematik
etabliert. Eine umfassendere Antwort auf die Fra-
ge ,,Why study polytopes?” findet man in dem
eingangs zitierten Artikel [Zie00].

Die Perles-Vermutung

Wenn wir dreidimensionale Polytope darstellen,
zeichnen wir meistens nur ihren Ecken-Kanten-
Graphen, ohne zu kennzeichnen, welche Ecken ei-
ne Seitenflache aufspannen.

Dies ist gerechtfertigt durch ein altes Theorem
von Hassler Whitney, welches besagt, dass die Sei-
tenflichen genau den nicht-trennenden induzier-
ten Kreisen des Graphen entsprechen [Whi32].

Micha Perles fragte in den 1970er Jahren, ob ei-
ne analoge Aussage auch in hoheren Dimensio-
nen gilt [Per70]. Diese Frage ist wichtig fiir das
Rekonstruktionsproblem von Polytopen [Kal93].
Sogenannte einfache Polytope kdnnen theoretisch
von ihrem Graphen rekonstruiert werden [BML87,
Kal88]. Eine positive Antwort auf Perles Frage
wiirde die praktische Rekonstruktion sehr verein-
fachen [AKO00, JKKO2].

In einer gemeinsamen Arbeit mit Giinter Ziegler
konnten einige Klassen von Polytopen angegeben

werden, fiir die Perles Vermutung gilt. Das Haupt-
ergebnis der Arbeit zeigt jedoch, vielleicht iiber-
raschenderweise, dass Perles Vermutung im All-
gemeinen falsch ist [HZ02]: wir beobachten, dass
das duale, simpliziale Polytop eines potentiellen
Gegenbeispiels ein topologisches Hindernis fiir die
Giiltigkeit der Perles-Vermutung enthalten muss.
Solche eigentiimlichen Hindernisse waren in der
Literatur schon unter den Namen Bings Haus und
Zeemans Narrenkappe bekannt. Wir konstruieren
dann ein Polytop, das auf geeignete Weise Bings
Haus enthalt.

Basierend auf unserer Konstruktion hat Nikolaus
Witte ein konkretes , kleines” vierdimensionales
Gegenbeispiel mit 2592 Ecken und 529 Facetten
angegeben [Wit03].

1.2 Algebraische Geometrie:
Torische Varietaten

.» I he study of toric varieties is a won-
derful part of algebraic geometry that
has deep connections with polyhe-
dral geometry. [...] There are ele-
gant theorems, unexpected applicati-
ons, and, as noted by Fulton, “toric
varieties have provided a remarkably
fertile testing ground for general theo-
ries.” “[CLS11]

Algebraische Geometrie beschiftigt sich mit der
Geometrie von Nullstellenmengen von Polynomen
in mehreren Verdnderlichen. Zum Beispiel ist der
Einheitskreis die Nullstellenmenge des Polynoms
22 +y?—1im R2. Die Nullstellen eines Polynoms
vom Grad drei in zwei Variablen ist eine elliptische
Kurve.
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Einem konvexen Polytop kann man mithilfe des
einfachen Prinzips
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ganzzahliger Vektor Monom
(V1,0 0p) N 2 R
eine solche algebraische Varietdt — eine torische
Varietdt — zuordnen. Die Theorie torischer Va-
rietdten hat sich zu einem etablierten und sehr ak-
tiven Forschungsgebiet entwickelt [CLS11, Ful93].

Adjunktion und Ehrhart-Theorie

Viele Zahlprobleme in Algebra, Darstellungstheo-
rie und Kombinatorik konnen als das Zahlen
von Gitterpunkten in Polytopen formuliert wer-
den [Loe05, BRO7]. Ein fundamentaler Satz von
Eugene Ehrhart besagt, dass die Anzahl von Git-
terpunkten in Streckungen kP eines Gitterpoly-
tops P polynomiell von k € Z~( abhangt. (Sie-
he [Ehr67, BR07].) Deshalb hat die Erzeugenden-
funktion eine spezielle Form:

h*(t
S #kPNZ) = (1—t()7)1+1

k>0

fiir ein Polynom h* € Z[t] vom Grad d < n.

Eine Leitfrage der Ehrhart-Theorie ist zu bestim-
men welche Polynome sich als Ehrhart-Polynome
von Gitterpolytopen realisieren lassen. Wahrend
eine Beantwortung dieser Frage noch vor fiinf
Jahren als komplett hoffnungslos galt, wissen wir
heute wesentlich mehr als noch vor wenigen Jah-
ren. AngestoBen durch zwei von mir mitorgani-
sierte Snowbird-Konferenzen haben viele Auto-
ren neue Schranken fiir Ehrhart-Polynome be-
wiesen [BDLD'05, Tre07, HT09, Pay08, Sta09a,
Sta09b]. Sie benutzten dabei Methoden aus der
Kombinatorik, der kommutativen Algebra und ad-
ditiver Zahlentheorie.

Falls das Polynom h* von einem Gitterpolytop P
kommt, was sagt uns h* iiber P? Welche struk-
turellen Einschrankungen impliziert das Ehrhart-
Polynom? Was passiert, zum Beispiel, wenn der
Grad d von h* sehr viel kleiner ist, als die Di-
mension n von P7? In diesem Kontext hat sich
kiirzlich die Beziehung zur algebraischen Geome-
trie, insbesondere zur Adjunktionstheorie [BS95]
als niitzlich erwiesen.

In gemeinsamer Arbeit [HNP09] mit Benjamin
Nill und Sam Payne habe ich fiir d < n ein Struk-
tursatz bewiesen, in dessen Konsequenz wir eine

Vermutung [Bat07, BNO7b] von Victor Batyrev
bestatigen konnten: bis auf Pyramidenkonstruk-
tionen gibt es nur endlich viele Polytope mit gege-
benem Grad d und Leitkoeffizient h};. Dies ist ei-
ne weitreichende, dimensionsiiberspannende Ver-
allgemeinerung eines Satzes von Jeffrey Lagarias
und Giinter Ziegler [LZ91], welcher sagt, dass es
in fester Dimension nur endlich viele Polytope mit
gegebener positiver Anzahl innerer Gitterpunkte
gibt.

In diesem Zusammenhang wird es auch in der
naheren Zukunft einen regen Austausch zwischen
algebraischer Geometrie und Ehrhart-Theorie ge-
ben. So haben Alicia Dickenstein, Sandra Di Roc-
co, und Ragni Piene [DRP08] unsere Schranken
unter Zusatzvoraussetzungen verscharft. In einem
laufenden Projekt mit Benjamin Nill und Sandra
Di Rocco fiihren wir flexiblere Invarianten ein und
beweisen allgemeinere Projektionssatze.

1.3 Tropische Geometrie

»In tropical algebra, the sum of two
numbers is their minimum and the
product of two numbers is their sum.
[--.] The adjective “tropical” was coi-
ned by French mathematicians, nota-
bly Jean-Eric Pin, to honor their Bra-
zilian colleague Imre Simon, who pio-
neered the use of min-plus algebra in
optimization theory. There is no dee-
per meaning in the adjective “tropi-
cal”. It simply stands for the French
view of Brazil." [MS10]

Tropische Geometrie ist algebraische Geometrie
tiber dem min-plus Halbring. Tropische Varietaten
sind degenerierte, stiickweise lineare Schatten al-
gebraischer Varietaten.

Graphik: Hannah Markwig

Zwei tropische elliptische Kurven

Dies ist ein neues, schnell wachsendes Gebiet. In
den letzten Jahren ist eine wahre Flut tropischer
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Arbeiten erschienen und mehrere Biicher werden
gerade geschrieben (siehe z.B. [MS10, Mik, Jos,
IMS09, Gat06, RGSTO05]). Tropische Methoden
wurden schon sehr erfolgreich in enumerativer
Geometrie [Mik05, FM10, IKS04, IKS], dynami-
schen Systemen [EKLO6], algorithmischer Alge-
bra [STY07, DFS07], und algebraischer Statis-
tik [PS05] eingesetzt.

Linearsysteme auf tropischen Kurven

Wiéhrend die Frage nach den , richtigen® Defini-
tionen der tropischen Kategorie noch diskutiert
wird, sind diese grundlegenden Fragen deutlich
einfacher in Dimension eins. Eine tropische Kur-
ve ist ein metrischer Graph mit mdoglicherweise
unbeschrénkten Kanten. Fiir Kurven kdnnen wir
anfangen Fragen iiber Divisoren, Linearsysteme,
Familien und Moduli zu stellen, oder die Theorie
fiir algorithmische Zwecke zu nutzen.

Einige Aspekte der klassischen Theorie der Linear-
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2 Lehre und Betreuung
2.1 Lehrveranstaltungen

Die ersten Lehrerfahrungen habe ich gleich nach
dem Vordiplom in fiinf Semestern als Ubungs-
gruppenleiter fiir die Veranstaltung Hohere Ma-
thematik fiir Ingenieure gesammelt. So habe ich
friih hautnah miterlebt wie sich motivierende und
weniger motivierende Vorlesungen bei den Studie-
renden auf die Einstellung zum Fach und letztlich
auf den Lernerfolg auswirken.

Meine erste eigenverantwortliche Lehrveranstal-
tung war eine Vorlesung iiber Torische Varietaten
an der TU Berlin, die ich noch als Doktorand
gehalten habe. Seitdem habe ich an den ver-
schiedenen Stationen meiner Karriere ein brei-
tes Spektrum abgedeckt: von der Anfingervorle-
sung im Service (Calculus) bis zum Spezialsemi-
nar fiir Doktoranden, vom Privatseminar mit vier
Horern bis zur Massenveranstaltung im iiberfiill-
ten Horsaal (siehe die vollsténdige Liste weiter un-
ten).

An der FU Berlin hatte ich keine Lehrverpflich-
tung. Trotzdem habe ich neben unserem Arbeits-
gruppenseminar freiwillig noch eine Reihe von wei-
teren Lehrveranstaltungen betreut.

Im Sommer 2007 hatte ich die Gelegenheit fiir das
Graduiertenkolleg Methods for Discrete Structu-
res ein dreimonatiges (Pre)Doc-Programm zu ko-
ordinieren. Ich konnte auswartige Dozenten ein-
laden, und das Graduiertenkolleg bot auswarti-
gen Studierenden Kurzstipendien zur Teilnahme

an dem Programm. Das Dozententeam — Rek-
ha Thomas, Raymond Hemmecke, Matthias Beck
und ich — erhielten den ersten Preis bei der Fach-
bereichsinternen Lehrevaluation. Sieben Teilneh-
mer dieses Programms habe ich spater bei einem
Workshop liber tropische Geometrie am MSRI in
Berkeley wiedergetroffen.

Angeregt durch eine hochschuldidaktische Fortbil-
dung “Didaktik (zu) groBer Lehrveranstaltungen”
habe ich meine Erstsemestervorlesung Lineare Al-
gebra im Winter 2007/8 mit einem Projekt be-
gonnen. Wihrend zwei intensiver Wochen haben
sich die Studierenden in Gruppen eigenstandig
die Mathematik hinter Googles Pagerank erarbei-
tet und ihre Ergebnisse in einer Posterausstellung
am Fachbereich prasentiert. Dies war koordiniert
mit den Parallelveranstaltungen Computerorien-
tierte Mathematik und Analysis. Der zweite Teil
dieser Linearen Algebra brachte mir den zweiten
Preis bei der Fachbereichsinternen Lehrevaluation
2008.

Zusammen mit Benjamin Nill und Andreas Paf-
fenholz schreibe ich an einem Textbuch iiber Git-
terpolytope. Als ersten Testlauf haben wir im
Sommer 2009 gemeinsam eine Vorlesung an der
FU Berlin gehalten, den zweiten Testlauf gab es
diesen Sommer in Frankfurt. Hier habe ich mit To-
bias Lamm eine einwochige Friihjahrsschule orga-
nisiert und ich werde Osterferien 2012 die Schiiler-
AG leiten.
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Volistandige Liste

Die folgende Tabelle enthalt alle Vorlesungen, die ich gehalten und alle Seminare, die ich organisiert und
betreut habe. Dabei werden die folgenden Abkiirzungen benutzt.

In der zweiten Spalte fiir die Universitat: In der dritten Spalte
GU - Goethe-Universitat Frankfurt (M) fiir die Unterrichtsform:
FUB — FU Berlin C — Vorlesung
HH — Universitat Hamburg E — Ubung zu einer Vorlesung
MPI — MPI fiir molekulare Genetik S — Seminar

Duke — Duke University
UCB — UC Berkeley
TUB — TU Berlin

Sommer 12 GU  CE Diskrete Mathematik
Frihjahr 12 GU  CE  Schiiler-AG
Winter 11~ GU C  Kombinatorik & kommutative Algebra
Winter 11 GU S Torische ldeale
Sommer 11 GU CE Gitterpolytope
Winter 10 GU C  PreMaster Programm (mit Tobias Lamm)
Sommer 10 FUB S  Solving Systems of Polynomial Equations (mit Ralf
Kornhuber)
Sommer 09 HH CE Riemannsche Flachen
Sommer 09  HH C  Polyedrische Algebra
Sommer 09 FUB  C  Gitterpolytope (mit Benjamin Nill und Andreas
Paffenholz)
Sommer 08 FUB  C  Lineare Algebra 2
Winter 07 FUB  C  Lineare Algebra 1
Sommer 07 FUB CE (Pre)Doc Course (mit Rekha Thomas, Raymond
Hemmecke, und Matthias Beck)
Winter 06 FUB C  Combinatorial Commutative Algebra
Sommer 06 FUB S  Gitterpolytope
Winter 05 FUB CE Gitterpolytope
Winter 05 MPI S Algebraic Statistics (led by Alexander Schliep)
Frithjahr 05 Duke CE Linear Optimization
Friihjahr 05 Duke S Combinatorial Commutative Algebra
Herbst 04 Duke CE Laboratory Calculus
Herbst 04 Duke S  Solving Systems of Polynomial Equations
Sommer 04 Duke CE Laboratory Calculus
Friihjahr 04 Duke CE Linear Optimization
Friihjahr 04 Duke S  Toric Varieties
Herbst 03 Duke CE Combinatorics
Friihjahr 03 Duke CE Combinatorics
Friihjahr 03 Duke S  Discrete Optimization
Herbst 02 Duke CE Combinatorics
Herbst 02 Duke CE Topology
Friihjahr 02 Duke CE Combinatorics
Herbst 01 Duke CE Topology
Friihjahr 01 UCB CE Linear Algebra
Herbst 00 UCB CE Multivariate Calculus (Hons.)
Herbst 00 UCB CE Linear Algebra
Sommer 00 TUB E  Algebraische Topologie (fiir Lehramtskandidaten)
Sommer 00 TUB E  Graphen- und Netzwerkalgorithmen
Winter 99 TUB C  Toric Varieties



Forschung & Lehre Christian Haase

2.2 Betreuung und Mentoring

2009- Doktoranden Kaie Kubjas (mit Altmann), Benjamin Lorenz
2010 Bachelorarbeit David Ditter, Laura Gellert
2009-2010 Postdoc Dr. Felix Breuer
2008-2010 Mitglied der Kommission zu ,,Mentoring, Gender and Diversity" der
Berlin Mathematical School (BMS)
2007-2010 BMS Mentor von César Ceballos, Laura Hinsch, Raman Sanyal, An-
dreas Wiese
2005-2010  Postdoc Dr. Andreas Paffenholz
2008-2009 Diplomarbeit Benjamin Lorenz [arXiv:1001.0514]
2005-2009 Postdoc Dr. Benjamin Nill
2006-2007 Diplomarbeit Matthias Lenz [arXiv:0709.3570]
2003-2004 undergraduate research mit Lindsay Piechnik



