Magische Quadrate

Andriy Zyatkovskyy

Sommersemester 09

1 Einleitung

Semimagisches Quadrat - eine quadratische Matrix, deren Eintrége nichtnegative ganze
Zahlen sind und deren Zeilen und Spalten jeweils dieselbe Summe ergeben.
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Magisches Quadrat - ein semimagisches Quadrat, dessen Hauptdiagonalen ebenfalls die
Reihensumme ergeben.
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Unser Ziel in diesem Kapitel ist es die semimagischen und magischen Quadrate zu zéhlen
und zwar wird diese Anzahl als Funktion der Reihensumme definiert. Wir bezeichnen die
Gesamtanzahlfunktion der Ordnung n mit Reihensumme ¢ durch H,(t) fiir semimagische
Quadrate und M, (t) fiir magische Quadrate.

Beispiel fiir n = 2 und Summe = t:

Ein semimagisches Quadrat 2x2 léasst sich leicht bestimmen, sobald man einen seiner Ein-
trage kennt. Sagen wir z.B., dass der erste Eintrag gleich X ist. Dann folgt, dass der zweite
Eintrag oben, sowie der erste unten gleich ¢ — X sein miissen und dann der zweite Eintrag
unten muss gleich ¢ — (t — X') = X sein. Also der Eintrag X muss eine beibiege ganze Zahl
zwischen 0 und ¢ sein.
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Es gibt 1 + ¢ solche Zahlen woraus die Anzahlfunktion folgt:
Hy(t)=t+1

Bei dem magischen Quadrat muss man noch die Diagonale beriicksichtigen. Wir betrachten
die Summe der ersten Diagonale des semimagischen Quadrates und erhalten 2X =t bzw.
X = t/2. Also t — X = t/2 folgt magisches Quadrat (2x2) hat iiberall die identischen
Eintréage
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Da die Eintrage nur ganzzahlig sein diirfen, muss ¢ gerade sei und in diesem Fall ist die
Anzahl magischer Quadrate = 1

M2<t) =

1 falls t gerade ist
0 falls £ ungerade ist

Aus diesem Beispiel sieht man, dass H,(t) # M, (t).

2 Semimagische Quadrate: Gitterpunkte im Birkhoff-
von Neumann-Polytop

Birkhoff-von Neumann-Polytop ist ein (n x n)-Quadrat mit n? nicht negativen Eintrigen:
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Da B, schlecht vorstellbar ist, betrachten wir B, C R* und versuchen unsvorzustellen wie
ein Punkt in B, aussieht. In unserem Beispiel ist dieser Punkt durch X leicht zu bestimmen
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Wobei 0 < X < 1 die Ecken vonB; sind durch X = 0 und X = 1 gegeben. Wenn man dies

verallgemeinert, kommt raus, dass B, ein (n — 1)2-Polytop ist, dessen Ecken die Permuta-
tionsmatrizen sind. Wir betrachten Gitterpunkzéahler fir B,

Hn(t) = #(tBn N Zn2) = Lp, (t)

Da die Ecke Gitterpunkte in B,, sind, kénnen wir den Satz von Ehrhart (Satz 3.8) anwen-
den:



Satz 6.2 H,(t) ist ein Polynom in t vom Grad (n — 1)? Satz 6.2 liefert uns die Tat-
sache, dass wir die H,, mithilfe von Interpolation ausrechnen kénnen. Also versuchen wir
Hj auszurechnen. Wir wissen H3(0) = 1 (Korollar 3.15), also brauchen wir noch 4 Wer-
te, aber mithilfe der Ehrhart-McDonald’s-Reziprozitit (Satz 4.1) werden es noch weniger.
Wir bezeichnen mit H, (t) die Anzahl der (n x n)-Matrizen mit positiven ganzzahligen
Eintragen, deren Summe in Spalten und Zeilen gleich t ist.

= H (t)= H,(t—n) (1)

Da H, (t) die Gitterpunkte im relativen Inneren des B, zihlt, also H,, (t) = Lp., (t), dann
liefert Satz 4.1:

H, (1) = (=1)""V"H,(1)

n

In Kombination mit (1) bekommen wir:

Satz 6.3 Das Polynom H,, erfiillt
Hy(—n —t) = (=1)" V" H,(t)
und
H,(-1)=H,(-2)=---=H,(—n+1)=0

Satz 6.3 gibt uns weitere 3 Werte H3(—3) = 1, H3(—1) = H3(—2) = 0 und in Kombination
mit H3(1) = 6 konnen wir die Interpolation fir Hj durchfiihren:

1, 4, 15, 9
Hs(t) = §t4 + §t3 + §752 +4t+1

Diese Methode eignet sich leider nur fiir kleine n.

3 Magische Erzeugendenfunktionen und Konsttant-

termgleichungen
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Aus dieser Beschreibung von B,, konnen wir leicht die Erzeugendenfunktion fiir H,, ableiten.
Nach Satz 2.13 gilt fiir ein allgemeines rationales Polytop p = {:L‘ € Rio c Ax = b}, dass

Ly(t) = const ((1 (1 - Zch) (1- Zw)ztb>

wobei ¢1, ¢, - - - , ¢q die Spalten von A bezeichnen. Um den Ubersicht nicht zu verlieren, be-
nutzen wir z1, 2o, - - - , 2, fiir die ersten n Zeilen und wy, wo, - - - , w, fiir die letzten n Zeilen.
Diese Notation in Kombination mit dem Satz 2.13 angewandt auf B, liefert folgenden Satz:

Satz 6.5. Die Anzahl H,(t) der semimagischen (n x n)-Quadrate mit Reihensumme ¢
erfiillt

1
ngj,kgn(l — Zjwy) (ngjgn Zj H1§kgn wk>

H,(t) = const

Die kann man vereinfachen:

1 n
B —t
H,(t) = const,, .. ., ((21 "t 2p) (COHStw (1—zw)---(1— znw)wt) )

Und wir gehen aber weiter und rechnen

1
(1 —=zw) (1 = zyw)wt

const,,

aus und zwar mithilfe eine Partialbruchzerlegung. Die w-Pole sind 1/2,---,1/z, also wir
zerlegen in

1 Al AQ An Bk
= + oY =
(1—-zw) (1 —zw)wt  w—1/z1  w—1/z w—1/z, —w
Genau wie in Kapitel 1 wird der By-Term ignoriert, also
£ L t A A
const,, = consty, e m
(1—zw) - (1 = z,w)wt w—1/z1  w—1/z w—1/z,
= —A1z1 — Agzp — - — A2y
und t4n—2
Ap = ——k

Hj;ék(zk - zj)

Beim Einsetzen dieser Koeffizienten in die Partialbruchzerlegung erhalten wir :
Satz 6.6. Die Anzahl H,(t) semimagischer (n x n)-Quadrate mit Reihensumme ¢ erfiillt
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H,(t) = const ((21 ) (Z L?Tb) )

4 Die Aufzihlung magischer Quadrate

Satz 6.7. Die Zahlerfunktion M,,(¢) ist ein Quasipolynom in . Untersuchen wir den Fall
(3x3)-Quadrate.

21 | 22 z3
my | Ms | Mg
mr | Mg | My

(3x3)-Quadrate hat 9 Eintrdge die, wir ausrechen wollen, also haben wir 9 Unbekannten
my - - - myg in folgendem Verhéltnis zu einander:

my+mg+mz =1

my +ms+ms =1
ms+mg+mg =1
mi+myg+my =1
mo +ms +mg =1
ms +mg+mg =1
miy+ms+mg=1
msg+ms+m7 =1

Wir Ubersetzen unsere Gleichungssystem in eine Erzeugendenfunktion. Dafiir brauchen
wir fiir jede Gleichung genau eine Variable, also 21, 25, 23 fiir die ersten 3 Gleichungen, wy,
wy, ws fiir die néchsten 3 und yy, y» fiir die letzten 2

1

Mat) = (1 = z1wiyn)(1 — z1w3y2) (1 — 22weyiy1) (1 — 21w2) (1 — zows ) (1 — 29w3)

1
(1 - Z3w2)(1 - 23w1y2)(1 - Z3w3y1)(2122Z3w1w2w3yly2)t

Wenn man diesen Term berechnet, kommt folgendes raus:

0 sonst

2224 2441 fallst = d
Mg(t)::{9 + 5t + alls 0 (mod 3)



