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1 Der Satz von Brion in der ersten Dimension

b

Der Satz von Brion verallgemeinert die endliche geometrische Reihe Y~ 2™ = ij:lza auf
m=a
hohere Dimensionen. Betrachten wir zundchst den Geradenabschnitt Z := [20, 34]. Wie

wir bereits wissen, werden die Gitterpunkte von Z durch Gitterpunkttransformation als
Monome aufgelistet:

or(z) = E 2 =220 4 2 4 2
meZnZ

Eine kompaktere Darstellung desselben erhalten wir durch die rationale Funktion

520 _ .35
or(z) = .
die jedoch fiir z = 1 nicht definiert ist. Den Wert fiir z = 1 erhalten wir durch Auswertung
des Polynoms o7(1) = 15.
Nun formen wir unsere Funktion um und erhalten:

( ) 520 _ .35 520 35 520 . 534
O'IZ g g g .
1—2 l—2 z-1 1—2 1—%

Dieser neue Term lésst sich als Summe zweier geometrischer Reihen anschaulich interpre-
tieren!

Es gilt ndmlich:
20 20

z —z
= = Z 2™ = 0120,00)(2)-

1—=2 z—1
m>20

Der Bruch ist also nichts anderes als die Gitterpunkttransformation des Intervalls [20, co).

Der zweite Bruch
3441
z z m

A




bedeutet die Gitterpunkttransformation des Intervalls (—oo, 34]. Die Umformung besagt
also, dass auf der Ebene rationaler Funktionen folgende Gleichheit gilt:

0120,00)(2) + O(—00,34)(2) = 020,341 (2)
Die Summe zweier rationaler Funktionen, die unendliche Folgen darstellen, ergibt ein Po-

lynom mit einer endlichen Anzahl von Termen. Diese Eigenschaft ist noch verbliiffender,
wenn man sie geometrisch ausdriickt: Zwei Halbgeraden summieren sich zu einer Strecke.
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Wir diirfen uns also wundern. Auf der Ebene unendlicher Reihen macht die Gleichung
jedoch keinen Sinn, denn die Reihen haben disjunkte Konvergenzbereiche.

2 Viel Larm um Nichts

2.1 Definition

Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum, w € Z¢, ¥V C R? ein n-dimensionaler Untervektor-
raum so, dass V N Z< die Basis v1, ..., v, besitzt. Jeder Gitterpunkt in .4 kann also in der
Form w + A\jv; + ... + A\,v, geschrieben werden. Die Mengen O := {w + \vy + ... + A0, }
heiflen Schieforthanten von A, wobei fiir jedes 1 < j < n entweder \; > 0 oder \; < 0.

2.2 Bemerkung

Mit Voraussetzungen wie in der Definition gibt es 2" Schieforthanten, und es gilt:
01 u..u Ogn - A

Schieforthanten sind halboffene, spitze Kegel.



2.3 Lemma

Sei A ein n-dimensionaler affiner Raum mit Schieforthanten O; U ... U Ogx. Dann gilt:

00,(2) + ... + 00,,(2) =0

Da O;U...U Oy = A, kénnen wir nun sinnvollerweise definieren:
oalz) =0

Beweis:
Jeder Schieforthant O; hat genau einen gegeniiberliegenden Schieforthanten O; mit oo, (2)+
00,(2) = 0, wird also rechnerisch durch ihn negiert. = 0o, (2) + ... + 00,.(2) =0

2.4 Satz

Seien K, ..., K,, C R? halboffene spitze Kegel mit gemeinsamer Spitze € Z%, sodass ihre
disjunkte Vereinigung einen affinen Raum bildet. Dann gilt:

UKl(Z) + ... —{—OKW(Z) =0

Bewezis:
m m 2" 2" m 2m
Do) =)D ko (2) =) oxno(z) =D 00,(2) =0,
j=1 =1 k=1 k=1 j=1 k=1

nach Lemma 2.3.

3 Tangentialkegel und ihre rationalen Erzeugenden-
funktionen

3.1 Bemerkung und Definition

Seien ay, ..., aq,b € Z,’H ein Hyperebenenarrangement. Dann gilt:

Jede Hyperebene im Arrangement H lisst sich schreiben als {x € R|ajz1 + ... +aqzq < b}.
= 'H ist rational.

Wenn alle seine Hyperebenen sich (mindestens) in einem Punkt schneiden, heifit H zentrales
Hyperebenenarrangement.

3.2 Definition

i)Der Schnitt endlich vieler Halbriume der Form {x € R ayz; + ... + agzg < b}, fiir die
die zugehérigen Hyperebenen {x € R4 ayz; + ... + aqgry = b} ein zentrales Arrangement
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bilden, heifit konvexer Kegel.

ii) (dies erweitert die Definition fiir ,,spitze Kegel“:)

Wenn die definierenden Hyperebenen sich in genau einem Punkt schneiden, heifit der Kegel
spitz.

mind alle seine definierenden Hyperebenen rational, so heifit der Kegel rational

(Kegel und Polytope sind Spezialfille von Polyedern, d.h. von konvexen Kérpern, die als
Schnitt endlich vieler Halbraume definiert sind.)

iv)Die Menge Kr := {z + Ay —z)|z € F,y € P, X € Ry} einer Seite F von P heifit
Tangentialkegel von F.

ICr ist der kleinste konvexe Kegel, der sowohl spanF als auch P enthélt. Insbesondere gilt
Kp =spanP.

v)Der Tangentialkegel IC, fiir eine Ecke v von P wird als Eckenkegel bezeichnet und ist
spitz.

3.3 Lemma
Sei F eine Seite von P. Dann gilt:

spanF C Kr
Beweis :

Fir z,y € F,A € Rist 2 + A(y — x) = spanF.

Wir nennen spanF die Spitze des Tangentialkegels.

3.4 Das Orthogonalkomplement

Sei A C R? ein affiner Raum mit 4 = w + V fiir ein w € R? und einen Untervektorraum
V C R% Dann heifit A+ := {z € Rz - v = 0Vv € V} Orthogonalkomplement von A.
A* hat die Eigenschaft 4 @ A+ = R¢, was uns zu einem neuen Lemma fiihrt.

3.5 Lemma
Der Tangentialkegel hat die Zerlegung

Kr = spanF @ ((spam]:)L NKr).
Wenn F keine Ecke ist, folgt daraus:

a;cf(z) =0.

Beweis: Da spanF @ (spanF)+ = R?, folgt:
Kr = (spanF @ (spanF)*") N Kz
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= (spanF N Kz) ® ((spanF)*t N Kx)
= spanF @ ((spanF)*" N Kx).

Des Weiteren gilt:

OKx (Z) = OspanF@((spanF)LNKF) (Z) - O_Span}—(z)o—(span}')iﬁle:(Z) =0,

weil 0gpanr(2) = 0.

4 Der Satz von Brion

4.1 Brianchon-Gram-Gleichung fiir Simplizes

1fallsz € S

Sei A ein d-Simplex und 15(z) := { 0 falls x ¢ S

die Indikatorfunktion der Menge S C
R?. Dann gilt: '
la(@) = Y (=) 1, ()

FCA

Beweis: Fallunterscheidung:
Fall 1: x € A. Also x € K VF C A. Aus der Gleichung wird:

dimA
L= (1) = 3" (=1 f,
FCA k=0

also die Euler-Gleichung fiir Simplizes, die wir bereits kennen.
Fall 2: ¢ A. Dann gibt es genau eine eindeutig bestimmte Seite F mit minimaler Dimen-
sion, sodass x € Kz und = € Kg fiir alle Seiten G O F. Die Gleichung formt sich also um

zu:
0= Z(_l)dz‘mg’

G2F

was dhnlich bewiesen wird wie die Gleichung im Fall 1.

4.2 Korollar (Satz von Brion fiir Simplizes)
Sei A ein rationaler Simplex. Dann gilt
oalz) = > oxy(?)
v Ecke von A

im Sinne rationaler Funktionen.



Beweis: Der Satz von Brion fiir Simplizes ist nichts anderes als die Brianchon-Gram-
Gleichung iiber alle m € Z summiert:

Z Ia(m)z™ Z Z D e (m) 2™

meZ meZ FCA

Und das ist dquivalent zu

0a(2) = D2 (“) "o, (2).

FCA

Lemma 3.5 sagt uns, dass ox,(z) = 0, auler, wenn F eine Ecke ist. Also gilt:

oa(z) = > Trey (2).

v Ecke von A

Wir wollen dieses Ergebnis nun auf beliebige konvexe rationale Polytope erweitern.

4.3 Satz von Brion

Sei P ein rationales konvexes Polytop. Dann gilt

op(z) = Z O'ICV(Z)

v Ecke von »

im Sinne rationaler Funktionen.

4.4 Brion impliziert Ehrhart

Der Satz von Ehrhart fiir rationale Polytope folgt relativ geradlinig aus dem Satz von
Brion.
Beweis: 7Zu zeigen ist, dass der Gitterpunktzihler La(r 4 pt) ein Polynom in ¢ ist.

La(r+pt) = Z 1

me(r+pt) ANz

= EEH Orptya(z)

= lim Z O (rpt)ky (2) nach Satz 4.3

z—1

v Ecke von A

= lim Z 2oy (2).

z—1

v Ecke von a

Der Ausdruck hinter dem Limes existiert fiir z = 1 eventuell nicht. Durch mehrfache
Anwendung der Regel von de L’Hospital, wodurch 2V abgeleitet wird, erhalten wir ir-
gendwann einen Term, der fiir z = 1 definiert ist. Wenn wir dann z = 1 setzen, entsteht
ein Polynom in ¢.



