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< Problemstellung 1

Gegeben: k polynomiale Gleichungen in k£ + m Variablen.

Fl(x17"'7xm7y17°°'7yk) — O

Fk(xla---axm7y17”-7yk) = 0

Wobei F; € Clz, y].

Ziel: Konstruiere k£ Puiseux-Reihen

p1(2), - pr()

so dass formal fiir alle: =1,...,k

Fi(x,p1(x),...,0p(x)) =0

gilt.




< Problemstellung II >

Puiseux-Reihe:

So dass

o Supp(p;) ={a:a,# 0} C %Zmﬂv—l—C
Fiir ein N € N, ein v € R™ und einen streng konvexen Kegel C' C R™.

e ; konvergiert auf einer nichtleeren Teilmenge D,, C (C*)™.
Q;

Slo= e log i wobei log den Hauptzweig des Logarithmus auf C* — R<p

(x

bezeichnet. )

Konvergenzbereiche haben immer die Form Log™!(B) mit einer konvexen Teil-

menge B C R™ wobei Log(x) := (log|x1|,...,log|zm]|)
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< Algorithmus I

INPUT:

e L polynomiale Gleichungen in k£ + m Variablen mit Exponenten in N.

0 .
Fz( )(mlv"ammvyla“vyk) — Z a’i,a,ﬂmayﬂ7 (S {17
(a,8)€Supp(F")

e we (R™)"

OUTPUT:

e k Puiseux-Reihenentwicklungen @;(z1, ..., Z,,) so dass

Fi(z,p1(x),..,pk(x)) =0 (formal) fir alle j e {1,..,k}

k)

£



< Algorithmus II >

Startschritt:

Setze

k
PO =Y "Np(£")
1=1

und wihle eine k-dimensionale Seite f(© von P, so dass

e Die Projektion von f(© auf die letzten k Koordinaten injektiv ist. (zuléissig’)

0))

o 7 lisst sich als Summe von mind. eindimensionalen Seiten fi(o) C NP(FZ.(

schreiben. (’zerlegbar’)

o 10 ¢ Sﬂ,w(P(O)) wobei

S (PO = {p c ﬂ_l(q)‘q c n(PO), (w,p) > (w,p') Vp' € 7T_l(q)}

und 7 : RMtr 5 RE,
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< Algorithmus III >

Sei
(51,1 . 51,m\

\51{;71 ce 5k,m)

die Steigungsmatrix von f(©, d.h.
(o, B) € R™** ist in der Hyperebene die £O) enthilt gdw. Je € R™ mit o = e+60.

Bestimme nun eine Losung ¢(®) = (c1,...,¢;) der Face Equations zu f(©)
Z ai,a,gcﬂz Vi=1...k
(aB)ef”
und setze
Y1 = CZ-O) 331_5’(?1) . azr_néfor)”
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< Algorithmus IV

Iterationsschritt N — N+1:

Setze
FM@y) = B (@ gt ona s vk )
k
pN+1) ZNP(FZ_(NJrl))
=1

Wihle eine zulissige zerlegbare k-Seite f(N+1) von POVHD) | g0 dass:
/ 5§N+1)
e Die Steigungsmatrix §&VtD = : von VD) erfiillt
\5]E:N+1)

<w,5(N+1)> > (w,égN)> fiir alle 7 .




< Algorithmus V >

o we N(fINTD)yn N(fIN)
wobei N(f) := {w’ e (R™)*

f e Sﬂ,w/(P)} .

e Die Face Equations von f*1D haben eine nicht verschwindende Lésung

N+,

Setze

N+1) _§IN+D
VN1 = CZ( xr :

Die gesuchten Puiseux-Reihenentwicklungen ergeben sich dann als

(0@
oi= > N -
N=1

a9 A



< Algorithmus VI >

Satz (McDonald '02). Fiir die auf obige Weise konstruierten ¢; gilt
e Die {p;} sind formale Lésungen von {F; = 0},

o Die Exponenten der @; liegen in einem streng konvexem rationalem polyedri-
schem Kegel C' C R™, so dass w € C*.

e Die Exponenten der p; liegen in einem Gitter %Zm.

Gilt zusdtzlich, dass die Nullstelle c der ersten Face Equations einfach ist und das

alle partiellen Ableitungen der Face Equations bei ¢ nicht verschwinden, dann gilt:
o Der Induktionsschritt des Algorithmus kann immer ausgefiihrt werden.

o Die ; konvergieren in Log™1(C* +v) fiir ein v € R™.
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< Beispiel in 2 Variablen I >

Beispiel:
fO,y) =2 +4a® +y° +y ., w=(-1,0)
Das Newton-Polytop zu f© ist dann
Wir wihlen die Seite ({)(2) mit Steigung § = —2. Die Face Equation lautet

1+ c¢' = 0 und hat die Lésung ¢ = —1. Das heifit wir haben 17 = —z? und damit

o(z) = —z° + h.o.t.(z) .
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< Beispiel in 2 Variablen II >

Fiir den nachsten Schritt erhalten wir
fO(z,y) = fOz,y — 2?) = doy® — 82y + 42° + ¢ — 327y + 3ya* — 20 +y

Das Newton-Polytop zu f() ist dann

Wir wihlen die Seite (9)(3) mit Steigung § = —5. Die Face Equation lautet
4 4+ ¢! = 0 und hat die Losung ¢ = —4. Das heifit wir haben v = 42> und damit

o(x) = —x* — 42° + h.ot.(x) .
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< Beweisskizze fiir 2 Variablen >

Wir zeigen nur, dass formal gilt: f(z, ¢(x)) = 0.

f(x,y) = F,(y) € 'Korper der Peuiseux-Reihen’[y]
Zeige: Fp(p(x)) =0

Zeige dazu:
Vr>0 Jng Vnsng SUPP(F:I;(Zn: vi)) C R\B(0;)
Wir haben: .
Fr (@, y) = M@y + ) = ... = fOz,y + im)
1=1
also

Fo(Y ) = fO®@, i) = (2, 0)
1=1 1=1

Da sich die Steigung ¢ streng monoton entwickelt, entwickeln sich auch die Expo-
nenten in x streng monoton und da die Exponenten in einem Gitter %22 liegen

auch unbeschrankt.
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< Beispiel in mehreren Variablen I

F1(0) (z,y1,92) = a°y1 +y5+ 1
F2<0) (z,y1,92) = Y2 + Y1 +2°
w = (—1,0,0)

Die Minkowski-Summe der Newton-Polytope von F} und F5 ist dann:




< Beispiel in mehreren Variablen II >

Wir wahlen die Seite

mit Steigung

und der Zerlegung

Die Face Equations lauten dann

l4+c3 = 0
ci+co = 0
Wir wéhlen ¢; = ¢ und ¢co = —¢ (mit den anderen Losungen geht es analog) und

erhalten

Pri(x) =i Yra(x) =—i.
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< Beispiel in mehreren Variablen III

Im zweitem Schritt erhalten wir

Fl(l)(xaylayQ) = Fl(o)(x,leri,yz—z‘) :x3y1+ix3—|—y% — 21Y2
FV(zy1,00) = FV(z,y1+i,y2 — i) = zys + 230 + 2
w = (_17070)

Die Minkowski-Summe der Newton-Polytope von Fl(l) und F2(1) ist dann:




< Beispiel in mehreren Variablen III

Wir wahlen die Seite

—ON

o (3)-(§)- (1) (8)5

mit Steigung 6 = (: ) und der Zerlegung ( ) <§> + (%) <§> :
Die Face Equations lauten dann
1 — 2i62 = 0

cit+1 = 0

Wir erhalten
1
Po,1(x) = 5% o2(x) = —1a°

und damit

p1(z) =1+ laﬁ + h.o.t.(z) po(x) = —i — 2° + h.o.t.(x) .
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< Faser-Polytope I >

Sei m: RY — RM und P,Q = 7(P) Polytope. Ein Schnitt v von 7 ist eine stetige
Funktion Q — RY so dass v(z) € 7~ !(z) Vz € Q.

Wir definieren das Faser-Polytop > _(P) als

1 1
> (P)= i /Q(w () N P)dz
1

= mda:‘ stetig und 7 o :id}
{VOI(Q)/QV() v stetig v =idg

> _(P) ist ein nichtleeres konvexes N — M-dimensionales Polytop und die Knoten

korrespondieren zu maximalen Schnitten Sy 4.

Ist P ein Simplex, so korrespondieren die Knoten des Faser-Polytops zu Triangu-

lierungen von Q).
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< Faser-Polytope 11 >

Beispiel:

o Fiir Q ={q}ist ) (P)=P.

e Sei P = R x () und sei 7 die kanonische Projektion auf @), so ist > _(P) =
R x {qo} wobei gy der Schwerpunkt von @ ist.

o (fodx 9
f[O’Q] /\ o= ( fol 23}—|—1da:0—|—f12 —2:1:+5d93> o ( 4 )

? rdx
foa = (i) =@
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< Faser-Polytope III >

Zusammenhang mit dem McDonald Algorithmus:

e Sei 7 : R™T* — R* die Projektion auf die letzten & Koordinaten
e P= Zle NP(£3)
. Q=n(P)

Maximale Mengen von Puiseux-Reihen fiir Fy, ..., F), korrespondieren zu Aquiva-
lenzklassen maximaler Schnitte von 7, wobei zwei Schnitte dquivalent sind, wenn

sie die selbe Menge zerlegbarer Seiten liefern.

Gilt NPy = ... = NPy, so ist jede Seite von P zerlegbar und daher korrespondieren
maximale Losungsmengen zu den maximalen Schnitten von m und damit zu den

Knoten des Faser-Polytops.

Fiir den allgemeinen Fall vermutet McDonald die Existenz eines ’'gemischten’
Faser-Polytops dessen Knoten zu den maximalen Losungsmengen korrespondie-

remn.
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< Gemischte Faser-Polytope >

Satz (McMullen ’04, Khovanskii & Esterov ’'07). Seien Pi,..., P, Polytope in
RV sei A € RY mit positiven Koordinaten und sei m : RY — RM . Dann ist

> . (MP1+...\P) ein homogenes Polynom in A vom Grad M + 1. Desweiteern
existieren Polytope M;, ;. so dass

Y aMPL A+ AP = > NN
11+...+ir=M+1

Den Koeffizienten M ; bezeichnen wir als das gemischte Faser-Polytop > | (P, ..., ).
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