Vorlesung Lineare Algebra, Ubungsblatt 4:

Aufgabe 1: Sei (G, %) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heisst Un-
tergruppe, wenn fiir alle g,h € H gilt: g h € H und H mit der Ein-
schrinkung von * auf H eine Gruppe ist.

Sei H eine nicht leere Teilmenge von G. Zeigen Sie, dass H genau dann
eine Untergruppe von G ist, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

i) Fiir alle g,h € H gilt: g*h € Hund g~! € H.
ii) Fiir alle g, h € H gilt: g« h~! € H.
iii) Fir alle g € H und h ¢ H gilt gilt: gxh ¢ H.

Aufgabe 2: a) Bestimme alle Gruppenhomomorphismen f : Z — Z.
Hinweis: Betrachte f(1).
b) Bestimme alle Gruppenhomomorphismen g : Z x Z — Z.
Hinweis: Betrachte ¢(1,0) und ¢(0,1).
c¢) Entscheide, welche der Homomorphismen injektiv, surjektiv und ein Iso-
morphismus sind.

Aufgabe 3: a) Seien a, b, c,d € Z. Zeige, dass die Abbildung
fa,b,c,d . 72 — 72
(n,m) — (an 4+ bm,cn + dm)
ein Homomorphismus ist. Hier steht Z? fr die Gruppe Z x Z.
b) Zeige, dass fgpcq ein Isomorphsimus ist, wenn ad — bc = 1 ist.
Hinweis: Denke daran, dass eine Abbildung genau dann bijektiv ist, wenn
es eine Umkehrabbildung gibt. Betrachte fq 4 —¢.q-

Aufgabe 4: Man nennt (G, *) eine zyklische Gruppe, wenn es ein
g € G gibt, so dass es fiir jedes h € G ein k € Z gibt, so dass h = g¢F
ist. Dabei ist ¢g* das Produkt von k Exemplaren von g fiir & > 0 (z.B.
@ =gxgxg),und g¥ := (¢71)7F fiir k < 0, und ¢° :=e.
Zeige, dass wenn |G| = n < oo ist, die Gruppe (G, *) isomorph zur Gruppe
{0,1,...,n — 1} mit der Operation + aus dem letzten Ubungsblatt ist.



