Skript zur Vorlesung

Algebral

Wintersemester 2018/19

Prof. Dr. Annette Werner



Inhaltsverzeichnis

Einfilhrung

—h

8

9

Gruppentheorie

Ringe

Polynomringe

Algebraische Korpererweiterungen
Normale und separable Erweiterungen
Endliche Korper

Galoistheorie

Sylowsatze

Einheitswurzeln

10 Auflosbare Erweiterungen

15

39

53

67

77

79

90

97

102



Einfihrung

Das Wort “Algebra” kommt aus dem Arabischen und bedeutet soviel wie das Rech-
nen mit Gleichungen. Dabei interessiert man sich in der Algebra vor allem fiir Poly-
nomgleichungen, also etwa

32t + 2% + 22 +3 =0, (1)
wobei z eine unbekannte Grofle ist.

Man kann auch Gleichungen in mehreren unbekannten Groflen betrachten, wie et-
wa
2_ .3
Yy =x"+2xy + 1.

Kommt in jedem Summanden nur eine unbekannte Grofie mit dem Exponenten 1

vor, so nennt man die Gleichung linear, wie z.B.
3r+5y+1=0.
Systeme solcher linearen Gleichungen studiert man in der linearen Algebra.

In der Algebra interessieren wir uns fiir die Losungen von Polynomgleichungen in
einer unbekannten Grofde x wie in (1).

Der grofite Exponent, mit dem « in einer solchen Gleichung auftritt, heifst der Grad
der Gleichung (oder auch der Grad des Polynoms auf der linken Seite).

Lineare Gleichungen, also Gleichungen vom Grad 1, zu l6sen, stellt keine besondere
Herausforderung dar:
r+a=0&1x=—a.

Quadratische Gleichungen, also Gleichungen vom Grad 2, lernt man in der Schule
zu losen:
x2+ax+b—0(:)x——gj: a—2—b
a 2 4 7
Bei kubischen Gleichungen, also Gleichungen vom Grad 3, fangt es an, interessant

zu werden. Schon in dem speziellen Fall

234+ axr =bmita,b>0
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bedurfte es einiger Anstrengungen, bis im 16. Jahrhundert eine Losung

R ORCR R ORe)

gefunden wurde.

Lange Zeit haben sich Mathematiker mit dem Finden solcher Losungen fiir konkret
gegebene Gleichungen beschiftigt. Wie die komplizierte Losungsformel fiir die ku-
bische Gleichung schon ahnen ldsst, kommt man so nicht sehr weit. Uber Gleichun-
gen vom Grad > 5 war lange sehr wenig bekannt. Noch zu Leibniz’ Zeiten (1646 -
1716) war nicht einmal bekannt, ob Gleichungen 5. Grades tiberhaupt eine Losung
besitzen, die sich durch sukzessives Wurzelziehen erhalten ldsst. Dies ist die Frage
nach der “Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen durch Radikale”: Fiir welche
Gleichungen lassen sich Losungen durch wiederholte Anwendungen von Additi-
on, Subtraktion Multiplikation, Division und Wurzelziehen aus den Koeffizienten
gewinnen?

Der richtige Hebel zum Studium der algebraischen Gleichungen in einer unbekann-
ten Grofle wurde schliefillich von Evariste Galois um 1830 angesetzt. Mit Hilfe der
Galoistheorie kann man die Losungen solcher Gleichungen mit Hilfe von Grup-
pentheorie beschreiben. Durch diese Theorie lassen sich viele Fragen, wie etwa die
der Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen durch Radikale, beantworten. Die Ga-
loistheorie ist ein Beispiel dafiir, dass ein mathematisches Problem oft erst mit ei-
nem abstrakten Zugang und den richtigen Begriffen zugdnglich wird. Wir beginnen
dementsprechend erst einmal mit etwas Theorie tiber Gruppen und Polynomringe.

Wir schreiben Z fiir die Menge der ganzen Zahlen, N = {1,2, ...} fiir die Menge der
nattirlichen Zahlen und setzen Ny = NU {0}.

Mit Q, R bzw. C bezeichnen wir die rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

An manchen Stellen finden Sie ein (UA) fiir Ubungsaufgabe. Dann sollten Sie sich
unbedingt mit Papier und Bleistift von der Richtigkeit des Behaupteten iiberzeugen.

1 Gruppentheorie

Zuerst einige Definitionen:
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Definition 1.1 Eine Menge M zusammen mit einer Abbildung
-t M x M — M (Multiplikation)
heifSt Monoid, falls
i) (ab)c = a(be) fiir alle a,b, c € M ( - ist assoziativ).
ii) Es gibt ein e € M, so dass ea = ae = a fiir alle a € M (neutrales Element)
In einem Monoid kann man also fiir endlich viele Elemente a;,...,a, € M das

Produkt [, a; = a1 ---a, definieren sowie fiir alle « € M und n € N die n-te
Potenz a™ = [, a. Zusétzlich setzen wir a” = e.

Definition 1.2 Eine Gruppe ist ein Monoid G, so dass jedes Element von G ein Inverses
besitzt. Mit anderen Worten, eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Abbildung

G xG =G,
die wir oft einfach als ab = a - b schreiben, so dass gilt
i) -ist assoziativ
ii) es gibt ein e € G, so dass ae = ea = a fiirallea € G
iii) zu jedem a € G gibtesein b € G, so dass ab = e = ba.
G heif$t kommutativ oder abelsch, falls zusitzlich gilt
iv) ab = ba fiir alle a,b € G.
Bemerkung: Man kann in Definition 1.2 die Bedingungen ii) bzw. iii) durch die fol-
genden Bedingungen ii’) bzw. iii’) ersetzen:
ii") es gibt ein e € G mit ea = a fiir alle « € G und
iii’) zu jedem a € G existiertein b € G mitba = e

Man kann ferner zeigen, dass das neutrale Element e sowie das inverse Element zu
jedem a eindeutig bestimmt sind. Letzteres bezeichnet man mit a~'. Das neutrale

Element bezeichnen wir meist einfach mit 1. Oft schreibt man die Verkniipfung in
einer Gruppe in additiver Form, also a + b, ) a; und na. Dann bezeichnet man das

=1
neutrale Element mit 0 und das inverse Element zu ¢ mit —a.

Beispiel:
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i)

ii)

iif)

iv)

Vi)

Z,Q, R, C sind abelsche Gruppen beztiglich der Addition.

Q*=Q\ {0},R* =R\ {0},C*=C\ {0} und Q.o = {z € Q : z > 0} sowie
R.o = {z € R: z > 0} sind abelsche Gruppen beztiglich der Multiplikation.

N und Z sind beziiglich der Multiplikation Monoide, aber keine Gruppen.

Ist X eine Menge, so ist die Menge S(X) = {f : X — X bijektiv} beziiglich
der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine Gruppe. Hat X mehr
als zwei Elemente, so ist S(X) nicht abelsch.

Ist X eine Menge und G eine Gruppe, so ist die Menge G* := Abb(X, G) der
Abbildungen von X nach G eine Gruppe, wenn man (f - g)(z) = f(x) - g(x)

setzt. Das neutrale Element ist die konstante Abbildung f(z) = 1.

Ist I eine Indexmenge und (G, )¢ eine Familie von Gruppen. Dann wird [ G;
iel
zu einer Gruppe, wenn wir

(9i)ier - (hi)ier = (gihi)ier
setzen.
[1 G heifit das Produkt der Gruppen G;. Im Falle G; = G fiir alle i ist [[ G ~

icl i€l
G! aus v).

Definition 1.3 Es sei G ein Monoid. Eine Teilmenge H C G heifst Untermonoid, falls

gQilt:

i)ece H

ii) a,b€ H=ab e H.

Ist G sogar eine Gruppe, so heifst H C G Untergruppe, falls i), ii) und

iii)ac H=a'e H

gQilt.

Beispiel:

i) Injeder Gruppe G ist G selbst sowie {e} eine Untergruppe.

ii) Alle mZ = {mk : k € Z} fir m € Z sind Untergruppen von Z.

mZ ist die "von m erzeugte zyklische Untergruppe von Z".
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Definition 1.4 Seien G, G’ Monoide mit den neutralen Elementen e, e’. Eine Abbildung
¢ : G — G heifit Monoidhomomorphismus, falls gilt:

i) ¢le)=¢
ii) ¢(ab) = ¢(a)p(b) fiir alle a,b € G.
Sind G und G’ sogar Gruppen, so heifit ¢ auch Gruppenhomomorphismus.

Lemma 1.5 Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen Gruppen ist genau dann ein Gruppen-
homomorphismus, wenn

o(ab) = ¢(a)p(b) fiir alle a,b € G
gilt.

Beweis : Wir miissen i) aus Definition 1.4 zeigen. Es gilt ¢(e) “=" ¢(ee) = ¢(e)d(e),
nach Multiplikation mit ¢(e)~! folgt ¢’ = ¢(e). O

Lemma 1.6 Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so gilt fiir alle a € G:

$la”) = (¢(a))~".

Die Abbildung ¢ vertauscht also mit Inversenbildung.
Beweis : Esist ¢(a)p(a™') = ¢(e) = e. O

Weitere Begriffe:

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ heifst Isomorphismus, falls ¢ ein Inver-
ses besitzt, d.h. falls es einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G' — G mit

Q/JO(b:idGund(Z)Oi/J:idgl
gibt. Aquivalent dazu ist, dass der Homomorphismus ¢ bijektiv ist.

Ein injektiver Gruppenhomomorphismus heifst Monomorphismus, ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus heifst Epimorphismus.

Einen Homomorphismus ¢ : G — G von G nach G bezeichnet man auch als Endo-
morphismus, ein [somorphismus ¢ : G — G von G nach G heifit Automorphismus.
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Sind ¢ : G - G’ und ¢ : ¢ — G” Gruppenhomomorphismen, so ist auch die
Verkniipfung ¢ o ¢ : G — G” ein Gruppenhomomorphismus.

Zu jedem Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ gehort die Untergruppe
Kerng ={r € G: ¢(x) =€}
von G, wobei ¢’ das neutrale Element von G’ ist, und die Untergruppe
Bild¢ = ¢(G)
= {ye G : esgibteinz € G mit ¢(z) =y}
von G'.
Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G ist injektiv genau dann, wenn
Kern ¢ = {e}
ist und surjektiv genau dann, wenn
Bild ¢ = G’
ist, wie man leicht nachrechnet (UA).

Definition 1.7 Es sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Eine Linksneben-
klasse von H in G ist eine Teilmenge von G der Gestalt

aH :={ab:be H}.
Lemma 1.8 Fiir zwei Linksnebenklassen aH und bH von H in G sind dquivalent:
i) aH = bH
ii) aH NbH # ()
iii) a € bH
iv) blae H
Beweis : i) = ii) ist klar, da a - 1 € aH ist und somit aH # 0 gilt.

ii) = iii): Es existiere ein ¢ € aHH NbH, also ¢ = ahy = bhy fiir hy, hy € H. Daraus folgt
a = bhyh* € bH.

iii) = iv) folgt durch Multiplikation mit b~*
iv) = i): Aus b 'a € H folgt a € bH, also aH C bH. Da H eine Untergruppe von G

ist, enthélt sie mit b~ 'a auch (b~'a)™" = a~'b. Also folgt b € aH und somit bH C aH.
Insgesamt also al{ = bH. O
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Satz 1.9 Zwischen je zwei Linksnebenklassen von H in G gibt es eine bijektive Abbildung.
(Man sagt auch, sie sind gleichmiichtig.)

Zwei Linksnebenklassen sind entweder disjunkt oder gleich. G ist disjunkte Vereinigung
aller Linksnebenklassen.
Beweis : Fiir a, b € G vermittelt die Abbildung
o: G—=G
g+ balg
eine Bijektion ¢ : aH — bH.
Die zweite Behauptung folgt aus Lemma 1.8.

Da jedes a € G in der Linksnebenklasse af liegt, folgt auch die dritte Behauptung.
U

Die Elemente einer Linksnebenklasse « H werden auch als Vertreter (oder Repri-
sentanten) dieser Linksnebenklasse bezeichnet. Fiir jeden Vertreter o’ von a«H (also
jedes a' € aH) gilt aH = o’ H nach Lemma 1.8.

Mit G/H bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen von H in G.

Ganz analog kann man auch Rechtsnebenklassen Ha definieren, ndmlich als Teil-

mengen von G der Form
Ha={ha:he H}.

Die bijektive Abbildung G — G, die g auf ¢! schickt, induziert eine Bijektion zwi-
schen der Menge der Linksnebenklassen G/H und der Menge der Rechtsnebenklas-
sen, die wir mit H/\G bezeichnen (UA).

Definition 1.10 Die Anzahl der Elemente in G/ H bezeichnen wir als
G:H,
und nennen diese Zahl den Index von H in G.

Mit ord(G) bezeichnen wir die Ordnung von G, d.h. die Anzahl der Elemente in G.

Korollar 1.11 (Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe
von G. Dann gilt
ord(G) =ord(H) - (G : H).

Beweis : Das folgt aus Satz 1.9. O
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Definition 1.12 Eine Untergruppe H C G heifst Normalteiler oder normale Untergruppe
von G, wenn al = Ha fiir alle a € G gilt, d.h. wenn fiir jedes a € G die zugehorige
Linksnebenklasse mit der Rechtsnebenklasse iibereinstimmt.

Wir nennen in diesem Fall die Nebenklasse a H = Ha auch Restklasse von a modulo H.

Bemerkung 1.13 i) H ist Normalteiler in G
& fiirallea € GistaHa™' = H
& fiirallea € GistaHa™' C H

ii) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler

iii) Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist stets ein Normalteiler von
G.

Beweis :

i) H Normalteiler, = aHa ' = H fiirallea € G, = aHa™! C H fiiralle a € G.
FallsaHa™' C H fiirallea € G, so giltauch e 'Ha C H fiir alle a € G. Also ist
aH C Haound Ha C aH,d.h. aH = Ha.

ii) klar

iii) Kern ¢ ist eine Untergruppe von G. Nach i) gentigt es, fiir alle a € G zu zeigen:
a( Kern ¢)a~! C Kern ¢.
Sei also z € Kern ¢. Dann ist

—_
ot

(a)o(z)d(a™)
(a) 9(x) ¢(a)™

~—
=1

P(aza™")

Ju—
[=]

¢
¢

L,
also axza™! € Kern ¢.

0

Nun wollen wir zeigen, dass es umgekehrt zu jedem Normalteiler N C G einen
Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ mit Kern ¢ = N gibt.

Dazu definieren wir eine Gruppenstruktur auf der Menge G /N der Linksnebenklas-
sen.
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Lemma 1.14 Definiert man die Multiplikation von Teilmengen X und Y von G durch
XY ={zy : z € X,y € Y} C G, so ist das Produkt der Linksnebenklassen aN und
bN die Linksnebenklasse abN. Mit dieser Multiplikation wird G /N eine Gruppe mit neu-
tralem Element 1N und inversem Element a='N zu aN. Wir nennen sie die Faktor- oder
Restklassengruppe von G modulo N.

Die Abbildung
m: G — G/N,

a— alN
ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern m = N.

Ass. N Untergr.

Beweis : (aN)(bN) = o(Np)N VNN 4 aN)N A (ab) (N N) (ab)N.

Die Gruppenaxiome aus Definition 1.12 lassen sich leicht nachrechnen (UA). AufSer-
dem folgt sofort, dass m ein Gruppenhomomorphismus ist. Es ist

Kern (1) = {ae€G:7(a) =1in G/N}
{a € G:aN = 1N}
N

—_
oo

OJ

Wie viele algebraische Konstruktionen hat auch der Homomorphismus 7 : G —
G/N eine universelle Eigenschaft:

Satz 1.15 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und N C
G ein Normalteiler mit N C Kern ¢.

Dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
¢:G/N — &,

so dass

G ’ el
N oA
G/N
kommutiert. Mit anderen Worten, es ist ¢ = ¢ o .

Es gilt Bild¢ = Bild$, Kerng = m(Kerng), Kerng = n~1( Kern ¢).

Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn N = Kern ¢ gilt.
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Beweis : Fiir jede Abbildung ¢ mit ¢ = ¢ o gilt p(aN) = ¢(a). Daher ist ¢ eindeutig
bestimmt, falls es existiert. Wo liegt hier das Problem? Wir kéonnen doch einfach
definieren ¢(aN) = ¢(a). Das macht aber nur dann Sinn, wenn aus aN = bN schon
#(a) = ¢(b) folgt. Diese sogenannte Wohldefiniertheit von ¢ wollen wir jetzt zeigen.
Aus aN = bN folgt b'aN = N, also b~'a € N C Kern ¢. Somit gilt 1 = ¢(b~ta) =
é(b)'¢(a), also in der Tat ¢(a) = ¢(b).

¢ ist also wohldefiniert. Aus (aN)(bN) = (ab)N folgt, dass ¢ ein Homomorphismus
ist. Offenbar ist Bild (¢) = Bild (¢) und Kern ¢ = 7( Kern ¢). Wir zeigen noch

Kern ¢ = 7~ !( Kern ¢)
,C " st ¢(a) = 1,s0ist ¢(ra) = p(aN) = 1.

,D“ :Seia € G ein Element mit 7(a) € Kern ¢, d-h. ¢(aN) = ¢(wa) = 1, so folgt
ola) = 1.

0

Korollar 1.16 Ist ¢ : G — G’ ein Epimorphismus, so ist G' ~ G/ Kern ¢ mit einem
kanonischen (,,ausgezeichneten”) Isomorphismus.

Beweis : Nach Satz 1.15 existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢ :
G/ Kern ¢ — G’ mit ¢ = por. DaKern ¢ = n( Kern ¢) = 1 und Bild ¢ = Bild ¢ = G’
ist, ist ¢ bijektiv und somit ein Isomorphismus. O

Nun konnen wir die Isomorphinesétze fiir Gruppen beweisen.

Satz 1.17 (1. Isomorphiesatz) Es sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N C
G ein Normalteiler. Dann ist HN eine Untergruppe von G mit Normalteiler N, und H NN
ist ein Normalteiler von H. Die durch H C HN induzierte Abbildung

H/HNN — HN/N

ist ein Ismorphismus

Beweis : HN enthidlt 1 und ist abgeschlossen unter der Multiplikation, da fiir
hl,hz € H und ny,Na € N gllt

(hlnl)(hgng) = hl(nlhg)ng c hthN,
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da nihy € Nhy = hoN ist. Da N ein Normalteiler in G ist, so ist N erst recht ein
Normalteiler in HN.

Der Homomorphismus
H— HN — HN/N

ist surjektiv und hat offenbar den Kern H N N (UA). Nach Bemerkung 1.13 ist H N N
also ein Normalteiler in H. Ferner folgt aus Korollar 1.16 der Isomorphismus

H/HAN — HN/N.

O

Satz 1.18 (2. Isomorphiesatz) Es sei G eine Gruppe und N, H zwei Normalteiler in G
mit N C H. Dann ist N auch Normalteiler in H und man kann H/N als Normalteiler von
G/N auffassen. Der kanonische Gruppenhomomorphismus

(G/N)/(H/N) = G/H

ist ein Isomorphismus.

Beweis : IV ist normal in G, also auch in H. Die Inklusion H — G vermittelt den
Gruppenhomomorphismus

Y H— G5 G/N.

Dieser hat den Kern N. Nach Satz 1.15 gibt es also einen eindeutig bestimmten

Gruppenhomomorphismus
¥ :H/N = G/N,

der
H G
—
H/N -~ G/N

kommutativ macht. Ebenfalls nach Satz 1.15 ist ¢ injektiv. Mit Hilfe dieses injektiven
Homomorphismus ¢ identifzieren wir H/N mit der Untergruppe Bild ¢ von G//N.

Ferner induziert der Epimorphismus

G—G/H
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wegen N C H einen Epimorphismus
G/N — G/H,

dessen Kern mit dem Bild von H unter der Quotientenabbildung G — G//N, d.h. mit
Bild ¢ iibereinstimmt. Dieses haben wir oben mit H/N identifziert. Nach Korollar
1.16ist also

(G/N)/(H/N) = G/H

Definition 1.19 i) Ist H eine Teilmenge der Gruppe G, so ist die Menge

(Hy ={a5" -z :neNyxy,...,x, € Hey,...,e, € {£1}}
eine Gruppe (UA).
Diese heifst die von H erzeugte Untergruppe von G.
ii) G heifSt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge H C G mit (H) = G gibt.
iii) G heif$t zyklisch, falls es ein x € G mit ({z}) = G gibt. Dafiir schreiben wir auch
().
Offenbar ist jede zyklische Gruppe abelsch. Aufierdem gilt

Satz1.20 i) Eine Gruppe G ist genau dann zyklisch, wenn es einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus Z — G gibt.

ii) Fiir eine zyklische Gruppe G gilt:

G ~ Z, falls ord(G) = oo
G ~ Z/mZ, falls ord(G) = m fiir m € N.

Hier ist mZ = (m) die von m € N erzeugte zyklische Untergruppe von Z. Da 7
abelsch ist, ist mZ ein Normalteiler in 7.

Bewelis :

i) Ist G = (x) = {2 : m € Z}, so definiert m — 2™ einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus Z — G.

Ist umgekehrt ¢ : Z — G ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, so ist
G = () fiir z = (1) (UA).
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ii) Es sei ¢ : Z — G der surjektive Gruppenhomomorphismus aus i). Dann ist
nach Korollar 1.16
7] Kern ¢ ~ G.

Wir untersuchen die Struktur der Untergruppe H := Kerny C Z. Wir neh-
men zundchst A # 0 an. Dann gibt es in H positive ganze Zahlen. Sei

m =min{k € H : k > 0}.

Wir zeigen mZ = H. Die Inklusion mZ C H ist klar. Sei £ € H. Mit Division
durch m mit Rest ist
k=qm+r

fureinr € {0,1,...,m — 1}. Dannist r = k — ¢m € H. Aufgrund der Minima-
litat von m folgt r = 0, also k € mZ.

Dieser Beweis zeigt auch, dass die Nebenklassen von mZ in Z genau die
r4+mz,r=0,...,m—1

sind. Somit ist ord(G) = ord(Z/mZ) = m. Ist ord(G) = oo, so folgt demnach
Kern ¢y = 0 und Z ~ G. Ist ord(G) = m, so folgt m = ord(Z/ Kern v), also
Kern ¢ = mZ.

O

Satz1.21 i) Ist G eine zyklische Gruppe, so ist auch jede Untergruppe H C G zyklisch.
ii) Ist G zyklisch und ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so sind auch Kern ¢
und Bild ¢ zyklisch.
Beweis :

i) Es sei¢ : Z — G ein Epimorphismus. Dann ist ¢~ !(H) eine Untergruppe von
Z (UA), also wie in Satz 1.20 gezeigt:
Y ' (H) = 0oder
Y ' (H) = mZfiireinm € N.

In jedem Fall ist ¢~ *(H) zyklisch.

Ist = '(H) von a erzeugt, so ist (¢ 'H) von 1 (a) erzeugt. Bilder zyklischer
Gruppen sind also wieder zyklisch. Somit ist H = ("' H) zyklisch, da v
surjektiv ist.
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ii) Wir haben schon gesehen, dass Bilder zyklischer Gruppen wieder zyklisch
sind. Da Kern ¢ C G eine Untergruppe ist, ist Kern ¢ nach i) zyklisch.

O

Definition 1.22 Sei G eine Gruppe und a € G. Die Ordnung von a ist definiert als die
Ordnung von (a), der von a erzeugten zyklischen Untergruppe von G. Wir bezeichnen sie
mit ord(a).

Wir haben schon gesehen, dass

v:Z — (a),

E — d*

einen Epimorphismus definiert, und dass gilt
Z =~ {(a), falls ord(a) = oo
sowie
Z/mZ ~ (a), falls ord(a) = m € N.
Ist ord(a) = m € N, so folgt aus diesem Isomorphismus:

d"=1<kemZ.

Insbesondere ist m = ord(a) also die kleinste positive Zahl k mit a* = 1. Ferner gilt
(a) ={1,a,a® ...,a™ '}
Satz 1.23 (Kleiner Fermat’scher Satz) Sei G eine endliche Gruppe und a € G. Dann ist

ord(a) ein Teiler von ord(G), und es gilt

L6 1

Beweis : Aus dem Satz von Lagrange folgt ord(G) = ord(a) - (G : (a)). Also gilt
ord(a) | ord(G). Daraus folgt a®4(%) = 1. O

Korollar 1.24 Es sei G eine Gruppe, so dass ord(G) = p eine Primzahl ist. Dann ist G
zyklisch, G ~ Z./pZ und fiir jedes a € G mit a # 1 gilt ord(a) = p. Jedes a # 1 aus G ist
ein Erzeuger von G.

Beweis : Es sei a # 1 ein Element in G. Dann ist ord(a) > 1 und nach Satz 1.23 ist
ord(a) ein Teiler von ord(G) = p. Also ist ord(a) = p. Somit ist (a) eine Untergruppe
von G mit p = ord(G) Elementen. Daraus folgt (a) = G. Somit ist a ein Erzeuger von
G, G ist zyklisch und nach Satz 1.20 folgt G ~ Z/pZ. O

Seite 14



2 Ringe
Definition 2.1 Ein Ring (manchmal auch Ring mit Eins genannt) ist eine Menge R zu-
sammen mit zwei Abbildungen:

+: Rx R—= R (Addition) und
R x R— R (Multiplikation),

so dass gilt
i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe
ii) (R,-) ist ein Monoid
iii) fiir alle a,b, c € R gilt

(a+bc = ac+bc und
cla+b) = ca+ch

(Distributivgesetze)

Wie gewohnt, soll immer die Multiplikation vor der Addition ausgefiihrt werden, d.h. wir
schreiben ac + be = (ac) + (be).

R heifit kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.

Wir werden hier im wesentlichen kommutative Ringe betrachten. Das neutrale Ele-
ment beztiglich der Addition bezeichnen wir mit 0, das neutrale Element beziiglich
der Multiplikation mit 1. Der kleinste Ring ist der Nullring {0}, den wir auch mit 0
bezeichnen. In diesem gilt 1 = 0.

Lemma 2.2 In jedem Ring R gilt
i) Oa =a0 =0 fiirallea € R
ii) (—a)b = —(ab) = a(-0) fiiralle a,b € R

iii) Hat R mindestens zwei Elemente, so ist 1 # 0.

Bewelis :
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i) Aus den Distributivgesetzen folgt 0a = (040)a = 0a+0a, also 0a = 0. Genauso
folgt a0 = 0.

ii) (—a)b+ (ab) = (—a +a)b=0b D . Die zweite Gleichung folgt genauso.

iii) Enthélt R ein a # 0, so gilt Oa L) # a, daher kann 0 nicht das Einselement

sein.

Im allgemeinen gilt nicht, dass aus ab = ac schon b = c folgt!

Definition 2.3 Eine Teilmenge S des Ringes R heifit Unterring von R, falls S beziiglich
der Addition eine Untergruppe von (R, +) und beziiglich der Multiplikation ein Untermo-
noid von (R, -) ist.

Insbesondere ist S mit den eingeschrinkten Verkniipfungen selbst ein Ring. Wir nennen
S C R dann auch eine Ringerweiterung. Fiir jeden Ring R bezeichnen wir mit

R*={a € R : esexistiert einb € R mit ab=1}.

die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente. R* ist eine Gruppe bzgl. der Multipli-
kation (UA). Wir bezeichnen sie auch als Einheitengruppe.

R heifit Schiefkérper, falls R # 0 und R* = R\ {0} gilt. Das heif$t, es ist 1 # 0 und jedes
Element # 0 ist multiplikativ invertierbar.

Ein kommutativer Schiefkorper heifst Korper.
Ein Element a € R heifit Nullteiler, falls es ein b # 0 in R gibt mit ab = 0 oder ba = 0.
In Schiefkérpern oder Korpern ist das Nullelement der einzige Nullteiler (UA).

Ein kommutativer Ring R # 0 heif$t nullteilerfrei oder Integrititsring, wenn R aufler 0
keine Nullteiler enthiilt.

In Integritiitsringen gilt die Kiirzungsregel, d.h. aus ab = ac fiir a # 0 folgt b = ¢ (UA).

Beispiel:
i) Z ist ein Integritatsring, Z* = {1, —1}.

ii) @, R, C sind Korper.
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iii) Fiir jeden Korper K ist
K™ = {n x n-Matrizen tiber K}
ein Ring mit Einheitengruppe
GL(n,K) ={A € K"*" det A # 0}.
Dieser Ring ist fiir n > 2 nicht kommutativ und besitzt Nullteiler # 0.

iv) Fiir eine Menge X und einen Ring R ist
R¥={f:X — R}

ein Ring, wenn man die Addition und Multiplikation von Funktionen wie ge-
wohntals (f + g)(z) = f(x) + g(z) und (fg)(z) = f(x)g(z) definiert.

v) Ist I eine Indexmenge und (R;);c; eine Familie von Ringen, so ist
[1 2 ={(@)icr : w: € R}
iel
ein Ring beziiglich der komponentenweisen Addition und Multiplikation.

Von nun an betrachten wir nur noch kommutative Ringe. Daher ist ab sofort mit
»Ring” immer ,kommutativer Ring” gemeint.

Eine Abbildung ¢ : S — R zwischen zwei Ringen heif{t Ringhomomorphismus,
talls ¢ ein Homomorphismus der abelschen Gruppen beziiglich der Addition und
ein Monoidhomomorphismus beziiglich der Multiplikation ist. Mit anderen Wor-

ten, es gilt ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), #(1) = 1 und ¢(ab) = ¢(a)p(b).
Definition 2.4 (Polynomring) Es sei R ein Ring. Der zugehorige Polynomring R[X] in
einer Unbestimmten X besteht aus allen formalen Summen

n

ZaiXi, n € Ny, a; € R.

=0

Addition und Multiplikation werden gegeben durch

n m max(n,m)
e X +) bXT = > (a;+b)X,
=0 1=0 1=0
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und

() (£) E(z)

=0 p+q=1
Hier setzen wir

a; =0 fiir i>n+1und
by =0 fiir i>m+1.

Das Nullelement ist das Nullpolynom 0 = 0X°, das Einselement das Polynom 1 = 1X°.

Die natiirliche Abbildung
R — R[X]
a — aX’
ist ein injektiver Ringhomomorphismus (UA). Sie identifiziert R mit dem Unterring
{aX:a € R} C R[X]
Wir schreiben daher auch einfach a = a X°.
Lemma 2.5 Fiir eine Ringerweiterung R C R’ und ein Element ¢ € R' ist die Abbildung

¢ RIX] = R
ZazX e f(o) Zal
ein Ringhomomorphismus. Dieser hezﬁt Einsetzungshomomorphismus.

Beweis : Offenbar ist f(c) + g(c) = (f + g)(c) fur alle f,g € R[X]. Ferner gilt fur
f(X) = zanXZ und g(X) = > b; X7

flc)glc) = <Z ai0i> (Z bjCj)
= z”: zm: acibjcj
= - i a; bjc”j
~ o)

Hier ist es wichtig, dass R’ - wie alle unsere Ringe nun - kommutativ ist.

Da auflerdem ¢(1X") = 1 gilt, ist ¢ ein Ringhomomorphismus. O
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Fiir ein Polynom f(X) = > ;X" € R[X] nennen wir a; den Koeffizienten vom

=0
Grad i von f. Der Koeffizient vom Grad 0 heifst auch Absolutkoeffizient. AufSerdem
definieren wir den Grad von f als

grad (f) := max{i : a; # 0},

falls f # O ist. Ist f = 0, so setzen wir grad(f) = —oo. Ist f # 0 und n = grad(f),
so heifst a,, hochster Koeffizient oder Leitkoeffizient von f. Ist a,, = 1, so heifst f
normiert. Jedes f € R[X]|\ {0}, dessen Leitkoeffizient a,, eine Einheit in R ist, lasst
sich durch Multiplikation mit a,,* normieren.

Bemerkung 2.6 Fiir f,g € R[X] gilt

grad(f +g) < max(grad(f),grad(g))
grad(fg) < grad(f) -+ grad(g).

Ist R ein Integrititsring, so gilt sogar

grad(fg) = grad(f) + grad(g).

Hier setzen wir (—oo) + (—o0) = —oo und (—o0) +n = —oo fiir alle n € Ny.

Beweis : Falls f oder g das Nullpolynom ist, stimmt die Behauptung offenbar. Wir
konnen also annehmen n = grad(f) > 0 und m = grad(g) > 0. Ist f(X) = > ;X"
i=0

und g(X) = Y b; X%, soist a; + b; = 0 fiir i > max(m, n), also folgt
i=0

grad(f + g) < max(grad(f), grad(g)).

Auflerdem ist ) ayb, = 0 fiir i > m + n, also grad(fg) < grad(f) + grad(g). Der
pFq=i
Koeffizient vom Grad m + n in fg ist a,,b,,. Ist R ein Integritatsring, so ist a,b,, # 0,

also
grad(fg) = m +n = grad(f) + grad(g).

O

Bemerkung 2.7 Es sei R ein Integrititsring. Dann ist auch der Polynomring R[X] ein
Integrititsring. Ferner gilt R[X]* = R*.
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Beweis : f/ € R[X] sei ein Nullteiler in R[X| mit fg = 0 fiir ein ¢ # 0. Da R ein
Integritatsring ist, folgt aus Bemerkung 2.6: —co = grad(0) = grad(f) + grad(g). Da
grad(g) > 0 ist, muss hier grad(f) = —oo, d.h. f = 0 sein.

Wir zeigen jetzt R[X]* = R*. Die Inklusion , D” ist klar. Sei also f € R[X]*, d.h. es
existiert ein ¢ € R[X] mit fg = 1. Aus Bemerkung 2.6 folgt wieder 0 = grad(fg) =
grad(f) + grad(g), also f,g € R. O

In Polynomringen ldsst sich eine Division mit Rest durchfiihren:
d

Satz 2.8 Sei R ein Ring und g = Y a;X" € R[X| mit a; € R*. Dann gibt es zu jedem

i=0
[ € R[X] eindeutig bestimmte Polynome q,r € R[X]| mit

f=qg+r grad(r) <d.
Beweis : Ist ¢ ein Polynom vom Grad n mit Leitkoeffizient c,, # 0, so ist der Koeffi-
zient vom Grad n + d in qg gerade a4c,. Da a4 eine Einheit ist, folgt a4c, # 0. Also
ist
grad(qg) = grad(q) + grad(g).

Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der Division mit Rest. Gilt
f=ag+r=qg+r
mit grad r < d und grad ' < d, so folgt
0=(¢—q)g+(r—r)
also

d > grad(r —r")

grad((q —¢')g)
grad(q — ¢') + grad(g)
grad(q —¢') +d.

»
I

Das kann nur stimmen, wenn ¢ — ¢’ = 0, also ¢ = ¢’ ist. Daraus folgt r = r’ und somit
die Findeutigkeit.

Die Existenz zeigen wir mit Induktion nach n = grad(f). Fiir grad (f) < d konnen

wir ¢ =0und r = f nehmen. Ist f = Y ¢, X  mitc, # 0und n > d, so ist
i=0

fl - f - Cnangnidg
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ein Polynom mit grad(f;) < n. Dies besitzt nach Induktionsvoraussetzung eine Zer-
legung
fi=qg+mn
mit ¢, € R[X], grad(r,) < d. Aus
f= (@ +caag X" g + 1

folgt die gewiinschte Zerlegung von f. O

Der Beweis gibt uns auch ein Verfahren zur Bestimmung von ¢ und r an die Hand,
das wir an einem Beispiel vorfithren wollen.

Beispiel f = X° +3X*+ X? - 6X? - X +1,9g=X3+2X?+ X — 1in Z[X]

(XP 43X*+ XP—6X2—X +1): (XP4+2X?+ X —1)=X*+ X —2=¢(X)
- (X7 22X+ XP- X?)

X4 —5X?2 - X +1
_ ( Y4 —!—‘)YS—Q—XQ —X)
—2X3 —6X? +1

= (22X —=2X7=2X +2)
—2X%242X -1 =r(X)

Alsoist f(X) = (X?+ X —2)g(X) + (-2X2 +2X — 1)

Wir lernen nun Ideale in Ringen kennen. Diese haben eine dhnliche Funktion wie
Normalteiler in Gruppen, man kann ndmlich in der Welt der Ringe Quotienten nach
Idealen bilden. Allerdings sind Ideale im allgemeinen keine Unterringe.

Definition 2.9 Es sei R ein Ring (kommutativ, wie immer!). Eine Teilmenge a C R heifst
Ideal in R, falls gilt

i) aist eine additive Untergruppe von R

ii) fiiraller € R,a € agiltra € a.
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Jeder Ring enthilt die trivialen Ideale {0} (auch mit 0 bezeichnet) und R. Ist R ein
Korper, so sind dies die einzigen Ideale (UA). Fiir Ideale a, b C R sind auch folgende
Teilmengen von R Ideale (UA):

a+b = {a+b:a€abeb}
ab = {Zaibi:aiea,bieb,neN}
i=1
anb

Offenbar ist ab C anNbsowiea C a+b, b C a+ b (UA).

Analog ist das Produkt von endlich vielen Idealen in R wieder ein Ideal. Auch der
Schnitt beliebig vieler Ideale (a;);c; sowie die Summe beliebig vieler Ideale.

Zai = {Zai :a; € a; fur allei € I, fastalle a; = 0}

il il
sind Ideale in R (UA). Hier schreiben wir ,, fast alle” fiir ,, alle bis auf endlich viele”.
Fiir jedes @ € R nennt man

(a) == Ra={ra:r € R}
das von a erzeugte Hauptideal.
Fir endlich viele Elemente a4, . .., a, € Rist
(a1,...,a,) = Ray +---+ Ra, = {ria; + -+ rya, : r1,...,7, € R}

ein Ideal in R. Es heifst das von a4, . .., a, erzeugte Ideal und ist das kleinste Ideal
in R, das ay,...,a, enthdlt. Mit anderen Worten, jedes Ideal a mit {a,...,a,} C a
erfiillt (ay, ..., a,) C a. (UA).

Analog erzeugen beliebig viele Elemente a;,7 € I aus R ein Ideal:

({a; i €1}):= ZR%‘ = {Znai :1r; € R, fastaller; = 0} )
1€l el

Definition 2.10 Es sei a ein Ideal des Ringes R. Eine Familie (a;);c; von Elementen aus

a heifit Erzeugendensystem von a, wenn a = Y, Ra; gilt. a heifit endlich erzeugt, wenn

a ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Ferrlzg’ heifit a Hauptideal, wenn a von einem

einzigen Element erzeugt ist, d.h. wenn a = (a) fiir ein a € R gilt.

Ist R ein Integrititsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, so nennen wir R einen
Hauptidealring.
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Beispiel:
i) Injedem Ring sind die trivialen Ideale 0 = (0) und R = (1) Hauptideale.

ii) In Z sind die Untergruppen mZ auch Ideale, und zwar Hauptideale, da mZ =
(m) ist. Da jedes Ideal von Z eine additive Untergruppe ist, gibt es nach dem
Beweis von Satz 1.20 keine weiteren Ideale. Der Ring Z ist also ein Hauptideal-

ring.

Bemerkung 2.11 In einem Integrititsring R sind zwei Hauptideale a = (a) und b = (b)
genau dann gleich, wenn es ein ¢ € R* mit b = ca gibt.

Beweis : Es sei a = b. Wir konnen annehmen b # 0, also b # 0. Da b € a ist, existiert
ein ¢ € R mit b = ca. Analog existiert wegen a € b ein ¢ € R mit a = ¢’b. Damit folgt
b = ca = b, also

(1—cd)o=0.
Da R ein Integrititsring ist, ist b # 0 kein Nullteiler, also folgt 1 = ¢¢’. Somit ist
c € R*.

Ist umgekehrt b = ca fiir c € R*, so folgt a = ¢™* - b, also (b) C (a) und (a) C (b). O

Wir nennen zwei Elemente a, b eines Ringes R assoziiert, wenn es ein ¢ € R* mit

b = ca gibt.

Beispiel: Wir betrachten den Polynomring Z[X]. Dieser ist ein Integritdtsring nach
Bemerkung 2.7. Z[ X | enthilt die Hauptideale

(X) = {zn:aiXi:neN,ai ez}

i=1
und
(2) = {ZCI,ZXZ n e No,ai € QZ} .
i=0
Das Ideal (2, X) erftillt

1=0

(2,X) = {zn:aixi :n €N, a € 22} (UA) .

Es ist allerdings kein Hauptideal. Sonst gdbe es ndamlich ein f € Z[X]| mit 2 € (f)
und X € (f), d.h.
2=fg und X = fh
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fur gewisse g, h € Z[X]. Aus der ersten Gleichung folgt nach Bemerkung 2.6 aber
f €Zund g € Z. Da (2,X) # Z|X], kann f nicht 1 sein. Also folgt f = £2 im
Widerspruch zur zweiten Gleichung X = fh.

Somit ist Z[X | kein Hauptidealring.

Jetzt wollen wir - analog zu Faktorgruppen - auch Faktorringe definieren. Dazu un-
tersuchen wir zunédchst Ringhomomorphismen.

Lemma 2.12 Essei ¢ : R — R' ein Ringhomomorphismus. Dann gilt
i) Kern(¢) :={a € R : ¢(a) = 0} ist ein Ideal in R.
ii) Bild (¢) = ¢(R) ist ein Unterring von R'.

iii) ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus R* — R zwischen den Einheitengrup-
pen

Bewelis :

i) Kern (¢) ist einfach der Kern der Abbildung ¢, betrachtet als Gruppenhomo-
morphismus der zugehorigen abelschen Gruppen Also ist Kern(¢) eine Un-
tergruppe von (R,+). Fiir r € Rund a € Kern (¢) gilt ¢(ra) = ¢(r)¢p(a) =
¢(r)0 =0, also ra € Kern (¢). Somit ist Kern(¢) ein Ideal in R.

ii) Wie ini) folgt, dass Bild (¢) mit der eingeschrankten Addition eine Untergrup-
pe von (R, +) ist. Wegen ¢(1) = 1 liegt 1 € Bild (¢). Da ¢(a)p(b) = ¢(abd) ist,
ist Bild (¢) abgeschlossen unter der Multiplikation, also ein Untermonoid von
(R,-).

iii) Ist a € R* mit ab = 1, so ist ¢(a)p(b) = 1, also ¢(a) € R™*. Somit vermittelt ¢
eine Abbildung R* — R’*. Diese ist ein Gruppenhomomorphismus, da ¢(ab) =
¢(a)o(b) gilt.

0J
Man muss zwischen Idealen und Unterringen unterscheiden. Ein Ideal a C R ist

nur dann ein Unterring, wenn 1 € a ist, woraus schon a = R folgt.

Ein Unterring hingegen muss nicht abgeschlossen sein unter Multiplikation mit be-
liebigen Elementen in R. So wird auch das Bild eines Ringhomomorphismus im
allgemeinen kein Ideal sein (UA: Wann ist es eins?).
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Bemerkung 2.13 Es sei K ein Korper und R ein Ring, R # 0. Dann ist jeder Ringhomo-
morphismus
p: K =R

injektiv. Insbesondere ist jeder Ringhomomorphismus zwischen Korpern injektiv. Einen
Ringhomomorphismus zwischen Korpern nennt man auch Kérperhomomorphismus

Beweis : Kern(¢) ist ein Ideal in K, das wegen ¢(1) = 1 # 0 nicht ganz K ist. Da K
nur die Ideale 0 und K enthilt, folgt also Kern (¢) = 0. O

Beispiel Zu jedem Ring R gibt es den Ringhomomorphismus

¢o:7— R
mit
d(n)=n-1=(1 +n-r-n-al+ 1)
und

¢(—n) = —¢p(n) furn > 0.
¢ ist der einzige Ringhomomorphismus Z — R (UA).
Definition 2.14 Es sei R ein Ring und a C R ein Ideal. Da a insbesondere eine Untergrup-
pe der abelschen Gruppe (R, +) ist, existiert die Faktorgruppe R/a, siche Lemma 1.14.
Dort haben wir die Gruppenoperation multiplikativ geschrieben. In additive Schreibweise
iibersetzt, besteht R/a aus allen Nebenklassen der Form x + a, © € R, wobei die Addition

definiert ist als
(z+a)+(y+a)=(r+y)+a

Zusitzlich definieren wir eine Multiplikation auf R/a durch
(z+a)(y +a)=(zy) +a
Lemma 2.15 Mit dieser Multiplikation wird R/a zu einem Ring. Die Abbildung

T:R — R/a

r — T+a

ist ein Ringhomomorphismus mit Kern(mw) = a. Der Ring R/a heifit auch Faktorring und
7 heif$it auch die Projektionsabbildung von R nach R/a.
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Beweis : Wir wissen aus Lemma 1.14, dass die Addition von Restklassen wohl-
definiert ist. Um zu zeigen, dass auch die Multiplikation wohldefiniert ist, sei
r4+a=2'4aundy+a=y +q,dh ' —r=a€aundy —y=0¢€a.

Dann ist
x/y,:(;p+a)(y+b):xy+bx+a,y+ab6l’y+a

Nun rechnet man leicht nach, dass R/a ein Ring mit Einselement 1 + a ist (UA).
Die kanonische Projektion 7 ist nach Lemma 1.14 ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus mit Kern (7) = a. Da w(2)7(y) = (z + a)(y + a) = 2y + a = 7(zy) und
7(1) = 1 + a gilt, ist 7 ein Ringhomomorphismus. O

Satz 2.16 (Homomorphiesatz fiir Ringe) Es sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus
und a C R ein Ideal mit a C Kern (¢). Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus
@ R/a — R/, so dass das Diagramm

R ’ R
N4
R/a
kommutiert. Es gilt
Bild (¢) = Bild (¢)

Kern (¢) = w( Kern ¢)
Kern (¢) = = '( Kern ¢).

Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn a = Kern ¢ gilt.

Beweis : Nach Satz 1.15 existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : R/a — R' mit ¢ = ¢ o 7, der die Aussagen iiber Kern ¢ und Bild ¢ erfiillt.

Es ist
o((z+a)-(y+a) = on(z) 7(y))
= ¢(r(xy))
= ¢(zy)
= ¢(z) - o(y)
= ¢(n(x)) ¢(r(y))
= ¢z +a) oy +a),
also ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Damit ist alles gezeigt. O
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Korollar 2.17 Ist ¢ : R — R’ ein surjektiver Ringhomomorphismus, so ist R’ kanonisch
isomorph zu R /Kerne.

Beweis : ¢ ist insbesondere ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, also ist
nach Korollar 1.16 der eindeutig bestimmte (kanonische) Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : R/Kem¢ — R’ mit ¢ = ¢ o 7 ein Isomorphismus Nach Satz 2.16 ist ¢ ein
Ringhomomorphismus. Als bijektiver Ringhomomorphismus ist ¢ nach dem fol-
genden Lemma aber auch ein Isomorphismus von Ringen. O

Lemma 2.18 Es sei ¢ : R — R’ ein bijektiver Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ ein
Isomorphismus von Ringen, d.h. es existiert ein Ringhomomorphismus 1) : R’ — R mit

Q/;ogb:idRundgbog/):idR/.

Beweis : Wir definieren /(y) als das eindeutig bestimmte Urbild von ¢ in R. Dann
rechnet man leicht nach, dass ¢ mit der Addition und der Mutliplikation vertraglich
istund ¢(1) = 1 sowie ¢ o ¢ = idg und ¢ o ¢ = idp erfiillt. O

Die Isomorphiesédtze 1.17 und 1.18 lassen sich auch fiir Ringe formulieren, wenn
man tiberall Untergruppe und Normalteiler durch Ideal ersetzt. Diese Aussagen
folgen dann aus den Sédtzen 1.17 und 1.18, indem man nachrechnet, dass alle Grup-
penhomorphismen auch Ringhomomorphismen sind (UA).

Beispiel: Die zuvor betrachtete Untergruppe mZ C Z fiir m € N ist sogar ein Ideal
von Z, und zwar das von m erzeugte Hauptideal. Der Faktorring Z/mZ ist ein Ring

mit m Elementen.

Satz 2.19 Fiir m € N sind dquivalent
i) m ist eine Primzahl
ii) Z/mZ ist ein Integrititsring

iii) Z/mZ ist ein Korper

Beweis : Wir schreiben kurz 7 = ¢ + mZ fiir die Restklasse von x modulo mZ.

i) = ii) Ist p prim, so ist p > 1 und Z/pZ als Ring mit p Elementen nicht der Nullring.
Gilt@ b = 0in Z/pZ, so ist ab € pZ, d.h. ab = pk, fiir ein k € Z. Aufgrund der
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Primfaktorzerlegung in Z ist p ein Teiler von a oder von b, somit ist @ = 0 oder b = 0.
7,/ pZ ist also nullteilerfrei.

ii) = iii) Fiir jedes @ € Z/mZ \ {0} betrachten wir die Abbildung.
Z/mZ — Z/mZ
T = a-T.

Dies ist ein Homomorphismus der additiven Gruppen (aber kein Ringhomomor-
phismus!), der injektiv ist, da @ kein Nullteiler ist. Da auf beiden Seiten m-
elementige Mengen stehen, ist er somit bijektiv. Also existiert ein b € Z/mZ mit
@ - b= 1. Daher ist Z/mZ ein Korper.

iii) = i) Ist Z/mZ ein Korper, so ist m > 2. Es sei m = d - a. Daraus folgt d - a = 0,
aufgrund der Nullteilerfreiheit von Z/mZ, also d = 0 oder @ = 0. Somit ist m ein
Teiler von d, woraus m = d und a = 1 folgt, oder ein Teiler von a, woraus m = a und
d = 1 folgt. Daher ist m eine Primzahl O

Definition 2.20 Fiir jede Primzahl p sei F,, = 7/pZ. Dies ist ein Korper mit p Elementen.

Wir verallgemeinern jetzt den Begriff einer Primzahl in Z.

Definition 2.21 Es sei R ein Ring.

i) Ein Ideal p C R heifit prim oder Primideal, wenn p # R ist und wenn fiir alle
a,b € Raus ab € p schon a € p oder b € p folgt.

ii) Ein Ideal m C R heifit maximal, wenn m # R ist und wenn fiir alle Ideale a C R

mitm C a gilt: a = moder a = R.

Beispiel: Das Ideal mZ C Z, m € N ist genau dann ein Primideal, wenn m = 0
oder m eine Primzahl ist. mZ C Z ist ein maximales Ideal genau dann, wenn m eine
Primzahl ist. (UA)

Satz 2.22 Es sei R ein Ring.

i) Ein Ideal p C R ist prim genau dann, wenn R/p ein Integrititsring ist. Insbesondere
ist 0 ein Primideal genau dann, wenn R ein Integrititsring ist.

ii) Ein Ideal m C R ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R/m ein Korper ist.
Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
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Beweis :

i) ,= “:Istp C R ein Primideal, soistp # R, d.h. R/p # 0. Gilt fiir a,b € R, dass
@-b=0in R/pist,soistab € p,alsoa € poderb € p,dh.a= 0 oder b = 0.

,<=":DaR/p # 0ist, istp # R.Seiab € p, dannist ab = 0. Da R/p nullteilerfrei
ist, folgt @ = 0 oder b = 0,d.h. a € p oder b € p.

ii) folgt aus Lemma 2.23.

O

Lemma 2.23 i) Ein Ideal m C R ist genau dann maximal, wenn das Nullideal in R/m
maximal ist.

i) Das Nullideal 0 C R ist maximal genau dann, wenn R ein Korper ist.

Bewelis :

i) Fiir jedes Ideal a D m ist das Bild 7(a) unter der Restklassenabbildung = :
R — R/mein Ideal in R/m. Umgekehrt ist fiir jedes Ideal b C R/m das Urbild
771(b) ein Ideal in R, das m enthilt. (UA). Diese Abbildungen vermitteln eine
Bijektion (UA):

{Idealea C Rmitm C a} — {Idealein R/m}

a — w(a)
7 1(b) <« b.

Daraus folgt sofort die Behauptung.

ii) Wir haben oben schon gesehen, dass ein Korper R nur die Ideale 0 und R
enthalt, die auflerdem verschieden sind. Also ist 0 ein maximales Ideal in R.
Sei umgekehrt R ein Ring, so dass 0 ein maximales Ideal in R ist. Wir miissen
zeigen, dass R # 0 und dass jedes @ € R\ {0} invertierbar ist. Ersteres folgt,
da das maximale Ideal 0 # R ist. Sei ferner a € R\ {0}. Dann ist

0% (a) CR,

wegen der Maximalitdt von 0 also (a) = R. Daher ist 1 € (a), d.h. es existiert
einb € Rmitab = 1.

O
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Satz 2.24 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und seien ay,...,qa, C R paarweise
teilerfremde Ideale, d.h. es gelte a; +a; = R fiir alle i # j. Sei m; : R — R/a; die kanonische
Projektion. Dann ist der Homomorphismus

¢:R — ﬁR/ai
1=1

r = (m(z),...,m(2)).

surjektiv, und es gilt Kerng = a; N - - - N a,,. Daher induziert ¢ einen Isomorphismus
R/ m ai% H R/ai,
1=1 i=1

Beweis : H R/a; bezeichnet hier das Produkt von Ringen, also das kartesische Pro-

dukt mit komponentenwelser Addition und Multiplikation. Wir zeigen zunédchst,

dass fiir alle j = 1,...,n auch die Ideale a; und () a; teilerfremd sind, d.h. dass
i#£]
a; + ﬂ a =R
i#£]

gilt. Da fiir alle ¢ # j gilt a; + a; = R, gibt es fiir alle ¢ # j Elemente a; € a; und

a; € a; mit a; + a; = 1. Somit ist

1:H(al+a ZGT’+H

] i#] i#]
fiir gewisse r; € Rnach Ausmultiplizieren. Da alle a; in a; liegenund [ a] € [[ a; C
7] 7]
N a; ist, folgt 1 € a; + () a;. Somit istin der Tata; + (Y a; = R
i#j i#j #J
Wir finden also fiir jedes j = 1,...,n Elemente d; € ajund e; € () a; mitd; +e; = 1.

i#]
Dann ist 7;(e;) = 0 fiir i # j und 7;(e;) = m;(1 — d;) = 7;(1).

Jetzt konnen wir zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei y = (y1,...,y,) € [[ R/a;. Wir
=1

n
wihlen fiir alle i ein beliebiges x; € R mit m; = y; und setzen x = ) x;e;. Dann ist

i=1
(Z)(.T) = (71'1 (Z xi€i> gy Ty (Z IZ€Z>>
i=1 i=1
= (T1,...,Tp).
Offenbar ist ¢(x) = 0 genau dann, wenn 7 (x ) = .- = m,(z) = 0ist, d.h. genau

dann, wenn z € ﬂ a; ist. Somit ist Kern ¢ = ﬂ a; ist. Die letzte Behauptung folgt
=1 i=1

aus Korollar 2. 17 O
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Ist a C R einldeal, so nennen wir z,y € R kongruent modulo a und schreiben z = y
mod a, wenn die Restklassen z + a und y + a in R/a gleich sind. Also ist z = y
mod a genau dann, wenn =z — y € a gilt. Fiir a = (a) schreiben wir auch ,, mod a”
statt ,mod a”.

Dann bedeutet die Surjektivitdt der Abbildung ¢ in Satz 2.24, dass es zu beliebigen
T1,...,T, € Reinx € R mit

r=x; moda,firallei=1,...,n
gibt.

Fir R = 7Z sagt der Chinesische Restsatz:

Korollar 2.25 Es seien ay, ..., a, € Z paarweise teilerfremde ganze Zahlen. Dann gibt es
fiiralle xq,...,x, € Zeinx € Z mit
r=x; modafirallei=1,...,n.

Zwei solche Losungen x und ' sind jeweils kongruent modulo a; - - - a,,.

Beweis : Teilerfremde ganze Zahlen a,b € Z erzeugen teilerfremde Ideale, d.h. es
gilt
(a) + (b) = Z.

Wir wissen ndmlich, dass jedes Ideal in Z von der Form (m) = mZ ist. Also ist
(a) + (b) = (m) fur einm € Z. Aus (a) C (a) + (b) = (m) und (b) C (a) + (b) = (m)
folgt, dass m sowohl a als auch b teilt. Da a und b teilerfremd sind, ist m = +1, also
(m) =Z.

Ferner gilt fiir teilerfremde Zahlen a, b € Z, dass

(ab) = (a) N (b).

ist. Die Inklusion ,,C” ist hier klar. Sei m € (a) N (b), d.-h. a und b teilen m. Da ¢ und
b teilerfremd sind, folgt ab teilt m, also m € (ab). Somit ist auch ,, D “gezeigt. Die
Behauptung folgt jetzt aus Satz 2.24. O

Viele Eigenschaften des Ringes Z oder des Polynomrings K [X| beruhen darauf, dass
in diesen Ringen eine Division mit Rest moglich ist, vgl. Satz 2.8. Diese Eigenschaft
wollen wir jetzt allgemein untersuchen:
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Definition 2.26 Ein Integrititsring R mit einer Abbildung 6 : R\ {0} — Ny heifit eukli-
discher Ring, wenn gilt:

Zuallen f,g € R mit g # 0 gibt es Elemente q,r € R mit
f=q-g+rund(6(r) <d(g)oderr=0).

Die Abbildung ¢ wird als Grad- oder Normabbildung des euklidischen Rings R bezeichnet.

Beispiel:
i) Jeder Korper ist zusammen mit der Abbildung 0 = 0 ein euklidischer Ring.

ii) Ist K ein Korper, so ist K[X| mit der Abbildung ¢(g) = grad(g) ein euklidischer
Ring nach Satz 2.8.

iii) Z ist ein euklidischer Ring mit 6(a) = |a| und der gewohnlichen Division mit
Rest.

iv) Wir betrachten Z[i] = {a +ib : a,b € Z} C C. Z[i] ist ein Unterring von C (UA).
Wir definieren eine Gradabbildung

§:Zli\ {0} — N
(a+ib) +— |a+ib]* =a®+ V.

Fiir alle z,y € R finden wir offenbar a,b € Z mit |z — a| < 3,|y — b| < 3. Es sei
z=x+1y €C.

Dann gilt fiir a + ib € Z[i]:
1
|z —(a+ib)|]* =|(x —a)+i(y —b)> < 2-1 <1
Insbesondere gibt es fiir beliebiges f, g € Z[i] mit g # 0 ein ¢ = a+ib € Z[i] mit

f
=~ —q
9

2
< 1.

Setzen wir r = f — qg, so gilt, falls r # 0ist, 6(r) = | f — qg|* < |g]* = d(g).

Z[i] heifit der Ring der ganzen Gauf’schen Zahlen.
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v) Allgemeiner sei d # 0, 1 eine quadratfreie ganze Zahl, d.h. kein Quadrat eines
n > 1,n € N, ist ein Teiler von d. Dann ist

7 + VdZ, fallsd =2,3 mod 4
Z+ 5(1+ Vd)Z, fallsd=1 mod 4.

d:

ein Unterring von C. Fiur d = —1 gilt R_; = Z][i|. Die Ringe R, sind in der
Zahlentheorie von besonderem Interesse. Insbesondere mochte man wissen,
ob R, euklidisch oder faktoriell (s.u.) ist.

Satz 2.27 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis : Es sei a C R ein Ideal. Wir konnen annehmen, dass a # 0 ist. Wir wéhlen
unter den Elementen a¢ # 0 aus a eines mit minimalem Grad 6(a). Jetzt zeigen wir
a = (a). Die Inklusion ,,D> “ ist trivial. Sei also b € a. Dann kénnen wir b schreiben
alsb=¢q-a+rmitg,r € R,sodassr =0oder d(r) < d(a) ist. Es ist

r=b—q-aé€a,
also gilt aufgrund der Definition von a schon 6(r) > é(a), woraus r = 0 folgt. Daher

istb=¢q-a € (a). O

Korollar 2.28 Die Ringe 7, Z[i] und der Polynomring K[X| iiber einem Korper K sind als
euklidische Ringe auch Hauptidealringe.

Als ndchstes wollen wir Primfaktorzerlegungen in Hauptidealringen studieren. Wir
sagen, dass in einem Integritdtsring R ein Element z € R das Element y € R teilt
und schreiben z | y, falls y = z - a fiir ein @ € R gilt. Also ist x | y dquivalent zu
y € (x). Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so schreiben wir z 1 y.

Definition 2.29 Es sei R ein Integrititsring und p € R\ {0} keine Einheit

i) p heifit irreduzibel, falls fiir jede Zerlequng p = xy mit x,y € R gilt: x € R* oder
y € R*. Ein nicht irreduzibles Element nennen wir auch reduzibel.

ii) p heifit prim oder Primelement, falls fiir alle v,y € R aus p | xy schon p | = oder
p | y folgt, mit anderen Worten, falls das Hauptideal (p) ein Primideal ist (UA).

Beispiel: In 7 entsprechen die irreduziblen Elemente genau den Primelementen. Dies sind
die Zahlen +p, p Primzahl.
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Bemerkung 2.30 Es sei R ein Integrititsring und p € R\ {0} keine Einheit.
i) Ist (p) C R ein maximales Ideal, so ist p ein Primelement.

1) Primelemente sind irreduzibel.

Beweis :
i) Maximale Ideale sind prim nach Satz 2.22.

ii) Sei p ein Primelement und gelte p = zy in R. Dann teilt p das Produkt zy,
woraus p | z oder p | y folgt. Ist z = pa, so folgt p = xy = pay, also, da R ein
Integritatsring ist, ay = 1. Somit ist y € R*. Falls p | y, so folgt mit demselben
Argument x € R*.

In Hauptidealringen gilt sogar

Satz 2.31 Sei R ein Hauptidealring und p € R\ {0} keine Einheit. Dann sind dquivalent:
i) pistirreduzibel.
ii) p ist Primelement.

iii) (p) ist ein maximales Ideal.

Beweis : iii) = ii) = i) folgt allgemein mit Bemerkung 2.30.

i) = iii): Angenommen, p ist irreduzibel und a C R ist ein Ideal mit (p) C a. Da R
ein Hauptidealring ist, ist a = (a) fiir ein a € R. Also existiert ein ¢ € R mit p = ac,
woraus a € R* oder ¢ € R* folgt. Im ersten Fall ist a = (a) = R, im zweiten Fall ist
a = (a) = (p). Daher ist (p) maximal O

Als nédchstes wollen wir zeigen, dass in Hauptidealringen stets ein Analogon der
Primfaktorzerlegung in Z existiert.

Definition 2.32 i) Ein Element a eines Ringes R besitzt eine Zerlegung in irreduzible
Faktoren, wenn sich a schreiben lisst als

a=E¢Ep1r:--Pr

mit e € R* und irreduziblen py,...p, in R, v € Nj.
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i1)

iif)

Wir sagen, a € R hat eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren, falls a
eine Zerlegung in irreduzible Faktoren hat, die in folgender Weise eindeutig ist: Sind
a=¢ep---prund a = €'qy - - qs zwei Zerlegungen in irreduzible Faktoren, so gilt
r = s und nach geeigneter Umnummerierung ist fiir allei = 1, ..., r das Element p;
assoziiert zu ;.

Ein Integrititsring R heifdt faktoriell, falls jedes a # 0 aus R eine eindeutige Zerle-
gung in irreduzible Faktoren besitzt.

Satz 2.33 Es sei R ein Integritiitsring.

i)

ii)

R ist faktoriell genau dann, wenn sich jedes Element a # 0, das keine Einheit ist, als
Produkt von Primelementen schreiben kann.

Ist R faktoriell, so ist a € R genau dann irreduzibel, wenn es prim ist.

Beweis : Wir zeigen zuerst

ii)

Alle Primelemente sind irreduzibel nach Bemerkung 2.30. Sei umgekehrt a €
R irreduzibel. Falls a | zy gilt, so miissen wir a | = oder a | y zeigen. Wir
konnen annehmen, dass weder x noch y Einheiten sind. Es seien x = ¢z - - - ;.
und y = €'y; - - - ys Zerlegungen in irreduzible Elemente. Es gibt ein z € R
mit zy = az, das wir ebenfalls in irreduzible Elemente zerlegen konnen. Aus
der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt dann, dass das irreduzible Element a
assoziiert zu einem z; oder zu einem y; ist. Also folgt a | x oder a | y.

Ist R faktoriell, so ist nach ii) jedes irreduzible Element prim. Daher ist jedes
a # 0, das keine Einheit ist, ein Produkt von Primelementen.

Umgekehrt nehmen wir an, dass sich jede Nichteinheit a # 0 in R schreiben
lasst als

a=Tmg-- Ty

mit Primelementen 7;. Da die m; nach Bemerkung 2.30 irreduzibel sind, ist das
insbesondere eine Zerlegung von a in irreduzible Elemente. Gilt a = ep; - - - ps
mite € R* und py, ..., p, irreduzibel, so folgt aus m; | ep; - - - ps, dass 7y | € oder
m | p; furein j = 1,..., s gilt. Da m; keine Einheit ist, gibtesein j = 1,...,s
und ein ¢ € R mit p; = m; - c. Da p; irreduzibel und m; ¢ R* ist, folgt hieraus
c € R*. Also ist 7 assoziiert zu p;. Da R ein Integrititsring ist, folgt my - - - 7, =
e [[ pi fur ein e’ € R*. Setzt man das Verfahren induktiv fort, so ergibt sich die
Eizrizleutigkeit der Zerlegung von a.
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Korollar 2.34 Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Insbesondere ist also jeder euklidische Ring faktoriell, fiir jeden Korper K also etwa der Ring
K[X].

Fiir den Beweis dieser Aussage benodtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.35 Jeder Hauptidealring R ist noethersch, d.h. jede aufsteigende Kette von Idea-
len a; C ay C --- C R wird stationdr in dem Sinne, dass es ein n € N mit a; = a,, fiir alle
i > n gibt.

Beweis : Die Vereinigung | J a; = a einer aufsteigenden Kette von Idealen ist ein
i>1

Ideal in R (UA). Nach Voraussetzung existiert ein a € R mit a = (a). Es gibt ein
n > 1mita € a,. Also gilt
(a) Ca, Ca=(a),

woraus a = a,, folgt. Somit ist a; = a,, fiir ¢ > n, die Idealkette wird also stationér. [

Beweis von 2.34 : Es sei S die Menge der Hauptideale in R, die von all denjenigen
a # 0 erzeugt werden, die keine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzen. Ist
S = (), so hatjedes a # 0in R eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Nach Satz 2.31
lasst sich dann jede Nichteinheit a # 0 als Produkt von Primelementen schreiben,
und nach Satz 2.33 ist R daher faktoriell. Also miissen wir nur S = () zeigen.

Wir nehmen an, S # (). Dann hat S ein maximales Element a, d.h. fiir alle Ideale b in
Rmita G bist b ¢ S. Gébe es namlich kein solches maximales Element, so konnte

man eine Kette von Idealen

a1;a2;~-~;ai;...

fiir i € N konstruieren, so dass alle a; € S sind. Da R nach Lemma 2.35 noethersch
ist, wird diese Kette stationér, d.h. fiireinn € Nista, = a,,; =---=a; = ... Das
steht im Widerspruch zur Konstruktion der a;.

Das maximale Element a von S ist ein Hauptideal, also a = (a). Definitionsgemafs

kann a keine Einheit und nicht irreduzibel sein. Also koénnen wir a als Produkt a =
bc mit b,c € R\ R* schreiben. Wegen (a) & (b) und (a) & (c) ist. (b) ¢ S und
(c) ¢ S. Somit haben b und c eine Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann hat aber
auch das Produkt a = bc eine Zerlegung zu irreduziblen Faktoren, was zu einem

Widerspruch fiihrt. 0
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Man kann die Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring R weiter standardi-
sieren, indem man ein Vertretersystem P der Primelemente modulo Assoziiertheit
auswihlt. Man wihlt also aus jeder Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenz-
relation

p ~ ¢ genau dann, wenn p assoziiert zu q ist,

genau ein Element aus.

Dann hatjedes a € R\ {0} eine Zerlegung

a=c¢ H pUp(a)

peEP

mit eindeutig bestimmten ¢ € R* und v,(a) € Ny, so dass fast alle v,(a) = 0 sind.

In Z etwa nimmt man tiblicherweise P = Menge der Primzahlen. In K[X| kann man
P = Menge der irreduziblen normierten Polynome nehmen, da K[X]* = K* nach
Bemerkung 2.7 gilt.

Definition 2.36 Sei R ein Integrititsring und x1, ..., z, € R.

i) d € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler von x4, ..., x,, dh. d = ggT(xy,...x,),

falls d | ; fiirallei = 1,...,n und falls aus a | z; fiirallei = 1,...,nschona | d
folgt.
ii) v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von x,,...,x,, dh v =

kgV(zy,...,xy,), falls x; | v fiirallei = 1,...,n und falls aus z; | a fiir alle
i=1,...,nschonv | afolgt.

Falls der ggT oder das kgV existieren, so sind sie eindeutig bestimmt bis auf Asso-
ziiertheit (UA).

Satz 2.37 Es sei R faktoriell und P ein Vertretersystem der Primelemente von R. Zu belie-
bigen x1, ..., x, € Rexistieren ggT(xy, ..., x,) und kgV(xy, ..., x,). Istx; = ; ] pvr@®)

peP
fiiri=1,...,n,soist (bis auf Assoziiertheit)
88T (21, .., xn) = Hpmin(v”(m) """ %p{@n))
peP
kgV(zq,...,z,) = H prax(vp(@1),--0p(Tn))
peP
Beweis : Geht genau wie fiir R = Z (UA). O
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Satz 2.38 Scien x4, ..., x, Elemente eines Integrititsringes R.
i) Falls (xq,...,x,) = (d) ein Hauptideal ist, so ist d = ggT(z1, . .., zy).

ii) Falls (x1) N ---N (z,) = (v) ein Hauptideal ist, so ist v = kgV (z1, ..., ).

Bewelis :

i) Ist (z1,...,2,) = (d),so gilt d | z; fur alle i. Da d € (z1,...,%,) ist, gilt d =
a1y + -+ apxy, fir aq, ..., a, € R. Jeder gemeinsame Teiler der z; teilt also d.

ii) Ist (z1) N --- N (z,) = (v), soist v € (x;) fur alle 4, d.h. z; | v. Falls a ein
gemeinsames Vielfaches aller x; ist, soista € (z;)N---N(x,) = (v),d.h. v | a.

0J
In Euklidischen Ringen gibt es ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung des
ggT.

Satz 2.39 (Euklidischer Algorithmus) Sei R ein euklidischer Ring. Fiir v,y € R\ {0}
betrachten wir die Folge (z,), € R, definiert als

20 = X
=Y
_ Rest bei Division von z;_y durch z;,  falls z; # 0.
R T falls 2 = 0

Dann gibt es einen kleinsten Index n € Ny mit 2,1 = 0. Fiir dieses n gilt z, = ggT(z,y).

Beweis : Seid : R\ {0} — Ny die Gradabbildung. Definitionsgemaf3 ist fiir alle ¢ > 1
mit z; # 0:
5(Zi+1> < (5(22) oder Zit1 = 0

Dabher ist die Folge 6(z;) streng monoton fallend auf der Menge aller ¢ mit z;; # 0.
Somit konnen nur endlich viele z;;; # 0 sein. Also gibt es ein minimales n mit
Zn41 = 0. Da 2y und 2; nicht Null sind, ist n > 1. Nach Konstruktion gilt z, =
G121 + 22, 21 = @229 + 23, ..., Zn—2 = Qn_1%n—1 + Zn, Zn—1 = (nzn. Daher teilt z, alle z;
fur 0 < i < n — 1. Insbesondere gilt z, | z und z, | y. Ist a ein gemeinsamer Teiler
vonz =zyund y = z;,so folgta | z9,a | 23,... ,a | z,. Daherist z, = ggT(x,y). O
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Der Euklidische Algorithmus liefert aufier einem ggT d von = und y auch a,b € R

mit d = ax + by. Es ist namlich z, » = ¢,_12,_1 + 2n, alSO 2z, = —@¢n_12n_1 + Zn_o-
Hier kann man jetzt induktiv die Gleichungen z; = —¢;_12;-1 + 2z, fliri < n —1
einsetzen.

Beispiel: Wir haben gesehen, dass euklidische Ringe Hauptidealringe und dass
Hauptidealringe faktoriell sind. Insbesondere ist fiir jeden Korper K der Polynom-
ring K[X] ein Hauptidealring. Jedes irreduzible Polynom f € K[X] erzeugt also
nach Satz 2.31 ein maximales Ideal, d.h.

L= K[X]/(f)
ist ein Korper. Der kanonische Ringhomomorphismus
K — K[X] - K[X]/f

ist nach Bemerkung 2.13 injektiv. Man kann K also als Teilkorper von L auffassen.
Ist a = X + (f) die Restklasse von X in L, so gilt: f(a) (ausgerechnet in L) stimmt
mit der Restklasse von f(X) tiberein, d.h. f(a) = 0.In L existiert also eine Nullstelle
des irreduziblen Polynoms f. Beispielsweise gilt

RIX]/(X?+1) ~ C
vermoge X > 0.

Solche Korpererweiterungen werden wir spéter noch genauer studieren.

3 Polynomringe

Sei R ein Ring. Durch Iteration kann man fiir n Unbekannte X3, ..., X, den Poly-

nomring tiber R in n Variablen konstruieren:

R[Xy, X5 = (R[IX1])[Xo]
R[Xy, X5, X3] = (R[Xy, Xo])[X3]
RIX\, Xo,.. ., Xo] = (RIX1,.... Xo a])[X0]:
Die Elemente in R[X}, ..., X, ] sind genau die formalen Summen
fX LX) = ) aXy X

mit Koeffizienten a; € R, die fast alle verschwinden.
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Lemma 3.1 Ist R ein Integrititsring, so auch R[ Xy, ..., X,).

Beweis : Das folgt mit Induktion aus Bemerkung 2.7, wo wir gesehen haben, dass
fur einen Integritatsring R auch R[X] ein Integritatsring ist ]

Fir I = (iy,...,i,) € NJ sei |I| = iy + -+ + i,. AuBerdem schreiben wir X’ =
X{*... Xi», Dann nennen wir fiir f = > a; X{"--- X" = 3 a;X'in R[X1,..., X,)]

IeNg IENG

fk = Z CI,[XI

I|=k

das Polynom

den homogenen Bestandteil von f vom Grad k fiir alle £ > 0. f heifst homogen vom
Grad k, falls f = fj, gilt. Fiir jedes homogene Polynom f # 0 ist der Grad eindeutig
bestimmt, das Nullpolynom jedoch ist homogen vor jedem Grad k > 0.

Ferner heifst

max{k : fp # 0} = max{|I|:a; #0}, f#0

d =
grad(f) {OO o

der Totalgrad von f. Dann gilt

Satz 3.2 Seien f,g € R[X}, ..., X,]. Dann gilt

grad(f +g) < max(grad(f),grad(g))
grad(fg) < grad(f)+ grad(g)

und sogar
grad(fg) = grad(f) + grad(g),

falls R ein Integritiitsring ist.

Beweis : Ohne Einschriankung sind f und ¢ ungleich Null. Seien f = ZT: fr und
k=0

g = i gy, die Zerlegungen in homogene Summanden, wobei r = grad(f) und s =
k=0
grad(g) sei. Dann folgt sofort grad(f + ¢g) < max(r, s). Auierdem ist fg = f,.g,+

(homogene Bestandteile vom Grad < r + s). Also ist grad(f - g) < r+s = grad(f) +
grad(g). Ist R ein Integritédtsring, so folgt aus f, # 0 und g, # 0 nach Lemma 3.1
auch f.g, # 0, also grad (fg) =r + s. O
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Korollar 3.3 Ist R ein Integritiitsring, so gilt

(R[X1,..., X.])" = R*.

Beweis : Das folgt sofort aus der letzten Formel von Satz 3.2 O

Satz 3.4 Esseit : R — R’ ein Ringhomomorphismus und cy, . .., ¢, € R'. Dann existiert
genau ein Ringhomomorphismus ¢ : R[X1,...,X,| = R mit ¢(X;) =¢; firi=1,...,n
und ¢|r = 1.

Beweis : Fir f = > ;X! € R[X,,...,X,] definieren wir ¢(f) =

TeNy
S w(ag)et -+ cin € R'. Man rechnet leicht nach, dass ¢ ein Ringhomomorphismus
I

ist (vgl. Lemma 2.5). Ist ¢/ : R[X},...,X,] — R ein Ringhomomorphismus mit

¢'|r = ¢ und ¢'(X;) = ¢;, so muss ¢'(f) = S t(as)ci---cin gelten, da ¢ mit der
i

Addition und der Multiplikation vertauscht. Das zeigt die Eindeutigkeit O

Die Abbildung ¢ aus Satz 3.4 nennt man Einsetzungshomomorphismus. Ist R ein
Unterring von R’ und ¢ : R — R’ die Inklusion, so bezeichnen wir das Bild von
f=>a; X! auch mit
fler, o ven) = Zalc’f coedin
I

Gilt f(c1,...,¢,) = 0,80 heif3t (¢q, ..., ¢,) Nullstelle von f. Ferner schreiben wir
Rlei,...,ch] = o(R[Xy,...,X,))
= Z alczf o-cniap € R, fastalle a; = 0
Rlecy, .. ., ) ist der kleinste Unterring von R', der R und die Elemente ¢y, . .., ¢, ent-
hilt (UA). (Beispiel: Z[i)).

Definition 3.5 Es sei R C R’ eine Ringerweiterung und cy,...,c, € R'. Das System
(¢1,...,cpn) heifit algebraisch unabhingig oder transzendent iiber R, falls der Einset-
zungshomomorphismus ¢ : R[X,...,X,] — R mit ¢(X;) = ¢ injektiv ist und so-
mit einen Isomorphismus R[Xy,...,X,] = Rlcy,...,cy) induziert. Andernfalls heifst
(c1,...,c,) algebraisch abhingig.

Beispiel:
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i) (1,4) ist algebraisch abhdngig tiber Z.
ii) Die Zahl 7 € R ist transzendent tiber Q.
Ist R = R/a fiir ein Ideal a, so gibt es einen Einsetzungshomomorphismus
¢o:RXq,..., X, = (R/a)[ X1, ..., X,

der die kanonische Projektion R — R/a fortsetzt und X; auf X; abbildet. ¢ reduziert
alle Koeffizienten eines Polynoms modulo dem Ideal a. So konnen wir etwa fiir jede
Primzahl p den Homomorphismus Z[X| — F,[X] betrachten.

Man kann auch Polynome in unendlich vielen Variablen betrachten. Ist X = (X ),ex

ein durch eine beliebige Indexmenge ¥ indiziertes System von Unbestimmten, so

besteht R[X] aus allen formalen Summen Y a; X!, wobei N{”) = {I = (i,),ex €
1 eNE)E)

Ny : i, = O fiir fastalle o} und X7 = [[ X!~ gesetzt wird, und die a; € R fast alle

lea

verschwinden.

Wir setzen
D oaX+ ) b =) (ap+b)X!
1eNg® 1eNg® 1eN(®

und

Z G,IXI . Z b]XI = Z C[XI

1eng® 1eng® 1eN{®

mitc; = >, aybg, wobei fur J, K € Ngz) die Summe J + K € N(()E) komponenten-
JHK=I
weise definiert ist. Dann ist R[X] ein Ring, der Polynomring in den Unbestimmten

(XO')O'GZ'

Wir betrachten jetzt wieder den Polynomring K[X] in einer Unbestimmten tiber
dem Korper K. Da K[X] euklidisch ist (Satz 2.8), existieren zu jedem f € K[X] und
zujedem a € K Polynome ¢, € K[X]| mit

f(X) = q(X)(X = a) +r(X)

mit grad(r) < 1,d.h.r € K. Dannist f(a) = r(a) = r. Daher ist « eine Nullstelle von
f genau dann, wenn r = 0 ist. Das Polynom (X —«) ist aus Gradgriinden irreduzibel
(UA). a heifit Nullstelle der Vielfachheit  von f, wenn in der Primfaktorzerlegung
von f das Polynom (X — a) genau mit dem Exponenten r auftritt.
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Satz 3.6 Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 0. Dann hat f,
mit Vielfachheiten gezihlt, hochstens n Nullstellen in K. f hat genau dann n Nullstellen
mit Vielfachheit gezihlt, wenn f in K[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, d.h. sich als
Produkt von Polynomen vom Grad 1 schreiben lisst.

Beweis : Da in K[X] der Grad eines Produktes von Polynomen gleich der Summe
der Grade der Faktoren ist, folgt die Behauptung aus Gradgriinden aus der Prim-
taktorzerlegung von f. O

Daraus folgt, dass ein Polynom mit mehr Nullstellen als sein Grad angibt, bereits
das Nullpolynom sein muss. Ist daher K ein unendlicher Korper, so gilt fiir f €
K[X]:

f=0in K[X] & f(a) =0 fur alle a € K.

Das stimmt tiber endlichen Koérpern nicht mehr. So ist etwa f(X) = [[ (X —a) €
acFy

[F,[X] ein Polynom f # 0 mit f(«) = 0 fur alle o € F,,

Wir konnen mit Hilfe der Ableitung von f ein Kriterium fiir das Vorliegen mehrfa-
cher Nullstellen zeigen. Dazu miissen wir zundchst die Ableitung eines Polynoms
rein algebraisch definieren, damit wir iiber beliebigen Kérpern arbeiten konnen. Da-
zu betrachten wir

D: K[X] — KI[X], definiert durch

n

Z CZ'Xi — i iCiXi_l,

1=0 =1

wobei wie tiblich ic; = ¢; + - - - + ¢; in K gilt.
j-mal
7-ma

D ist kein Ringhomomorphismus, sondern eine Derivation, d.h. es gilt
i) D(af +bg) =aD(f)+bD(g) fira,b € Kund f,g € K[X] (d.h. D ist linear).
i) D(fg) = fD(g) + gD(f) (UA).

Wir bezeichnen D( f) auch mit f/(X) und nennen f’ die erste Ableitung von f.

Satz 3.7 Es sei f € K[X]|, f # 0, ein Polynom mit Koeffizienten in einem Korper K.
Eine Nullstelle o von f ist genau dann eine mehrfache Nullstelle (d.h. eine Nullstelle mit
Vielfachheit > 2), wenn f'(«) = 0 gilt.
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Beweis : Es sei r die Vielfachheit der Nullstelle & von f. Dann liefert die Zerlegung
von f in irreduzible Faktoren, dass

J(X) = (X = a)g(X)

mit einem g € K[X], fiir das g(a) # 0 gilt. Nun ist

f(X) = D(f)=D((X —a)y)
= (X—a) ¢ +r(X-a)y,

denn mit Induktion nach r zeigt man leicht, dass D((X — a)") = r(X — a)" ! gilt.
Ist o eine mehrfache Nullstelle von f, d.h. gilt » > 2, so folgt f'(a) = 0. Umgekehrt
folgt aus f’(a) = 0, dass auch (r(X — a)" 'g)(«) = 0 ist. Da g(a) # 0 ist, muss also
r > 2 sein. ]

Korollar 3.8 Ein o € K ist genau dann mehrfache Nullstelle von f € K[X]\ {0}, wenn
a Nullstelle von ggT(f, f') ist.

Beweis : « ist nach Satz 3.7 genau dann mehrfache Nullstelle, wenn f(a) und f'(«)
Null sind, also genau dann, wenn (X — «) in der Primfaktorzerlegung von f und f’
vorkommt. Nach Satz 2.37 ist das dquivalent dazu, dass (X — «) in der Primfaktor-
zerlegung von ggT(f, f’) vorkommt. O

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so hat f(X) = X? — X € F,[X]| keine mehrfachen
Nullstellen. Es gilt ndmlich

f(X)=p-XP'—1=—1inF,[X].

Wir steuern jetzt auf den beriihmten Satz von Gaufd zu, der besagt, dass fiir einen
faktoriellen Ring R auch R[X] faktoriell ist. Zum Beweis benétigen wir noch ein
paar technische Hilfsmittel.

Zunidchst wollen wir in einem allgemeinen Rahmen Bruchringe konstruieren. Das
verallgemeinert die Konstruktion des Korpers Q aus dem Ring Z als Menge aller
Briiche § mita,b € Z, b # 0. Da im allgemeinen unsere Ringe Nullteiler enthalten

konnen, miissen wir etwas mehr aufpassen.

Sei R ein Ring und S ein multiplikatives Untermonoid von R, d.h. eine Teilmenge
S CRmitl e Sundabe S, fallsa € Sund b € S gilt. Wir definieren eine Relation
~ auf R x S wie folgt:

(a,s) ~ (b,t) & esgibteinu € Smit (at — bs)u = 0.
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Die Relation ist offenbar reflexiv und symmetrisch. Um zu zeigen, dass sie auch
transitiv ist, seien (a,s) ~ (b,t) und (b,t) ~ (c,u) in R x S gegeben. Dann gibt es
v,w € S mit (at — bs)v = 0 und (bu — ct)w = 0. Daraus folgt (nach Multiplikati-
on der ersten Gleichung mit uw und der zweiten mit sv) (au — ¢s)tvw = 0. Da S

multiplikativ abgeschlossen ist, gilt tvw € S, also (a, s) ~ (¢, u).

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen mit a/s die Aquivalenzklasse
von (a, s), und mit S~'A die Menge der Aquivalenzklassen. Jetzt definieren wir ei-
ne Ringstruktur auf S™'A, indem wir genauso rechnen, wie wir es von Briichen
gewohnt sind:

(a/s)+ (b/t) = (at + bs)/st
und

(a/s)(b/t) = ab/st

Lemma 3.9 Diese Definitionen sind unabhingig von der Wahl der Vertreter (a,s) und
(b, t). Zusammen mit dieser Addition und Multiplikation wird S™'R zu einem Ring mit
Nullelement 0/1 und Einselement 1/1. Die Abbildung f : R — S™'R mit f(a) = a/1 ist
ein Ringhomomorphismus.

Beweis : Wir zeigen die Unabhéngigkeit der Addition von der Vertreterwahl. Sei
(a1, s1) ~ (ag, s2), d.h. u(a;se — azsy) = 0 fiir ein w € S. Wir miissen zeigen, dass fiir
(b, t) e RxS gllt (alt + bSl, Slt) ~ (a2t + bSQ, Sgt). Das fOlgt aus

u(aysot® + bsysot — agst? — bsysyt) = t*u(aysy — agsy) = 0.

Analog zeigt man die Wohldefiniertheit der Multiplikation. Das Nachrechnen der
Ringaxiome ist Routine. Wir betrachten nun die Abbildung f. Offenbar gilt f(a +
b) = (a+b)/1 = (/1) + (b/1) = f(a) + f(b), (1) = 1und f(ab) = (ab)/1 = f(a) f(b).

U

Enthélt S Nullteiler von R, so ist f nicht injektiv, denn aus as = 0 fir a € R\ {0}
und s € S folgt f(a) =a/1=0/1=0,das(a—0)=sa =0 gilt.

Der Ring S™'R heifit auch Bruchring. Ist R ein Integrititsring und 0 ¢ S, so ver-
einfacht sich die Aquivalenzrelation ~ zum iiblichen Kiirzen von Briichen: (a, s) ~
(b,t) < at — bs = 0. S™' R hat folgende universelle Eigenschaft:

Satz 3.10 Esseig: R — R’ ein Ringhomomorphismus, so dass fiir alle s € S das Bild ¢(s)
eine Einheit in R' ist. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

h:S'R— R,
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der das Diagramm

kommutativ macht.

Bewelis :

i)

ii)

Eindeutigkeit: Existiert ein h mit g = h o f, so gilt fiir alle a € R:

g(a) = h(f(a)) = h(a/1).

Fiir jedes s € S gilt (s/1)(1/s) = (s/s) = 11in S7'R, also folgt 1 = h(1) =
h(s/1)h(1/s) = g(s)h(1/s), d.h. es gilt h(1/s) = g(s)~' in R'. Daraus folgt fiir
allea € R, s € S: h(a/s) = h((a/1)(1/s)) = h(a/1)h(1/s) = g(a)g(s)~'. Somit
ist h eindeutig festgelegt.

Existenz: Wir definieren h(a/s) = g(a)g(s)~!. Das ist moglich, da g(s) eine
Einheit in R’ ist. Wir miissen nachrechnen, dass h wohldefiniert ist. Ange-
nommen a/s = b/t, d.h. es existiert ein v € S mit (at — bs)u = 0. Dann gilt
(g(a)g(t) — g(b)g(s))g(u) = 0. Da g(u) eine Einheit in R’ ist, folgt g(a)g(s)™ =
g(b)g(t)". Jetzt kann man leicht nachrechnen, dass % ein Ringhomomorhpis-
mus mit g = h o f ist.

O

Aus den Rechnungen in diesem Beweis folgt auch, dass fiir alle s € S das Element
f(s) € ST'R eine Einheit ist, und dass jedes Element in S™'R die Form f(a)f(s)™*
fur eina € R und ein s € S hat.

Beispiele:

i)

ii)

Sei R ein Ring und @ € R\ {0}. Dannist S = {1,a,a? ...} C R eine multi-
plikative Teilmenge. In S~ R sind als Nenner dann genau die Potenzen von a
zugelassen.

Sei R ein Ring und p C R ein Primideal. Dannist S = R\ p eine multiplikative
Teilmenge von R, da 1 ¢ p liegt und fiir « ¢ p und b ¢ p auch ab ¢ p gilt. In
diesem Fall bezeichnen wir S~! R auch mit R, und nennen diesen Ring die Lo-
kalisierung von R nach p. Als Nenner sind alle Elemente, die nicht in p liegen,
zugelassen.
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iii) Ist R ein Integritdtsring, so betrachten wir die multiplikative Teilmenge S =
R\ {0}. In diesem Fall vereinfacht sich die Aquivalenzrelation ~ zu

(a,s) ~ (b,t) < at —bs =0,

also zum gewohnten Kiirzen von Briichen, und der Homomorphismus f :
R — ST!'Rist injektiv. Ist (a/s) # 0in ST'R, d.h.ista € R\ {0} und s € S =
R\ {0}, so liegt auch (s/a) in S~ R, und es gilt

(a/s)(s/a) = (1/1) = L.

Somit ist S™' R sogar ein Korper. Wir bezeichnen ihn mit Quot(R), den Quo-
tientenkorper von R. Vermoge des injektiven Ringhomomorphismus f fas-
sen wir R als Unterring von Quot(R) auf, wir identifzieren also ¢ € R mit
(a/1) € Quot(R). Wir schreiben ferner einfach ¢ fiir die Aquivalenzklasse a/b.

Fir R = Z ist Quot(Z) = Q. Ist K ein Korper, so bezeichnen wir mit K (X) =
Quot(K[X]) und mit K(X3,...,X,) = Quot(K[X;...,X,]) die Quotienten-
korper der entsprechenden Polynomringe. K (Xj, ..., X,) heifst auch Korper
der rationalen Funktionen in den Variablen X1, ..., X, tiber K.

Lemma 3.11 Es sei R ein faktorieller Ring und P ein Vertretersystem der irreduziblen
Elemente von R. Dann besitzt jedes ¢ € Quot(R)* eine eindeutige Darstellung
a p
=<1l
peEP

mit e € R* und v, € Z, so dass fast alle v, = 0 sind. Insbesondere ist ; € R genau dann,
wenn v, > 0 fiir alle p € P.

Beweis : Fiir v, < 0 ist hier mit p*» natiirlich das Inverse von p~"» € R gemeint. Die
Existenz der geforderten Darstellung folgt sofort aus der Primfaktorzerlegung von
aund b. Gilt e ] p* = &' ] p“, so folgt nach Multiplikation mit [] p™ fiir
peP peEP peEP
—min{v,,v,}, falls min{v,, v} <0

0, sonst

dass
e Hpvarmp — ¢ H pU;+mp
peEP peP
gilt. Hier stehen auf beiden Seiten Elemente in R. Aus der Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung in R folgt also ¢ = &' und v, + m, = v, + m,, also v, = v, fiir alle
p e P. 0
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In der Situation von Lemma 3.11 schreiben wir, wenn nétig, auch genauer v,(}) = v,
tiir den Exponenten von p in der Zerlegung von §. Ferner setzen wir v,(0) := oo fiir
allep € P.

Fiir ein Polynom f = Za X' € Quot(R)[X] definieren wir v,(f) := min{v,(a;)}.

Dannist f = 0 genau dann wenn v,(f) = co. Auflerdem gilt f € R[X] genau dann,
wenn v,(f) > 0 fir allep € P.

Lemma 3.12 (Lemma von Gauf$) Sei R ein faktorieller Ring und p € R ein Primelement.
Dann gilt fiir alle f, g € Quot(R)[X]:

vp(fg) = v(f) +v,(9).

Beweis : Ist f = ap € Quot(R) ein konstantes Polynom und g = 3 b; X", so ist

vp(fg) = vplaog)
= miin{vp(aobi)}
= miin{vp(ao)+vp(bi)}
= p(an) + minu, (5)}
= u(f) +vp(9)-

In diesem Fall stimmt die Behauptung also. Ist f = Z a;X* € Quot(R)[X] ein Po-

lynom vom Grad > 1, so existiert ein r € R mit ml € Rund rb; € R fiir alle
Koeffizienten a; und b,. Also gilt rf € R[X] und rg € R[X]. Nach dem oben Gezeig-
ten ist v,(r frg) = 2v,(r) + v,(fg), also gentigt es, die Behauptung fiir f, g € R[X] zu
zeigen.

Zu f = Y a; X" betrachten wir d = ggT(ao,...,a,) € R. Dann ist f = df; fiir ein

i=1

fi € R[X], dessen Koeffizienten keinen gemeinsamen Teiler haben. Fiir jedes p € P
gibt es also einen Koeffizienten von f;, der nicht von p geteilt wird, d.h. es ist

vp(f1) =0

Aus der Beobachtung am Anfang des Beweises folgt wieder, dass wir die Behaup-
tung nur fiir f; und g zeigen miissen. Also konnen wir annehmen, f, g € R[X] und
vp(f) = 0,u,(g) = 0. Zu zeigen ist v,(fg) = 0. Dazu betrachten wir die Projektion
R — R/(p). Diese vermittelt einen Ringhomomorphismus

¢ - RIX] = R/(p)[X]
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mit ¢(X) = X, der einfach Reduktion aller Koeffizienten modulo (p) ist. Kern(¢)
besteht aus allen Polynomen, deren siamtliche Koeffizienten in (p) liegen, d.h.
Kern(¢) = {f € R[X] : v,(f) > 0}. Aus v,(f) = 0 und v,(g) = 0 folgt also ¢(f) # 0
und ¢(g) # 0. Da p irreduzibel ist, ist p auch ein Primelement nach Satz 2.33, d.h. (p)
ist ein Primideal. Mit R/(p) ist nach Bemerkung 2.7 auch R/(p)[X] ein Integritéts-
ring. Also ist

¢(f9) = o(f)¢(9) # 0,
woraus v,(fg) = 0 folgt. O

Korollar 3.13 Sei R ein faktorieller Ring und h € R[X| ein normiertes Polynom. Ist dann
h = fg eine Zerlegung von h in normierte Polynome f,g € Quot(R)[X], so gilt bereits
f.9 € RIX].

Beweis: Da h(X) = ag + a1 X + -+ + X?mita; € Rist, gilt
vp(h) = min{v,(a;)} = 0.

Analog folgt fiir die normierten Polynome f,g € Quot(R)[X], dass v,(f) < 0 und
vp(g) < 0ist. Aus dem Lemma von Gauf folgt v,(f) + v,(g) = v,(h) = 0, also ist
vp(f) = vp(g) = O fir alle p € P. Somit liegen alle Koeffizienten von f und ¢ in R,
d.h. es gilt f, g € R[X]. 0O

Ist R faktoriell, so heifit f € R[X] primitiv, wenn der grofite gemeinsame Teiler
seiner Koeffizienten 1 ist. Also ist f primitiv genau dann, wenn v,(f) = 0 fiir alle
p € P gilt, wobei P wieder ein Vertretersystem der irreduziblen Elemente in R ist.

Ist f € Quot(R)[X] ein Polynom # 0, so ist fiir a = [] p**Y) € Quot(R)* das

peP
Polynom a~! f ein primitives Polynom in R[X], da v,(a™" f) = 0 fiir alle p € P gilt.

Wir konnen nun den beriithmten Satz von Gaufs zeigen:

Satz 3.14 (GauB) Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch R[X| faktoriell. Ein Poly-
nom q € R[X] ist genau dann ein Primelement in R[X], wenn gilt:

i) q ist ein Primelement in R oder
ii) q ist primitiv in R[X| und ein Primelement in Quot(R)[X].

Insbesondere ist ein primitives Polynom q € R[X| genau dann prim in R[X ], wenn es prim
in Quot(R)[X] ist.
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Beweis : Wir zeigen zundchst, dass die Elemente aus i) und ii) Primelemente in
R[X] sind. Ist ¢ ein Primelement von R, so ist R/gR ein Integritdtsring. Also ist auch
R[X]/qR[X] ~ (R/qR)[X] ein Integritdtsring, d.h. ¢ ist ein Primelement in R[X].

Ist ¢ € R[X] ein primitives Polynom, das in Quot(R)[X] ein Primelement ist,
so nehmen wir ¢ | fg in R[X]| mit f,g € R[X] an. Dann gilt ¢ | fg auch in
Quot(R)[X]. Da ¢ in Quot(R)[X] ein Primelement ist, teilt ¢ einen der beiden Fak-
toren in Quot(R)[X]. Wir nehmen an, ¢ | f (der andere Fall geht genauso). Dann
existiert ein h € Quot(R)[X]| mit f = ¢h. Nach dem Lemma von Gauf3 gilt fiir jedes

Primelement p von R dann

vp(f) = vp(q) + vp(h).

Da f € R[X]ist, gilt v,(f) > 0, da g primitiv ist, gilt v,(¢) = 0. Somit ist v,(h) > 0 fiir
alle Primelemente p von R, woraus h € R[X] folgt. Also teilt ¢ das Polynom f auch
in R[X]. Somit ist ¢ wirklich ein Primelement in R[X].

Jetzt zeigen wir, dass R[X| faktoriell ist und nur die Primelemente aus i) und ii)
besitzt. Nach Satz 2.33 gentigt es zu zeigen, dass sich jedes f € R[X], das weder
Null noch eine Einheit ist, als Produkt von Primelementen der Gestalt i) oder ii)
schreiben lasst. Dazu schreiben wir f = af mit dem ggT a € R aller Koeffizienten
von f und einem Polynom f € R[X], das primitiv sein muss, da der ggT seiner
Koeffizienten 1 ist. R ist faktoriell, also ist a Produkt von Primelementen in R, d.h.
von Elementen vom Typ i). Es geniigt also zu zeigen, dass f eine Zerlegung als
Produkt von primitiven Polynomen in R[X], die prim in Quot(R)[X] sind, besitzt.
Da Quot(R)[X] faktoriell ist (Satz 2.8), kénnen wir f zerlegen als

f=ca-a
mit ¢ € Quot(R)[X]* = Quot(R)* und Primelementen ¢; in Quot(R)[X].

Wie oben gezeigt, existiert zu jedem ¢; € Quot(R)[X] ein ¢; € Quot(R)*, so dass
Gi == & 'q; ein primitives Polynom in R[X] ist. Also ist fiir d = c¢; ... &,

Die primitiven Polynome ¢; € R[X] sind jeweils assoziiert zu ¢;, also Primelemente
in Quot(R)[X] und somit Elemente vom Typ ii). Wir miissen nur noch die Konstante
d untersuchen. Fiir jedes Primelement p von R gilt nach dem Lemma von Gaufs:

v (f) = vp(d) + v, (q1) + - - + vp(Gr)
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Da f,G,...,q. alle primitiv sind, ist v,(f) = v,(G1) = - = v,(§) = 0, woraus
v,(d) = 0 folgt. Somit ist d eine Einheit in R und f ein Produkt von Elementen des
Typs ii). O

Es sei R ein faktorieller Ring und K = Quot(R) sein Quotientenkdrper. Wir wollen
jetzt Kriterien dafiir herleiten, wann ein Polynom f € K[X] \ {0} irreduzibel ist
(bzw. prim, das ist ja in faktoriellen Ringen dasselbe).

Zu f € K[X] existiert ein ¢ € K, so dass f = ¢f ein primitives Polynom in R[X] ist.
Nach dem Satz von Gauss ist f (und somit f) genau dann irreduzibel in K [X], wenn
f irreduzibel in R[X] ist. Also kann die Irreduzibilitit von Polynomen in K[X] auf
die Irreduzibilitit primitiver Polynome in R[X] zurtickgefiihrt werden.

Satz 3.15 (Eisenstein’sches Irreduzibilitidtskriterium) Es sei R ein faktorieller Ring
und f(X) = ap + a1 X + -+ + a, X" € R[X] ein primitives Polynom vom Grad n > 0.
Auflerdem sei p € R ein Primelement mit p t a,,, p | a; fiir i < n und p* { ag. Dann ist f
irreduzibel in R[X| und somit auch in Quot(R)[X].

Bewels Angenommen f ist reduzibel in R[X], d.h. f = gh mit Polynomen ¢g =

E biX', h = Z ¢; X" vom Grad r > 0 bzw. s > 0. Da R ein Integrititsring ist, gilt
=0
n =7r+s.Es folgt aulerdem a,, = b,c; und ay = byco. Daher gilt p { b, und p 1 ¢; und

p teilt genau eine der Zahlen b, und ¢y. Wir nehmen an, p | by und p { ¢, der andere
Fall geht analog. Sei ¢t < r der Index mit p | by,...,p | b, aber p { b;41. Setzen wir
by =0ftiri >rund¢; =0 furi > s, soist

ary1 = boCrp1 + bicy 4 - 4 brey + bipico.

p teilt by, ..., b, aber weder ¢y noch b;,;, d.h. p teilt alle Summanden bis auf den
letzten. Daher kann p kein Teiler von a;; sein. Nach Voraussetzung folgt daraus
t+1=n,dh.r>t+1=n=r+s. Dasist ein Widerspruch zu s > 0. O

Satz 3.16 (Reduktionskriterium) Es sei R ein faktorieller Ring und p € R ein Primele-
ment. Ferner sei 0 # f € R[X] ein Polynom, dessen hochster Koeffizient nicht von p geteilt
wird. Weiter sei

¢ : RIX] = R/(p)[X]
der Homomorphismus, der die Projektion R — R/(p) fortsetzt und X auf X abbildet. Ist
o(f) irreduzibel in R/ (p)[X], soist f irreduzibel in Quot(R)[X]. Falls f zusatzlich primitiv
ist, so ist f sogar irreduzibel in R[X].

Seite 51



Beweis : Wir nehmen zunédchst an, dass f € R[X] primitiv ist. Ist f reduzibel in
R[X], d.h. gibt es eine Zerlegung f = gh mit grad(g) > 0 und grad(h) > 0 in R[X],
so ist das Produkt der hochsten Koeffizienten von g und h gerade der hochste Ko-
effizient von f. Da dieser nicht von p geteilt wird, werden auch die hochsten Koef-
fizienten von g und h nicht von p geteilt. Also ist grad(¢(g)) = grad(g) > 0 und
grad(¢(h)) = grad(h) > 0. Aus

folgt somit, dass f auch reduzibel in R/(p)[X] ist. Daher folgt umgekehrt aus der
Irreduzibilitit von ¢(f) die Irreduzibilitat von f.

Im allgemeinen Fall schreiben wir f = ¢ fmite e R (gewonnen als ggT der Koef-
tizienten von f) und einem primitiven fe R[X]. Nach Voraussetzung teilt p nicht
den hochsten Koeffizienten von f, also weder ¢ noch den hochsten Koeffizienten
von f. Ist ¢(f) irreduzibel, so auch ¢( f ). Nach dem zuvor Gezeigten folgt, dass f
irreduzibel in R[X] ist. Mit dem Satz von GauR (Satz 3.14) folgt, dass f irreduzibel
in Quot(R)[X] ist. Dann ist auch das in Quot(R)[X] zu f assoziierte Polynom f irre-
duzibel in Quot(R)[X]. O

Das Eisenstein’sche Irreduzibililtdtskriterium folgt aus dem Reduktionskriterium.
Ist f ndmlich ein Polynom wie in Satz 3.15 mit einer Zerlegung f = gh in R[X], so
ist fur ¢ : R[X] — R/(p)[X]:

07 @, X" = o(f) = o(9)¢(h).

Diese Zerlegung gilt auch in dem faktoriellen Ring Quot(R/(p))[X]. Betrachtet
man hier die Zerlegungen von ¢(g) und ¢(h) in irreduzible Faktoren, so sieht
man, dass ¢(g) und ¢(h) bis auf Faktoren in R/(p) Potenzen von X sind. Da
grad(¢(g)) + grad(¢(h)) = n = grad g + grad h gilt, so ist entweder eines von
ihnen konstant (dann sind wir fertig) oder g und h haben beide die Eigenschaft,
dass ihr Absolutkoeffizient durch p teilbar ist. Dann ist aber der Absolutkoeffizient
von f (also ag) durch p? teilbar. Dies ist also unmdoglich.

Beispiel:

i) Sei k ein Korper und K = k(t) der Korper der rationalen Funktionen in der
Variablen ¢ tiber k. Dann ist fiir n > 1 das Polynom X" —t € K[X] irredu-
zibel. Es ist ndmlich X' = Quot(R) fiir den faktoriellen Ring R = k[t]. Mit
dem Primelement ¢ € R konnen wir das Eisensteinsche Kriterium auf X™ — ¢

anwenden.
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ii)

iif)

Sei p eine Primzahl. Dann wollen wir zeigen, dass
XP —1

=XP L4 XP 24 4 X +1
1 1 +o+ X+

F(X)
irreduzibel in Q[X] ist.
Dazu gentigt es zu zeigen, dass f(X + 1) irreduzibel ist, denn jede Zerlegung
von f(X) gibt auch eine von f(X + 1) und umgekehrt. Es ist
(X +1)P—1
X+1-1

= X+ -1

1 p—1

Nun ist fir v = 1,...,p — 1: (}) = w. Im Zahler steht hier der

Primfaktor p, im Nenner nicht, daher wird die ganze Zahl (ﬁ ) von p geteilt.

f(X+1) =

Der Absolutkoeffizient ist (,”,) = p, also ist das primitive Polynom f(X + 1)
irreduzibel nach dem Eisensteinschen Kriterium.

Wir zeigen, dass f(X) = X? + 6X? — 4X — 1 irreduzibel in Q[X] ist. [ ist ein
primitives Polynom in Z[X]. Reduktion modulo (2) ergibt X — 1 € Fy[X].
Dieses Polynom wird von (X — 1) geteilt, ist also nicht irreduzibel. Daraus
konnen wir erst einmal nichts schliefien!

Reduktion modulo (3) ergibt X* — X — 1 € F3[X]. Das ist irreduzibel, denn
es hat keine Nullstelle in 5, wie man durch Einsetzen von 0, 1, 2 nachpriifen
kann. Also ist f irreduzibel in Q[X].

4 Algebraische Korpererweiterungen

Fiir jeden Integritatsring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus

07— R

(siehe das Beispiel nach Bemerkung 2.13) Dieser bildet n auf n - 1 ab. Aufgrund des

Homomorphiesatzes 2.16 induziert ¢ einen injektiven Ringhomomorphismus

¢:7Z/Kerng — R

Also ist Z/ Kern¢ ein Integritétsring. d.h. Kern ¢ C Z ist ein Primideal in Z. Also
gilt Kern¢g = (0) oder Kern¢g = (p) fiir eine Primzahl p.
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Definition 4.1 Die Zahl p € Ny mit Kerng = (p) heifit Charakteristik des Integritiits-
rings R:
p = char(R)

Die Charakteristik eines Integrititsring ist also genau dann Null, wenn ¢ injektiv ist. Das
ist etwa fiir Z,Q, R, C der Fall.

Offenbar gilt char(F,) = p fiir jede Primzahl p.

Wir nennen einen Unterring 7' eines Korpers K, der selbst wieder ein Korper ist,
auch einen Teilkorper von K. Dann gilt char(7") = char(K).

Der Schnitt P aller Teilkorper eines Korpers K ist wieder ein Koérper (UA). P ist der
kleinste in K enthaltene Teilkdrper und wird Primkorper von K genannt.

Satz 4.2 Es sei K ein Korper und P C K der Primkdrper von K. Dann gilt
i) char(K)=p > 0« P ~ [, mit einer Primzahl p.
ii) char(K) =0< P ~ Q.

Es gibt also bis auf Isomorphie nur die Primkorper F, und Q.

Beweis : In beiden Fillen ist , <" klar.

,=": Wir betrachten ¢ : Z — K. Ist ¢, : Z — P die entsprechende Abbildung fiir P,
so gilt ¢ = i o ¢y mit i : P — K der Inklusion. Also ist Bild¢ C P. Ist char(K) = p
eine Primzahl, so gilt: Bild¢ ~ Z/Kern¢ = F, ist ein Kérper. Wegen der Minimalitat
von P folgt P C Bild¢. Insgesamt ist P = Bild¢ ~ [,

Gilt char(K) = 0, so ist Bild¢ ~ Z. Somit ist mit Bild¢ auch Quot( Bild¢) in P enthal-
ten. Andererseits folgt wieder aus der Minimalitdt von P, dass P = Quot( Bild¢) ~
Q gilt. O

In Charakteristik p ldasst sich manchmal einfacher rechnen als in Charakteristik Null:

Lemma 4.3 Es sei p eine Primzahl und R ein Integrititsring der Charakteristik p. Dann
gilt fiir a,b € Rund r € N:

(a+bP = o +V und

(a (o T

(a—=bP = a¥ —b".
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Beweis : Mit vollstandiger Induktion reduziert man auf den Fall » = 1. Wir haben
am Ende von § 3 schon nachgerechnet, dass p ein Teiler von (ﬁ ) firv=1,...,p—1
ist. Da

p—1
P _ P Py p-vypy
(a+b)P =a +; (V)a b+ P
ist, folgt die erste Behauptung. Die zweite ergibt sich durch Einsetzen von (—b):

P4 bP d
(at (=B =a? + (—by = ° bogerace
a? — P p ungerade

Der erste Fall (p gerade) tritt nur ein, wenn p = 2 ist. Dann ist ¥ = —0b”, so dass auch
hier die Behauptung folgt. O
Definition 4.4 Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so ist nach Lemma 4.3 die Ab-
bildung

c: K — K

a — d’

ein Homomorphismus von Ringen. o heifit Frobenius-Homomorphismus von K.

Wir nennen einen Korper L zusammen mit einem Teilkorper K C L auch eine Korpererwei-
terung. Die Multiplikation auf L lisst sich zu einer Multiplikation

KxL—1L
einschriinken. Gemeinsam mit dieser Abbildung ist L ein K-Vektorraum (UA).

Wir schreiben statt K C L auch manchmal L/K fiir eine Korpererweiterung. Damit ist
dann nicht der Faktorring oder die Faktorgruppe gemeint!

E heif$st Zwischenkérper der Korpererweiterung L/ K, falls E ein Korper mit
KCcFECL
ist.

Definition 4.5 Essei K C L eine Korpererweiterung. Der Grad von L iiber K ist definiert
als die Dimension des K-Vektorraums L. Wir bezeichnen ihn mit [L : K|.

Die Korpererweiterung K C L heifst endlich (bzw. unendlich), wenn [L : K| endlich
(bzw. unendlich) ist. Offenbar ist [L : K] =1 < L = K (UA).
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Satz 4.6 (Gradsatz) Esseien K C L C M Korpererweiterungen. Dann gilt
M :K|=[M:L]-[L:K],

falls alle drei Grade endlich sind. Ferner ist [M : K| unendlich genau dann, wenn einer der
Grade [M : L] oder [L : K] unendlich ist.

Beweis : Wir nehmen zunéchst an, alle Grade seien endlich. Es sei dann z4, ..., z,,
eine K-Basis des K-Vektorraums L und y,...,y, eine L-Basis des L-Vektorraums
M. Es geniigt zu zeigen, dass z;y; firt = 1,...,mund j = 1,...,n eine K-Basis des

K-Vektorraums M ist. Wir zeigen zundchst die lineare Unabhdngigkeit. Angenom-
men

ZCU xy; = 0fir¢;; € K

Dann gilt
j=1 \i=1

€L
Da yi, ...,y linear unabhéngig iiber L sind, folgt Z cijrv; = 0furalle j = 1,.

Da zy,...,z, linear unabhéngig tiber K sind, folgt h1eraus c;; = 0 fiir alle 7 und j.
Also sind die x;y; linear unabhéngig tiber K. Es bleibt zu zeigen, dass sie aufierdem
ein Erzeugendensystem von M sind. Zunéchst hat jedes z € M eine Darstellung

n
z:chyjmitcl...,anL

J=1

beztiglich der L-Basis y1, . . ., y, von M. Jedes c; ldsst sich schreiben als

C; = Z Cz‘jxi mit Cij c K
i=1
beziiglich der K-Basis z1, ...,z von L. Alsoist z = Y > ¢;;x;y; eine Linearkombi-
j=li=1
nation der z;y,. Damit ist die Behauptung im Fall endlicher Grade gezeigt.
Sind allgemein 1, ..., z,, aus L linear unabhdngig tiber K und y,...,y, aus M li-
near unabhéngig tiber L, so haben wir oben gezeigt, dass (xiyj)_il linear unab-
hingig tiber K sind. Also folgtaus [L : K] > mund [M : L] > n,dass [M : K] > m-n
ist. Also ist [M : K] unendlich, falls einer der Grade [L : K] oder [M : L] dies ist.
Sind umgekehrt [L : K| und [M : L] beide endlich, so haben wir oben gezeigt, dass
dann auch [M : K] endlich ist. O
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Korollar 4.7 Sind K C L C M Korpererweiterungen und ist p = [M : K| eine Primzahl,
so folgt L = K oder L = M.

Beweis : [M : L] und [L : K] sind nach Satz 4.6 Teiler von p. O
Beispiel:

i) R C Cist eine endliche Korpererweiterung; [C : R] = 2.

ii) @ C R ist eine unendliche Korpererweiterung, ebenso K C K(X) =

Quot(K[X]) fiir einen beliebigen Korper K.

Definition 4.8 Sei K C L eine Korpererweiterung und o € L. Dann heifSt « algebraisch
iiber K, wenn « eine algebraische Gleichung

Q"+t et e, =0

mit ¢y ..., c, € K erfiillt. Es gibt also ein normiertes Polynom f € K|[X], so dass das Bild
von f unter dem Einsetzungshomomorphismus ¢ : K[X] — L, ¢(g) = g(«), verschwindet.
« ist daher algebraisch iiber K genau dann, wenn ¢ nicht injektiv ist.

Ist o nicht algebraisch iiber K, so heif$t o transzendent iiber K.

Eine Korpererweiterung K C L heif$t algebraisch, falls jedes o € L algebraisch iiber K ist.

Beispiel:
1) ¢ € Cistalgebraisch iiber R und tiber Q, denn i ist Nullstelle von X?+1 € Q[X].

2) Die reellen Zahlen 7 und e sind transzendent tiber Q.

Lemma 4.9 Sei K C L eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iiber K. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom kleinsten Grades f € K[X]| mit

f(a) =0.

Es gilt Kern ¢ = (f) fiir den Einsetzungshomomorphismus ¢ : K[ X| — L, ¢(g) = g(«).
Insbesondere ist f prim, also irreduzibel. f heifst das Minimalpolynom von « iiber K. Wir
schreiben auch f = Mipo,. ().

Beweis : Da K'[X| ein Hauptidealring ist, gibt es ein f € K[X] mit Kerng = (f). Da
« algebraisch ist, gilt f # 0. Der Erzeuger f ist bis auf einen Faktor in K* eindeutig
bestimmt. Daher gibt es genau ein normiertes f mit Kerng = (f). Dies ist das ein-
deutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades mit f(«) = 0. Bild¢ C L ist
ein Integritatsring, somit ist Kerng = (f) ein Primideal, d.h. f ein Primelement und
somit irreduzibel. O
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Satz 4.10 Es sei K C L eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iiber K mit f =
Mipo . («). Bezeichnet K[o] den von o und K erzeugten Unterring von L, also das Bild
des Einsetzungshomomorphismus ¢ : K[X| — L, ¢(g) = g(«a), so induziert ¢ einen
Isomorphismus

K[X]/(f) =~ Kla]

K C Ko ist eine Korpererweiterung vom Grad[ K|« : K| = grad(f). Wir bezeichnen den
Korper K o] auch mit K () (siehe unten).

Beweis : Den Ring K [« haben wir nach Satz 3.4 definiert. Es ist
K[a] = Bild(¢) ~ K[X]|/Kern¢

nach dem Homomorphiesatz. Also ist K[X]/(f) ~ Kla]. Da f # 0 ein Primelement
in einem Hauptidealring ist, ist nach Satz 2.31 ( f) sogar maximal, d.h. K[X]/(f) und
Ka] sind Korper. Wir miissen noch

dim g (K[X]/(f)) = grad(f)

zeigen. Sei f = X" + ¢ X =l ... 4¢, ein Polynom vom Grad n. Wir behaupten,
dass die Restklassen 1,X,..., X" 'von1,X,..., X" ! modulo (f) eine K-Basis von
K[X]/(f) bilden. Ist § € K[X]|/(f) die Restklasse eines beliebigen ¢ € K[X], so
ist g = ¢f + r mit einem Polynom r vom Grad < n. In K[X]/(f) gilt also g = ?1.

Also ist § eine Linearkombination von 1, X, ... ,Yn_l. Somit bilden 1, X,..., X
ein Erzeugendensystem von K [X]/(f) tber K.

n—1 — n—1
Gilt >~ o, X = 0in K[X]/(f), so liegt das Polynom }_ «;X; in (f), ist also ein Viel-

=0 i=0

n—1 n—1
faches von f. Da grad (Z ain-) < n = grad(f) gilt, muss > «;X; = 0 sein. Somit
i=0 i=0

istag=---=a,_; =0.Alsosind 1, X, ... ,Ynil auch linear unabhédngig und daher
eine Basis. Daher gilt dimx (K [X]/(f)) = n = grad(f). O

Unter ¢ : K[X]/(f) = K[a] wird X' auf o abgebildet. Daher folgt aus dem obigen

n—1

Beweis, dass 1, «, ..., a" ! eine K-Basis von K|a] ist.

Beispiel: Sei p eine Primzahl und n € N. Dann ist {/p € R algebraisch tiber Q, da
{/p Nullstelle von

f=X"-peQX]
ist. f ist irreduzibel nach Eisenstein und normiert, also folgt f = Mipo@( VD) (UA).
Somit gilt [Q(/p) : Q] = grad(f) = n. Da R alle Zahlen {/p enthilt, folgt insbeson-
dere, dass Q C R eine unendliche Korpererweiterung ist.
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Satz 4.11 Jede endliche Korpererweiterung K C L ist algebraisch.

Beweis : Es sei [L : K| = n und @ € L. Dann missen die (n + 1) Elemente
L,a,0?, ..., " indem K-Vektorraum L linear abhéngig sein. Es gibtalso ¢, ..., ¢, €
K, nicht alle 0, mit

co™ + ™M+ epatc, =0

Ist i der kleinste Index mit ¢; # 0, so kann man diese Gleichung durch ¢; teilen und
erhilt eine algebraische Gleichung

Cp—1 Cp,
a+— =0.
& &

"t

Daher ist o algebraisch tiber K. O

Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig, wie wir weiter unten sehen werden.

Ist K C L eine Korpererweiterung und a = (a;);c; ein System von Elementen aus L,
So sei
K(a) = N MC L.

M CL Teilkorper

KCMa;eMviel
K (a) ist ein Teilkérper von L (UA). Ferner ist K (a) der kleinste Teilkdrper von L, der
K und alle a; enthilt, d.h. er ist in jedem Teilkdrper M C L mit dieser Eigenschaft
enthalten.

Fiir eine Korpererweiterung K C L existiert immer ein System a mit L = K (a), etwa
das System a aller Elemente aus L.

Definition 4.12 i) Eine Korpererweiterung K C L heifit einfach, falls es ein o €
L mit L = K(«) gibt. Der Grad [K(«) : K| wird auch als Grad von « iibers K
bezeichnet.

ii) Eine Korpererweiterung L/K hefit endlich erzeugt, wenn es endlich viele
aiy,...,on € Lgibtmit L= K(o,...,ay).

Eine endlich erzeugte Korpererweiterung ist im allgemeinen nicht algebraisch, al-
so auch nicht endlich. Ist L = K(ay, ..., a,) endlich erzeugt, so enthélt L den Ring
Koy, ..., o] (also das Bild des Einsetzungshomomorphismus K[ X;, ..., X,] = L),
denn die Elemente in Koy, ..., o] sind polynomiale Ausdriicke in a4, ..., a,. Da-
her ist auch Quot(K|[ay, ..., a,]) C L (UA). Umgekehrt ist Quot (K[ay, ..., a,]) ein
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Teilkorper von L, der K und alle «; enthélt, also gilt auch die andere Inklusion.
Insgesamt folgt
K(aq,...,an) = Quot(Klay, ..., a,])

Satz 4.13 Essei L = K (o, ... «,) eine endlich erzeugte Korpererweiterung von K. Sind
aq, ... o, algebraisch iiber K, so gilt:

i) L=K(ay,...,ap) = Klaq,...,ap]

ii) L ist eine endliche und somit eine algebraische Korpererweiterung von K.

Beweis : durch Induktion nach n.

Ist n = 1, so folgt die Behauptung aus Satz 4.10 und Satz 4.11.

Sei also n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist K (o, ..., 0,—1) = Klag, ... o]
eine endliche Korpererweiterung von K. Da «, erst recht algebraisch {iber
Klay, ..., an_1] ist, ist nach Satz 4.10 K[y, ... a,—1][a,] ein Korper, und zwar eine
endliche Erweiterung von Ko ..., an—1]. Esist Ko, ..., an_1]lon] ~ Ko, ..., o)
(UA). Also ist K[ay, ... a,] ein Kérper und daher gleich seinem Quotientenkorper
K(ay,...,a,), woraus i) folgt.

Da Klay,...,a,] endlich tiber Koy, ...,a, 1] und Koy, ..., a,_1] endlich tiber K
ist, folgt ii) mit Satz 4.6. OJ

Aus dem Satz folgt, dass eine einfache Korpererweiterung L/ K, die von einem o €
L erzeugt wird, das algebraisch iiber K ist, selbst algebraisch ist. Jedes Element 3
L = K (o) ist also algebraisch, d.h. es gentigt einer algebraischen Gleichung.

Korollar 4.14 Essei L/ K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent
i) L/K ist endlich
ii) L wird iiber K von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugt.
iii) L ist eine endlich erzeugte algebraische Korpererweiterung von K.
Beweis :i) = ii). Ist iy, . . ., v, eine K-Basis von L, so ist offenbar L = K (ay, ..., a,),

d.h. L wird tiber K von endlich vielen Elementen erzeugt, die nach Satz 4.11 alge-
braisch sind.

ii) = iii) und ii) = i) folgen aus Satz 4.13.
iii) = ii) ist klar. OJ
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Ist a = (a;)er ein Erzeugendensystem einer Korpererweiterung L/ K, so ist L die
Vereinigung aller Teilkérper K (a,,...,q;,) fur {i1,...,7,} C I, n € N. Die Verei-
nigung all dieser Teilkorper ist namlich ein Teilkorper von L (UA), der offenbar K
und alle «; enthilt.

Korollar 4.15 Es sei L/ K eine Korpererweiterung. Dann sind dquivalent:
i) L/K algebraisch

ii) L = K(a), a = (o);es ein System algebraischer Elemente c; € L.

Beweis : i) = ii) Da alle a € L algebraisch tiber K sind, gilt ii) etwa mit dem System
aller a € L.

ii) = 1i). Fiur endlich viele «;,,...,;, ist nach Satz 4.13 K(a;,,...q;,) eine alge-
braische Korpererweiterung von K. L ist als Vereinigung aller K (o, ..., q;,) flr
{i1,...,i,} C I ebenfalls algebraisch tiber K. O

Satz 4.16 Es seien K C L C M Korpererweiterungen. Ist o € M algebraisch iiber L
und L/ K algebraisch, so ist o auch algebraisch iiber K. Insbesondere ist M /K genau dann
algebraisch, wenn M /L und L/K algebraisch sind.

Beweis : Angenommen, L/K ist algebraisch. Sei « € M algebraisch tiber L und
f(X)=X"+c X"+ +¢,.1X + ¢, € L[X] das Minimalpolynom von « iiber L.
Da alle Koeffizienten von f in K(c, ..., c,) liegen, ist a auch algebraisch tiber dem
Teilkorper K (cy, ..., c,) C L. Nach Satz 4.10 folgt

[K(c1y.. o enya) s K(eq, ..., ] < oc.
Da nach Satz 4.13 K(cy,...,c,) eine endliche Erweiterung von K ist, ist nach dem
Gradsatz 4.6 auch K(cq, . . ., ¢,, a) eine endliche Erweiterung von K, also algebraisch

nach Satz 4.11. Daher ist « algebraisch tiber K.

Somit ist mit M /L und L/K auch M/K eine algebraische Korpererweiterung. Ist
umgekehrt M /K algebraisch, so folgt sofort aus den Definitionen, dass M /L und
L/K algebraisch sind (UA). O

Beispiel: Es sei L = {a € C : «istalgebraisch tiber Q}. L ist ein Teilkérper von
C, denn fir a, 8 € L wird Q(a, ) von algebraischen Elementen erzeugt, ist also
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nach Satz 4.13 eine algebraische Erweiterung von Q. Somitist o + 3 € L, a8 € L.
Definitionsgemaf3 ist L/Q algebraisch.

Fiir jede Primzahl p und alle n € Nist {/p € L, also Q(¢/p) C L. Wir haben oben
gesehen, dass [Q(/p) : Q] = n ist. Also enthadlt L/Q Zwischenkoérper von belie-

big hohem Grad n € N, daher ist [L : Q] = oo. Wir nennen L den algebraischen
Abschluss von Q in C und schreiben L = Q.

Wir wollen nun zu jedem Koérper K einen algebraischen Abschluss K konstruie-
ren. Zuerst zeigen wir, wie man fiir ein nicht-konstantes Polynom f € K[X] einen
Erweiterungskorper L/ K konstruiert, so dass f eine Nullstelle in L besitzt.

Satz 4.17 (Verfahrenvon Kronecker) Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom
vom Grad > 1. Dann existiert eine algebraische Korpererweiterung L/K, so dass [ eine
Nullstelle in L besitzt. Ist f irreduzibel, so hat

L= K[X]/(f)

diese Eigenschaft.

Beweis : Ist f irreduzibel, so ist (f) nach Satz 2.31 ein maximales Ideal im Haupt-
idealring K[X]. Alsoist L = K[X]/(f) ein Korper. Der Homomorphismus

K < K[X] 5 KIX]/(f) = L

ist als Homomorphismus zwischen Korpern injektiv. Wir identifzieren K mit seinem

Bild in L und fassen so L als Erweiterungskorper von K auf. Sei z = w(X) € L. Mit
f=> ¢;X'gilt dann:
i=0

3

n

fr)=) ;=) n(X)' =n <Z ciXi> =n(f)=0
i=0 i=0 i=0
Also ist x € L eine Nullstelle von f. Ist f nicht irreduzibel, so sei g einer der irredu-
ziblen Faktoren von f. Dann hat g, und somit auch f, eine Nullstelle in K[X]/(g). O

Wir sagen, L entsteht aus K durch Adjunktion einer Nullstelle von f. Man kann
dann iiber L einen Linearfaktor von f abspalten und das Verfahren solange fortset-
zen, bis ein Erweiterungskorper K’ von K gefunden ist, tiber dem f vollstindig in
Linearfaktoren zerfallt.
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Definition 4.18 Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-
konstante Polynom f € K[X] eine Nullstelle in K besitzt. Mit anderen Worten, K ist
algebraisch abgeschlossen, falls jedes f in K[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, d.h.
dass f von der Form

n

mitc € K*und o, . ..,a, € K ist.

Lemma 4.19 Ein Korper K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn er keine echten
algebraischen Korpererweiterungen L/ K besitzt.

Beweis : Sei K algebraisch abgeschlossen und L/K eine algebraische Erweiterung.
Ist dann o € L und f = Mipo,(«a), so zerfdllt f {iber K in Linearfaktoren. Da f
irreduzibel ist, ist f ein lineares Polynom in K[X] mit Nullstelle a. Also ist o € K,
dh. K =L.

Umgekehrt sei K ein Korper ohne echte algebraische Erweiterungen und f € K[X]
ein Polynom vom Grad > 1. Nach dem Kronecker-Verfahren aus Satz 4.17 gibt es
eine algebraische Erweiterung L/K, so dass f eine Nullstelle in L besitzt. Dann
muss gemdfs der Annahme K = L gelten, d.h. f hat eine Nullstelle in K. O

Satz 4.20 Zu jedem Korper existiert ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper L.

Zum Beweis benétigen wir folgende Aussagen.

Satz 4.21 Sei R ein Ring und a G R ein echtes Ideal. Dann besitzt R ein maximales Ideal
m mit a C m. Insbesondere besitzt also jeder Ring R # 0 ein maximales Ideal.

Beweis von Satz 4.21 : Wir benotigen das Zornsche Lemma: Eine partiell geordnete
Menge M # (), in der jede total geordnete Teilmenge eine obere Schranke hat, besitzt
ein maximales Element, d.h. ein Element a € M, so dass aus a < x schon a = x folgt.
Sei M = {b:bldealin M,a C b & M}. M ist partiell geordnet mit der Relation

a<b&sacCh,
denn es gilt
i) a<aftralleae M

i) a<bb<c=a<c
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iii) a<b,b<a=a=0.

Sei() # N C M eine total geordnete Teilmenge. Wir zeigen, dassdannc = |J b € M
bEN
eine obere Schranke ist. ¢ ist ein Ideal in M, denn aus x € ¢, a € R folgt ax € ¢ und

ausz € ¢,y € cfolgtx € by, y € by fiir by, by € N. Da N total geordnet ist, gilt by C b,
oder by C by, also x + y € by oder by, mithin in .

Ferner ista C ¢ # R,dennaus 1 € ¢ wiirde 1 € b fiir ein b € N folgen. Somit besitzt
M ein maximales Element m. Definitionsgemafs ist dies ein maximales Ideal, das a
enthalt. O

Beweis von Satz 4.20 : Wir konstruieren einen Erweiterungskorper von K, in dem
jedes Polynom f € K[X]| vom Grad > 1 eine Nullstelle besitzt. Sei

I ={feK[X]:gradf > 1}

und X' = (X) fes ein System von Variablen indiziert durch /. Im Polynomring K [X]
betrachten wir das Ideal

a={f(Xp): fel})

Angenommen, a = K[X]. Dannist 1 € a, d.h. es existiert eine Gleichung

Zgif(Xfi) =1
i=1

fur gewisse g; € K[X]und fi,..., f, € I.

Nach dem Kronecker-Verfahren Satz 4.17 gibt es einen Erweiterungskorper K’ von
K, so dass jedes f; eine Nullstelle ; € K’ hat. Wir setzen «; fiir Xy, ein und erhalten

> gif(ei) = 0in K’, im Widerspruch zur Darstellung der 1. Also ist a ein echtes
i=1

Ideal in K [X]. Nach Satz 4.21 existiert ein maximales Ideal m C K[X], das a enthilt.
Dann ist L; = K[X]/m ein Korper, den man mit der injektiven Abbildung

K — K[X] = K[X]/m = L,
als Erweiterungskorper von K auffassen kann. Zu f € I sei X ; die Restklasse von

Xpin Ly Ist f = > ¢, X" € K[X], so giltin Ly:
i=0

f(yf) = Zciyf = ZCin = f(Xf) =0,
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da f(Xy) € a C mist. f hat also eine Nullstelle in L;. Somit haben wir einen Kor-
per L konstruiert, in dem jedes nicht-konstante Polynom in K[X] eine Nullstelle
hat. Dasselbe Verfahren wenden wir auf L; an. Durch Iteration dieser Konstruktion
erhalten wir Kérper K C Ly C Ly, C Lg C ... mit der Eigenschaft, dass jedes nicht-

konstante Polynom in L,,[X] eine Nullstelle in L, hat. Essei L = |J L,,. Dann ist

n=1

L ein Korper (UA). Sei f € L[X] vom Grad > 1. f hat nur endlich viele nicht-triviale
Koeffizienten, also existiert ein n mit f € L,[X]. Nach Konstruktion hat f eine Null-
stelle in L,,;1 C L. Somit ist L ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper
von K. O

Korollar 4.22 Sei K ein Korper. Dann gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Erweite-
rungskorper K von K, der algebraisch iiber K ist. Jeden solchen Korper nennt man einen
algebraischen Abschluss von K.

Beweis : Der Korper L aus Satz 4.20 ist algebraisch tiber K, da jede Erweiterung
L,/ L,_1 von der Familie algebraischer Elemente (X ;) f; erzeugt wird. Induktiv fol-
gert man so mit Satz 4.16, dass alle L,,/ K algebraisch sind.

Ein anderer Beweis ergibt sich wie folgt:

Ist L ein beliebiger algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper, so sei
K = {«a € L : aist algebraisch iiber K}.

K ist ein Korper, da mit o, 8 € K auch K(a, 3) C K gilt, also a - 8, a + 3 etc. in
K liegen. K ist offenbar algebraisch iiber K. K ist auch algebraisch abgeschlossen,
dennjedes f € K[X] mit grad(f) > 1 hat eine Nullstelle ~ in L. Diese ist algebraisch
tiber K und nach Satz 4.16 auch iiber K. Also hat f die Nullstelle v € K. O

Der soeben konstruierte Kérper K C L heifSt auch algebraischer Abschluss von K
in L. Insbesondere ist

Q = {a € C : a algebraisch iiber Q}

ein algebraischer Abschluss von Q, da C algebraisch abgeschlossen ist, wie wir spa-

ter zeigen werden.

Wir wollen jetzt zeigen, dass alle algebraischen Abschliisse eines Korpers isomorph
sind. Ist 0 : K — L ein Korperhomomorphismus und K[X] — L[X] der induzierte
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Homomorphismus, der f = Y a, X" auf f7 := 3 o(a;) X" abbildet. Dann ist fiir alle
a € K:

2

f7(00) = Y o(ao(a) = o (Z a> — o(f().

i

Insbesondere ist fiir jede Nullstelle a von f das Element o(«) eine Nullstelle von f.

Lemma 4.23 Sei K ein Korper und K' = K («) eine einfache algebraische Korpererweite-
rung mit f = Mipo, () € K[X|. Weiter sei o : K — L ein Korperhomomorphismus.

i) Ist o’ : K' — L ein Korperhomomorphismus, der o fortsetzt, so ist o'(c«) Nullstelle
von f°.

ii) Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle § € L von f? € L[X| genau eine Fortsetzung
o' K' — Lvon o mit o' (a) = B.

Insbesondere ist die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen o’ von o gleich der Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von f° in L, also < grad(f).

Beweis :
i) haben wir oben gesehen.

ii) Da nach Satz 4.10 K’ = K(a) = K]Ja] ist, ist die Fortsetzung ¢’ von ¢ mit
o'(a) = [ eindeutig, falls sie existiert. Um die Existenz zu zeigen, betrachten
wir die Einsetzungshomomorphismen

¢: K[X] = Kla], ¢(9) = gla)
und ¢ K[X] — L, () = ¢°(f).
Nach Satz 4.10 gilt Kerng = (f) und K[X]/(f) ~ Kl[a]. Da f7(8) = 0 ist,
ist auBerdem (f) C Kerniy. Bezeichnen wir mit = : K[X] — K[X]/(f) die
Projektion, so gibt es nach dem Homomorphiesatz einen Homomorphismus
¥ K[X]/(f) — L, sodass ¥ om = v ist. Also liefert o’ : K[o] ~ K[X]/(f) 5 L
einen Homomorphismus K’ — L mit o/(a) = ¥ (7(X)) = ¥(X) = S, der fiir
a € K gerade o'(a) = 1(r(a)) = ¢(a) = o(a) liefert.

0

Satz 4.24 Es sei K'/K eine algebraische Korpererweiterung und o : K — L ein Korper-
homomorphismus mit Bild in einem algebraisch abgeschlossenen Korper L. Dann besitzt o
eine Fortsetzung o' : K' — L. Ist zusdtzlich K' algebraisch abgeschlosen und L algebraisch
iiber o(K) so ist jede Fortsetzung o' von o ein Isomorphismus.
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Beweis : Wir wenden das Zorn’sche Lemma an. Sei

M = {(F,7): F ein Zwischenkoérper von K'/K

und 7 : F' — L eine Fortsetzung von o}

Dann ist M partiell geordnet unter der Relation (F,7) < (F”,7'), falls ' C F’ und
7'|p = T gilt. Da (K, 0) € M ist,ist M # (). Ist N C M eine total geordnete Teilmenge,
so liefert die Vereinigung Fj aller F' mit (F,7) € N mit der Abbildung 7, : F© —
L, die alle diese 7 fortsetzt, eine obere Schranke von N (UA). Also enthilt M ein
maximales Element (F, 7). Gilt F' # K’, so existiert ein o« € K’ \ F. Der algebraisch
abgeschlossene Korper L enthilt eine Nullstelle des Polynoms (Mipor(a))” € L[ X].
Also gibt es nach Lemma 4.23 eine Fortsetzung von 7 auf F'(«), was der Maximalitat
von (F, 7) widerspricht. Somit existiert tatsdchlich eine Fortsetzung ¢’ : K’ — L von

g.

Ist zusdtzlich K’ algebraisch abgeschlossen, so ist auch o'(K’) algebraisch abge-
schlossen (UA). Ist zusitzlich L/o(K) algebraisch, so ist L auch {iber dem groeren
Korper o’(K') algebraisch, woraus nach Lemma 4.19 L = ¢o’(K”) folgt. 7’ ist also sur-
jektiv, und somit als Kérperhomomorphismus schon ein Isomorphismus. O

Korollar 4.25 Seien K, und K, algebraische Abschliisse von K. Dann existiert ein (i.a.
nicht-kanonischer) Isomorphismus ¢ : K, ~ K, sodass ¢k = idy ist.

Beweis : Das folgt direkt aus Satz 4.24. O

5 Normale und separable Erweiterungen

Sind L/K und L'/ K zwei Erweiterungen von K, so nennen wir einen Kérperhomo-
morphismus ¢ : L — L’ einen K-Homomorphismus, falls o|x die Identitdt auf K
ist.

Definition 5.1 Sei F = (f;)ics, /i € K[X] eine Familie nicht-konstanter Polynome. Ein
Erweiterungskorper L/ K heifit Zerfillungskorper von F iiber K, wenn gilt:

i) Jedes f; zerfillt iiber L vollstindig in Linearfaktoren und

ii) Die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der f; erzeugt.
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Ein Zerfallungskorper L/K ist also algebraisch iiber K. Ist 7 = (f) ein einziges
Polynom mit den Nullstellen ay, .. ., a,, in einem algebraichen Abschluss K von K,
soist L = K(ay,...,a,) ein Zerfallungskorper von f tiber K.

Analog zeigt man, dass auch fiir eine beliebige Familie F stets ein Zerfdllungskorper
von f iiber K existiert. Man wihlt einen algebraischen Abschluss K von K. Uber K
zerfallen alle f; € F vollstandig in Linearfaktoren. Der Teilkorper L von K, der tiber
K von allen Nullstellen der f; erzeugt wird, ist dann ein Zerfallungskorper von F
tiber K.

Ist F = (fi1,..., fn) endlich, so ist jeder Zerfallungskorper von F auch einer von
dem Produkt f; - - - f,, und umgekehrt.

Satz 5.2 Seien L, und Ly zwei Zerfillungskorper einer Familie F nicht-konstanter Poly-
nome f; € K[X] iiber K. Dann lisst sich jeder K-Homomorphismus

EIL1—>ZQ

in einem algebraischen Abschluss Ly von Ly zu einem Isomorphismus o : Ly 5 Ly ein-
schrinken.

Beweis : Ist 7 = (f), so konnen wir annehmen, dass f normiert ist. Seien ay, ..., a,
die Nullstellen von f in L; und by, ..., b, die Nullstellen von f in Ly, C Ly, so gilt
f=1I(X —a)in Li[X]und f = [[(X — ;) in Lo[X]. Alsoist f7 = [[(X —7(a)) in

Ly[X]. Andererseits ist f7 = f, da f Koeffizienten in K hat. Also giltlin Ly[X):
7= H(X —b;).
Daher bildet & die Menge {a, . .., a,} bijektiv auf {b;,...,b,} ab und es folgt
Ly=K(by,...,b,) = K(c(a1),...,5(a,)) =7(Ly).

Also vermittelt die Einschrankung von o auf L, einen surjektiven Kérperhomomor-
phismus und damit einen Isomorphismus nach Lo.

Da fir F = (fi,..., f,) wie oben gesehen L; und L, Zerfallungskorper von f =
fi--- fn sind, folgt die Behauptung auch fiir endliche Familien F.

Eine beliebige Familie 7 konnen wir als Vereinigung aller endlichen Teilfamilien
schreiben. Ein Zerfallungskorper L von F ist dann die Vereinigung von Zerfallungs-
korpern aller endlichen Teilfamilien (UA). Daher folgt auch hier die Behauptung. [J

Seite 68




Korollar 5.3 Je zwei Zerfillungskorper L und Ly einer Familie nicht konstanter Polynome
in K[X] sind iiber K isomorph.

Beweis : Die Inklusion K <> L, ldsst sich nach Satz 424 zu einem K-
Homomorphismus 7 : L; — L, fortsetzen. Nach Satz 5.2 folgto : Ly 5 L. O
Satz 5.4 Es sei K ein Korper und L/ K algebraisch. Dann sind dquivalent:

i) Jeder K-Homomorphismus L — L in einem algebraischen Abschluss L von L ver-
mittelt einen Automorphismus von L.

ii) L ist Zerfillungskorper einer Familie von Polynomen aus K[X].
iii) Jedes irreduzible Polynom aus K[X|, das in L eine Nullstelle besitzt, zerfillt tiber L

vollstindig in Linearfaktoren.

Beweis : i) = iii): Sei f € K[X] irreduzibel und a € L eine Nullstelle von f.
Ist b € L eine weitere Nullstelle von f, so existiert nach Lemma 4.23 ein K-
Homomorphismus ¢ : K(a) — L mit o(a) = b. Nach Satz 4.24 ldsst sich o zu
einem K-Homomorphismus o : L — L fortsetzen Gilt i), so folgt o(L) = L, d.h.
b= o(a) € L. Also sind alle Nullstellen von f bereits in L enthalten.

iii) = ii): Sei L = K((a;)ier) und f; = Mipo,.(a;). Nach iii) zerfallen alle f; tiber L
vollstindig in Linearfaktoren. Also ist L Zerfallungskorper von F = (f;);er.

ii) = i): Sei L Zerfallungskérper von F und o : L — L ein K-Homomorphismus.
Wie im Beweis von Satz 5.2 zeigt man, dass o die Nullstellen der Polynome aus F
in sich abbildet. Da L von diesen Nullstellen erzeugt wird, gilt (L) = L. O

Definition 5.5 Eine algebraische Korpererweiterung L/ K heifit normal, wenn die dquiva-
lenten Bedingungen aus Satz 5.4 erfiillt sind.

Beispiel: Korpererweiterungen vom Grad 2 sind nach Satz 5.4 ii) stets normal (UA).

Lemma 5.6 Ist K C L C M mit M /K normal, so ist auch M /L normal.

Beweis : Das folgt aus Satz 5.4 ii). O
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Sind die Korpererweiterungen L/K und M /L normal, so muss M /K nicht normal
sein (UA). Ist M /K normal, so muss L/K nicht normal sein (s.u.).

Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung, so nennen wir einen algebraischen
Erweiterungskorper L’ von L, so dass L'/ K normal, aber kein Zwischenkorper L C
M C L' mit M # L' normal tiber K ist, eine normale Hiille von L/K.

Satz 5.7 Sei L/ K eine algebraische Korpererweiterung.

i) Zu L/K gibt es eine normale Hiille L'/ K. Diese ist bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

ii) Ist L /K endlich, so auch L'/ K.

iii) Ist M/L eine algebraische Erweiterung, so dass M /K normal ist, so ist L' = K(b)
mitb = {o(a) : a € L,0 : L - M K-Homomorphismus} eine normale Hiille von
L/ K. Sie heif$t normale Hiille von L in M.

Beweis : Nach Korollar 4.15 ist L = K (a) fiir eine Familie a = (a;);cs von algebrai-
schen Elementen. Setze f; = Mipo,(a;). Die f; zerfallen iiber einem algebraischen
Abschluss L von L vollstindig in Linearfaktoren. Sei L’ der von den Nullstellen
der f; erzeugte Teilkdrper von L/L. Dann ist L’ ein Zerfallungskorper der Familie
(f;). Offenbar ist L'/ K eine normale Hiille von L/K (UA). Nach Konstruktion ist
L'/ K endlich, falls L/K endlich ist. Mit Korollar 5.3 folgt die Eindeutigkeit bis auf
Isomorphie.

Zu iii): Wir konstruieren wie in i) L' C M. Jeder K-Homomorphismus ¢ : L — M
tiberfithrt nach Lemma 4.23 a; in eine Nullstelle von f;, somit ist o(a;) € L. Daher
folgt (L) C L', also K(b) C L'. Andererseits konnen wir zu jeder Nullstelle a; € L/
von f = Mipo,.(a;) nach Lemma 4.23 einen K-Homomorphismus o : K(a;) — L'
mit o(a;) = a} finden. Dieser lasst sich nach Satz 4.24 zu o : M — M fortsetzen und
vermittelt nach Satz 5.4 einen Automorphismus von A, da M/K normal ist. Somit
gilt a; = o(a;) € K(b). Da L C K(b) ist, folgt L' C K(b),so dass L' = K(b) gilt. [

Lemma 5.8 Es sei K ein Korper und f € K|[X] ein nicht-konstantes Polynom. Sei K ein
algebraischer Abschluss von K. Dann gilt:
i) a € K ist mehrfache Nullstelle von f.
< f(a) =0und f'(a) =0
< geT(f, f')(a) = 0.

Seite 70



it) Ist f irreduzibel, so hat f genau dann mehrfache Nullstellen in K, wenn f' = 0 gilt.

Beweis :

i) folgt aus Satz 3.7 und Korollar 3.8, angewandt auf f € K[X]. Man muss
nur nachrechnen, dass ggTx(x|(f, /') = 8gTxy(f, ') ist. Da K[X] und KI[X]
Hauptidealringe sind, folgt das aus Satz 2.37 (UA).

ii) Ohne Einschrinkung sei f normiert. Ist f irreduzibel und a € K eine mehrfa-
che Nullstelle von f, so ist einerseits f = Mipo,.(a) und andererseits folgt aus
i), dass f’(a) = 0ist. Da grad(f’) < grad(f) ist, muss f’ = 0 sein. Ist umgekehrt
f" =0, so ist jede Nullstelle von f nach i) eine mehrfache Nullstelle

Beispiel
i) Ist char(K) = 0, so gilt fiir jedes nicht-konstante f € K[X]: f’ # 0.

ii) Es sei p eine Primzahl, ¢ eine Unbestimmte und K = F,(¢) = Quot(F,[t]). Dann
ist f = X? —t € K[X] irreduzibel nach Eisenstein, denn ¢ ist ein Primelement
in F,[t]. Esist f/ = pX?~! = 0in F,[t].

Definition 5.9 Ein nicht-konstantes Polynom f € K|[X|, das keine mehrfachen Nullstellen
in K hat, heifit separabel. Ein irreduzibles Polynom f ist also genau dann separabel, wenn

f'# 0ist.
Satz 5.10 Sei K ein Korper und f € K|[X] irreduzibel.
i) Ist char(K) =0, so ist f separabel.

ii) Ist char(K) = p > 0, so sei r € Ny maximal mit der Eingenschaft, dass es ein
g € K[X]mit f(X) = g (X?") gibt. Dann hat jede Nullstelle von f die Vielfachheit
p" und g ist irreduzibel und separabel. Die Nullstellen von [ sind gerade die p"-ten
Wurzeln der Nullstellen von g.

Beweis :

i) ist schon gezeigt.
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ii) Sei f = Z c; X', also f = Z ic; X' f' = 0 ist d&quivalent zu ic; = 0 fiir alle
-1

i =1,...,n, d.h. p|i oder cZ = 0. Also ist f/ = 0 genau dann, wenn es ein
h e K[X] mit f(X) = h(XP?) gibt.

Gilt f(X) = g (X?") wie in der Behauptung, so liefert dasselbe Argument, auf
g angewandt, dass g’ # 0 ist, d.h. g ist separabel. Aus der Irreduzibilitit von f
folgt offenbar die Irreduzibilitit von g. Ist K ein algebraischer Abschluss von
K,sogilt g = d-[[(X — a;) in K[X] mit paarweie verschiedenen a; € K und

einem d € K.
Fiir alle i sei ¢; € K ein Element mit ¢ = g,. Dann gilt

f=d H(Xpr H — ¢;)’" nach Lemma 4.3.

Somit haben alle Nullstellen von f die Ordnung p".

Definition 5.11 Sei L/K algebraisch.

i) Dann heifit o € L separabel iiber K, falls o Nullstelle eines separablen Polynoms in
K[X] ist.

ii) L/ K heifit separabel, falls jedes oo € L separabel iiber K ist.

iii) K heifst vollkommen, wenn jede algebraische Erweiterung von K separabel ist.

Bemerkung:

i) Offenbar ist a € L separabel tiber K genau dann, wenn Mipok («) € K[X] ein
separables Polynom ist (UA).

ii) Jeder Korper der Charakteristik 0 ist vollkommen.
iii) Der Korper F,(¢)[X]/(X? — t) ist nicht separabel tiber F,(?).

iv) Ist fiir algebraische Korpererweiterungen X' C L C M M/K separabel, so
auch M/L.
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Definition 5.12 Sei L/K algebraisch und Homy(L,K) sei die Menge der K-
Homomorphismen von L in einen algebraischen Abschluss K von K. Dann ist der Separa-
bilititsgrad von L/ K definiert als

[L: K], :=# Homy (L, K).

Nach Korollar 4.25 ist [L : K], unabhidngig von der Wahl eines algebraischen Ab-
schlusses K.

Lemma 5.13 Sei L = K(«) und f = Mipo, (o).

i) [L : K], ist gleich der Anzahl der verschiedene Nullstellen von f in einem algebrai-
schen Abschluss K.

ii) « ist genau dann separabel iiber K, wenn [L : K|, = [L : K] gilt.
iii) Ist charK = p > 0 und p" die Vielfachheit der Nullstelle o von f, so folgt [L : K] =
pL: K]
Beweis :
i) folgt sofort aus Lemma 4.23.

ii) Sei n = grad(f). Ist a separabel, so hat f keine mehrfachen Nullstellen, son-
dern n paarweise verschiedene. Aus i) folgt [L : K], =n = grad(f) = [L : K].
Gilt umgekehrt [L : K|; = [L : K] = n, so hat f nach i) n verschiedene Null-
stellen, ist also separabel.

iii) Nach Satz 5.10 ii) ist f(X) = g(X?") mit einem separablen irreduziblen Po-
lynom g. Also ist [L : K] = grad(f) = p" - grad(g). Da g keine mehrfachen
Nullstellen hat, ist [L : K], = grad(g), woraus die Behauptung folgt.

Satz 5.14 Sind K C L C M algebraische Korpererweiterungen, so gilt

[M:K]SZ[M:L]S'[L:K]S

Beweis : Es sei K ein algebraischer Abschluss von M. Dann ist K auch ein alge-
braischer Abschluss von K und L (UA). Ferner sei Homg (L, K) = {o; : i € I} und
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Hom(M,K) = {r; : j € J} mit jeweils paarweise verschiedenen o; (i € I) und 7;
(j € J). Nach Satz 4.24 lasst sich 0; zu einem K-Automorphismus

fortsetzen. Fiir alle j ist dann &, 0o 7; € Homg (M, K). Angenommen ;0 7; = G, 0 Ty
fur ¢, € I'und j,j’ € J. Da 75|, = 75| = id ist, folgt nach Einschrdnken auf L,
dass o, = o0y, also i = 4’ ist. Daraus folgt 7; = 7;,, also j = j'. Die 7, o 7; sind also
paarweise verschieden. Sei 7 - M — K ein beliebiger K-Homomorphismus. Dann
ist 7|, € Homg (L, K), also 7|, = o; fiir ein i € I. Daraus folgt G, ' oT|, = idy, also
7; 'or € Homy(M, K). Somitist; ' o1 = 7; fiir ein j € J. Es folgt 7 = &; 0 7;. Daher
ist Homg (M, K) = {Gior;:i€l,je J}und [M : K|, = #1-#J = [M : L],-[L : K],.
UJ
Satz 5.15 Sei L/ K endlich.
i) Ist L/ K separabel, so folgt [L : K| = [L : K].
ii) Ist charK = p > 0, so existiert ein r € Ny mit [L : K| = p" - [L : K|;. Insbesondere
ist [L : K], ein Teiler von [L : K].

Beweis :

i) Ist L/K endlich und separabel, also L = K(a4,...,a,), so ist fur alle i =
1,...,n — 1 das Element a,,, separabel tiber K, also auch tiber K(ay,...,a;)
(vgl. obige Bemerkung). Aus Lemma 5.13 ii) folgt

[K(ar,. .. aip1) s K(ar, .. a5)ls = [K(ar, ... i) : K(ag, ..o a)]
Aufgrund des Gradsatzes und Satz 5.14 folgt [L : K], = [L - K].

ii) folgt aus Lemma 5.13 ii) angewandt auf alle K'(ay, ..., a;+1)/K(aq, ..., a;).

Satz 5.16 Sei L/K endlich. Ist [L : K], = [L : K], soist L/ K separabel.

Beweis : Ist char(K') = 0, so ist nichts zu zeigen. Ist char(K) = p > 0,soseia € L
und f = Mipo,.(a). Nach Lemma 5.13 iii) gilt fiir die Vielfachheit p” der Nullstelle a

[K(a) : K] =p" - [K(a) : K]s.
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Also ist
[L: K] = [L:K(a)]-[K(a): K]

[L: K(a)]s - p'[K(a) : K]
p"[L : K]s (nach Satz 5.14).

v

Aus [L : K] = [L : K] folgt r = 0, d.h. f hat nur einfache Nullstellen. Somit ist a
separabel tiber K. O

Lemma 5.17 Seien K C L C M algebraische Korpererweiterungen. Dann ist M /K genau
dann separabel, wenn M /L und L/K separabel sind.

Beweis : Ist M/ K separabel, so auch M/L und L/K (UA). Sei umgekehrt M /L und
L/K separabel und a € M gegeben. Es sei L’ der Zwischenkorper von L/ K, der von
den Koeffizienten von

f = Mipo, (a) € L[X]

erzeugt wird. Da M/L separabel ist, so ist f separabel. Somit ist L'(a)/L’ separa-
bel. Da L/K separabel ist, ist auch L'/ K separabel. Ferner sind L'/ K und L'(a)/K
endlich. Also gilt

[L(a): K], 2 [L(a):L), [L:K],
L [L(a): L]-[L: K]
Graisatz [L’(a) : K]
Nach Satz 5.16 ist L'(a)/ K separabel, also a separabel tiber K. O

Satz 5.18 (Satz vom primitiven Element) Es sei L/K endlich und separabel. Dann
existiert ein primitives Element, d.h. ein a € L mit L = K(a).

Beweis : 1. Fall: K ist endlich. Dann ist wegen [L : K| < oo auch L endlich. Nach
Satz 5.20 (s.u.) ist L* eine zyklische Gruppe. Ist a € L ein Erzeuger, so gilt L = K (a).

2. Fall: K ist unendlich. Mit einem Induktionsargument geniigt es zu zeigen, dass
jede endliche Erweiterung K (a,b)/K ein primitives Element besitzt (UA). Sei n =

[K(a,b) : K] und Homg (K (a,b), K) = {01, ...,0,}. Wir betrachten das Polynom

P = [l(o:(a) = 0;(a) + (04(b) — 0;(b))X]

i#j
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Fir ¢ # jist 0, # 0j, also 0;(a) # o0j(a) oder o;(b) # o;(b). Somit ist P # 0. Da
K unendlich viele Elemente besitzt, gibt es ein ¢ € K mit P(c) # 0. Dann ist fiir
i # jalso o;(a) — g;(a) # —c(o;(b) — 0;(b)), d.h. oi(a + cb) # oj(a+ cb). Ist f =
Mipo,.(a+cb) € K[X],sohat f die n paarweise verschiedenen Nullstellen o;(a+cb),
i=1,...,n. Also folgt:

[K(a,b) : K|s =n < grad(f) = [K(a+cb) : K| <[K(a,b): K].

Da K (a,b)/K separabel ist, gilt aber [K(a,b) : K] = [K(a,b) : K], woraus K (a +
cb) = K (a,b) folgt. O

Wir zeigen jetzt, dass die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers zyklisch
ist.

Lemma 5.19 Seien a,b Elemente endlicher Ordnung in einer abelschen Gruppe G. Sei
ord(a) = m und ord(b) = n. Dann existiert in G ein Element der Ordnung kgV(m, n).

Beweis : Wir nehmen zunéchst an, dass ggT(m,n) = 1 gilt und zeigen, dass dann
ab die Ordnung mn hat. Es gilt (ab)™ = (a™)"(b")™ = 1. Aus (ab)" = 1 folgt a™ =
a™bp"™ = 1, also m | nt, woraus wegen ggT(m,n) = 1 dann m | ¢ folgt. Analog
zeigt man n | t, woraus mn | t folgt. Also ist ord(ab) = mn. Im allgemeinen Fall sei
kgV(m,n) = p{*---p¥ die Primfaktorzerlegung von kgV(m,n). Wir definieren m
als das Produkt aller p;*, die m teilen und n, als das Produkt aller p;*, die m nicht
teilen. Dann gilt m, | m und ng | n, d.h. es ist m = mem’ und n = nyn’ fiir gewisse
Zahlen m' und n’. Auerdem ist ggT(mq,ng) = 1. Da ord(a™) = my und ord (b)) =
no gilt, hat a™ v nach dem oben Gezeigten die Ordnung mgng = kgV(m, n). O

Satz 5.20 Es sei K ein Korper und H eine endliche Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe K*. Dann ist H zyklisch.

Beweis : Sei a € H ein Element maximaler Ordnung m und H,,, die Untergruppe al-
ler Elemente von H, deren Ordnung m teilt. Alle Elemente von H,, sind dann Null-
stellen des Polynoms X™ — 1 in K, so dass #H,, < m gilt. Andererseits enthélt ,,
die zyklische Untergruppe (a) der Ordnung m, woraus H,, = (a) folgt. Es gentigt
also zu zeigen, dass H,, = H gilt. Angenommen, b € H \ H,,, d.h. ord(b) teilt nicht
m. Dann besitzt H nach Lemma 5.19 ein Element der Ordnung kgV(m, ord(b)) > m
in Widerspruch zur Wahl von a. O

Definition 5.21 Sei L/K eine algebraische Erweiterung. L/K heifst rein inseparabel,
wenn [L : K|s = 1 gilt.
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6 Endliche Korper

Bisher haben wir die endlichen Korper F,, p > 0 eine Primzahl kennengelernt. Wir
wollen nun untersuchen, welche weiteren endlichen Korper es gibt.

Lemma 6.1 Sei F ein endlicher Korper. Dann ist p = char(F) > 0. Ferner enthilt F genau
q = p" Elemente mit n = [F : IF,|. F ist ein Zerfillungskorper des Polynoms X — X iiber
IF,, die Erweiterung IF/IF,, ist also normal.

Beweis : Da F endlich ist, ist auch der Primkorper von F endlich, also nach Satz 4.2
isomorph zu einem F,, p = char(F) > 0. Ferner muss n = [F : F,] < oo sein. Als
n-dimensionaler Vektorraum iiber F, enthilt F also ¢ = p" Elemente (UA). Also hat
F* = F\ {0} die Ordnung ¢ — 1, d.h. jedes Element a € F* erfiillt a?~! = 1. Somit ist
jedes Element aus F* Nullstelle von X9~! —1 € F,[X], also auch von X9— X € F,[X],
das zusitzlich die Nullstelle 0 besitzt. Somit besteht F aus ¢ = p" verschiedenen
Nullstellen von X? — X, also aus allen Nullstellen von X? — X in Fp. Daher zerfallt
X?— X in F vollstandig in Linearfaktoren. Da F auSerdem von den Nullstellen von
X7 — X tiber IF, erzeugt wird, ist F ein Zerfallungskorper dieses Polynom:s. O

Satz 6.2 Sei p eine Primzahl. Dann existiert zu jedem n € N\ {0} ein Erweiterungskorper
F,/F, mit ¢ = p™ Elementen. F ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt als Zerfillungs-
korper von X? — X iiber F,. Ferner beseht I, genau aus den g Nullstellen von X9 — X.

Jeder endliche Korper der Charakteristik p ist isomorph zu genau einem IF,.

Beweis : Es sei ¢ = p"” und f(X) = X?— X.Da f' = —1 ist, hat f nach Lemma 5.8
keine mehrfachen Nullstellen in einem algebraischen Abschluss F, von F,,. Also hat
f genau ¢ paarweise verschiedene Nullstellen in F,. Sind a,b € F, zwei Nullstellen
von f, so gilt nach Lemma 4.3

(a+b)?=a?’+b?=0a—0b,

d.h. a%b ist ebenfalls eine Nullstelle von f. Auflerdem ist ab sowie o' eine Nullstelle
von f. So sieht man, dass die Menge der Nullstellen von f in F, einen Kérper F,
mit ¢ Elementen bilden. Offenbar ist I, ein Zerfallungskorper von f. Das zeigt die
Existenz von IF,. Ist F ein beliebiger endlicher Korper, so ist I nach Lemma 6.1 ein
Zerfallungskorper von X9 — X fiir ¢ = p/"+). Also ist nach Korollar 5.3 F ~F,. [
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Korollar 6.3 Sei F, ein algebraischer Abschluss von F,. Fiir alle n > 1 kinnen wir Fpn
nach T, einbetten. Das Bild dieser Einbettung ist eindeutig bestimmt, wir bezeichnen es
ebenfalls mit F . Dann ist

Fpn CFpm & n|m

Die Erweiterungen F,m /Fn fiir n | m sind bis auf Isomorphie die einzigen Erweiterungen
endlicher Korper der Charakteristik p.

Beweis : Nach Satz 4.24 existiert ein F,-Homomorphismus F,» — F,. Da F,./F,
normal ist, ist sein Bild eindeutig bestimmt (vgl. Satz 5.2). Ist F,» C F,m, so gilt fiir
v=[Fpm : Fpn]:

P = #Fpm = (#F,2)" = p™, alson | m,

Umgekehrt folgt aus m = nv, dass jedes a € F,. die Gleichung a?" = a?" =
(...(a?" )P )" “Z" g erfiillt. Somit ist a € FF,~ nach Satz 6.2.
u-;al

Ist F’/F eine Erweiterung endlicher Korper, so kénnen wir F, — T, nach Satz 4.24
zu einem F,-Homomorphismus ¢ : F' — T, fortsetzen. Also sind ¢(F) und o(F’)
endliche Teilkorper von Fp, woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 6.4 Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers ist normal und sepa-
rabel. Insbesondere sind endliche Korper vollkommen.

Beweis : Sei K ein endlicher Korper. Nach Satz 6.2 ist K ~ F, mit ¢ = p". Ist L/ K
eine endliche Erweiterung, so ist nach Korollar 6.3 L ~ F,~ fiir ein Vielfaches m von
n. Fym ist Zerfallungskorper von X?" — X iiber F,, also auch iiber F,» = K, somit ist
L/K normal. Da X?" — X separabel ist, ist L/ K auch separabel.

Eine beliebige algebraische Erweiterung L/K ist Vereinigung von endlichen Teiler-
weiterungen L;/ K, die alle normal und separabel sind. Daher ist jedes Element in L
separabel tiber K, d.h. L/K ist separabel. Mit Satz 5.4 iii) ist L/K auch normal. [
Satz 6.5 Ist g = p", so ist die multiplikative Gruppe ¥\ zyklisch von der Ordnung q — 1.

Beweis : Das folgt aus Satz 5.20. O
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Es sei ¢ = p” und ¢’ = p™ mit m = nv. Dann ist F, /F, eine Erweiterung endlicher
Korper vom Grad v. Es sei Auty, (F,/) die Gruppe der Koérperautomorphismen von
F,, die F, festlassen. Sei F, ein algebraischer Abschluss von F,. Dann ist wegen der
Normalitdt von F /F, nach Satz 5.4 i)

Aut]Fq (Fq/) = Hom]Fq (Fq/ , Fp)
Da F, /F, separabel ist, gilt
#Autlpq (Fq/) = [Fq/ : Fq]s = [Fq/ . Fq] = V.

Es sei
o:F, =T, o(a)=a

der Frobeniushomomorphismus aus Definition 4.4.

Satz 6.6 Sei q = p" und ¢’ = p™ mit m = nv. Autg, (Fy) ist eine zyklische Gruppe der
Ordnung v = [F, : F,|. Sie wird erzeugt von o™.

P
Beweis : Fiira € F,q = p", ist0"(a) = @’ = a? = a, d.h. 0" lasst F, invariant. Also

ist o™ € Aut]Fq (Fq/).
Da fiir alle a € Fyy
(0")"(a) = 0™(a) =a” =a

gilt, ist (¢™)” = id in Autg, (Fy), d.h. ord(c") teilt v. Ist 4 = ord (o™), so gilt fiir alle
a € Fy:a?" = o™ (a) = a, d.h. alle a € F, sind Nullstellen von X?"" — X. Dieses
Polynom hat nach Satz 6.2 p™* verschiedene Nullstellen, also folgt ¢’ = p™ = p™ <
p™, woraus v < p, also insgesamt ;¢ = v folgt. Also hat ¢" die Ordnung v, woraus
wegen # Auty, (F,) = v dann Autg, (Fy) = (o") folgt. O

7 Galoistheorie

Definition 7.1 Eine algebraische Korpererweiterung L/ K heifit galoissch, wenn sie nor-
mal und separabel ist. In diesem Fall bezeichnen wir

Gal(L/K) := Autk(L)

als die Galoisgruppe der Erweiterung L/ K.

Seite 79



Beispiel: Jede algebraische Erweiterung IF/F, eines endlichen Korpers F, ist nach
Korollar 6.4 galoissch. Ist F/F, endlich und ¢ = p”, so ist nach Satz 6.6

Gal(F/F,) = (o™) eine zyklische Gruppe der Ordnung [F : F|.
Proposition 7.2 Essei L/ K galoissch und E ein Zwischenkorper von L/ K. Dann gilt:

i) L/E ist galoissch und Gal(L/E) ist in natiirlicher Weise eine Untergruppe von
Gal(L/K).

ii) Ist auch E /K galoissch, so ist fiir jedes T € Gal(L/K) = Auty (L) die Einschrin-
kung 7|g ein K-Automorphismus von E. Die Abbildung

Gal(L/K) — Gal(E/K)

T — Tlp

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis :

i) Nach Lemma 5.6 und Lemma 517 ist L/E galoissch. Jeder FE-
Automorphismus von L ist insbesondere ein K-Automorphismus, also
ist Gal(L/E) = Autg(L) eine Untergruppe von Gal(L/K) = Autg(L).

ii) Da E/K normal ist, vermittelt nach Satz 5.4 fiir jedes 7 € Autg(L) die Ein-
schrankung
T | E - E— L

einen Automorphismus von E.

Die Abbildung 7 +— 7| vermittelt offenbar einen Gruppenhomomorphismus
Gal(L/K) — Gal(E/K).

Ist 0 € Gal(E/K) = Autg(F), so lasst sich ¢ nach Satz 4.24 zu einem K-
Homomorphismus ¢’ : L — FE fortsetzen. Da L /K normal ist, vermittelt ¢’
nach Satz 5.4 einen K-Automorphismus 7 von L. Dieser erfiillt 7|z = 0. Der
Homomorphismus zwischen den Galoisgruppen ist also surjektiv.
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Proposition 7.3 Ist L/ K endlich und normal, so ist
ord Autg (L) = [L: K|s < [L: K]

Insbesondere gilt ord Auty (L) = [L : K| genau dann, wenn L/ K zusitzlich separabel ist.
Fiir jede Galoiserweiterung L/ K ist also ord Gal(L/K) = [L : K].

Beweis : Da L/ K normal ist, gilt mit Satz 5.4 Homy (L, K) = Autg (L), also folgt mit
Satz 5.15 ord (Autk (L)) = [L : K]s < [L : K]. Mit Satz 5.15 und Satz 5.16 folgt der
Rest der Behauptung O

Definition 7.4 Ist L ein Korper und G eine Untergruppe der Korperautomorphismen
Aut(L), so ist
LY :={a€ L:o(a)=afiirallec € G}

der sogenannte Fixkorper von G.

Man muss hier natiirlich nachrechnen, dass L tatsichlich ein Koérper ist (UA). Of-
fenbar ist L ein Teilkorper von L.

Satz 7.5 Es sei L ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(L).

i) Ist G endlich, so ist L/LC eine endliche Galoiserweiterung vom Grad [L : LY =
ord G mit Galoisgruppe Gal(L/L%) = G und L/LG algebraisch.

ii) Ist G nicht endlich und L/L algebraisch, so ist L/ LY eine unendliche Galoiserwei-

terung und G eine Untergruppe von Gal(L/L%).

Beweis : Wir zeigen zunidchst, dass L/LY separabel ist. Sei a € L. Dann ist nach
Lemma 4.23 fiir jedes 0 € GG das Element o(a) € L eine Nullstelle von Mipo;c(a).
Somit gibt es endlich viele, paarweise verschiedene oy, . .., 0, € G mit

{o1(a),...,00.(a)} ={o(a) : 0 € G}.
Jedes o € G vermittelt eine Abbildung
{o1(a),...,00(a)} — {oi(a),...,0.(a)}
oi(a) — oooia).

Daid(a) = aist, ist ferner a € {o4(a), ..., o0,(a)}. Wir betrachten das Polynom

r

f=1]x-aia).

i=1
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Offenbar ist fiir alle 0 € G:

T

fF=1[X =oo0ai(a) =,

i=1
d.h. alle Koeffizienten von f werden von o festgehalten. Somit ist f € L¢[X].

Ferner ist f nach Konstruktion ein separables Polynom mit f(a) = 0. Somit ist a
separabel iiber L¢, d.h. L/LY ist separabel. Ferner ist L/L% normal, da L Zerfil-
lungskorper aller Polynome f des obigen Typs iiber L ist (UA). Somit ist L/L¢
galoissch.

Sei n = ord(G) fiir n € N. Dann gilt fiir jeden Teilkérper E von L/L% mit E/L%
endlich, dass E/L“ separabel, nach dem Satz vom primitiven Element also einfach
ist, d.h. E = L%(a). Nach dem oben Gezeigten ist [E : LY = degMipo,s(a) <
ord(G) = n. L ist Vereinigung aller Teilkorper E mit E/L¢ endlich. Es sei E ein
solcher Teilkorper, fiir den [E : LY maximal ist. Dann erfiillt jedes a € L : [E(a) :
LY < [E : LY, also E(a) = E.Somit ist L = E endlich iiber L% mit [L : LY] < n.
Jedes o € G ldsst LE fest, d.h. G ist auch eine Untergruppe von Gal(L/L®). Somit
folgt aus Proposition 7.3

n= ord G < ord Gal(L/L%) = [L : L°] < n,

d.h. insgesamt folgt n = [L : L% und G = Gal(L/L%).
Ist G nicht endlich, so zeigt dasselbe Argument, dass auch L/L% nicht endlich sein
kann und dass G eine Untergruppe von L/L¢ ist (UA). O
Korollar 7.6 Essei L/K eine normale algebraische Erweiterung mit G = Auty (L). Dann
gilt

i) L/LC ist galoissch mit Gal(L/L%) = G

ii) L¢/K ist rein inseparabel.

iii) Ist L/ K separabel und damit galoissch, so ist L¢ = K.

Beweis :

i) folgt aus Satz 7.5, angewandt auf G = Autg(L). Da Autg(L) = Aut;c(L) ist,
muss hier in jedem Fall (endlich oder unendlich) Gal(L/LY) = Aut;c(L) =G

sein.
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ii) Da sichjeder K-Homomorphismus o : LY — K mit Satz 4.24 nach L fortsetzen
lasst und mit Satz 5.4 ein 0/ € Autg(L) = G vermittelt, ist 0 = ¢’|;¢ = id.
Somit folgt

LY : K], = # Homg (L9, K) = 1,

d.h. LY/ K ist rein inseparabel.

iii) Ist L/K separabel, so ist nach Lemma 5.17 auch L“/ K separabel, nach ii) muss
also [L¢ : K] = [LY : K], = 1 sein, woraus K = L folgt.

O

Jetzt konnen wir einen der wichtigsten Sitze dieser Vorlesung beweisen, den soge-
nannten Hauptsatz der Galoistheorie.

Satz 7.7 (Hauptsatz der Galoistheorie) Es sei L/K eine endliche Galoiserweiterung
und G = Gal(L/K). Dann sind die Zuordnungen

{ Untergruppen von G} ? { Zwischenkérper von L/ K }
<_

H 2 f

Gal(L/E) <+— E,

welche einer Untergruppe H C G ihren Fixkirper L™ bzw. einem Zwischenkorper E die
Galoisgruppe von L/ E zuordnen, bijektiv und invers zueinander.

L7 ist genau dann normal und damit galoissch iiber K, wenn H ein Normalteiler in G ist.
In diesem Fall hat der surjektive Gruppenhomomorphismus

G — Gal(L"/K)

o = ol|pm

den Kern H und induziert somit einen Isomorphismus G/H = Gal(L" /K).

Beweis : Offenbar ist fiir jede Untergruppe H von G der Fixkorper L ein Zwischen-
korper von L/K Mit G ist auch H endlich. Nach Satz 7.5 i) ist L/L* galoissch mit
Gal(L/L') = H. Somit ist ¥(®(H)) = H.

Fiir jeden Zwischenkorper E von L/K ist nach Proposition 7.2 L/E galoissch und
H = Gal(L/E) eine Untergruppe von G. Nach Korollar 7.6 iii) ist L” = E, d.h.

O(U(E)) = E.
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Somit sind ® und ¥ bijektiv und invers zueinander.

Angenommen, H ist eine Untergruppe, so dass der Fixkorper L normal iiber K ist.
Dann ist L” /K galoissch, nach Proposition 7.2 ii) ist also

¢:G= Gal(L/K) — Gal(L"/K)

o+ ol

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es ist o € Kern(¢) genau dann, wenn
o|lpn = id gilt. Also ist Kern(¢) = Autyu(L) = Gal(L/L") = H. Als Kern eines
Gruppenhomomorphismus ist / also ein Normalteiler von G. Umgekehrt sei H ein
Normalteiler von G. Wir wihlen einen algebraischen Abschluss L von L, dieser ist
gleichzeitig ein algebraischer Abschluss von K und von L¥. Essei o : L — L
ein K-Homomorphismus. Mit Satz 4.24 l4sst sich ¢ zu einem K-Homomorphismus
or : L — L fortsetzen, der aufgrund der Normalitdt von L den Kérper L in sich
tiberfiihrt. Also ist 0, € Autg(L) = G und ¢ = oy|;n faktorisiert als o : L7 —
L < L.Seia € L und b = o(a) = o(a) € L. Da H ein Normalteiler von G ist,

gilt Ho;, = o, H. Fiir jedes 7 € H existiert also ein 7" € H mit 7o, = o,,7". Daher ist
b = 101(a) = o7 (a) “L" op(a) = b, dh. b= o(a) € L¥. Somit ist o(L7) ¢ LH. Mit
Satz 4.24 lasst sich 07! : o(L) — L zu einem K-Homomorphismus p : L7 — L
fortsetzen. Auf diesen wenden wir dasselbe Argument an und erhalten p(L”) C L".
Da auch L C p(L¥) gilt, folgt L = p(L™) bzw. o(L7) = L¥. Also vermittelt jeder
K-Homomorphismus o : L7 — T einen Automorphismus von L. L# /K ist somit

normal. O

Korollar 7.8 Jede endliche separable Korpererweiterlung L/K besitzt nur endlich viele
Zuwischenkorper.

Beweis : Sei M/K eine normale Hiille von L/K (vgl. Satz 5.7). Nach Satz 5.7
ii) ist M/K endlich. In 5.7 haben wir gesehen, dass fiir L = K(a,...,a,) und
{0'1, cey O'm} = HomK(L,?)

M~ K{oj(a;):i=1,...,n,j=1,...,m})
gilt. Dafirallei=1,...,nundallej=1,...,m
Mipo,.(o;(a;)) = Mipo,(a;)

gilt (UA), sind mit a; auch alle o;(a;) separabel iiber K. Also ist M/K separabel.
M/ K ist also eine endliche Galoiserweiterung mit Zwischenkorper L. Es gentigt zu
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zeigen, dass M /K endlich viele Zwischenkorper besitzt. Nach Definition 7.4 ent-
sprechen die Zwischenkorper von M/ K bijektiv den Untergruppen der endlichen
Gruppe Gal(M/K). Davon gibt es endlich viele. O

Definition 7.9 Es seien E, E' Teilkorper von L. Das Kompositum EE' ist definiert als
der kleinste Teilkorper von L, der E und E' enthilt. Mit anderen Worten, es ist

EE =E({a:ac E'})=E({b:be E}).

Korollar 7.10 Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Zwischenkdrpern E und E'.
Fiir H = Gal(L/E) und H' = Gal(L/E") gilt dann:

i) ECE < H CcH
ii) EE = LHNH

iii) ENE' = LY wobei (H, H') die von H und H' erzeugte Untergruppe von G ist.

Beweis :

i) Fur £ C E' ist offenbar H' = Gal(L/E') = Autg/(L) C Autg(L) =
Gal(L/E) = H. Umgekehrt gilt fir i’ C H mitSatz7.7: E = L' ¢ L' = F".

ii) Offenbar ist FE’ C LU Aus E C EE' und E' C EE' folgt mit i)
Gal(L/EE'") ¢ Gal(L/E)n Gal(L/E') = H N H'. Daraus folgt, wieder mit

i),
LI - BE

iii) Offenbar ist LM = L 0 L', also folgt LY = BN E.

O

Definition 7.11 Eine Galoiserweiterung L/K heifit abelsch bzw. zyklisch, wenn
Gal(L/K) abelsch bzw. zyklisch ist.

Nach Satz 6.6 ist jede Erweiterung endlicher Korper zyklisch und damit abelsch.

Korollar 7.12 Ist L/K eine endliche abelsche (bzw. zyklische) Galoiserweiterung, so ist
fiir jeden Zwischenkdrper E von L/K auch E/K eine endliche abelsche (bzw. zyklische)
Erweiterung.
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Beweis : Zyklische Gruppen sind abelsch. In jedem Fall ist also Gal(L/E) ein Nor-
malteiler in Gal(L/K). Nach Satz 7.7 ist also £/K galoissch und Gal(E/K) =~
Gal(L/K)/ Gal(L/FE). Als Quotient einer endlichen abelschen (bzw. zyklischen)
Gruppe ist auch Gal(£/K) endlich abelsch (bzw. zyklisch). O

Satz 7.13 Es sei L/K eine Korpererweiterung mit Zwischenkorpern E und E', so dass
E/K und E'/K endliche Galoiserweiterungen sind. Dann gilt:

i) EE'/K ist endlich galoissch und der Homomorphismus

¢: Gal(EE'/E) — Gal(E'/ENE')

o — Oolp
ist bijektiv.
ii) Der Homomorphismus

Y: Gal(EE'/K) — Gal(E/K) x Gal(E'/K)

o = (olg,olp)

ist injektiv. Ist E N E' = K, so ist 1 bijektiv.

Beweis :

i) Da EE' = K(E, E') ist, ist EE' endlich, normal und separabel iiber K (UA).
Ist o € Gal(EE'/E) mit o|p = 1id, so gilt auch 0|y = id, d.h. 0 = id auf ganz
EFE'. Somit ist ¢ injektiv.

H = Bild(¢) ist eine Untergruppe von Gal(E’/ ENE’). Wir zeigen E'" = ENE’.
Ista € ENE und 7 = ¢(0) = o|p in H, so ldsst o den Korper E invariant, also
folgt 7(a) = a,d.h.a € E'".

Gilt umgekehrt a € E'¥, so folgt fiir jedes 0 € Gal(EE'/E): o(a) = o|m(a) =
o(0)(a) B, dh.a € EEGUFE/E) - p, Insgesamt gilt also a € EN E'. Aus
E'™M = EN FE' folgt mit Satz 7.7

H= Gal(F'/E'"") = Gal(F'/ENE).

Also ist ¢ auch surjektiv.
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ii) Sei o € Gal(FE'/K) im Kern von . Dann sind ¢|g und o|g trivial. Daher ist
o auf ganz E'E’ die Identitdt. Also ist ¢ injektiv.

Angenommen, £ N E' = K und (0,0') € Gal(E/K) x Gal(£’'/K). Nach i)
existiert eine Fortsetzung ¢ € Gal(EE’/E’) von ¢ und eine Fortsetzung ¢’ €
Gal(EE'/E) von ¢’. Dann gilt fiir 6 0 6’ € Autg(EE') = Gal(EE'/K) :

~/

5’OO~',|E:6'|EOO' E:5'|E:O'

und

Ggod'|p=0lpod|p=0p=0

O

Wir wollen jetzt noch die Galoistheorie unendlicher Erweiterungen studieren. Hier
kommt ein neues Phdnomen ins Spiel, ndmlich eine Topologie auf der Galoisgruppe.

Erinnerung: Eine Topologie auf einer Menge X besteht aus einem System 7 =
(U,)ier von Teilmengen von X (den sogenannten offenen Mengen), so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

i) 0, X sind offen.
ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Teilmengen ist offen.
iii) Der Schnitt endlich vieler offener Teilmengen ist offen.
Das Paar (X, T') heifst dann topologischer Raum.

Ist U; € T offen, so heifit X \ U, abgeschlossen. Fiir jedes » € U; wird U; auch als
offene Umgebung von z bezeichnet.

Eine Abbildung zwischen topologischen Rdaumen ist stetig, wenn Urbilder offener
Mengen offen sind.

Definition 7.14 Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die eine Topologie T triigt,
so dass die Gruppenverkniipfung
GxG — G
(a,b) +— ab
und die Inversenbildung

G —- G

a — a

stetig sind.

Seite 87



Sei uns L/K eine beliebige Galoiserweiterung und £ = (L;);c; das System aller
Zwischenkorper L;, fiir die L;/ K endlich galoissch ist. Dann ist

fi: Gal(L/K) — Gal(Li/K)

o +— O

L;
ein Gruppenhomomorphismus, der nach Proposition 7.2 surjektiv ist.

Wir definieren jetzt eine Topologie auf Gal(L/K).

Definition 7.15 Eine Teilmenge U C Gal(L/K) ist offen, wenn es zu jeden o € U ein
i€ Imit {7 (f;(0)) C U gibt.

Lemma 7.16 Gal(L/K) ist eine topologische Gruppe.

Beweis : Offenbar sind () und X offen sowie die Vereinigung beliebig vieler offener
Teilmengen offen. Sind Uy, ..., U, offene Teilmengen, so existieren zu jedem o €
Uy N---NU, Indizes iy, . .., i, mit figl(fij(a)) cUfurallej=1,...,7.Essei L,/ K
eine endliche galoissche Erweiterung, die Lj,, ..., L;. enthilt. (UA: Wieso existiert
eine solche Erweiterung?) Dann ist f, ' (f(c)) in allen f;l( fi,(0)) enthalten, also
auch in U; N --- N U,. Somit ist der Schnitt endlich vieler offener Mengen offen.

Sei U C Gal(L/K) offen und m : Gal(L/K) x Gal(L/K) — Gal(L/K) die Mul-
tiplikation. Fiir (z,y) € m~1(U) existiert ein i, so dass f;'(f;(zy)) C U gilt. Wir
behaupten, dass f; ' (fi(x)) x f; ' (fi(y)) € Gal(L/K) x Gal(L/K)in m~*(U) enthal-
ten ist. Sei also (a,b) € £ (fi(x)) x 1 (fi(y)), d'h. fi(a) = fi(x) und fi(b) = fi(y).
Dann ist fi(ab) = fi(a)fi(b) = fi@)fily) = filay), dh. ab € [T (fi(ey) € U,
also (a,b) € m~'(U). Also gibt es zu jedem (z,y) € m '(U) einen Index i mit
7 (fil@) x f7H(fily)) € m~Y(U). Somit ist m~'(U) offen in Gal(L/K) x Gal(L/K),
die Multiplikation ist also stetig. Ein dhnliches Argument zeigt, dass die Inversen-
bildung stetig ist (UA). O

Man kann tibrigens zeigen, dass die topologische Gruppe Gal(L/K') kompakt ist.

Satz 7.17 (Hauptsatz der Galoistheorie fiir beliebige Erweiterungen) Es sei L/K
eine Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K). Dann sind die Zuordnungen

(]
{ abgeschlossene Untergruppen von G'} z { Zwischenkorper von L/ K}
H = 7
Gal(L/E) <~ FE
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bijektiv und invers zueinander.

Esist L* genau dann normal iiber K, wenn H ein abgeschlossener Normalteiler von G ist.
In diesem Fall gilt:
G/H ~ Gal(L" | K).

Beweis : Aus Korollar 7.6 folgt, dass fiir jeden Zwischenkorper £ von L/K @ o
U(FE) = E gilt. Wir zeigen jetzt, dass V(E) = Gal(L/E) abgeschlossen in G ist. Dazu
seioc € G\ Gal(L/E). Dann existiert ein a € E mit o(a) # a. Da K(a)/K endlich ist,
ist die normale Hiille von K'(a)/K in L endlich galoissch tiber /. Somit existiert ein
i € Imita € L;.Seinun 7 € f'(fi(0)), d.h.esist 7|, = fi(7) = fi(0) = o|r,. Somit
ist
7(a) = o(a) # a,

dh.7 ¢ Gal(L/E). Also gilt f;'(fi(¢)) C G\ Gal(L/E), d.h. das Komplement von
Gal(L/F) ist offen und somit Gal (L/E) abgeschlossen.

Jetzt zeigen wir fiir jede abgeschlossene Untergruppe H C Gal(L/K) : V(®(H)) =
H,dh. Gal(L/L") = H.Firallei € I sei H; = f;(H) C Gal(L;/K). Offenbar ist
L c L' N L. Ist umgekehrt x € L¥ N L;, d.h. o(z) = z fiir alle 0 € H, so folgt
fi(o)(z) = z und somit x € L. Also gilt L) = L7 N L;.

Wir behaupten nun, dass Gal(L/L") = N f7H(H,) gilt.

Ist c € Gal(L/L™), so ist fir alle i € I fi(o) = o|r, € Gal(L;/L" N L;) =
Gal(L!/L}"*) = H; nach dem Hauptsatz fiir endliche Galoiserweiterungen. Ist um-
gekehrt f;(0) € H, fir alle i € I, so lasst o|;, alle Kérper Lf{ = LH N L, fest. Also
lasst o ganz LY = | J(L” N L;) fest, d.h. 0 € Gal(L/L").

7

Definitionsgemaf ist H C () f; ' (H;). Wir zeigen nun auch die andere Inklusion.
iel
Ist ndmlich o in der offenen Teilmenge G \ H, so existiert ein i € I mit f; ' fi(o) C
G\ H.Aus f;(c) = fi(r) folgt also 7 € G\ H. Somit folgt o & f; ' f;(H)) = f ' (H,).
Insgesamt folgt H = () f; ' (H;), also in der Tat Gal (L/L*) = H. Die Abbilungen ®
i€l
und V¥ sind also bijektiv und invers zueinander. Der Zusatz tiber Normalteiler lasst
sich genau wie im endlichen Fall beweisen. O
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8 Sylowsatze

Wir wollen jetzt noch einige Hilfsmittel kennenlernen, um (Galois-)Gruppen zu un-
tersuchen.

Definition 8.1 Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine Abbildung

GxX — X
(9,2) = gz
mit
i) 1o = z fiir alle v € X und

ii) (gh)x = g(hx) fiiralle g,h € G,z € X.

Beispiel: G operiert auf sich selbst durch Konjugation:

GxG = G
(g,h) +— ghg™".

Ist G abelsch, so ist dies die triviale Operation (g, h) — h.

Definition 8.2 Ist G x X — X eine Operation von G auf X, so heifit Gx = {gx : g €
G} C X die Bahn von © € X. Ferner heifit G, = {g € G : gv = x} C G die Isotropie-
gruppe von x oder der Stabilisator von x. G, ist eine Untergruppe von G (UA).

Zwei Bahnen Gz und Gy sind entweder disjunkt oder gleich, denn aus gz = hy €
Gz N Gy folgt & = g 'hy, also Gx C Gy, und y = h™'gx, also Gy C Gz. Also ist X
die disjunkte Vereinigung aller Bahnen.

Lemma 8.3 Sei G x X — X eine Operation von G auf X. Fiir jedes v € X induziert die
Abbildung

p:G — X
g = gr
eine Bijektion GG, = Gz, wobei G/G, die Menge der Linksnebenklassen bezeichnet.

Insbesondere ist
ord (Gz) = G : G,.

Beweis : Esist ¢(g) = ¢(h) & gv = he & hlgr =2 & h7lg € G, & ¢gG, = hG,.
Also vermittelt ¢ eine injektive Abbildung G/G, — Gz. Die Surjektivitat ist klar. [
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Sei X eine endliche Menge, auf der G operiert. Wir nennen z,...,z, € X ein
Vertretersystem der Bahnen von X, falls X die disjunkte Vereinigung von Bahnen
By, ..., B, istund z; € B, fiir alle ¢ gilt. In dieser Situation gilt

Satz 8.4 (Bahnengleichung)

s T

ord(X) =Y ord (Gx;) = (G:Gy,),

i=1 i=1

wobei ord(X) die Anzahl der Elemente in X bezeichnet.

Beweis : Es ist X die disjunkte Vereinigung der Bahnen B; mit B; = G'z;. Dann gilt:

ord(X) = Zord(G:cl-)

=1
T

= ) (G:Gy)

i=1

nach Lemma 8.3. O

Wir wollen die Bahnengleichung auf die Operation von G auf sich vermoge Konju-
gation anwenden. Dazu definieren wir

Definition 8.5 Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge von G.
i) Zg ={h € G : hs = shfiiralle s € S} heifit Zentralisator von S.
ii) Ng ={h € G : hS = Sh} heifit Normalisator von S.

iii) Z = Zg = {h € G : hg = gh fiir alle g € G} heifst Zentrum von G.

Man rechnet leicht nach, dass Zs und Ng Untergruppen von G sind (UA). Offenbar
gilt fiir alle g € G die Gleichung gZ = Zg, d.h. Z C G ist ein Normalteiler.

Satz 8.6 (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe und x, . . ., x, ein Vertretersys-
tem der Bahnen von G'\ Z unter der Konjugationsoperation von G auf sich. Dann ist

ord(G) = ord(Z) + ZG VANEE
i=1

Beweis : Fiir € Z ist gzg~!

= z,d.h. Gz = {z}. Somit operiert G durch Konjugation
auf dem Komplement G \ Z. Die Bahnen der Operation von G auf sich selbst sind
also alle {z},z € Z sowie Gzy,...,Gz,. Die Behauptung folgt somit aus Satz 8.4,
wenn wir noch G, = {g € G : gz, = x,;} = Z{,,, beriicksichtigen. OJ
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Jetzt wollen wir einige Resultate iiber die Existenz von Untergruppen mit gewissen
Eigenschaften zeigen.

Definition 8.7 Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
i) G heifit p-Gruppe, falls ord(G) eine p-Potenz ist.

ii) Eine Untergruppe H C G heifit p-Sylowgruppe, wenn H eine p-Gruppe ist, so dass
p1(G: H)gilt.

Eine p-Sylowgruppe ist also eine maximale p-Untergruppe von G.
Fiir pt ord(G) ist offenbar {1} eine p-Sylowgruppe von G.

Satz 8.8 Es sei p prim und ord(G) = p* fiir ein k > 1. Dann ist p ein Teiler von ord(Z),
d.h. insbesondere ist 7 # 1.

Beweis : Nach Satz 8.6 ist p* = ord(G) = ord(Z) + Z G : Zy, fir ein Ver-

tretersystem z,...,z, der Bahnen von G \ Z. Nach dem Satz von Lagrange gilt
G : Zyy | ord(G ) Daz; & Z,gilt Z,, # G,dh. G : Z,; # 1. Da ord(G) eine
p-Potenz ist, ist dann p ein Teiler von G : Zj,,;. Somit muss auch p ein Teiler von
ord(Z) sein. O

Korollar 8.9 Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe der Ordnung p*, k > 1. Dann gibt
es Untergruppen
G =G, DGy D"'DGOI{l}

in G,sodass fiirl = 1,...,kord G, = p' ist und G;_, ein Normalteiler in G ist.

Insbesondere gibt es fiir alle | = 1,. .. k eine Untergruppe der Ordnung p', also auch ein
Element der Ordnung p.

Beweis : Wir schlieffen mit Induktion nach k. Der Fall k£ = 1 ist trivial. Sei also
k > 1. Nach Satz 8.8 ist Z # 1, also existiert ein a € Z. Da ord(a) ein Teiler von
p" ist, ist ord(a) = p’ fiir ein r > 1, also ord(a?" ') = p. Fiir b = o ' € Z ist
(b) C G ein Normalteiler. Die Faktorgruppe G = G/(b) hat die Ordnung p*~*. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es also Untergruppen

G=G, DGy 1+D---DG =1
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mit ord G; = p'~!, so dass G;_; C G, ein Normalteiler ist. Fiir die Projektion 7 : G —
G/(b) = G setzen wir G; = 7~ (G;). Dann hat

G:GkDGk713"'DG13{1}

die gewiinschten Eigenschaften (UA). O

Satz 8.10 (Sylowsitze) Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

i) Zu jeder p-Untergruppe H C G existiert eine p-Sylowgruppe S C G mit H C S.
Insbesondere enthiilt G eine p-Sylowgruppe.

it) Ist S C G eine p-Sylowgruppe, so auch gSg~" fiir jedes g € G. Umgekehrt sind je
zwei p-Sylowgruppen Sy und Sy konjugiert zueinander, d.h. es gibt ein g € G mit
95197 = Sa.

iii) Ist s, die Anzahl der p-Sylowgruppen in G, so gilt s, | ord(G) und s, =1 mod p.
Zum Beweis des Satzes verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 8.11 Sei G eine Gruppe der Ordnung n = p“m mit einer Primzahl p und einer

Zahl m. Dann gilt fiir die Anzahl s der p-Untergruppen H C G mit ord(H) = p":

_(n—1 1/n

Beweis : Sei X die Menge aller p"-elementigen Teilmengen von G. Dann ist
ord(X) = (,;). Die Gruppe G operiert via (¢,U) = gU = {gu : u € U} auf X
(UA). G(U) = {gU : g € G} ist die Bahn von U unter G. Die Isotropiegruppe
Gu = {9 € G : gU = U} operiert via (g,z) — gz auf der Menge U. Die Bahnen
dieser Operation sind gewisse Rechtsnebenklassen Giyz von Gy in G. Sie sind also
paarweise disjunkt und haben alle ( ord G)-viele Elemente. Somit ist ord G ein
Teiler von ord(U) = p*, d.h. ordGy = p* fiir ein k' < k.

Sei (U;)i=1,...r ein Vertretersystem aller G-Bahnen auf X. Nach Satz 8.4 gilt
n T T
(pk) = ord(X) =Y ord G(U;) = Y (G:Gy,).

i=1 i=1
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Es ist ordGy, = p*, nach dem Satz von Lagrange also (G : Gp,) = mp"". Fiir
I={ie{l,...;r}:ki=k}C{l,...,r}gilt

ord(I)m = > (G:Gy,)

el
n
- ()26
p il
N————
:mpzl

() o

Es geniigt also nun zu zeigen, dass ord(/) mit der Anzahl s aller p-Untergruppen
H C @ der Ordnung p* iiberstimmt.

Sei H C G eine solche p-Untergruppe. Dannist (G : H) = m. Die G-Bahnvon H, d.h.
G(H) = {gH : g € G}, besteht genau aus den Linksnebenklassen von H in G, hat
also m Elemente. Also ist G(H) eine der Bahnen G(U;) miti € . Ist G(H;) = G(H>),
sogilt gH; = H, fiirein g € G, woraus gh = 1 fiirein h € Hy,also g = h™! € H; folgt.
Daher ist H; = H,. Die p-Untergruppen H der Ordnung p" liefern also verschiedene
G-Bahnen G(H) = G(U;) auf X mit ¢ € I. Umgekehrt gilt fiir jedes U; mit i € I, dass
ord(Gyp,) = p* ist. U; ist eine Rechtsnebenklasse von Gy, in G, d.h. U; = Gy, u; fiir ein
u; € U;. Also gilt

G(U;) = G(u;'U;y) = G(u; 'Guu;) = G(H)

fiir die Untergruppe H = u; 'Gy,u; der Ordnung ord(H) = ord(Gy,) = p* Somit ist
jedes U, fiir i € I von der Form U; = G(H) fiir eine eindeutig bestimmte Untergrup-
pe H der Ordnung p*. Also ist s = ord([). O

Jetzt konnen wir die Sylowsadtze beweisen.
Beweis von Satz 8.10 :

i) Istn = ord(G) = mp* mit (p, m) = 1, so gilt nach Lemma 8.11 fiir die Anzahl
s, der p-Sylowgruppen von G:

_(n—1 1/(n
Sp = o1 = o mod p.
Um diese Zahl zu berechnen, wenden wir Lemma 8.11 auf die zyklische Grup-

pe Z/nZ an, deren Untergruppen wir kennen. Z/nZ enthalt namlich fiir jeden
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ii)

iif)

Teiler d von n genau eine zyklische Untergruppe 27Z/nZ — Z/nZ der Ordnung

d. Also gilt
n—1
1= <p’“ B 1) mod p,

und somit auch s, =1 mod p.
Insbesondere ist s, # 0, d.h. G enthilt eine p-Sylowgruppe S.

Ist H C G eine beliebige p-Untergruppe, so betrachten wir die folgende Ope-
ration von H auf der Menge (G/S der Linksnebenklassen von S in G:

HxG/S — G/S
(h,9S) + (hg)S.

Die Bahnengleichung besagt, dass fiir ein Vertretersystem x, ..., z, der Bah-
nen gilt:
ord G/S = Z ord(Hzx;).
i=1

Nun ist ord (G/S5) = ord G/ ord(S) = r = m. Die Ordnung der //-Bahnen
Hz; ist nach Lemma 8.3 gerade (H : H,,), also als Teiler von ord(H) eine p-
Potenz. Da p t m = ord(G/S), muss es mindestens eine H-Bahn Hz; der
Ordnung p° = 1 geben. Dann ist Hz; = {¢S} fiirein g € G, d.h. hgS = ¢S fiir
alle h € H.Daher folgt hg € ¢S,d.h. h € gSg~*. Somit gilt H C gSg~'. Offenbar
ist gSg~! C G eine Untergruppe (UA) und wegen ord(gSg~!) = ord(S) auch
eine p-Sylowgruppe von G.

Wir haben schon gesehen, dass mit S auch gSg~! eine p-Sylowgruppe ist. Ist S’
eine weitere p-Sylowgruppe in G, so existiert nach i) ein g € G mit S’ C gSg~".
Da ord(S') = ord(S) = ord(gSg~" gilt, folgt S’ = ¢gSg~'. Daher sind alle
p-Sylowgruppen zueinander konjugiert.

Wir haben schon gezeigt, dass s, = 1mod p gilt. Sei X die Menge der p-
Sylowgruppen von G. Nach ii) ist die Konjugationsoperation

GxX — X
(9,5) +— gSg~!

transitiv, d.h. sie hat nur eine Bahn. Daher folgt nach Lemma 8.3

ordX =G : Gg
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mit

Gs = {geG:gSg ' =S}

fiir den Normalisator Ng von S in G.
Alsoist s, = (G : Gg) ein Teiler von ord(G).

O

Wir wollen jetzt an einem Beispiel zeigen, wie die Sylowsédtze zur Untersuchung
von Galoisgruppen eingesetzt werden konnen.

Beispiel: Sei F der Zerfillungskorper von f = X?® — 2 iiber Q. Fiir ¢ = exp % eC
hat f die Nullstellen /2, (+v/2, (*+/2, wobei /2 die reelle Nullstelle von f ist. f ist ir-
reduzibel nach Eisenstein, also ist [Q(v/2) : Q] = 3. DaMipog(¢) = X2+ X +1 = x;’:ll
gilt, folgt [Q(¢) : Q] = 2. Diese Grade sind teilerfremd, also folgt fiir E = Q(v/2,(),
dass [E : Q] = 6 gilt. Somit ist G = Gal(E£/Q) eine Gruppe der Ordnung 6. Die
Erweiterung Q(¢)/Q ist normal, da ¢* € Q((), also ist Gal(F/Q(¢)) ein Normaltei-
ler der Ordnung 3 in G. Somit ist Gal(£/Q(¢)) die einzige 3-Sylow-Gruppe in G.
Gal(E/Qv/2)) ist eine 2-Sylowgruppe, aber kein Normalteiler. Somit ist s, > 1. An-

dererseits gilt s, | 6 und s, = 1(mod 2), also folgt s, = 3. G besitzt also aufler den

trivialen Untergruppen genau eine Untergruppe der Ordnung 3 und drei Unter-
gruppen der Ordnung 2. Weitere kann es nach dem Satz von Lagrange nicht geben.

Die zugehorigen Zwischenkérper sind Q, Q(¢), Q(v/2), Q(¢(v/2), Q(¢?v/2) und E, wie

man leicht zeigen kann.

Wir wollen jetzt die Sylowsdtze anwenden, um den Fundamentalsatz der Algebra
zu beweisen.

Satz 8.12 (Fundamentalsatz der Algebra) Der Korper C der komplexen Zahlen ist alge-
braisch abgeschlossen.

Beweis : Wir benutzen hier folgende aus der Analysis bekannte Tatsachen iiber den
Korper R der reellen Zahlen.

i) Jedes Polynom f € R[X] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.

ii) Jedes a € R besitzt eine Quadratwurzel in R.
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Wir zeigen zunichst, dass C keine Erweiterung vom Grad 2 besitzt. Angenommen,
f(X) = X? 4+ uX + v € C[X] ist ein normiertes Polynom vom Grad 2. Dann ist
f(X) = (X+%)2—|—wmitw =V — “72 € C. Wir schreiben w = r + is fiir r, s € R. Da
lw|| = V2 + 5% > =r ist, gibt es reelle Zahlen a,b mit o> = =" ynd p* = leltr,

2
Fiir diese gilt a® — b> = —r und 2|ab| = 2«/% = |s|.

Weéhlen wir die Vorzeichen von a und b so, dass 2ab = —s gilt, so folgt (a+ib)* +w =
a?+2iab—b*+w = 0. Also hat f eine Nullstelle in C, d.h. C besitzt keine Erweiterung
vom Grad 2.

Sei nun L/C eine endliche Erweiterung von beliebigem Grad > 1. Dann gilt 2 | [L :
R], also ist [L : R] = 2¥m mit k¥ > 1 und einer ungeraden Zahl m. Gal(L/R) enthilt
nach Satz 8.10 eine 2-Sylowgruppe H, also eine Untergruppe der Ordnung 2*. Dann
ist [L : L] = 2¥ und [L¥ : R] = m. Ist a ein primitives Element von L /R, so hat
f = Mipog(a) als Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in R. Also muss m = 1
sein. Somit ist [L : R] = 2%, also [L : C] = 2871, d.h. k > 2. Nach Korollar 8.9 existiert
in der 2-Gruppe Gal(L/C) eine Untergruppe H' der Ordnung 2*~2. Fiir L' ist dann
[LH" : C] = 2. Das steht im Widerspruch zu der eingangs gezeigten Tatsache, dass C
keine quadratischen Erweiterungen besitzt.

Also ist C algebraisch abgeschlossen. O

9 Einheitswurzeln

Es sei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss.
Definition 9.1 Die Nullstellen des Polynoms X" — 1 in K heifien n-te Einheitswurzeln

in K. Sie bilden eine Untergruppe U, C K .

Fir charK 1 n ist X™ — 1 separabel, d.h. U, hat n Elemente. Gilt charK' = p und
n = mp” mit ggT(m,p) = 1,s0ist X" — 1 = (X™ — 1) und U,, = U,,. Somit kann
man sich bei der Untersuchung von U, oft auf den Fall charK { n beschranken.

Nach Satz 5.20 ist U,, als Untergruppe von K zyklisch.

Definition 9.2 Fiir char K { n heifit jeder Erzeuger der zyklischen Gruppe U,, primitive
n-te Einheitswurzel.
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Beispiel: In Cist U, = {exp Z* : k =0,...,n — 1}.

Definition 9.3 Die Funktion ¢ : N — N mit
¢(n) = ord(Z/nZ)*

heif$t Eulersche ¢-Funktion.

Da (Z/nZ)* = #{d mod n : ggT(d,n) = 1} gilt, folgt ¢p(n) = #{d € {1,...,n} :
d teilerfremd zu n}. Genau die Elemente in (Z/nZ)* sind die Erzeuger der zykli-
schen Gruppe Z/nZ (UA).

Satz 9.4 Es gelte char(K) t n. Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist ¢* ge-
nau dann primito, wenn g¢T (k,n) = 1 ist. Insbesondere enthiilt U,, genau ¢(n) primitive
Einheitswurzeln.

Beweis : Da U,, = () gilt, ist Z/nZ ~ U, vermége k + (*. Da k genau dann ein
Erzeuger von Z/nZ ist, wenn ggT(k,n) = 1 gilt, folgt die Behauptung. O

Satz 9.5 Es sei ( € Q eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist Q(¢)/Q galoissch mit
[Q(C) : Q] = ¢(n). Der Korper Q(C) heifit auch n-ter Kreisteilungskorper.

Beweis : Offenbar ist X" — 1 ein separables Polynom in Q[X |, dessen Nullstellen alle
in Q(¢) liegen. Als Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber Q ist Q(() galoissch tiber Q.
Sei f = Mipog((). Jedes 0 € Gal(Q(¢)/Q) vermittelt einen Automorphismus von
U, (UA), insbesondere ist auch ¢(¢) primitiv. Da es zu jeder Nullstelle  von f nach
Lemma 4.23 ein 0 € Gal(Q(¢)/Q) mit o(¢) = n gibt, so ist n auch eine primitive
Einheitswurzel. Also ist [Q(¢) : Q] = grad(f) < ¢(n). Als Minimalpolynom von ¢
tiber Q teilt f das Polynom X" — 1, d.h. es ist

X"—1=f-h

fir ein h € Q[X]. Mit f ist auch h normiert, nach Korollar 3.13 gilt also f, h € Z[X].
Ist p eine Primzahl mit p { n, so ist (? eine primitive n-te Einheitswurzel. Ange-
nommen f(¢?) # 0. Dann folgt h(¢?) = 0., d.h. ¢ ist Nullstelle von h(X?). Also ist
h(X?) = f(X)g(X) fiir ein Polynom ¢(X). Mit f ist auch g normiert. Nach Korollar
3.13 gilt f, g € Z[X]. Unter dem Homomorphismus
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der die kanonische Projektion Z — F, fortsetzt, gilt h” = h(XP) = fg, also sind
f und h nicht teilerfremd in F,[X]. Also hat X — 1 = f-h € F,[X] mehrfache
Nullstellen in einem algebraischen Abschluss F,. Da p kein Teiler von n ist, ist dies
ein Widerspruch. Somit gilt f(¢?) = 0.

Sei ¢’ eine beliebige primitive m-te Einheitswurzel, also ¢’ = (" mit ggT(m,n) = 1.
Dann entsteht (' aus ¢ durch wiederholtes Potenzieren mit den Primteilern von m.
Nach dem oben gezeigten ist also f({") = 0.

Also sind alle primitiven n-ten Einheitswurzeln Nullstellen von f, so dass auch

¢(n) < grad(f), insgesamt also ¢(n) = grad(f) gilt. O

Satz 9.6 Es sei K ein Korper und ¢ € K eine primitive n-te Einheitswurzel mit char(K) t

n.
i) K(¢)/K ist eine endliche abelsche Galois-Erweiterung vom Grad < ¢(n).

it) Zu jedem o € Gal(K(¢)/K), existiert eine natiirliche Zahl r(o) mit o(¢) = ("),

wobei r(0) € Z/nZ eine Einheit ist, die nicht von der Wahl von ( abhingt. Die
Abbildung

v Gal(K(¢)/K) — (Z/nZ)*

o — r(o)

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Fiir K = Q ist 1) sogar ein Isomorphis-
mus.

Bewelis :

i) Als Zerfallungskorper des separablen Polynoms X" — 1 € K[X]ist K({) end-
lich und galoissch tiber K. Aus ii) folgt, dass K({)/K abelsch ist und dass
[K(¢) : K] = ord Gal(K(¢)/K) < ord(Z/nZ)* = ¢(n) ist. Also miissen wir

nur noch ii) zeigen.

ii) Da o(C) eine primitive Einheitswurzel ist, gilt o(¢) = (" fiir ein (), dessen

Restklasse (o) € Z/nZ eine Einheit ist. Ist (' eine weitere primitive Einheits-
wurzel, so gilt nach Satz 9.4, dass (' = (" fiir ein r € (Z/nZ)* ist. Also ist

o(¢") = o(¢)" = (" = (¢')"®). Somit ist r(o) unabhingig von der Wahl von (.

Offenbar ist 1) ein Gruppenhomomorphismus. Ist (o) = 7(7), so folgt o(¢) =
7((), also 0 = 7. Somit ist ¢ injektiv.
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Fiur K = Qist nach Satz 9.5
ord( Gal(K(¢)/K)) = ¢(n) = ord((Z/nZ)"),
also ist hier ¢ auch surjektiv.

O

Korollar 9.7 Es sei ( € Q eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist Q(()/Q eine abel-
sche Erweiterung mit Galoisgruppe (Z/nZ)*.

Wir werden folgenden Satz fiir die Untersuchung zyklischer Erweiterungen brau-
chen, ihn allerdings hier nicht beweisen.

Satz 9.8 Sei L/ K eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad n.

i) Falls charK { n und K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthiilt, so gibt es einen
Erzeuger o von Gal(L/K) und ein a € L* mit o(a) = (a.

ii) Falls n = char(K) = p > 0 gilt, so gibt es einen Erzeuger o von Gal(L/K) und ein
a€ L*mito(a) —a=1.

Beweis : mit dem sogenannten Satz 90 von Hilbert, siehe [Bo], 4.7 und 4.8 O

Satz 9.9 Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und € K eine primitive n-te Einheits-
wurzel.

i) Ist L/K zyklisch vom Grad n mit charKK { n, so ist L = K(a) fiir ein a € L mit
Mipog(a) = X" — c € K[X].

ii) Ist L = K(a) und a Nullstelle von X™ — ¢ € K[X] mit charK { n, so ist L/ K
zyklisch, d = [L : K| ein Teiler von n und Mipok (a) = X* — a®.

Beweis :

i) Nach Satz 9.8 existiert ein Erzeuger ¢ von Gal(L/K) und ein a € L* mit
o(a) = (a. Also ist o%(a) = (¥(a) fiir k = 1,...,n. Insbesondere sind dies
k verschiedene Elemente, woraus [K(a) : K] > n folgt. Also ist L = K(a).
Da a" = ("a" = o(a)" = o(a™) gilt, folgt a” € K. Somit ist a Nullstelle von
X" —a" € K[X]. Da dieses Polynom den Grad n = [K(a) : K] hat, folgt
Mipog(a) = X" — a™.
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ii) Ohne Einschrankung ista # 0. Dann hat X" —c die n verschiedenen Nullstellen
a,...,(" 'a,sodass L = K(a) ein Zerfallungskorper von X" —cist. Da charK {
n gilt, ist X" —c separabel, L/ K also galoissch. Fiirjedes o € Gal(L/K) istauch
(o(a))" = ¢ = a", alsoist o(a)/a = w, € U, C K. Die Zuordnung o @
definiert offenbar eine injektive Abbildung Gal(L/K) — U, die wegen

To(a)  7(o(a))7(a) “2ek o(a) 7(a)

a m(a) a a a
ein Gruppenhomomorphismus ist. Also ist Gal(L/K) als Untergruppe der zy-
klischen Gruppe U,, zyklisch der Ordnung d fiir ein d | n. Ist o ein Erzeuger
von Gal(L/K), so ist w, eine d-te Einheitswurzel, und es gilt

o(a?) = o(a)! = w? - a® = a®.

Also ist ¥ € K und a Nullstelle von X¢ — a? € K[X]. Aus Gradgriinden ist
X?—a = Mipo,(a).

O

Satz 9.10 Es sei L/ K eine Korpererweiterung mit charK = p > 0.

i) Ist L/K zyklisch vom Grad p, so ist L = K(a) fiir ein a € L mit Mipog(a) =
XP— X —c€ K[X].

ii) Ist L = K(a) fiir eine Nullstelle a von X? — X —c € K[X], soist L/ K zyklisch. Ent-
weder zerfillt X? — X — c vollstindig iiber K in Linearfaktoren oder es ist irreduzibel.
Im letzteren Fall ist [L : K] = p.

Beweis :

i) Nach Satz 9.8 gibt es einen Erzeuger o von Gal(L/K) und ein a € L mit o(a) —
a = 1. Es folgt mit Induktion, dass

of(a) —a=kfirk=0,....,p—1

gilt. Da a,0(a),...,0? ' (a) paarweise verschieden sind, so gilt [K(a) : K] > p,
also L = K(a). Auflerdem ist

o(@®—a) = o(a)’ —o(a)
— @+ 1P (a+1)

alsoist ¢ = a”? —a € K. Es folgt aus Gradgriinden, dass X? — X — ¢ € K[X] das
Minimalpolynom von a iiber K ist.
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ii) siehe Aufgabe 50.

10 Auflosbare Erweiterungen

Wir wollen jetzt noch einmal auf die Frage zuriickkommen, welche Gleichungen
durch Radikale auflosbar sind. Dazu studieren wir zunédchst die sogenannten auf-
losbaren Gruppen.

Definition 10.1 Ist G eine Gruppe, so heifit die von allen Elementen der Form [a,b] :=
aba~'b~' mit a,b € G erzeugte Untergruppe von G die Kommutatorgruppe. Wir bezeich-
nen sie mit |G, G|. Das Element |a, b] heifit Kommutator von a und b. Offenbar ist G abelsch
genau dann, wenn |G, G| = {1} ist.

Lemma10.2 i) [G, G| besteht aus allen endlichen Produkten von Elementen der Form
la, b] fiir a,b € G.

ii) [G,G] C G ist ein Normalteiler, und zwar der kleinste unter allen Normalteilern N,
so dasss G|/ N abelsch ist.

Beweis :

i) Esist [a,b]7! = (aba™'b')"! = bab~'a' = [b,a]. Somit bildet die Menge al-
ler endlichen Produkte von Kommutatoren [a, b] eine Untergruppe von G, die
offenbar mit |G, GG] ibereinstimmt.

ii) Esist fur alle a,b, g € G:

gla,blg™" = gaba 'b7'g7!

= (gag™")(gbg ") (gag™") " (gbg~") !
= [gag™", gbg™"].
Also ist |G, G] ein Normalteiler in G. Ist N C G ein Normalteiler mit G/N
abelsch, so sei 7 : G — G/N die Projektion. Dann ist w(aba"'07!) =
m(a)w(b)w(a) 'n(b)~') = 1, also [a, b] € N. Somit ist [G,G] C N. Dieselbe Rech-
nung zeigt, dass G/[G, G| abelsch ist.
L]
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Definition 10.3 Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
G=Gy,DG D---DG,={1}

heifit eine Normalreihe von G, wenn G, jeweils ein Normalteiler in G, ist.

Die Quotienten G;/G; 1 heiffen Faktoren der Normalreihe.

G heifst auflosbar, wenn G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.

Beispiel: Wir definieren induktiv Untergruppen D'G C G durch
D°G = Gund DG = [D'G, D'G].

Die Kette G = D°G D D'G D ... hat nach Lemma 10.2 die Eigenschaft, dass D'G C
DG ein Normalteiler mit D'"'G//D'G abelsch ist.

Satz 10.4 G ist genau dann auflosbar, wenn es ein n € Ny mit D"G = {1} gibt.

Beweis : Ist D"G = {1}, so ist G offenbar auflosbar. Ist umgekehrt
G=Gy>G D---DG,={1}

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren, so zeigen wir induktiv, dass D'G C G;
gilt. Fiir i = 0 stimmt das. Gelte also D'G C G; fiir ein i > 0. Da G, /G abelsch ist,
ist nach Lemma 10.2 ii) [G;, G;] C G441, also auch DG = [D'G, D'G| C [G;, G4 C
Gis1.

Somit muss mit (¢, auch D" trivial sein. O

Beispiel:
i) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.

ii) Jede endliche p-Gruppe (p Primzahl) ist nach Korollar 8.9 auflésbar, da Grup-
pen der Ordnung p zyklisch und somit abelsch sind.

iii) Die Gruppe S5 der Permutationen einer 5-elementigen Menge ist nicht auflos-
bar. Ist ndmlich
A; ={m € S5 : sgnm =1}

die Untergruppe aller Permutationen, die sich als Produkt von einer gera-

den Anzahl von Transpositionen (Vertauschungen) schreiben lassen, so gilt
[As, As] = As.
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Ist ndmlich 7;; die Vertauschung von 7 und j fiir ¢ # j, so gilt
TijTik = (TikTrs)(TjkTrs)(TikTrs)_l(TjkTrs)_la

wobei {i,j,k,r,s} = {1,2,3,4,5}. Fiir paarweise verschiedene i, j, k,[ gilt
7,;Tki = (Tamu)(7i;7jk), also nach dem soeben Gezeigten ebenfalls 7,7, €
[As, As). Daher ist jedes Element in A; Produkt von Kommutatoren. Somit ist
As nicht auflosbar, also auch nicht S5, die A5 als Normalteiler vom Index 2
enthalt (siehe unten Satz 10.6).

Satz 10.5 Sei G eine endliche auflosbare Gruppe. Dann lisst sich in G jede echt abstei-
gende Normalreihe mit abelschen Faktoren zu einer Normalreihe verfeinern, deren Faktoren
zyklisch von Primzahlordnung sind.

Beweis : Ist G = Gy 2 G; 2 -+ 2 G, = 1 eine Normalreihe mit abelschen Fak-
toren, und G;/G;41 nicht zyklisch von Primzahlordnung, so sei 1 # @ € G,;/Gi;.
Dann ist (a) ; G;/G;;1 ein Normalteiler, das Urbild von (a) unter G; — G;/G;11
ist also ein Normalteiler H in G; mit G; 1 ; H ; G;. Offenbar ist GG;,; ein Normal-
teiler nicht nur in G;, sondern auch in H. Also konnen wir die Normalreihe durch
H verfeinern. Da H /G, als Untergruppe von G;/G,4; und G;/H als Quotient von
G;/G;;1 abelsch sind, hat auch die neue Normalreihe abelsche Faktoren. Wiederholt
man dieses Verfahren, so gelangt man nach endlich vielen Schritten zu einer Nor-
malreihe, deren Faktoren zyklisch von Primzahlordnung sind. O

Satz 10.6 Es sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Ist G auflosbar, so auch H.
Ist H ein Normalteiler in G, so ist G genau dann auflosbar, wenn H und G /H auflosbar
sind.

Beweis : Ist G auflosbar, so ist wegen D'H C D'G auch jede Untergruppe H auf-
losbar. Ist H ein Normalteiler, so betrachten wir 7 : G — G/H. Es ist D'(7(G)) =
7(D'G) (UA), also ist mit G auch 7(G) = G/ H auflosbar.

Sind umgekehrt H und G/H auflosbar, so existiert ein n € N mit D"H = {1} und
D"(G/H) = {1}. Es folgt

#(D"G) = D"(G/H) = {1},

d.h. D"G C H. Also ist D*"G = D"(D"G) C D"H = {1}, d.h. G ist auflosbar. O
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Definition 10.7 Eine endliche Korpererweiterung L/K heifst durch Radikale auflésbar,
wenn es einen Erweiterungskorper E von L sowie eine Korperkette

K=E,CE,C---CE,=E

gibt, so dass E;; jeweils aus E; durch Adjunktion eines Elements des folgenden Typs ent-
steht:

i) einer Einheitswurzel oder
ii) einer Nullstelle von X™ — a € E;[X] mit char(K) t n, oder

iii) einer Nullstelle von X? — X — a € E;[X| mit p = char(K) > 0.

Offenbar ist jede durch Radikale auflosbare Korpererweiterung separabel. Ist L/ K
durch Radikale auflosbar und charK = 0, so gibt es fiir jedes Element von L eine
Formel, die mit den Grundrechenarten und Wurzelziehen auskommt.

Definition 10.8 Eine endliche Korpererweiterung L/K heifit auflésbar, wenn es einen
Erweiterungskorper E von L gibt so dass E /K eine endliche Galoiserweiterung mit auflos-
barer Galoisgruppe ist (im Sinne von Definition 10.3).

Lemma 10.9 Ist L/ K galoissch, so ist L/ K genau dann auflosbar, wenn Gal(L/K') auflos-
bar ist.

Beweis : Sei £ ein Erweiterungskorper wie in Definition 10.8. Da L/K normal ist,
ist H = Gal(F/L) ein Normalteiler in G = Gal(E/K) und

G/H > Gal(L/K).

Nach Satz 10.6 ist mit G’ dann auch Gal(L/K) auflésbar. Die andere Richtung ist
klar. O

Definition 10.10 Ist f € K[X] ein nicht-konstantes separables Polynom und L/K ein
Zerfillungskorper von f. Dann heifSt die algebraische Gleichung f(X') = 0 iiber K auflosbar
bzw. durch Radikale auflosbar, falls L/ K auflosbar bzw. durch Radikale auflosbar ist.

Lemma 10.11 Ist L/K eine endliche Korpererweiterung und F ein beliebiger Erweite-
rungskdrper von K. Bettet man L mit einem K-Homomorphismus in den algebraischen
Abschluss F ein, so sei FL das Kompositum in F. Ist L/K auflosbar bzw. galoissch mit
auflosbarer Galoisgruppe bzw. durch Radikale auflosbar bzw. durch eine Korperkette wie in
Definition 10.7 ausschopfbar, so hat F'L/F dieselbe Eigenschaft.
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Beweis : Ein K-Homomorphismus L — F existiert nach Satz 4.24. Ist /K eine end-
liche Galoiserweiterung mit auflosbarer Galoisgruppe und L C E, so ldsst sich diese
Einbettung auf £ fortsetzen. Nach dem Satz vom primitiven Element ist £ = K(a),
also ist £ Zerfallungskorper von Mipog (a). Somit ist EF = F(a) als Zerfallungs-
korper des separablen Polynoms Mipoy (a) eine endliche Galoiserweiterung von F'.
Fiir jedes 0 € Gal(EF/F) ist o(E) eine algebraische Erweiterung von K = o(K).
Also folgt aus der Normalitdt von E/K, dass o(E) = E ist. Wir erhalten einen Ho-
momorphismus.

Gal(EF/F) — Gal(E/K)

o — olp.

Dieser ist wegen E'F = F(F) injektiv. Aus der Auflosbarkeit von Gal(£/K) folgt
also die von Gal(E£'F/F') nach Satz 10.6.

Besitzt andererseits £/ K eine Korperkette
K=E,CE,C---CE,=E
wie in Definition 10.7, so ist
FCEFCEFC---CE,F=FLEF

eine analoge Korperkette von EF'/F'. Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 10.12 Ist K C L C M eine Kette endlicher Korpererweiterungen, so ist M /K
genau dann auflosbar (bzw. durch Radikale auflosbar), wenn M /L und L] K auflosbar (bzw.
durch Radikale auflosbar) sind.

Beweis : Sei zundchst M /K auflosbar und M’ ein Erweiterungskorper von M, fiir
den M'/K galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe ist. Definitionsgemafs ist dann
auch L/K auflosbar. Gal(M'/L) ist als Untergruppe von Gal(M'/K) nach Satz 10.6
auflosbar. Also ist auch M/ L auflosbar.

Umgekehrt seien L/K und M/L auflosbar. Sei L' O L eine Erweiterung, so dass
L'/ K galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe ist, und sei M/’ D M eine Erweiterung,
so dass M’/ L galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe ist. Dann ist nach Lemma 10.11
auch L'M' /L’ galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe. Indem wir L C M durch L' C
L' M’ ersetzen, konnen wir annehmen, dass L/K und M/ L galoissch mit auflésbarer
Galoisgruppe sind.
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Dann ist M /K separabel, eventuell aber nicht normal. Sei M’/ K die normale Hiille
von M /K. Dann ist M'/K endlich galoissch. Nach Satz 5.7 kénnen wir M’ folgen-
dermaflen konstruieren: Sei M ein algebraischer Abschluss von M, so ist M’ das
Kompositum der o(M) in M, wobei o alle K-Homomorphismen M — M durch-
lduft. Da L/K galoissch ist, gilt fiir jeden K-Homomorphismus o : M — M, dass
o(L) = L ist. Also ist 0(M)/L eine zu M/L isomorphe Galoiserweiterung, d.h.
Gal(o(M)/L) ~ Gal(M/L).

Wir behaupten, dass Gal (M’'/K) auflosbar ist. Dazu betrachten wir die surjektive
Restriktionsabbildung

Gal(M'/K) — Gal(L/K)
mit Kern Gal(M’/L). Da Gal(L/K) auflosbar ist, gentigt es nach Satz 10.6 zu zeigen,
dass Gal(M'/L) auflosbar ist. Nun ist M’ das Kompositum der o(M). Aus Satz 7.13
folgt, dass

Gal(M'/L) — 11 Gal(o(M)/L)
o€ Homp (M, M)

T (T‘U(M))O'

injektiv ist. Nach Satz 10.6 miissen wir nur zeigen, dass das Produkt auf der rechten
Seite auflosbar ist, d.h., dass [[ Gal(c(M)/L) auflosbar ist. Dies zeigt man mit In-

duktion tiber die Anzahl der Faktoren unter Zuhilfenahme von Satz 10.6 (UA). Also
ist M’/ K und somit auch M /K auflosbar.

Es bleibt noch der Fall , durch Radikale auflosbar” zu betrachten. Ist M/ /K durch
Radikale auflosbar, so gilt dies trivialerweise auch fiir L/ K. Indem man das Kom-
positum der Korperkette aus Definition 10.7 mit L betrachtet, ist auch M /L durch
Radikale auflosbar.

Sind umgekehrt M /L und L/K durch Radikale auflosbar, so sei L'/ L eine Erweite-
rung, fiir die L'/ K durch eine Kette wie in Definition 10.7 ausgeschopft wird. Es sei
L'M das Kompositum in einem algebraischen Abschluss von M. Dann ist L'M /L’
nach Lemma 10.11 durch Radikale auflosbar. Somit ist auch L' M /K durch Radikale
auflosbar, indem man zwei Korperketten zusammenfiigt. Also ist M /K durch Ra-
dikale auflosbar. O

Jetzt konnen wir den folgenden wichtigen Satz zeigen.

Satz 10.13 Eine endliche Korpererweiterung L/ K ist genau dann auflosbar, wenn sie durch
Radikale auflosbar ist.
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Beweis : Angenommen, L/K ist auflosbar. Nach Ubergang zu einem Erweiterungs-
korper konnen wir annehmen, dass L/K galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe
ist. Sei m das Produkt aller Primzahlen p # char(K) mit p | [L : K]. Ferner sei
F = K((,,) fur eine primitive m-te Einheitswurzel (,,. Dann ist '/ K durch Radikale
auflosbar. Wir betten F' in einen algebraischen Abschluss L von L ein und bilden
dort das Kompositum FL. Dannist K C F' C F'L, und es gentigt nach Lemma 10.12
zu zeigen, dass F'L/F durch Radikale auflosbar ist. Nach Lemma 10.11 wissen wir,
dass F'L/F galoissch mit auflosbarer Galoisgruppe ist. Also gibt es nach Satz 10.5

eine Normalreihe

mit Faktoren G;/G;;1, die zyklisch von Primzahlordnung sind. Aufgrund des
Hauptsatzes der Galoistheorie gehort dazu eine Kette von Zwischenkorpern

F=FCFC..F,=FIL,

mit F; = (F L)%, so dass Fj,,/F; galoissch mit Gal(F},,/F;) ~ G,;/G;11 zyklisch von
der Ordnung p; fiir eine Primzahl p; ist. Da nach Satz 7.13

Gal(FL/F) ~ Gal(L/FNL)

gilt, ist [F'L : F'] ein Teiler von [L : K]. Also ist p; ein Teiler von m, so dass F’ eine pri-
mitive p;-te Einheitswurzel enthélt (ndmlich eine geeignete Potenz von (,,). Damit
enthédlt auch F; eine primitive p;-te Einheitswurzel, und nach Satz 9.9 entsteht F;_;
aus F; durch Adjunktion einer Nullstelle eines Polynoms der Form X? — a € F;[X].
Ist p, = char(K), so folgt aus Satz 9.10, dass F;;; aus F; durch Adjunktion einer
Nullstelle eines Polynoms der Form X7 — X — a € F;[X] entsteht. Daher ist F'L/F
und somit auch L/K durch Radikale auflosbar.

Sei umgekehrt L /K durch Radikale auflosbar. Dann gibt es einen Erweiterungskor-
per £/ von L, so dass E/K durch eine Korperkette wie in Definition 10.7 ausschopf-
bar ist. Wir kénnen E = L annehmen. Dann gibt es eine Kette

K=KyCcK,C---CK,=1,

so dass K;.1/K; vom Typ i), ii) oder iii) aus Definition 10.7 ist. Um zu zeigen, dass
L/K auflosbar ist, gentigt es nach Lemma 10.12 zu zeigen, dass alle K,/ K; auflos-
bar sind. Ist K;,/K; vom Typ i), so ist K1/ K; nach Satz 9.6 galoissch und abelsch.
Ist K11/ K; vom Typ iii), so ist Gal(/;1/K;) nach Satz 9.10 galoissch und zyklisch.
In beiden Fillen ist K;;/K; auflosbar.
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Ist K;11/K; vom Typ ii), also K;1; = K;(c) fur eine Nullstelle ¢ des Polynoms
X" —a € K;[X] mit char(K) 1 n, so sei ' = K;((,) mit einer primitiven n-ten
Einheitswurzel ,,. Wir betten F' in einen algebraischen Abschluss von K, ein und
betrachten

K, CF C FK;;1 = F(c).

Dann ist F'/K; nach Satz 9.6 galoissch und abelsch und F(c)/F nach Satz 9.9 ga-
loissch und zyklisch. Beide Erweiterungen sind also auflosbar und nach Lemma

10.12 ist auch F(c)/K; und somit auch K,/ K; auflosbar. Insgesamt folgt also dass
L/K auflosbar ist. O

Wir haben jetzt also ein gruppentheoretisches Kriterium dafiir, wann eine Erweite-
rung durch Radikale auflosbar ist. Das wollen wir jetzt anwenden:

Satz 10.14 Die Gleichung X°® — 4X + 2 = 0 ist iiber Q nicht durch Radikale auflosbar.

Es gibt also Polynomgleichungen vom Grad 5, fiir deren Losung keine , Wurzelfor-
mel” existiert.

Beweis : f = X° — 4X + 2 ist nach Eisenstein irreduzibel iiber Q. Sei L/Q ein
Zerféllungskorper von f. Die Ableitung [’ = 5X* — 4 hat genau zwei reelle Null-
stellen, nach dem Satz von Rolle hat f also hochstens drei reelle Nullstellen. Da
f(=2) <0,f(0) >0, f(1) <0und f(2) > 0ist, hat f genau drei reelle Nullstellen
as, oy, as. Mit jedem 2z € Cist auch das komplex konjugierte Z Nullstelle von f, also
muss fiir die restlichen beiden komplexen Nullstellen a4, a; von f die Gleichung
), = ay gelten. Die komplexe Konjugation vermittelt also einen Automorphismus

7 € Gal(L/Q) der Ordnung 2.

Da f irreduzibel ist, gilt [Q(a;) : Q] = 5, also gilt 5 | [L : Q]. Sei H eine 5-
Sylowgruppe in G = Gal(L/Q). Da ord(G) ein Teiler von 5! ist (sieche Aufgabe 42),
ist ord(H) = 5. G enthdlt also ein Element der Ordnung 5. Nach Lemma 4.23 ver-
mittelt jedes o € G eine eindeutig bestimmte Permutation der Nullstellen o, . .., a5
von f. Wir erhalten somit einen injektiven Gruppenhomomorphismus

G%Sg;,

vermoge dessen wir G als Untergruppe der S; auffassen. Somit ist / eine Unter-
gruppe der S; der Ordnung 5. Betrachten wir ihre natiirliche Operation auf der
Menge {1, 2, 3,4, 5}, so ist nach der Bahnengleichung

5= ord(Hz;)=>» (H:H,,)

2 2
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fur ein Vertretersystem (z;) der Bahnen. Da jedes (H : H,,) ein Teiler von 5
= ord(H) ist, gibt es eine Bahn der Ordnung 5. Ist H = (h), soistalso {1,2,3,4,5} =
{1, (1), h*(1), (1), K*(1)}.

Die komplexe Konjugation in GG vermittelt ein Element 7 der Ordnung 2 in S5, also
eine Transposition. Es ist 7 = (12), da 7(ay) = a» gilt. Man zeigt leicht h=*7h* =
(RE(1) h*(2)) € G fiir alle k € Z. Andererseits ist 2 = h(1) fiir ein 0 < ¢ < 4,
d.h. fiir alle k ist (h*(1) h**9(1)) € G. Fiir jede beliebige Transposition 7’ gibt es
m,n € {0,...,4},sodass 7" = (h™(1) h™*(1)). Da q teilerfremd zu 5 ist, gibtes r, s € Z
mit n — m = rq + s5. Falls ¢ > 0 ist, so ist

7 = (h™(1) K™ H9(1)) (A1) A1) L (BT (1) € G
Fiir ¢ < 0 wenden wir dasselbe Argument auf m —n = r(—q) — 5s an.

Somit enthélt G alle Transpositionen. Da jedes Element in S5 Produkt von Transpo-
sitionen ist, folgt G ~ S5. Also ist G nicht auflosar. Nach Satz 10.13 ist L/ K also nicht
durch Radikale auflosbar. O
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