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Übungsblatt zur Klausurvorbereitung
Lösungen bitte nicht abgeben

1. Es sei G eine Gruppe der Ordnung pq, wobei p < q Primzahlen sind,
so dass p kein Teiler von q − 1 ist. Dann besitzt G genau eine p-
Sylowgruppe Sp und genau eine q-Sylowgruppe Sq, und die Abbildung

Sp × Sq −→ G, (x, y) 7−→ xy

ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist G zyklisch.

2. Es sei F ein endlicher Körper und a ∈ F beliebig. Zeigen Sie, dass die
Gleichung x2 + y2 = a stets lösbar in F ist.

3. Es sei K ein Körper und (a1, . . . , an) ein Element aus dem Kn. Zeigen
Sie, dass die Teilmenge {f ∈ K[X1, . . . , Xn] | f(a1, . . . , an) = 0} ein
Maximalideal in K[X1, . . . , Xn] ist.

4. i) Zeigen Sie, dass jede ganzzahlige Nullstelle eines Polynoms anX
n +

. . .+ a1X + a0 ∈ Z[X] ein Teiler der Zahl a0 ist.

ii) Zeigen Sie, dass das Polynom f = X3 + 5X2 − X + 2 irreduzibel
über Q ist.

iii) Es sei α ∈ C eine Nullstelle von f aus ii). Stellen Sie α−1 als
Linearkombination von 1, α, α2 mit rationalen Koeffizienten dar.

5. Es sei G eine Gruppe mit 33 Elementen. Beweisen Sie, dass es jeweils
genau einen Normalteiler der Ordnung 3 und der Ordnung 11 enthält.
Folgern Sie, dass G zyklisch ist.

6. Zerlegen Sie das Polynom X4 + X + 1 aus F2[X] in Primfaktoren
und bestimmen Sie einen Zerfällungskörper L über F2. Berechnen Sie
[L : F2], bestimmen Sie die Galoisgruppe von L/F2 und alle Zwischen-
körper.


